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Pracovní úkoly:
1. Změřte místní tíhové zrychlení g metodou matematického kyvadla.
2. Změřte závislost doby kmitu fyzického kyvadla na poloze čočky. Měření proveďte pro obě osy otáčení. Graficky znázorněte.
3. Změřte místní tíhové zrychlení g metodou reverzního kyvadla.
4. Vypočítejte chybu, které se dopouštíte idealizací reálného kyvadla v rámci modelu kyvadla matematického. Srovnejte moment setrvačnosti reálného kyvadla s jeho matematickou idealizací.
5. Vypočítejte vzdálenost těžiště reálného kyvadla od osy otáčení a porovnejte s délkou matematického kyvadla.

Teorie[1]:
Jestliže chceme měřit tíhové zrychlení, můžeme to udělat pár způsoby. První z nich je takový, kde necháme kývat tzv. matematické kyvadlo. To je nějaký hmotný bod zavěšený na nehmotném laně. V praxi toho dosáhnout nelze, ale můžeme se tomu aspoň přiblížit tím, že necháme kývat nějakou těžkou a malou kouli na velmi lehkém závěsu. Toto kyvadlo bude kývat s dobou kmitu:
				(1)
Kde J je moment setrvačnosti kyvadla vzhledem k ose otáčení, m je hmotnost kyvadla, g je místní zrychlení, které budeme počítat, d je vzdálenost těžiště od osy otáčení a α je maximální úhlová výchylka těžiště z rovnovážné polohy. Moment setrvačnosti matematického kyvadla je dán vztahem:
							(2)
kde l je délka kyvadla a m je jeho hmotnost. A pokud se ještě k tomu omezíme na malé výchylky kyvadla, můžeme (1) upravit na tyto tvar:
							              	(3) a (4)
Z tohoto lze už jednoduše vyjádřit tíhové zrychlení g, jako:
											(4)
Tímto přiblížením nám ale vzniká chyba, kterou musíme brát v potaz přes momenty setrvačností jednotlivých částí našeho fyzického modelu. Tedy tyče a koule. Pro moment setrvačnosti tyče, v našem případě lana, platí tento vztah:
											(5)
Kde l je délka lana a mT je jeho hmotnost. Dále víme, že moment setrvačnosti pro kouli je:
											(6)

Který ale platí pro osu procházející těžištěm koule. Pro kouli, u které osa otáčení neprochází jejím těžištěm, musíme využít Steinerovu větu, tedy:
										(7)
Teď už jen zbývá určit vzdálenost těžiště od osy otáčení, což určíme pomocí váženého průměru polohy:
										(8)

Pokud vezmeme v potaz vztahy (3), (5), (7) a (8) dokážeme určit dobu kmitu našeho přiblížení k matematickému kyvadlu. Dostáváme:
				(9)
Odkud si můžeme jednoduše spočítat tíhové zrychlení jako:
				(10)
Reverzní kyvadlo:
Reverzní kyvadlo se taktéž používá pro změření tíhového zrychlení. Toto kyvadlo má podobu dlouhé tyče, které má na sobě dvě místa, osy otáčení, podle kterých se toto kyvadlo kýve. Tyto osy prochází těžištěm kyvadla. Pokud najdeme vzdálenost, ve které kyvadlo kýve se stejnou dobou kmitu, a pokud jejich poloha vůči těžišti není symetrická, pak se tato vzdálenost nazývá redukovaná a pro dobu kmitu platí:
											(11)
Na našem modelu kyvadla byla umístěna velká těžká kovová čočka pro dosažení nesymetričnosti. Pokud tedy najdeme (posuvem čočky) místo, ve kterém kývá kyvadlo se stejnou dobou kmitu jak s čočkou dole, tak s čočkou nahoře, pak jsme našli redukovanou délku lr . Tento postup lze udělat pomocí grafické interpolace, kdy při nějaké vzdálenosti čočky od břitu, tedy od osy otáčení, měříme dobu kmitu, poté otočíme kyvadlo a uděláme to samé s čočkou na opačné straně. Toto uděláme pro různé polohy čočky, dostaneme tedy 2 záznamy o dobách kmitů. Tyto hodnoty spojíme přímkou pro čočku, která byla dole, a pro čočku, která byla nahoře a určíme průsečík. Opět zkusíme, zda-li se doba kmitu v této poloze shoduje, pokud ne, tento postup uděláme znovu s jemnější prací s čočkou. Pokud ano, máme vyhráno.




Obrázek č. 1: Grafická interpolace [1]
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Chyba, jíž se dopouštíme idealizací fyzického kyvadla jako matematického:
		(12)

Měření:
Podmínky:
Teplota: 24,3 °C
Tlak: 979,3 hPa
Vlhkost: 25,9%

Postup:
Matematické kyvadlo:
V tomto postupu budeme využívat vzorečku (10) kvůli tomu, že používané kyvadlo rozhodně nebylo matematické a tudíž jsme museli uvažovat pár změn. První krok bylo měření všeho, co potřebujeme znát. Začneme s hmotností kuličky. Ta byla změřena jako mK=62,3g s chybou odečitatelnosti 0,001g, která je oproti naměřené hodnotě zanedbatelná. 
mK=(62,300±0,001) g 
 Dále je potřeba si změřit poloměr koule, abychom správně určili momenty setrvačnosti. Toto měření proběhlo šestkrát podle tabulky č. 1.



Tabulka č. 1 – měření průměru koule, výsledek následně upraven jako poloměr koulerk=(1,254±0,007) cm je náš poloměr koule. Chyba byla vypočítána jako směrodatná odchylka měření, k čemuž jsme ještě připočetli chybu měřidla.

	Č.měření
	d[cm]

	1
	2,500

	2
	2,510

	3
	2,510

	4
	2,508

	5
	2,512

	6
	2,512


Další část měření bylo samotné lano. Museli jsme si zjistit jeho délku i jeho hmotnost. Hmotnost byla prováděna na přesných vahách Explorer pro, kde jsme naměřili váhu mL=(0,571±0,001)g. Další etapa byla měření jeho délky. Délka od závěsu až po těžiště soustavy bylo změřeno jako l=(101,6±0,6) cm, kde jsme jako chybu brali opět směrodatnou odchylku a chybu měření.
Periodu matematického kyvadla jsme měřili tak, že jsme si jej zavázali na železný váleček a pověsili tak, aby hmotný bod, tedy železná kulička, procházela světelným paprskem. Když se paprsek přeruší, použité stopky se spustí a začnou měřit periodu. My jsme měřili 10 period, které jsou zaznamenány v tabulce č. 2.
Tabulka č. 2 – 10 period kmitů fyzického kyvadlaVýsledné měření jedné periody vychází jako 
TM=(2,040±0,035) s, kde chybu měření je opět směrodatná odchylka. Jestliže uvažujeme matematické kyvadlo jako reálné, pak dostáváme výsledek gM=(9,64 ± 0,33).
Byl využit Gaussův zákon jakožto chyba výsledku tíhového zrychlení. Tento výsledek je velmi nepřesný, I když s chybou nám dává skutečnou hodnotu. 

	Č. měření
	10 T[s]

	1
	20,4376

	2
	20,4289

	3
	20,4012

	4
	20,4184

	5
	20,4258

	6
	20,3420

	7
	20,3535

	8
	20,3675

	9
	20,3825

	10
	20,4287



Pro náš reálný model je zapotřebí využít vztahu (10), kde využíváme opět Gaussova zákona. Bohužel chybu (10) zde uvedu jen názorně (12), jinak by to zabralo víc, než samotný studijní text. Dostáváme výsledek: 
gF=(9,61 ± 0,35 ).



Reverzní kyvadlo:
Tato části měření spočívá v měření periody kyvadla při dané poloze čočky. Nejdříve nastavíme polohu čočky, kterou změříme, a následně změříme dobu kmitu s čočkou dole a s čočkou nahoře. Tyto měření vyneseme do grafu a pomocí grafické interpolace zjistíme, v jakém místě se doby kmitu rovnají. 
Data: Tabulka č. 3 – Periody kmitů v závislosti na vzdálenosti čočky – 10 period Měření proběhlo vždy 2x (1a), 1b)) a výsledek je zapsán pod samostatným číslem (1).

	Č. měření 
	Čočka dole - TD[s]
	Čočka nahoře – TN[s]
	Vzdálenost – d[cm]

	1a)
	20,4828
	20,5981
	7,554

	1b)
	20,5395
	20,7271
	7,556

	1
	20,5112
	20,6626
	7,555

	2a)
	20,4579
	20,3420
	6,718

	2b)
	20,4543
	20,3579
	6,734

	2
	20,4561
	20,3500
	6,726

	3a)
	20,2329
	19,9117
	6,024

	3b)
	20,2381
	19,9161
	6,021

	3
	20,2355
	19,9139
	6,023

	4a)
	20,1581
	19,5642
	5,418

	4b)
	19,9635
	19,6616
	5,422

	4
	20,0608
	19,6129
	5,420

	5a)
	20,1951
	19,3054
	5,594

	5b)
	20,2001
	19,3188
	5,596

	5
	20,1976
	19,3121
	5,595



Graf č. 1 – závislost doby kmitu na poloze čočky


Podle rovnic spojnic trendu můžeme vypočítat průsečík, který vychází jako vzdálenost čočky od prvního závěsu 7,02cm. V tomto okolí bodu jsme měřili periody opět znovu a pomocí malých úprav vzdálenosti čočky od břitu jsme se dostávali blíž a blíž k přesné hodnotě periody. Tato hodnota se ustálila na TRK=(2,004±0,002)s pro jednu periodu. V tomto momentu už jen stačilo změřit vzdálenost břitů. Měření můžeme provést tak, že změříme vzdálenost horního okraje jednoho břitu a spodního hrotu druhého břitu a následně odečteme tloušťku jednoho břitu. Tato vzdálenost nám vyšla jako lR=(99,5±0,05)cm. Podle (4) nám vychází, že tíhové zrychlení je gRK=(9,7811 ± 0,0201) 
Chybu jsme opět počítali podle Gaussova zákona, podobného vzorci (12), ale analogicky ke vzorečku (4), kde jsme za l dosazovali redukovanou vzdálenost os otáčení.
Nyní se vrhneme na úkol č. 5, kde máme vypočítat vzdálenost těžiště od osy otáčení ve fyzickém kyvadle a porovnat s délkou matematického kyvadla.
Délka matematického kyvadla zde byla spočítána jako lM=(101,6±0,6) cm. Vzdálenost těžiště od osy otáčení vypočteme podle (8), tedy: lF=(101,19 ±0,01) cm. Tudíž vzdálenosti se moc neliší, je to hlavně díky domu, že lano je velmi lehké a na těžiště to nemá až takový vliv.


Diskuse:
Měření tíhové zrychlení pomocí matematického kyvadla je bohužel nereálné a vždycky se dopouštíme sebemenší chyby. Matematické kyvadlo nelze zrealizovat a musíme užít aproximací, které nám pomohou dobádat se výsledku. Tyto rozdíly v mém podání nebyli oproti výsledku matematického kyvadla přilíš velké, ale vůbec se neshodují s realitou. Jak už lze vidět na mém grafu a na mých datech, někde se musela stát chyba v zápisu period. Pro čočku, která byla dole na kyvadle, se hodnoty period velice lišily, lze z toho vyvodit špatné měření periody. Nějakou chybu na tom může nést nepřesné změření délky závěsu, což můžeme vylepšit tím, že měření si rozdělíme na více menších částí. 
Místní tíhové zrychlení pomocí reverzního kyvadla bylo o něco lepší, ale hodnota se spíš blíží zrychlení, které panuje na rovníku [2]. Toto je opět způsobeno buď špatným měřením period, které ve vzorečku vystupuje ve druhé mocnině, chyba je tedy veliká. Stále lze ale vidět, že metoda reverzního kyvadla je dosti přesná, tudíž je určitě lepší pro pokusy ve škole využívat tuto metodu.
Chyba idealizace matematického kyvadla se nepohybuje ve velkých řádech, což je hlavně způsobeno tím, že hmotnost lana tu nehraje moc velkou roli. V našem případě vážilo něco okolo půl gramu, v přesnějších výpočtech je samozřejmé, že to bude dosti vadit, ale v našich případech, kdy se vůbec snažíme přiblížit skutečné hodnoty, je to bezvýznamné. Lepšího výsledku můžeme dosáhnout tím, že hmotu kuličky naskládáme ještě do menšího objemu, tedy příště je lepší vzít material s větší hustotou a podobnou hmotností. Z tohoto take vyplývá to, že se vzdálenost těžiště od osy otáčení a délka matematického kyvadla moc neliší. Malá a těžká kulička si vezme obrovský podíl na rozhodování o poloze těžiště.



Závěr:
Tíhové zrychlení metodou matematického kyvadla: gM=(9,64 ± 0,33)
Grafické znázornění závislost doby kmitu na poloze čočky je v grafu č. 1.
Místní Tíhové zrychlení pomocí reverzního kyvadla: gRK=(9,7811 ± 0,0201) 
Chyba, kterou se dopouštíme idealizací reálného (v mém protokolu jako fyzického) kyvadla v rámci modelu kyvadla matematického je podle mých výpočtů (rozdíl výsledků matematického a reálného kyvadla: σg=(0,03±0,02).
Porovnání vzdálenosti těžiště reálného kyvadla oproti délce matematického kyvadla je rozdíl: σd=(0,49±0,59).


Reference:
[1] – Studijní text - XXI. Měření tíhového zrychlení [online]. [cit. 2018-04-01]. Dostupné z: http://physics.mff.cuni.cz/vyuka/zfp/_media/zadani/texty/txt_121.pdf
[2] - Tíhové zrychlení: na rovníku [online]. [cit. 2018-04-01]. Dostupné z: https://cs.wikipedia.org/wiki/T%C3%ADhov%C3%A9_zrychlen%C3%AD




Závislost periody na poloze čočky

Čocka dole	
20.511150000000001	20.456099999999999	20.235499999999998	20.0608	20.197600000000001	7.5549999999999997	6.726	6.0225	5.42	5.5949999999999998	Čočka nahoře	
20.662600000000001	20.34995	19.913900000000002	19.6129	19.312100000000001	7.5549999999999997	6.726	6.0225	5.42	5.5949999999999998	Perioda - T[s]


Vzdálenost - d [cm]
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