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Úloha č. p p p p p p p p p p p p p p pXXI

Název: ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp Mě̌reńı t́ıhového zrychleńı
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1 Pracovńı úkoly

1. Změřte mı́stńı t́ıhové zrychleńı g metodou reverzńıho kyvadla.

2. Změřte mı́stńı t́ıhové zrychleńı g metodou matematického kyvadla.

3. Vypoč́ıtejte chybu, které se dopoušt́ıte idealizaćı reálného kyvadla v rámci modelu kyvadla matematického.

2 Teoretická část

2.1 Měřeńı t́ıhového zrychleńı z doby kmitu kyvadla

Tuhé těleso otočně upevněné k ose, která neprocháźı jeho těžǐstěm, nazýváme fyzické kyvadlo. Označ́ıme-li m
hmotnost tělesa, d vzdálenost jeho těžǐstě od osy, α maximálńı výchylku těžǐstě z rovnovážné polohy, g mı́stńı
t́ıhové zrychleńı a I moment setrvačnosti kyvadla vzhledem k ose otáčeńı, můžeme podle [1] dobu kmitu T vyjádřit
s dostatečnou přesnost́ı jako
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2.2 Reversńı kyvadlo

Fyzické kyvadlo se kývá se stejnou periodou podle dvou r̊uzných rovnoběžných os, pokud tyto osy lež́ı symetricky
vzhledem k těžǐsti nebo jsou-li tyto osy vzdáleny o redukovanou délku fyzického kyvadla. Pro experimentálńı použit́ı
je d̊uležitý druhý př́ıpad. Známe-li dvě osy, okolo kterých se kyvadlo kývá se stejnou periodou, je jejich vzdálenost
redukovanou délkou kyvadla lr a pro dobu kmitu plat́ı

T = 2π
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K experimentu máme k dispozici homogenńı tyč se dvěma pevnými rovnoběžnými břity ve vzdálenostiD, které
slouž́ı jako osy otáčeńı. Na jenom konci tyče je posuvně upevněná těžká kovová čočka, jej́ımž posouváńım se měńı
poloha těžǐstě v̊uči břit̊um. Změř́ıme-li dobu kmitu podle obou os (závaž́ı nejprve nad těžǐstěm, pak pod) pro dvě
krajńı polohy závaž́ı a vyneseme tyto hodnoty do grafu, můžeme grafickou interpolaćı naj́ıt polohu závaž́ı, při ńıž
bude kyvadlo kývat podle obou os se stejnou periodou. Délka D je pak redukovanou délkou kyvadla lR a pro t́ıhové
zrychleńı g vyplývá z vzorce 2 vztah
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2.3 Matematické kyvadlo

Matematické kyvadlo je teoretický model hmotného bodu o hmotnosti m zavěšeného na nehmotném závěsu kon-
stantńı délky l. Moment setrvačnosti v̊uči ose na opačném konci závěsu je

IM = ml2 (4)

Z vzorc̊u 1 a 4 plyne
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pro malé výchylky můžeme zjednodušit na
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2.4 Přibĺıžeńı se matematickému kyvadlu

V experimentu jsem použil těžkou mosaznou kouli s háčkem zavěšenou na niti. Pokud tuto soustavu aproximujeme
matematickým kyvadlem a omeźıme se na malé výchylky, urč́ıme gravitačńı zrychleńı jako

g =
4π2l

T 2
(7)

Abychom určili chybu měřeńı zp̊usobenou touto aproximaćı, vyjádř́ıme si moment setrvačnosti této soustavy.
Spočteme objem koule a objem háčku, z pod́ılu hmotnosti a součtu těchto objemů urč́ıme hustotu slitiny (hustota
mosazi záviśı na množstv́ı jednotlivých složek, proto tabulky udávaj́ı poměrně velký rozsah hodnot). Moment
setrvačnosti háčku vyjádř́ıme jako moment setrvačnosti válce stejné hmotnosti a výšky, moment setrvačnosti nitě
jako moment tenké dlouhé tyče.

Potřebné momenty setrvačnosti jsou dle [2] pro homogenńı kouli vzhledem k ose procházej́ıćı středem

Ikoule =
2mr2
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pro homogenńı válec vzhledem k ose procházej́ıćı těžǐstěm kolmé na osu rotačńı souměrnosti
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pro tenkou tyč vzhledem k ose procházej́ıćı jej́ım koncem

Ityc =
ml2

3

Podle Steinerovy věty urč́ıme moment setrvačnosti vzhledem k ose otáčeńı soustavy, která je od těžǐstě tělesa
hmotnosti m ve vzdálenosti a.

I = I0 + ma2

Nyńı spoč́ıtáme hodnoty jednotlivých člen̊u rovnice 1 a jejich odchylky oproti hodnotám použitým v rovnici
matematického kyvadla.

Těžǐstě soustavy urč́ıme jako vážený pr̊uměr vzdálenost́ı těžǐst’ jej́ıch část́ı. Označme vzdálenost těžǐst’ nitě,
háčku a koule pořadě anit, ahacek, akoule.

d =
anitmnit + ahacekmhacek + akoulemkoule

mnit + mhacek + mkoule
(8)

Moment setrvačnosti soustavy je součtem moment̊u těles, ze kterých se skládá.
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Úhel α urč́ıme z horizontálńı výchylky p koule z rovnovážné polohy. Při daných výchylkách lze s dostatečnou
přesnost́ı aproximovat kyv pohybem po odvěsně pravoúhlého trojúhelńıka a použ́ıt funkci arcsin.

Korekce zohledňuj́ıćı závislost doby kyvu na výchylce kyvadla
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S dostatečnou přesnost́ı můžeme źıskat relativńı odchylku měřeńı jako součet relativńıch odchylek jednotlivých
člen̊u

δU = |Ic − Im
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3 Výsledky měřeńı

3.1 Reverzńı kyvadlo

Nejdř́ıve jsem naměřil čas deseti kmit̊u v obou krajńıch polohách čočky.
vzdálenost čočky 0± 0.01mm
poloha závaž́ı nahoře dole
doba kmit̊u 20,5093 s 20,5076 s 20,1056 s 20,1118 s 20,1152 s
odhadnutá výchylka 1 cm 1 cm 1,5 cm 1 cm 1,2 cm
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vzdálenost čočky 50.76± 0.01mm
poloha závaž́ı nahoře dole
doba kmit̊u 18,3563 s 18,3635 19,7340 19,7281
odhadnutá výchylka 1,2 cm 1,2 cm 2 cm 2 cm

Grafickou interpolaćı (viz př́ıloha) byla odhadnuta poloha, ve které by se kyvadlo mělo kývat podle obou os se
stejnou periodou, na 10,7 mm. Kv̊uli nepřesnostem byla nutná daľśı korekce – při prvńım nastaveńı byly naměřeny
deľśı časy při poloze čočky dole a bylo tedy nutné čočku posunout bĺıž ke konci tyče. Při vzdálenosti čočky 10,0
mm se časy téměř vyrovnaly, jak je zřejmé z následuj́ıćı tabulky.

vzdálenost čočky 10± 0.01mm
poloha závaž́ı nahoře dole
doba kmit̊u 20,0396 s 20,0390 20,0445 20,0437
odhadnutá výchylka 2,2 cm 2,2 cm 2,5 cm 2,5 cm

Vzdálenost břit̊u reversńıho kyvadla byla změřena 995± 0.5 mm.
Gravitačńı zrychleńı vypoč́ıtané podle vzorce 3

gR = (9, 78± 0, 01) ms−2

Do nejistoty měřeńı se promı́tá nejv́ıce nejistota měřeńı vzdálenosti hrot̊u (0,05%), ostatńı veličiny byly změřeny
řádově přesněji.

3.2 Matematické kyvadlo

Běhom experimentu jsem naměřil tyto hodnoty
Hmotnost koule 278, 7± 0, 05 g
Změřené hodnoty pr̊uměru koule
2r [mm] 39,80 39,90 39,90 39,96 40,28 39,91

r = 19, 98± 0, 04 mm
Parametry háčku
š́ı̌rka [mm] 5± 0, 2
výška [mm] 2, 7± 0, 2
délka [mm] 13± 0, 1
rozvinutá délka [mm] 24± 4
materiál mosaz (8300–8600 kg/m3[3])
objem [mm3] 324± 24
Parametry závěsu
délka k háčku [mm] 982± 2
hmotnost nitě [g] 0, 101± 0, 0005
Kýváńı
výchylka [mm] 30± 5
period 10
čas [s] 20, 1982± 0, 002

Gravitačńı zrychleńı podle vzorce 7
gM = (9, 82± 0, 02) ms−2

3.3 Chyba zp̊usobená idealizaćı matematickým kyvadlem

Objem koule vycháźı 33410 mm3, objem háčku 324 mm3. Hustota mosazi tedy vycháźı 8261 kg/m3. Zpětně
dopoč́ıtáme hmotnost kuličky na 276 g a háčku 2,68 g.

Dopočteme vzdálenosti těžǐstě nitě, háčku a koule od osy otáčeńı: anit = 491 mm, ahacek = 995 mm a akoule =
1015 mm.

Po dosazeńı hodnot do vzorc̊u 9, 8 a 10 dopočteme odchylku podle rovnice 11 a dostaneme

δU = 0, 001 = 0, 1%

4 Diskuse výsledk̊u

Hodnota mı́stńıho t́ıhového zrychleńı určená metodou reverzńıho kyvadla je vzhledem ke své přestnosti značně
vychýlena od tabulkové hodnoty pro Prahu g = 9,810ms−2[3]. Systematická chyba je určitě zp̊usobena vlivem
dispersńıch sil – třeńı o vzduch a v závěsu zpomaluje kýváńı a tud́ıž vycháźı menš́ı t́ıhové zrychleńı. Dále homogenńı
tyč s těžkým závaž́ım na jednom konci má v̊uči zvoleným dvěma osám výrazně odlǐsné momenty setrvačnosti.
Domńıvám se, že užit́ı obdobného korekčńıho vztahu jako u modelu matematického kyvadla by měřeńı zpřesnilo.
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Metoda grafické interpolace poskytuje překvapivě přesné určeńı hledaného pr̊useč́ıku, je-li provedena dostatečně
pečlivě.

Model matematického kyvadla umožnil naměřit mı́stńı t́ıhové zrychleńı, které se v rámci chyby dobře shoduje
s obecně už́ıvanou hodnotou na tři platné cifry.

Vypoč́ıtaná systematická chyba, kterou se dopoušt́ıme idealizaćı reálného kyvadla je v̊uči statictické chybě
určeńı t́ıhového zrychleńı touto metodou zanedbatelná.

Přesnost č́ıtače umožňuje spolu se zvětšným počtem měřených period velice efektivně minimalizovat chybu
měřeńı času, která je u reverzńıho kyvadla zp̊usobena t́ım, že úhel výkyvu se po každém otočeńı kyvadla mı́rně
lǐśı - bylo by dobré stojan kyvadla doplnit v rovině optické brány č́ıtače horizontálńım měř́ıtkem nebo zarážkou.
Chyby ostatńıch veličin jsou uspokojivé (ani celková relativńı chyba vypoč́ıtaných zrychleńı nedosahuje zdaleka
jedno procento).

5 Závěr

Metodou reversńıho kyvadla bylo změřeno mı́stńı t́ıhové zrychleńı

gR = (9, 78± 0, 01) ms−2

Metodou matematického kyvadla bylo změřeno mı́stńı t́ıhové zrychleńı

gM = (9, 82± 0, 02) ms−2

Relativńı chyba určeńı t́ıhového zrychleńı vzniklá idealizaćı skutečného kyvadla matematickým byla vypoč́ıtána
0,1 %
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