Studium otáčení tuhého tělesa
Pracovní úkol
1. Změřte momenty setrvačnosti kvádru vzhledem k hlavním osám setrvačnosti.
2. Určete složky jednotkového vektoru ve směru zadané obecné osy rotace kvádru v souřadné soustavě dané hlavními osami setrvačnosti.
3. Vypočítejte moment setrvačnosti kvádru vzhledem k zadané obecné ose rotace. Výsledek ověřte měřením.
4. Měrně ověřte Steinerovu větu.
Teorie
Metoda torzních kmitů
Při určování momentu setrvačnosti tělesa  lze užít metodu torzních kmitů. Těleso zavěsíme na ocelový drát v některém bodu osy, vůči které chceme určit moment setrvačnosti . Pro periodu torzního kmitu  platí [1]:
										(1)
kde  je direkční moment drátu, na který je těleso připevněno.
 můžeme určit pomocí kmitů tělesa se známým momentem setrvačnosti , potom pro dobu kmitu  tohoto tělesa platí:
										(2)
V našem případě využijeme k určení  válec o hmotnosti , průměru  a momentem setrvačnosti  [2]:
										(3)
Ze vztahů (1), (2) a (3) získáme finální vztah:
										(4)
Momenty setrvačnosti vzhledem k osám procházející těžištěm
Moment setrvačnosti tělesa vůči ose, která prochází těžištěm, lze vyjádřit pomocí hlavních momentů setrvačnosti dle os procházejícími těžištěm tělesa :
								(5)
kde  jsou složky jednotkového vektoru  v souřadné soustavě udané hlavními osami setrvačnosti. Vektor  má pak směr osy, vůči které má těleso moment setrvačnosti .
V případě homogenního kvádru jsou hlavní osy setrvačnosti kolmé na stěny kvádru a procházejí jejich středem. Zvolíme si, že souřadnicová osa  má směr hrany kvádru , osa směr hrany  a osa z směr hrany, pak můžeme složky vektoru   ve směru tělesové úhlopříčky určit následovně:
					(6)


Steinerova věta
[bookmark: _GoBack]Podle Steinerovy věty pro moment setrvačnosti  vůči ose procházející těžištěm a moment setrvačnosti  vzhledem ose k ní rovnoběžné ve vzdálenosti  platí [1]:
										(7)
kde  je hmotnost tělesa.
V našem případě určíme moment setrvačnosti tyče pomocí momentu setrvačnosti válce , podobně jako při zjišťování momentu setrvačnosti kvádru (3):
									(8)
kde  je perioda torzních kmitů tyče a  je doba torzních kmitů válce.
Pro dobu periody kmitu fyzického kyvadla platí:
										(9)
kde  je hmotnost kyvadla,  je tíhové zrychlení a  je vzdálenost těžiště od osy otáčení.
Následně můžeme získat vztah pro výpočet momentu setrvačnosti :
										(10) 
Zpracování chyb měření
Chyba sa měření jedné veličiny a, kde sstat je statistická chyba a smer je chyba měřidla: 
									(11)
Metoda přenosu chyb pro veličinu vypočtenou z jiných n naměřených veličin:
									(12)
Výsledky měření
Tab. č. 1:
	Laboratorní podmínky

	teplota
	25,1 °C

	relativní vlhkost
	29,9%

	teplota
	999,9 hPa


1) Moment setrvačnosti kvádru
Moment setrvačnosti kvádru jsem určovala pomocí momentu setrvačnosti válce, pro který moment setrvačnosti známe dle (3). Nejprve jsem určila hmotnost válce na elektronických vahách. Následně jsem změřila rozměry válce a kvádru posuvným měřidlem (tab. č. 2). Nutno podotknout, že kvádr doopravdy kvádr nebyl, ale rohy byly skoseny (obr. č. 1). a
b
Obr. č. 1: Přibližný nákres zkoumaného tělesa i s popiskem hlavních os a a b, strana c je čistě jen hloubka, která je všude stejná.

Hmotnost válce (nepřesnost měření vah Δm = 0,1 g):
m0 = (903,7 ± 0,1) g			rel. chyba (ƞm0 = 0,01 %)
Tab. č. 2: Naměřené hodnoty rozměrů válce a kvádru
	Měření
	Válec
	Kvádr

	
	d0 [cm]
	a [cm]
	b [cm]
	c [cm]

	1
	10,798
	12,781
	6,404
	1,903

	2
	10,792
	12,782
	6,411
	1,905

	3
	10,799
	12,780
	6,406
	1,902

	4
	10,798
	12,782
	6,399
	1,906

	5
	10,798
	12,785
	6,408
	1,901

	6
	10,794
	12,779
	6,401
	1,902

	7
	10,801
	12,780
	6,406
	1,900

	8
	10,799
	12,781
	6,406
	1,901

	9
	10,799
	12,779
	6,406
	1,902

	10
	10,797
	12,787
	6,405
	1,900

	průměr [cm]
	10,798
	12,782
	6,405
	1,902

	celková mezní chyba [cm]
	0,004
	0,004
	0,004
	0,004

	rel. chyba
	0,0004
	0,0003
	0,0007
	0,0019


Z naměřených hodnot jsem určila průměr a chybu dle vztahu (11). Chybu posuvného měřidla jsem dle přiložených materiálů určila na Δl = 0,03mm.
Na drát jsem připevnila válec a měřila periody torzních kmitů kolem jeho hlavní osy T0  pomocí digitálních stopek. Poté jsem na drát zavěsila kvádr a měřila periody kmitu kolem jeho hlavních os Tx. Ty. Tz a periodu kmitu kvádru vzhledem k úhlopříčce Tu (viz tab. č. 3). Z hodnot jsem určila jednu periodu a chybu určila dle (11), přičemž největší chybu do měření času vnesla reakční doba člověka, proto tedy volím jako nepřesnost měření Δt = 0,2 s.
Tab. č. 3: Naměřené periody kmitu válce a kvádru
	Měření
	Válec
	Kvádr

	
	3 T0 [s]
	3 Tx [s]
	3 Ty [s]
	3 Tz [s]
	3 Tu [s]

	1
	39,41
	20,49
	37,61
	41,89
	24,87

	2
	39,11
	20,39
	37,43
	41,88
	24,99

	3
	39,40
	20,70
	37,55
	42,20
	25,21

	4
	39,08
	20,68
	37,99
	41,76
	25,04

	5
	39,44
	20,65
	37,59
	41,90
	25,20

	6
	39,25
	 
	 
	 
	25,36

	7
	38,99
	 
	 
	 
	25,04

	8
	39,50
	 
	 
	 
	25,14

	9
	39,26
	 
	 
	 
	 

	10
	39,36
	 
	 
	 
	 

	1 T [s]
	13,09
	6,86
	12,54
	13,98
	8,37

	celková mezní chyba [s]
	0,09
	0,09
	0,12
	0,10
	0,09

	rel. chyba
	0,007
	0,013
	0,009
	0,007
	0,010





Dle vztahu (4) jsem vypočítala momenty setrvačnosti vzhledem k hlavním osám x, y, z i tělesové úhlopříčce. Chyba určena pomocí přenosu relativních chyb dle (12).
Jx = (0,362 ± 0,011)·10-3 kg·m2		rel. chyba (ƞJx = 2,9 %)			(P ≈ 1)
Jy = (1,209 ± 0,027)·10-3 kg·m2		rel. chyba (ƞJy = 2,3 %)			(P ≈ 1)
Jz = (1,500 ± 0,029)·10-3 kg·m2		rel. chyba (ƞJz = 1,9 %)			(P ≈ 1)
Ju = (0,538 ± 0,013)·10-3 kg·m2		rel. chyba (ƞJu = 2,4 %)			(P ≈ 1)
Z rozměrů kvádru (tab. č. 2) a vztahu (6) jsem určila složky jednotkového vektoru  ve směru tělesové úhlopříčky. Chyba určena z přenosu relativních chyb (12).
vx = (0,8862 ± 0,0018)			rel. chyba (ƞvx = 0,2 %)			(P ≈ 1)
vy = (0,4441 ± 0,0010)			rel. chyba (ƞvy = 0,2 %)			(P ≈ 1)
vz = (0,1319 ± 0,0005)			rel. chyba (ƞvz = 0,4 %)			(P ≈ 1)
Následně jsem dle vztahu (5) vypočítala moment setrvačnosti vůči tělesové úhlopříčce z momentů setrvačnosti vůči hlavním osám. Chyba vypočítána z přenosu relativních chyb (12).
Ju = (0,549 ± 0,024)·10-3 kg·m2		rel. chyba (ƞJu = 4,3 %)			(P ≈ 1)
2) Steinerova věta
Veškeré hodnoty týkající se válce, které jsou dále potřebné, jsou shodné s již výše uvedenými.
Tíhové zrychlení beru g = 9,81 m·s -2, to bude pro naše účely stačit, mnohem větší nepřesnost vznikne během dílčích měření. 
Následně jsem zjišťovala hmotnost tyče pomocí elektrických vah a různé vzdálenosti na tyči pomocí pásového měřidla.
Hmotnost tyče (nepřesnost měření vah Δm = 0,1 g):
m = (281,4 ± 0,1) g			rel. chyba (ƞm = 0,03 %)
Vzdálenosti na tyči (nepřesnost pásového metru Δl = 1 mm):
Délka tyče	 		d = (33,9 ± 0,1) cm
Vzdálenost břitů 		2l = (31,3 ± 0,1) cm
Vzdálenost břitu 1 od těžiště 	l1 = (15,6 ± 0,1) cm
Vzdálenost břitu 2 od těžiště 	l2 = (15,5 ± 0,1) cm
Pro poslední dvě vzdálenosti určím moment setrvačnosti dle Steinerovy věty. Nejprve však podobně jako pro kvádr určím moment setrvačnosti tyče pomocí válce dle vztahu (8). Tyč jsem zavěsila na drát, nechala kmitat a periody kmitu Tt pomocí digitálních stopek (tab. č. 4). Následně jsem tyč připevnila za břit do držáku, aby se mohla hýbat a nechala ji kývat jako kyvadlo. Doby kmitu T1 odpovídající vzdálenosti těžiště od břitu l1 a T2 ku l2 jsou uvedeny v téže tabulce. Jako nepřesnost měření jsem zvolila hlavně reakční dobu člověka, tedy Δt = 0,2. s. Z hodnot jsem určila jednu periodu kmitu a chybu určila z nepřesností měření (11).
Pomocí vztahu (8) jsem určila moment setrvačnosti tyče vůči ose procházející těžištěm. Chyba určena pomocí přenosu relativních chyb (12).
Jt = (2,786 ± 0,046)·10-3 kg·m2		rel. chyba (ƞJ = 1,7 %)			(P ≈ 1)


Tab. č. 4: Naměřené periody kmitu tyče
	Měření
	3 Tt [s]
	20 T1 [s]
	20 T2 [s]

	1
	57,32
	17,89
	18,01

	2
	57,18
	17,72
	17,86

	3
	57,19
	17,89
	17,85

	4
	57,25
	17,83
	17,82

	5
	56,91
	17,82
	18,07

	6
	56,93
	17,79
	17,86

	1 T [s]
	19,04
	0,891
	0,896

	celková mezní chyba [s]
	0,10
	0,004
	0,006

	rel chyba
	0,005
	0,004
	0,007


Výsledné momenty setrvačnosti vůči ose rovnoběžné s osou procházející těžištěm ve vzdálenosti břitu od těžiště l podle Steinerovy věty (7) pro obě vzdálenosti. Chyba určena pomocí přenosu relativních chyb (12).
l1: J = (9,6 ± 0,2)·10-3  kg·m2		rel. chyba (ƞJ = 2,1 %)			(P ≈ 1)
l2: J = (9,6 ± 0,2)·10-3 kg·m2		rel. chyba (ƞJ = 2,1 %)			(P ≈ 1)
Moment setrvačnosti určený z kmitu fyzického kyvadla (10). Chyba určena z přenosu relativních chyb (12).
l1: J = (8,6 ± 0,1)·10-3 kg·m2		rel. chyba (ƞJ = 1,1 %)			(P ≈ 1)
l2: J = (8,7 ± 0,1)·10-3 kg·m2		rel. chyba (ƞJ = 1,4 %)			(P ≈ 1)
Diskuze
Nejprve se zaměřím na kvádr, který vlastně ani kvádr není. Je zajímavé, že se obě výsledné hodnoty v rámci chyby shodují. Ačkoli délka tělesové úhlopříčky uvažovaného kvádru je rozdílná od reálné délky osy. Pokud bych zvolila průměr mezi nejdelším možným a (12,8 cm) a nejkratším a (9,4 cm), vycházela by už velmi rozdílná hodnota J (0,48·10-3 kg·m2).
Při ověřování Steinerovy věty už tak podobné hodnoty nevyšly. Však i tak můžu tvrdit, že alespoň částečně byla věta ověřena, přihlédnu-li ke všem možným nepřesnostem měření. Největší chyba vznikla asi při měření dob kmitu fyzického kyvadla (tyče). Periody byly velmi krátké, a tak bylo nutné jich naměřit více a bylo velmi těžké určit počátek a konec měření. Kmitání bylo velmi tlumené, proto délka kmitu na začátku jednoho měření byla jiné než k jeho konci. Rozdíly byly i mezi různými měřeními.
U měření tyče došlo k veliké chybě i při počítaní momentu setrvačnosti vůči ose procházející těžištěm z dob kmitů. Tyč nebyla nejspíše zavěšená v těžiště (nebyla vodorovně ani po snaze vyrovnat ji, stále se nakláněla).
Celkově vzato pro všechny části, chyby mohly být způsobený i tím, že tělesa nekmitala jen v jednom požadovaném směru, ale ve více.
Také předpokládáme, že tělesa jsou homogenní, což nemusí být pravda a navíc, zde máme otvory pro připevnění drátu a šrouby, což může moment setrvačnosti ovlivnit. U tyče bylo měření momentu setrvačnosti asi velmi nepřesné vzhledem k tomu, že jej mohly ovlivnit břity, šroubky a i zaoblenost stran.
Na měření dob kmitu dále mohly mít vliv laboratorní podmínky, např. teplota na roztažnost a direkční moment drátu. Rovněž jsem zanedbala odpor vzduchu a možnou vztlakovou sílu vzduchu.
V neposlední řadě měl na měření velký vliv sám měřitel. Za prvé jsem možná přecenila svou reakční dobu. Také jsem při měření občas hýbala hlavou, což změnilo úhel, pod kterým jsem sledovala těleso, a proto jsem se mohla při určování periody zmýlit.
Závěr
· Hlavní momenty setrvačnosti kvádru:
Jx = (0,362 ± 0,011)·10-3 kg·m2		rel. chyba (ƞJx = 2,9 %)			(P ≈ 1)
Jy = (1,209 ± 0,027)·10-3 kg·m2		rel. chyba (ƞJy = 2,3 %)			(P ≈ 1)
Jz = (1,500 ± 0,029)·10-3 kg·m2		rel. chyba (ƞJz = 1,9 %)			(P ≈ 1)
· Moment setrvačnosti kvádru vzhledem k úhlopříčce určený měřením doby kmitu:
Ju = (0,538 ± 0,013)·10-3 kg·m2		rel. chyba (ƞJu = 2,4 %)			(P ≈ 1)
· Složky jednotkového vektoru ve směru zadané osy (tělesové úhlopříčky):
vx = (0,8862 ± 0,0018)			rel. chyba (ƞvx = 0,2 %)			(P ≈ 1)
vy = (0,4441 ± 0,0010)			rel. chyba (ƞvy = 0,2 %)			(P ≈ 1)
vz = (0,1319 ± 0,0005)			rel. chyba (ƞvz = 0,4 %)			(P ≈ 1)
· Moment setrvačnosti kvádru vzhledem k úhlopříčce určený z hlavních momentů setrvačnosti:
Ju = (0,549 ± 0,024)·10-3 kg·m2		rel. chyba (ƞJu = 4,3 %)			(P ≈ 1)
· Moment setrvačnosti tyče kolem osy procházející břitem dle Steinerovy věty:
l1: J = (9,6 ± 0,2)·10-3  kg·m2		rel. chyba (ƞJ = 2,1 %)			(P ≈ 1)
l2: J = (9,6 ± 0,2)·10-3 kg·m2		rel. chyba (ƞJ = 2,1 %)			(P ≈ 1)
· Moment setrvačnosti tyče kolem osy procházející břitem z kmitu fyzického kyvadla:
l1: J = (8,6 ± 0,1)·10-3 kg·m2		rel. chyba (ƞJ = 1,1 %)			(P ≈ 1)
l2: J = (8,7 ± 0,1)·10-3 kg·m2		rel. chyba (ƞJ = 1,4 %)			(P ≈ 1)
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