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1 Pracovńı úkoly

1. Změřte moment setrvačnosti kola metodou kyv̊u.

2. Změřte moment setrvačnosti kola metodou otáčeńı pro r̊uzné hodnoty parametru α. Graficky
znázorněte závislost ω = ω(t) pro tři odlǐsné hodnoty parametru α.

3. Určete moment třećıch sil Mt a moment setrvačnosti kola Ik korigovaný na nulovou hodnotu třeńı.

4. Graficky znázorněte závislost nekorigovaného momentu I∗ na parametru α, do grafu vyneste chybové
úsečky.

2 Teoretická část

Budeme uvažovat kolo, které se může pohybovat s malým třeńım kolem vodorovné osy procházej́ıćı středem
kola. Na obvod kola umı́st́ıme závaž́ı o hmotnosti m. Pokud nyńı vychýĺıme kolo z rovnovážné polohy,
začne konat kmitavý pohyb s periodou T . Když se omeźıme na malé výchylky a zanedbáme třeńı, lze určit
moment setrvačnosti kola I podle rovnice [1]

I = ml

(
gT 2

4π2
− l

)
(1)

kde g je mı́stńı t́ıhové zrychleńı a l je vzdálenost středu závaž́ı od osy otáčeńı.
Vzdálenost l lze určit tak, že změř́ıme vněǰśı pr̊uměr největš́ıho souosého válce 2r0, který je s kolem

pevně spojen, vzdálenost l0 vněǰśıho okraje největš́ıho souosého válce od vnitřńı stěny kola a dK pr̊uměr
závaž́ı, které považujeme přibližně za kulaté. Vzdálenost l poté vypoč́ıtáme podle

l = r0 + l0 −
dK
2

(2)

Moment setrvačnosti kola lze změřit také metodou otáčeńı. S kolem jsou pevně spojené čtyři souosé
válce, na které je možné navinout nit se závaž́ım. Pokud na válec o poloměru r navineme nit, na nit
zavěśıme závaž́ı o hmotnosti m a zanedbáme třeńı, lze moment setrvačnosti vypoč́ıtat podle rovnic

I∗ = mr2

(
g

a
− 1

)
= mr2

(
g

r · ε
− 1

)
(3)

kde I∗ znač́ı nekorigovaný moment setrvačnosti kola, a zrychleńı závaž́ı, které po uvolněńı bude v d̊usledku
t́ıhové śıly klesat svisle dol̊u, a ε znač́ı úhlové zrychleńı kola.

Abychom do rovnic zahrnuli i třeńı, budeme předpokládat, že velikost třeńı nezáviśı na rychlosti
otáčeńı. Třeńı je tak zcela charakterizováno konstantńım momentem śıly Mt. Pro moment setrvačnosti
kola pak dostaneme

Ik = mr2

(
g

a
− 1

)
− r

a
Mt = mr2

(
g

r · ε
− 1

)
− 1

ε
Mt (4)

Pokud zavedeme označeńı

α =
r

a
=

1

ε
(5)

dostaneme lineárńı závislost pro nekorigovaný moment setrvačnosti kola

I∗ = Ik + αMt (6)

Moment setrvačnosti kola Ik i velikost momentu třećıch sil Mt tak můžeme určit lineárńı regreśı ze
závislosti I∗(α).

Pro změřeńı závislosti ω(t) použijeme poč́ıtače, který během otáčeńı kola sńımá přerušováńı světelného
paprsku zp̊usobený rovnoměrně rozmı́stěnými zářezy na kole. Pokud předpokládáme rovnoměrně zrychlený
pohyb, lze určit ε jako směrnici v závislosti ω(t) pomoćı lineárńı regrese.
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3 Výsledky měřeńı

Měřeńı bylo provedeno při teplotě 24, 9°C, tlaku 996, 4 hPa a relativńı vlhkosti vzduchu 29, 5%. Ve
výpočtech poč́ıtám s hodnotou mı́stńıho t́ıhového zrychleńı g = 9, 81 m · s−2.

3.1 Metoda kyv̊u

Nejdř́ıve jsem určil hmotnost použitého závaž́ı na elektronických analytických vahách na hodnotu
m = (147, 976 ± 0, 001) g.

Dále jsem posuvným měřidlem s přesnost́ı 0, 05 mm změřil pr̊uměr největš́ıho souosého válce 2r0,
posuvným měřidlem s přesnost́ı 0, 02 mm vzdálenost vněǰśı stěny tohoto souosého válce od vnitřńı stěny
kola l0 a stejným posuvným měřidlem pr̊uměr (nebo vzhledem k nesymetričnosti závaž́ı sṕı̌se výšku)
dK použitého závaž́ı. Vzdálenost l jsem poté dopoč́ıtal podle rovnice (2). Jelikož použité závaž́ı nebylo
zcela kulové, odhaduji, že přesnost měřeńı l nebude lepš́ı než 1 mm. Celkově jsem tak určil vzdálenost
l = (23, 6 ± 0, 1) cm.

Na stopkách s přesnost́ı 0, 01 s jsem pak desetkrát změřil periodu kmit̊u. Pro větš́ı přesnost jsem
vždy měřil deset period 10T , naměřené hodnoty ukazuje tabulka 1.

Tabulka 1: Naměřené periody při metodě kyv̊u

Č́ıslo měřeńı
10T

s

1 24,30

2 23,95

3 24,20

4 24,06

5 24,25

6 24,15

7 24,15

8 24,07

9 24,26

10 24,17

Z naměřených hodnot jsem určil pr̊uměr a chybu měřeńı 10T podle rovnice

σ10T =

√√√√√ n∑
i=1

(
10Ti − 10T

)2
(n− 1)n

+ σ2
P (7)

kde systematická chyba měřeńı σP je daná hlavně moj́ı reakčńı dobou, odhaduji ji na hodnotu σP = 0, 2 s.
Pro středńı hodnotu jedné periody T plat́ı T = 10T/10, obdobně pro σT = σ10T /10. Celkově jsem

tak určil periodu kmit̊u na hodnotu T = (2, 42 ± 0, 02) s.
Moment setrvačnosti kola jsem pak dopoč́ıtal podle rovnice (1) a ze zákona š́ı̌reńı chyb určil chybu

dle vztahu

σI =

√√√√( lgT 2

4π2
− l2

)2

σ2
m +

(
mgT 2

4π2
− 2ml

)2

σ2
l +

(
mlgT

2π2

)2

σ2
T (8)

kde poč́ıtám s hodnotou mı́stńıho t́ıhového zrychleńı g = 9, 81 m · s−2. Celkově jsem tak určil moment
setrvačnosti kola metodou kyv̊u na hodnotu I = (42, 3 ± 0, 8) 10−3 kg ·m2.
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3.2 Metoda otáčeńı

Nejdř́ıve jsem na analytických vahách zvážil použitá závaž́ı mi. K těmto hodnotám jsem přičetl hmotnost
háčku mh = 0, 15 g, na kterém byla závaž́ı zavěšena, a výsledek použil jako hmotnost m při dosazováńı do
vzorce (3).

Nejmenš́ı d́ılek, který váhy ukazovaly, byl roven 10−4 g, ovšem jelikož se během otáčeńı postupně
odmotává nit a hmotnost této odmotané části pak také přisṕıvá k hmotnosti závaž́ı ve vzorci (3), odhadl
jsem přesnost měřeńı hmotnosti závaž́ı σm jako rovnu hmotnosti použité nitě, kterou jsem určil na hodnotu
mn = 0, 5 g. Změřené hodnoty hmotnost́ı použitých závaž́ı ukazuje tabulka 2.

Tabulka 2: Hmotnosti použitých závaž́ı při metodě otáčeńı

mA

g

mB

g

mC

g

mD

g

mE

g

12, 1 ± 0, 5 17, 1 ± 0, 5 24, 9 ± 0, 5 34, 6 ± 0, 5 49, 4 ± 0, 5

Poté jsem posuvným měřidlem s přesnost́ı 0, 02 mm změřil pr̊uměry menš́ıch souosých válc̊u 2r1, 2r2
a posuvným měřidlem s přesnost́ı 0, 05 mm pr̊uměry větš́ıch souosých válc̊u 2r3, 2r4. Jelikož však vždy
nebylo zcela zřejmé, zda čelisti přesně doléhaj́ı na pr̊uměr válce, a předevš́ım při měřeńı r3 a r4 překážela
zarážka na okraji válce zabraňuj́ıćı vypadnut́ı nitě, odhaduji přesnost měřeńı na σri = 0, 1 mm. Výsledky
ukazuje tabulka 3.

Tabulka 3: Poloměry souosých válc̊u

r1
mm

r2
mm

r3
mm

r4
mm

29, 9 ± 0, 1 49, 9 ± 0, 1 69, 9 ± 0, 1 89, 9 ± 0, 1

Pro všech 20 kombinaćı mi a ri pak byla změřena závislost ω(t) za pomoci programu Kolo. Výsledek
pro tři vybrané závislosti ukazuje graf 1.
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Závaž́ı B - poloměr r2

Graf 1: Vybrané změřené závislosti ω(t)
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Změřenými závislostmi ω(t) byla proložena př́ımka ve tvaru ω = ε · t + ω0 a koeficienty lineárńı
regrese vypoč́ıtány ze vztah̊u [2]

ε =

n ·
n∑
i=1

tiωi −
n∑
i=1

ti ·
n∑
i=1

ωi

n ·
n∑
i=1

t2i −
( n∑
i=1

ti

)2 (9)

ω0 =

n∑
i=1

ωi ·
n∑
i=1

t2i −
n∑
i=1

ti ·
n∑
i=1

tiωi

n ·
n∑
i=1

t2i −
( n∑
i=1

ti

)2 (10)

parametr ω0 nebyl ve výpočtech potřeba, a tak jsem ani neurčoval jeho chybu. Pro parametr ε urč́ım jeho
chybu podle rovnice

σε =

√√√√√√√ n

n− 2
·

n∑
i=1

(ε · ti + ω0 − ωi)
2

n ·
n∑
i=1

t2i −
( n∑
i=1

ti

)2 (11)

Výsledky mimo jiné ukazuje tabulka 2.

Tabulka 2: Výsledky metody otáčeńı

Poloměr Závaž́ı
ε

10−3 s−2

σε
10−3 s−2

α

s2
σα
s2

I∗

10−3 kg ·m2

σI∗

10−3 kg ·m2

r1 A 65,1 0,4 15,361 0,094 54,8 2,3

B 102,3 0,5 9,775 0,048 49,1 1,5

C 150,2 0,7 6,658 0,031 48,7 1,0

D 221,2 0,9 4,521 0,018 45,9 0,7

E 321,1 1,3 3,114 0,013 45,1 0,5

r2 A 121,6 0,5 8,224 0,034 48,9 2,1

B 173,5 0,7 5,764 0,023 48,2 1,4

C 264,9 1,1 3,775 0,016 46,0 1,0

D 374,8 1,5 2,668 0,011 45,2 0,7

E 541,0 2,2 1,848 0,008 44,6 0,5

r3 A 177,4 0,8 5,637 0,025 46,9 2,0

B 253,6 1,0 3,943 0,016 46,2 1,4

C 376,8 1,5 2,654 0,011 45,2 0,9

D 532,3 2,3 1,879 0,008 44,4 0,7

E 765,0 3,6 1,307 0,006 44,0 0,5

r4 A 225,2 1,0 4,440 0,020 47,5 2,0

B 325,5 1,6 3,072 0,015 46,2 1,4

C 485,0 2,5 2,062 0,011 45,1 0,9

D 680,0 3,4 1,471 0,007 44,6 0,7

E 978,3 4,9 1,022 0,005 44,1 0,5
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Hodnotu α pak mohu určit podle rovnice (5) a chybu výsledku ze zákona š́ı̌reńı chyb jako

σα =
1

ε2
σε (12)

Hodnotu I∗ vypoč́ıtám podle (3) a chybu urč́ım opět podle zákona š́ı̌reńı chyb

σI∗ =

√√√√(rg
ε

− r2

)2

σ2
m +

(
mg

ε
− 2mr

)2

σ2
r +

(
mrg

ε2

)2

σ2
ε (13)

Vypoč́ıtanými hodnotami byla poté proložena př́ımka ve tvaru I∗ = Ik + α ·Mt. Označ́ım σI∗i = σi,
pak parametry lineárńı regrese a jejich směrodatné odchylky urč́ım podle vztah̊u [2]

Ik =

n∑
i=1

I∗i
σ2
i

·
n∑
i=1

α2
i

σ2
i

−
n∑
i=1

αi
σ2
i

·
n∑
i=1

αiI
∗
i

σ2
i

n∑
i=1

1

σ2
i

·
n∑
i=1

α2
i

σ2
i

−
( n∑
i=1

αi
σ2
i

)2

Mt =

n∑
i=1

1

σ2
i

·
n∑
i=1

αiI
∗
i

σ2
i

−
n∑
i=1

αi
σ2
i

·
n∑
i=1

I∗i
σ2
i

n∑
i=1

1

σ2
i

·
n∑
i=1

α2
i

σ2
i

−
( n∑
i=1

αi
σ2
i

)2

σIk =

√√√√√√√√
n∑
i=1

α2
i

σ2
i

n∑
i=1

1

σ2
i

·
n∑
i=1

α2
i

σ2
i

−
( n∑
i=1

αi
σ2
i

)2 (14)

σMt
=

√√√√√√√
n∑
i=1

1

σ2
i

n∑
i=1

1

σ2
i

·
n∑
i=1

α2
i

σ2
i

−
( n∑
i=1

αi
σ2
i

)2 (15)

Celkově jsem metodou otáčeńı určil moment setrvačnosti kola na Ik = (43, 3 ± 0, 3) · 10−3 kg ·m2 a
moment třećıch sil na Mt = (0, 69 ± 0, 09) · 10−3 Nm. Výsledek zobrazuje graf 2.
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Graf 2: Výsledek grafického zpracováńı závislosti I∗(α)
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4 Diskuse

Nepřesnost měřeńı momentu setrvačnosti při měřeńı metodou kyv̊u byla zp̊usobena předevš́ım nepravi-
delnost́ı použitého závaž́ı. Závaž́ı bylo očividně nesymetrické, a tak šlo hodnotu l určit pouze přibližně s
relativně velkou chybou. Pro zlepšeńı přesnosti této metody by bylo zapotřeb́ı použ́ıt doopravdy kulové
závaž́ı.

Při měřeńı period kmit̊u jsem omylem změřil kmity aniž bych závaž́ı zašrouboval ke kolu. Tyto
hodnoty jsou vidět v naměřených hodnotách, ale nikde jsem je nepoužil a mı́sto toho měřeńı opakoval s
přǐsroubovaným závaž́ım. Výsledky měřeńı period se zašroubovaným závaž́ım ukazuje tabulka 1.

Měřeńı period bylo ovlivněno hlavně moj́ı reakčńı dobou. Pro zlepšeńı přesnosti by bylo třeba použ́ıt
jinou metodou pro měřeńı period, která by nezahrnovala reakčńı čas experimentátora. Tedy např. bychom
mohli sńımat polohu kola za pomoci poč́ıtače.

Během měřeńı metodou otáčeńı se nejh̊uře měřily poloměry souosých válc̊u. Posuvná měřidla
byla pro přesná měřeńı nevhodná kv̊uli zarážce, která zabraňovala vykluzováńı niti. Jinak k žádným
komplikovanostem při měřeńı metodou otáčeńı nedošlo.

Změřené hodnoty oběma metodami se shoduj́ı v rámci jedné směrodatné odchylky, ovšem měřeńı
metodou kyv̊u bylo méně přesné, s relativńı chybou 1, 9%, než měřeńı metodou otáčeńı, s relativńı chybou
0, 7%. Jelikož metoda otáčeńı měla méně předpoklad̊u a nezanedbávala třeńı, pokládal bych hodnotu
momentu setrvačnosti kola změřenou metodou otáčeńı za věrohodněǰśı.

5 Závěr

Metodou kyv̊u jsem určil mement setrvačnosti kola na hodnotu I = (42, 3 ± 0, 8) 10−3 kg ·m2 a metodou
otáčeńı na hodnotu Ik = (43, 3 ± 0, 3) 10−3 kg ·m2. Při metodě otáčeńı jsem nav́ıc změřil moment třećıch
sil Mt = (0, 69 ± 0, 09) 10−3 Nm.
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