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PRAKTIKUM . . .

Úloha č. p p p p p p p p p p p p p p p
Název: ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
Pracoval: p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p stud. skup. p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p dne ppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
Odevzdal dne: p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p
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Pracovńı úkoly

1. Změřte modul pružnosti v tahu E oceli z protažeńı drátu.

2. Změřte modul pružnosti v tahu E oceli a duralu nebo mosazi z pr̊uhybu trámku.

3. Výsledky měřeńı graficky znázorněte, modul pružnosti určete pomoćı lineárńı regrese.

1 Teoretická část

Měřeńı E z protažeńı drátku [1]

V oboru pružné deformace je modul pružnosti E konstantou úměrnosti mezi p̊usob́ıćım napět́ım σ a deformaćı
drátku ε:

σ = Eε (1)

Vyjádřeńım σ a ε jako:

σ =
F

S
ε =

∆l

l0
(2)

kde F je p̊usob́ıćı śıla, S = πr2 pr̊uřez drátku o poloměru r, ∆l prodloužeńı drátku a l0 jeho p̊uvodńı délka,
dostáváme:

∆l =
l0
ES

· F (3)

Prodloužeńı drátu se měř́ı zrcátkovou metodou: Drát z jedné strany upevněný je na druhém konci veden
přes kladku o poloměru R k misce, na kterou se klade závaž́ı. Protažeńı drátu souviśı s úhlem pootočeńı zrcátka
∆α:

R∆α = ∆l (4)

∆α se měř́ı pomoćı svislé stupnice ve vzdálenosti L od zrcátka, v němž je pozorován jej́ı odraz dalekohledem.
Pokud je v rovnovážné poloze v dalekohledu vidět d́ılek stupnice n0 a po pootočeńı d́ılek n, pak plat́ı:

tg(2∆α) =
n− n0
L

=
∆n

L
(5)

Vzhledem k velikostem úhlu lze použ́ıt přibližného vzorce:

∆α ≈ ∆n

2L
(6)

Postupujeme př́ımočaře, postupně zatěžujeme drátek závaž́ımi a přitom odeč́ıtáme n, resp. př́ımo ∆n, z odrazu
stupnice v dalekohledu. Po dosažeńı největš́ıho zat́ıžeńı závaž́ı opět postupně odeb́ıráme.

Měřeńı E z pr̊uhybu trámku [1]

Při zat́ıžeńı mosazného či ocelového trámku uprostřed se trámek v mı́stě p̊usobeńı śıly F prohne o y, pro které
plat́ı:

y =
Fl3

4Eab3
(7)

kde l je vzdálenost mezi podpěrnými břity, a š́ı̌rka a b tloušťka trámku, E hledaný modul pružnosti. Pr̊uhyb
trámku měř́ıme objektivovým mikrometrem. Postupujeme analogicky jako v předchoźım př́ıpadě. Zvětšujeme
zátěž a zaznamenáváme naměřené hodnoty pr̊uhybu y, po dosažeńı maximálńıho zat́ıžeńı závaž́ı postupně opět
odeb́ıráme.
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Použité př́ıstroje, pomůcky

Pásový metr K měřeńı p̊uvodńı délky drátu l0, vzdálenosti stupnice s dalekohledem od zrcátka L, pr̊uměru
kolečka kladky D a vzdálenosti podpěrných břit̊u l. Odhadnutá chyba je velikost nejmenš́ıho d́ılku cca 1 mm.

Mikrometr K změřeńı pr̊uměru drátku d. ∆d = 0.01 mm

Posuvné měř́ıtko s noniem K zjǐstěńı rozměr̊u trámku a a b. Chyba měřidla je asi 0.02 mm.

Stupnice s dalekohledem Ke změřeńı rozd́ılu ∆n = n − n0 a zjǐstěńı úhlu natočeńı zrcátka. Chyba s ńıž je
určen rozd́ıl ∆n je asi 1 mm.

Objektivový mikrometr Ke změřeńı pr̊uhybu trámku y. Pr̊uhyb y z rozd́ılu naměřených hodnot měř́ıme
s chybou: ∆y = 0.1 mm.

hmotnost závaž́ı se pohybuje od 5 do 500 g (5, 10, 20, 30, 50, 100, 500), chyba uvedené hmotnosti nebyla
uvažována

2 Výsledky měřeńı

Použité konstanty a teplotńı podmı́nky experimentu

T́ıhové zrychleńı g = 9.81 m.s−1

Teplota t = (24 ± 1) °C

Měřeńı modulu pružnosti E z protažeńı drátku

Vzdálenost stupnice od zrcátka L = (89.0 ± 0.5) cm
Pr̊uměr kolečka kladky D = (4.0 ± 0.1) cm
Původńı délka drátu l0 = (115 ± 2) cm

č. měřeńı 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 d [mm]
d [mm] 0.51 0.52 0.51 0.52 0.51 0.51 0.53 0.52 0.52 0.51 0.516 ± 0.003

Tabulka 1: Naměřené hodnoty pr̊uměru drátku a jejich aritmetický pr̊uměr.

Chyba změřené vzdálenosti L a délky drátku l0 byla oproti předpokládané nadhodnocena s ohledem na nepřesnosti,
kterých jsem se mohl při jejich určováńı dopustit jako nejasnosti okolo umı́stěńı konce drátku ve svěráku či kde př́ımo
doléhá na kladku, vzdálenost stupnice je naopak obt́ıžně měřitelná (poč́ıtejme možné nakloněńı stupnice metru
apod.). Pr̊uměr drátku byl měřen 10x na r̊uzných mı́stech (viz. tabulka 1) z d̊uvodu jeho nehomogenity. Chyba
aritmetického pr̊uměru je pak zjǐstěna jako chyba každého měřeńı (0.01 mm) dělená odmocninou z počtu měřeńı,
tedy jako std. odchylka aritmetického pr̊uměru. Z pr̊uměru posléze źıskáme pr̊uřez drátku S s chybou spočtenou
z rel. chyby d:

S = (0.209 ± 0.003) mm3

Z naměřených veličin (tabulka 2) spočteme podle (6) a (4) (za R dosazuji D/2) prodloužeńı drátku ∆l, chybu
spočteme standartně:

∆(∆l) =

√(
∂∆l

∂L
∆L

)2

+ . . . (8)

Podle realizovaných zat́ıžeńı drátku doplńıme p̊usob́ıćı śılu F = mg. Modul pružnosti E urč́ıme lineárńı regreśı
z rovnice (3). Metodou nejmenš́ıch čtverc̊u při vážeńı hodnot ∆l jejich chybou nejprve źıskáme konstantu úměrnosti
mezi p̊usob́ıćı silou a protažeńım drátku A:

A = (32.3 ± 0.2) x10−6 m.N−1

kterou identifikujeme jako A = l0/ES, z čehož následně modul E spočteme, jeho chybu zjist́ıme obdobně jako v (8):

Edratek = (1.70 ± 0.04) x1011 Pa

K sestrojeńı standartńıho deformačńıho diagramu závislosti napět́ı σ na deformaci ε dopočteme ještě tyto podle (2).
Naměřené a výsledné hodnoty jsou k nalezeńı v tabulce 2 a vyneseny v grafu závislosti prodloužeńı ∆l na p̊usob́ıćı
śıle F a deformačńım diagramu na obr. 1. Data byla zpracována a grafy sestrojeny pomoćı programu R 2.10.1.
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m [g] F [N] ∆n [mm] ∆l [µm] σ [MPa] ε [�]

0 0.00 0 0 0 0.0 0.0
50 0.491 1 2 16 ± 8 2.35 ± 0.03 0.15 ± 0.07
100 0.981 3 3 34 ± 8 4.69 ± 0.06 0.29 ± 0.07
150 1.472 5 5 56 ± 8 7.04 ± 0.09 0.49 ± 0.07
200 1.962 6 6 67 ± 8 9.4 ± 0.1 0.59 ± 0.07
250 2.453 7 8 84 ± 8 11.7 ± 0.1 0.73 ± 0.07
300 2.943 9 9 101 ± 8 14.1 ± 0.2 0.88 ± 0.07
350 3.434 10 10 112 ± 8 16.4 ± 0.2 0.98 ± 0.08
400 3.924 12 12 135 ± 9 18.8 ± 0.2 1.17 ± 0.08
450 4.415 13 13 146 ± 9 21.1 ± 0.3 1.27 ± 0.08
500 4.905 15 15 169 ± 9 23.5 ± 0.3 1.47 ± 0.08
550 5.396 16 16 180 ± 9 25.8 ± 0.3 1.56 ± 0.08
600 5.886 17 18 197 ± 9 28.1 ± 0.3 1.71 ± 0.09
650 6.377 19 19 213 ± 10 30.5 ± 0.4 1.86 ± 0.09
700 6.867 20 20 225 ± 10 32.8 ± 0.4 1.95 ± 0.09
750 7.358 22 22 247 ± 10 35.2 ± 0.4 2.15 ± 0.10
800 7.848 23 23 258 ± 10 37.5 ± 0.5 2.25 ± 0.10
850 8.339 24 24 270 ± 11 39.9 ± 0.5 2.34 ± 0.10
900 8.829 26 26 292 ± 11 42.2 ± 0.5 2.54 ± 0.10
950 9.320 27 27 303 ± 11 44.6 ± 0.5 2.64 ± 0.11
1000 9.810 29 29 326 ± 12 46.9 ± 0.6 2.83 ± 0.11
1050 10.301 30 30 337 ± 12 49.3 ± 0.6 2.93 ± 0.11
1100 10.791 31 32 354 ± 12 51.6 ± 0.6 3.08 ± 0.12
1150 11.282 33 33 371 ± 12 53.9 ± 0.7 3.22 ± 0.12
1200 11.772 34 34 382 ± 13 56.3 ± 0.7 3.32 ± 0.12

Tabulka 2: Zat́ıžeńı drátku závaž́ımi hmot. m a odpov́ıdaj́ıćı p̊usob́ıćı śıla F ; naměřené rozd́ıly ∆n při zatěžováńı
(1. sloupec) a odeb́ıráńı závaž́ı (2. sloupec), do výpočt̊u byl dosazen jejich aritmetický pr̊uměr; prodloužeńı
drátku ∆l; dopočtené napět́ı σ a deformace ε.

Obr. 1: Graf závislosti prodloužeńı drátku ∆l na p̊usob́ıćı śıle F (vlevo) a deformačńı diagram závislosti p̊usob́ıćıho
napět́ı σ na deformaci drátku ε (vpravo).
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Měřeńı modulu E z pr̊uhybu trámku

Vzdálenost podpěrných břit̊u l = (41.1 ± 0.1) cm

Mosaz
č. měřeńı 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 x [mm]
a [mm] 11.76 11.98 11.88 11.92 11.90 11.80 11.78 11.92 11.92 11.90 11.876 ± 0.006
b [mm] 2.04 1.98 2.02 2.00 2.06 2.02 1.98 1.96 1.96 1.98 2.000 ± 0.006

Ocel
č. měřeńı 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 x [mm]
a [mm] 11.98 11.94 11.92 12.00 11.98 11.98 11.96 12.00 11.96 11.98 11.970 ± 0.006
b [mm] 2.98 2.96 2.98 3.00 3.00 2.98 3.00 2.98 2.96 2.98 2.982 ± 0.006

Tabulka 3: Naměřené rozměry trámk̊u a a b a jejich arit. pr̊uměry.

Při zpracováńı postupujeme obdobně jako v předchoźım př́ıpadě. Pro jendotlivá zat́ıžeńı mosazného a ocelového
drátu dopočteme p̊usob́ıćı śılu F = mg. Modul pružnosti E źıskáme lineárńı regreśı, při ńıž vycháźıme z rovnice
(7). Nejprve zjist́ıme konstantu úměrnosti B mezi pr̊uhybem trámku y a p̊usob́ıćı śılou F , přičemž hodnoty y
váž́ıme jejich chybou (viz. teor. část). Tu pak identifikujeme jako B = l3/4Eab3, z čehož vyjádř́ıme modul E:

E =
l3

4Bab3
(9)

chybu poč́ıtáme analogicky vztahu (8). Naměřené hodnoty a a b pro mosazný i ocelový trámek jsou k nalezeńı
v tabulce 3 stejně jako jejich aritmetický pr̊uměr s odpov́ıdaj́ıćı chybou, vzdálenost podpěrných břit̊u je uvedena
na začátku sekce. Závislost pr̊uhybu trámku na p̊usob́ıćı śıle je zaznamenána v tabulce 4 a zobrazena v grafech
na obr. 2, data jsou zpracována a grafy sestrojeny opět pomoćı programu R 2.10.1.

Konstanty úměrnosti B

Bmosaz = (1.83 ± 0.01) x10−3 m.N−1

Bocel = (0.265 ± 0.006) x10−3 m.N−1

Výsledný modul pružnosti E

Emosaz = (1.00 ± 0.01) x1011 Pa
Eocel = (2.06 ± 0.05) x1011 Pa

Mosaz
m [g] F [mN] y [mm] m [g] F [mN] y [mm]

0 0.0 0.0 0.0 65 637.7 1.2 1.2
5 49.1 0.1 0.1 70 686.7 1.3 1.3
10 98.1 0.2 0.2 75 735.8 1.4 1.4
15 147.2 0.3 0.3 80 784.8 1.4 1.5
20 196.2 0.4 0.4 85 833.9 1.5 1.5
25 245.3 0.4 0.5 90 882.9 1.6 1.6
30 294.3 0.5 0.6 95 932.0 1.7 1.7
35 343.4 0.6 0.7 100 981.0 1.8 1.8
40 392.4 0.7 0.8 105 1030.1 1.9 1.9
45 441.5 0.8 0.8 110 1079.1 2.0 2.0
50 490.5 0.9 0.9 115 1128.2 2.1 2.1
55 539.6 1.0 1.0 120 1177.2 2.2 2.2
60 588.6 1.1 1.1 – – – –

Ocel
m [g] F [N] y [mm]

0 0.0 0.0 0.0
50 0.491 0.1 0.1
100 0.981 0.2 0.2
150 1.472 0.3 0.3
200 1.962 0.5 0.5
250 2.452 0.6 0.6
300 2.943 0.7 0.7
350 3.434 0.9 0.9
400 3.924 1.0 1.0
450 4.415 1.1 1.1
500 4.905 1.3 1.3

Tabulka 4: Hmotnost m závaž́ı zavěšených na trámćıch a odpov́ıdaj́ıćı p̊usob́ıćı śıla F ; změřený pr̊uhyb trámk̊u y
při zatěžováńı (1. sloupec) a odlehčováńı (2. sloupec), použity byly následně jejich aritmetické pr̊uměry.
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Obr. 2: Grafy závislosti pr̊uhybu trámku y na p̊usob́ıćı śıle F pro mosazný (vlevo) a ocelový (vpravo) trámek.

3 Diskuse výsledk̊u

Tabulky [2] uvád́ı modul pružnosti v tahu pro mosaz 0.99 x1011 Pa a oceli 2.00 až 2.10 x1011 Pa, což dokonale
odpov́ıdá hodnotám naměřeným z pr̊uhybu trámk̊u Emosaz = (1.00±0.01) x1011 Pa a Eocel = (2.06 ± 0.05) x1011 Pa.
Modul pružnosti drátku Edratek = (1.70± 0.04) x1011 Pa odpov́ıdá z tabelovaných nejlépe platině (1.70 x1011 Pa).
Drát bude ale nejsṕı̌se vyroben z nějaké ne zcela čisté oceli.

I přes vysokou přesnost měřeńı (zajǐstěnou už několikanásobným přeměřováńım rozměr̊u trámk̊u i pr̊uměru
drátku) a uspokojuj́ıćı shodou s tabulkovými údaji, lze zmı́nit určité zdroje chyb, které mohly měřeńı ovlivnit.
Při zkoumáńı pr̊uhyb̊u trámk̊u jimi jsou hlavně časté otřesy v bĺızkém okoĺı (procházej́ıćı lidé apod.), které trámek
mezi břity rozvibruj́ı a jeho zjǐsťované poklesy (nebo zdvihy) jsou ze stupnice nesnadno odečitatelné. Dále, jak oba
trámky tak drátek mohou být (a drátek očividně je) po své délce nehomogenńı a deformuj́ı se tak v každém mı́stě
jinak. A v neposledńı řadě může drátek přes kladku se zrcátkem prokluzovat, tedy zat́ımco se drátek prodlouž́ı,
kladka se neotoč́ı a my tak nenaměř́ıme rozd́ıl ∆n resp. odpov́ıdaj́ıćı ∆α.

Jak ilustruj́ı tabulky 2 a 4 a grafy na obr. 1 a 2, nalezené závislosti jsou lineárńı a odpov́ıdaj́ı teoretickým
předpoklad̊um a vztah̊um. Trámky i drátek jsou tak deformovány v pružných oborech. Ani po odstraněńı napět́ı
nebyla pozorována žádná trvalá deformace.

4 Závěr

Byl naměřen modul pružnosti drátku z jeho protažeńı Edratek = (1.70 ± 0.04) x1011 Pa a moduly pružnosti
mosazného a ocelového trámku z jejich pr̊uhybu: Emosaz = (1.00±0.01) x1011 Pa; Eocel = (2.06 ± 0.05) x1011 Pa.
Závislosti protažeńı drátku resp. pr̊uhybu trámk̊u jsou zaznamenány v tabulkách 2 a 4 a ilustruj́ı je grafy
na obr. 1 a 2.
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