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výsledek klasi�kae
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Praovní úkoly1. Zm¥°te modul pruºnosi v tahu E oeli z protaºení drátu.2. Zm¥°te modul pruºnosti v tahu E oeli a duralu nebo mosazi z pr·hybutrámku.3. Výsledky m¥°ení zpraujte uºitím lineární regrese.4. Výsledky m¥°ení gra�ky znázorn¥te.



TeorieM¥°ení modulu E z protaºení drátuP·sobí-li na drát délky l0 a pr·°ezu S síla F , potom v oboru pruºné deformae je prod-louºení drátu ∆l dáno vztahem
∆l =

1

E

l0F

S
, (1)kde E je modul pruºnosti tahu. Po úprav¥ dostaneme

E =
l0F

∆lS
. (2)Drát je na jednom koni veden p°es kladku polom¥ru r k mise, na kterou se kladouzávaºí. V ose kladky je upevn¥no zrátko. Protaºení drátu se tímto zp·sobem p°evádí napooto£ení zrátka. Úhel pooto£ení zrátka ∆α souvisí s prodlouºením drátu vztahem

r∆α = ∆l (3)a m¥°í se metodou zrátka a stupnie. Vzhledem k velikosti úhlu pooto£ení zrátka lzeuºít pro výpo£et ∆α p°ibliºného vzore
∆α =

n − n0

2L
. (4)Po dosazení dostaneme

E =
16l0mgL

D(n − n0)πd2
, (5)kde D je pr·m¥r drátu.M¥°ení modulu E z pr·hybu trámkuModul pruºnosti v tahu lze ur£ovat i metodami nep°ímými nap°. z velikosti pr·hybuohýbanýh ty£í. Mezi tyto metody pat°í i metoda m¥°ení E z pr·hybu trámku obdel-níkového pr·°ezu podep°eného dv¥ma b°ity ve vzdálenosti l. P°i zatíºení trámku uprost°edsilou F se trámek prohne tak, ºe v p·sobi²ti síly vznikne pr·hyb y, pro který platí

y =
F l3

48EIp

, (6)kde Ip je plo²ný moment setrva£nosti pr·°ezové plohy ty£e vzhledem k vodorovné ose,kolmé k déle trámku a proházejíí t¥ºi²t¥m. Pro obdelníkový pr·°ez trámku vý²ky b,²í°ky a lze Ip vyjád°it vztahem Ip = ab3/12. Po dosazení dostaneme
E =

F l3

4yab3
. (7)Pouºité pom·ky a p°ístrojeaparatura na m¥°ení zrátkovou metodou, aparatura na m¥°ení pr·hybu, m¥°ený drát atrámky, sada závaºí, pásové m¥°ítko, posuvné m¥°ítko, mikrometr2



d1 d2 d3 d4 d5 d 3σd

0,50 0,50 0,51 0,51 0,50 0,50 0,01Tabulka 1: Pr·m¥ry drátu v milimetreh.Podmínky pokusuteplota 24,7◦CVýsledky m¥°eníUr£ení modulu pruºnosti oeli z protaºení drátuNejd°íve jsem zm¥°ila parametry soustavy. Délku l0 jsem ur£ila pomoí pásového m¥°ítkajako
l0 = (114 ± 1)cm. (8)Chybu jsem ur£ila tak velkou kv·li tomu, ºe není úpln¥ z°ejmé, kde je drát ve sv¥rákuuhyen. Pr·m¥r drátu jsem ur£ila z p¥ti m¥°ení na p¥ti r·znýh místeh. Hodnoty jsouuvedeny (v£etn¥ hyby) v tabule 1. Výsledná hodnota je potom

d = (0,51 ± 0,02)mm. (9)Chybu jsem ur£ila jako sloºení systematiké hyby mikrometru a statistiké hyby. Pr·m¥rkladky jsem ur£ila pomoí posuvného m¥°ítka jako
D = 2r = (3,87 ± 0,05) cm. (10)Délku L mezi stupnií a zrátkem jsem ur£ovala pomoí pásového m¥°ítka. P°estoºe ne-jmen²í dílek m¥°idla je 1 mm, hybu tohoto m¥°ení povaºuji za podstatn¥ v¥t²í, protoºese tato vzdálenost m¥ní podle toho, kam sv¥tlo na stupnii svítí.

L = (97 ± 1) cm. (11)Chybu ur£ení dílku jsem stanovila na sn = 0,1 cm vzhledem k velikosti sv¥telné stopya £itelnosti. Jako základ byl systém zatíºen kilogramovým závaºím, aby do²lo k napnutídrátu. Závaºí jsem nejprve p°idávala po 100 g v rozmezí 100�2800 g a potom jsem zpátkyubírala na 0 g. Výsledky m¥°ení jsou uvedeny v tabule 2. Vztah (5) upravíme do tvaru
∆n =

16l0gL

EDπd2
m. (12)To je lineární závislost výhylky ∆n = n−n0 na hmotnosti m závaºí ve tvaru n = Am+CKonstantu A jsem si nehala spo£ítat programem Matlab, získala jsem tento výsledek(po£ítám absolutní hodnotu)

A = (2,82 ± 0,02) · 10−2 m·kg−1. (13)Chyba odpovídá 95% intervalu spolehlivosti. Odhaduje se z rozptylu dat kolem regresníp°ímky. Ze vztahu (5) jiº snadno vyjád°íme modul pruºnosti E pomoí A (g = 9,81m·s−2)
E =

16l0gL

ADπd2
. (14)3



m[kg] n[cm] � zat¥ºovaí n[cm] � odleh£ovaí n̄[cm] � pr·m¥r0 21.3 21.2 21.250.1 21.1 20.9 21.000.2 20.8 20.6 20.700.3 20.4 20.3 20.350.4 20.1 20.0 20.050.5 19.8 19.7 19.750.6 19.6 19.4 19.500.7 19.2 19.2 19.200.8 19.0 18.8 18.900.9 18.7 18.6 18.651.0 18.4 18.3 18.351.1 18.2 18.0 18.101.2 17.8 17.7 17.751.3 17.6 17.5 17.551.4 17.2 17.2 17.201.5 17.0 16.9 16.951.6 16.7 16.7 16.701.7 16.4 16.3 16.351.8 16.2 16.1 16.151.9 15.9 15.8 15.852.0 15.6 15.5 15.552.1 15.3 15.3 15.302.2 15.0 15.0 15.002.3 14.8 14.7 14.752.4 14.5 14.4 14.452.5 14.2 14.1 14.152.6 13.9 13.9 13.902.7 13.6 13.6 13.602.8 13.3 13.3 13.30Tabulka 2: Nam¥°ené hodnoty prodlouºení drátu.Hodnota E p°ibliºn¥ vyhází E = 195GPa. Pro výpo£et hyby m·ºeme pouºít Gauss·vzákon hromad¥ní hyb ve tvaru
δE = δl0 + δL + δA + δD + 2δd (15)Numeriky vyhází p°ibliºn¥ δE = 12%. Výsledek potom m·ºeme psát ve tvaru

E = (195 ± 23)GPa. (16)Ur£ení modulu pruºnosti z pr·hybu trámkuZa£ala jsem m¥°ením paramter· soustavy. Vzdálenost b°it· jsem ur£ila pomoí pásovéhom¥°ítka jako
l = (41,1 ± 0,1) cm. (17)4



Dále jsem si zm¥°ila parametry m¥°enýh trámk·. �í°ku trámk· jsem m¥°ila posuvnýmm¥°ítkem a vý²ku mikrometrem, kaºdé na p¥ti místeh s hodnotami uvedenými v tab-ulkáh 4 a 3.
a1 a2 a3 a4 a5 a 3σa

11,8 12,0 11,7 11,9 11,9 11,9 0,2

b1 b2 b3 b4 b5 b 3σb

1,99 1,98 1,97 1,98 1,98 1,98 0,01Tabulka 3: Rozm¥ry mosazného trámku v milimetreh.
a1 a2 a3 a4 a5 a 3σa

12,0 11,8 12,0 11,9 11,8 11,9 0,1

b1 b2 b3 b4 b5 b 3σb

2,95 2,97 2,96 2,97 2,975 2,96 0,01Tabulka 4: Rozm¥ry oelového trámku v milimetreh.Vzhledem k p°esnosti m¥°idlel jsem rozm¥ry mosazného trámku ur£ila jako
a = (11,9 ± 0,3)mm b = (1,98 ± 0,02)mm. (18)a oelového trámku jako
a = (11,9 ± 0,2)mm b = (2,96 ± 0,02)mm. (19)Poté jsem m¥°ila pr·hyb trámku v závislosti na hmotnosti závaºí, které jsem pouºilajako zát¥º, a to p°i p°idávání i p°i ubírání závaºí. Výsledky jsou uvedeny v tabulkáh 5 a 6.Chybu ode£tení y ze stupnie odhaduji na sy = 0,1mm.

m [g℄ y [mm℄ � zat¥ºování y [mm℄ � odt¥ºování y [mm℄ � pr·m¥r0 3.6 3.6 3.650 3.7 3.7 3.7100 3.9 3.8 3.85150 4.0 4.0 4.0200 4.1 4.1 4.1300 4.4 4.4 4.4400 4.6 4.7 4.65500 4.9 4.9 4.9Tabulka 5: Nam¥°ené hodnoty prohnutí oelového trámku.K ur£ení modulu pruºnosti jsem op¥t pouºila lineární regresi. Vyjdeme ze vztahu (7)ve tvaru
y =

gl3

4Eab3
m = Bm + C. (20)5



m [g℄ y [mm℄ � zat¥ºování y [mm℄ � odt¥ºování y [mm℄ � pr·m¥r0 7.3 7.3 7.310 7.5 7.5 7.520 7.7 7.7 7.730 7.8 7.9 7.8540 8.0 8.1 8.0550 8.2 8.2 8.260 8.4 8.4 8.470 8.6 8.6 8.680 8.8 8.7 8.7590 8.9 8.9 8.9100 9.1 9.1 9.1Tabulka 6: Nam¥°ené hodnoty prohnutí mosazného trámku.kde C je po£áte£ní výhylka (stupnie není v nule p°i nulovém zatíºení). Program Matlabur£il koe�ienty regrese
B1 = (2,64 ± 0,09) · 10−3 m·kg−1 B2 = (1,78 ± 0,04) · 10−2 m·kg−1, (21)kde první index zna£í oel a druhý mosaz. Pro modul pruºnosti potom bude platit

E =
gl3

4ab3B
. (22)Po dosazení dostaneme E1 = 209GPa a E2 = 104GPa. Chybu ur£íme podle Gaussovazákona hromad¥ní hyb

δE = 3δl + δa + 3δb + δB. (23)Numeriky vyhází δE1
= 7,8% a δE2

= 8,5%. Výsledné hodnoty tedy jsou pro oel
E = (209 ± 16) GPaa pro mosaz
E = (104 ± 9) GPa.

DiskuseChyby m¥°eníKrom¥ jiº zapo£ítanýh hyb bylo m¥°ení zatíºeno i dal²ími nep°esnostmi. Jde nap°íklado hmotnosti závaºí. A£koli byla závaºí oejhovaná na 100 g, zjistila jsem jisté odhylky.Dávají hybu asi 0,2%, oº je hyba daleko men²í neº je hyba výsledku, takºe nebudehrát velkou roli. M¥°ení pr·hybu mosazného trámku koplikoval jednak malý rozsah stup-nie (mohla jsem jej zat¥ºovat pouze do 300 g), jednak kmitání trámku, jeº nebylo snadnézastavit.Je vid¥t, ºe p°i v²eh m¥°eníh se hodnoty nam¥°ené p°i p°idávání závaºí v rámi hybyshodují s hodnotami nam¥°enými p°i ubírání závaºí. Ov¥°ila jsem tím, ºe nebyla p°ekro£ena6



mez plastiity.Tabulkové hodnoty podle [2℄ se pohybují mezi 200 − 210GPa pro oel a E = 99GPa promosaz. Nam¥°ené hodnoty se tedy v rámi hyb m¥°ení shodují s tabulkovými hodnotami.Záv¥rP°i laboratorní teplot¥ 25◦C jsem metodou zaloºenou na prodlouºení drátu nam¥°ila jehomodul pruºnosti v tahu
E = (195 ± 23)GPa. (24)Z pr·hybu trámku vy²el modul pruºnosti oeli
E = (209 ± 16)GPa. (25)a modul pruºnosti mosazi
E = (104 ± 9) GPa. (26)Referene[1℄ Studijní text k Fyzikálnímu praktiku I, úloha IXhttp://physis.m�.uni.z/vyuka/zfp/txt109.pdf[2℄ J.Broº, V.Roskove, M.Valouh: Fyzikální a matematiké tabulky SNTL, Praha 1980[3℄ kolektiv: Tabulky matematiko-fyzikální, Prometheus, 1988[4℄ Bohumil Vybíral: Zpraování dat fyzikálníh m¥°ení, MAFY Hrade Králové 2002[5℄ J.Englih : Zpraování výsledk· fyzikálníh m¥°ení, MFF UK, 2000
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Obrázek 1: Závislost prodlouºení drátu na jeho zatíºení. Na svislé ose jsou vyneseny dílkystupnie dalekohledu.
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Obrázek 2: Pr·hyb oelového trámku.8
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Obrázek 3: Pr·hyb mosazného trámku.
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