                                                                                                                                              Marek Vyšinka, F-Y-17


Pracovní úkol

1) Změřte dobu kmitu T0 dvou stejných nevázaných fyzických kyvadel. 

2) Změřte doby kmitů Ti dvou stejných fyzických kyvadel vázaných slabou pružnou vazbou vypouštěných z klidu při počátečních podmínkách: 

1. y1 = y2 = B ... doba kmitu T1 

2. y1 = -y2 = B ... doba kmitu T2 

3. y1 = 0, y2 = B 

1. doba kmitu T3 

2. doba T4/2, za kterou dojde k maximální výměně energie mezi kyvadly 

3) Vypočtěte kruhové frekvence ω0, ω1, ω2, ω3 a ω4 odpovídající dobám T0, T1, T2, T3 a T4, ověřte měřením platnost vztahů odvozených pro 3 a 4. 

4) Vypočtěte stupeň vazby κ. 

5) Pro jednu pružinu změřte závislost stupně vazby na vzdálenosti zavěšení pružiny od uložení závěsu kyvadla a graficky znázorněte. 

Teorie:

Máme-li dvě stejná fyzická kyvadla kývající se pouze v jedné rovině s malými výchylkami u nichž můžeme zanedbat tření jejich uložení v závěsu, potom bez vzájemné vazby se kývají obě kyvadla se stejnou kruhovou frekvencí ω0.
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Kde D je direkční moment a I je moment setrvačnosti kyvadla. Pro kruhovou frekvenci také platí vztah:
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kde T je doba kmitu. 

V případě, že kyvadla jsou spojena pružnou vazbou, platí pro výchylky φ1 a  (2 kyvadel následující vztahy (odvození viz [1]):


(1 = (a1cos (1t + b1cos (1t + a2cos ω2t + b2cos (2t)
(3)


(2 = (a1cos (1t + b1cos (1t – a2cos ω2t – b2cos (2t)
(4)

kde a1, a2, b1 a b2 jsou integrační konstanty a ω1 a ω2 jsou postupně úhlové frekvence odpovídající kývání se stejnou a opačnou fází. Integrační konstanty určíme z počátečních podmínek. Dále předpokládáme, že horizontální výchylka y je (alespoň v našem přiblížení malých výchylek) přímo úměrná úhlové výchylce φ.

Uvažujeme-li následující počáteční podmínky, dostáváme:

a) y1 = y2 = B

φ1 = φ2 = Acos ω1t
(5)

kde A je maximální výchylka kyvadla. Z toho vyplývá, že se obě kyvadla pohybují, jako by mezi nimi nebyla žádná vazba.

b) y1 = -y2 = B

φ1 = –φ2 = Acos ω2t
(6)

takže obě kyvadla kmitají se stejnou (a stálou) amplitudou a úhlovou rychlostí ω2, ale s opačnou fází.

c) y1 = 0, y2 = B 

V případě slabé vazby kmitají obě kyvadla se stejnou frekvencí:


ω3 = (ω1 + ω2)/2
(7)

a amplitudy jejich kmitů se mění s frekvencí


ω4 = (ω2 – ω1)/2
(8)

Pro stupeň vazby κ platí
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Výsledky měření:

Podmínky v laboratoři: teplota: (25,2 (  0,4)(C 



          vlhkost:  (32,1 (  2,5) % 



          tlak: (985,8 ( 2,0) hPa 
Tabulka 1: Doby kmitů bez pružiny a s pružinou 1 (měřeno pro více kmitů).

	
	
	Pružina 1

	i
	T‘0[s] (10 kmitů)
	
	T‘1[s] (10 kmitů)
	
	T‘2[s] (10 kmitů)
	
	T‘3[s] (6 kmitů)
	
	T4[s]

	1
	18,91
	
	18,97
	
	17,77
	
	11,15
	
	26,94

	2
	19,00
	
	18,91
	
	17,88
	
	11,30
	
	27,09

	3
	19,02
	
	19,12
	
	17,83
	
	11,24
	
	27,05

	4
	18,96
	
	19,10
	
	17,82
	
	11,21
	
	27,17

	5
	19,13
	
	18,98
	
	17,95
	
	11,27
	
	26,98

	6
	18,89
	
	18,89
	
	17,81
	
	11,31
	
	26,88

	7
	19,06
	
	19,03
	
	17,79
	
	11,26
	
	27,10

	8
	18,89
	
	19,07
	
	17,86
	
	11,21
	
	26,94

	9
	19,01
	
	18,89
	
	17,81
	
	11,26
	
	27,01

	10
	18,98
	
	19,07
	
	17,89
	
	11,25
	
	---------

	
	T‘0 ​​= (18,99 ( 0,20)s
	
	T‘1​​ = (19,00 ( 0,20)s
	
	T‘2 ​​= (17,84 ( 0,20)s
	
	T‘3  = (11,25 ( 0,20)s
	
	T4 = (27,02 ( 0,20)s


Tabulka 2: Doby kmitů s pružinou 2 (měřeno pro více kmitů).

	i
	T‘1[s] (10 kmitů)
	
	T‘2[s] (10 kmitů)
	
	T‘3[s] (10 kmitů)
	
	T4[s]

	1
	18,95
	
	18,69
	
	19,09
	
	98,58

	2
	19,16
	
	18,67
	
	19,05
	
	98,62

	3
	19,04
	
	18,75
	
	19,00
	
	98,52

	
	T‘1​​ = (19,05 ( 0,21) s
	
	T‘2 ​​= (18,70 ( 0,20) s
	
	T‘3  =( 19,05 ( 0,20) s
	
	T4 = (98,57 ( 0,20) s


Reakční doba (způsobující chybu odhadem) je 0,2 s. Při měření s druhou pružinou bylo provedeno méně měření jednak z časových důvodů a jednak podle rozdílných pokynů obou pánů dozírajících, doktora Pešičky a doktora Cieslara.  Osobně bych se přiklonil k názoru doktora Cieslara na menší počet měření, neboť je uvedená chyba stejně tvořena převážně chybou danou reakční dobou. Při měření doby maximální výměny energie, jsem místo doby T4/2 změřil dobu T4 (po které bylo stojící kyvadlo opět v klidu) a proto je potřeba k určení ω4 použít vzorce 
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T0​​ = ( 1,90 ( 0,02 ( s

ω0 = ( 3,31 ( 0,04 ( Hz

Tabulka 3: Doby kmitů a kruhové frekvence

	Pružina 1
	
	Pružina 2

	T1 = ( 1,90 ( 0,02 ( s
	
	ω1 = ( 3,31 ( 0,04 ( Hz
	
	T1​​ = ( 1,91 ( 0,02 ( s
	
	ω1 = ( 3,30 ( 0,04 ( Hz

	T2 = ( 1,78 ( 0,02 ( s
	
	ω2 = ( 3,52 ( 0,04 ( Hz 
	
	T2 = ( 1,87 ( 0,02 ( s
	
	ω2 = ( 3,36 ( 0,04 ( Hz

	T3​​ = ( 1,87 ( 0,03 ( s
	
	ω3 = ( 3,35 ( 0,06 ( Hz 
	
	T3 = ( 1,90 ( 0,02 ( s
	
	ω3 = ( 3,30 ( 0,04 ( Hz

	T4 = ( 27,02 ( 0,20 ( s
	
	ω4 = ( 1,16 ( 0,01 (· 10-1  Hz
	
	T4 = ( 98,57 ( 0,20 ( s
	
	ω4 = ( 3,19 ( 0,01(· 10-2 Hz


                       Tabulka 4: Teoretické hodnoty ω3 a ω4​ 
	Pružina 1
	
	Pružina 2

	ω3 = ( 3,41 ( 0,03 ( Hz 
	
	ω3 = ( 3,30 ( 0,04 ( Hz

	ω4 = ( 1,08 ( 0,26 (· 10-1  Hz
	
	ω4 = ( 3,06 ( 2,59(· 10-2 Hz


Stupeň vazby:

κ1 = ( 6,30 ( 1,54 ( · 10-2 

κ2 = ( 1,84 ( 1,56 ( · 10-2
Tabulka 5: Doby kmitů T‘1 a T‘2 s pružinou 1 v závislosti na vzdálenosti zavěšení (měřeno pro více kmitů).
	d[cm]
	35
	
	30

	i
	T‘1[s] (10 kmitů)
	
	T‘2[s] (10 kmitů)
	
	T‘1[s] (10 kmitů)
	
	T‘2[s] (10 kmitů)

	1
	19,24
	
	16,77
	
	19,02
	
	17,26

	2
	19,07
	
	16,98
	
	19,14
	
	17,31

	3
	-------
	
	--------
	
	--------
	
	17,33

	
	T‘1​​ = (19,16 ( 0,21) s
	
	T‘2 ​​= (16,88 ( 0,20) s
	
	T‘1​​ = (19,08 ( 0,20) s
	
	T‘2 ​​= (17,32 ( 0,20) s

	

	d[cm]
	20
	
	15

	i
	T‘1[s] (10 kmitů)
	
	T‘2[s] (10 kmitů)
	
	T‘1[s] (10 kmitů)
	
	T‘2[s] (10 kmitů)

	1
	19,06
	
	18,27
	
	19,21
	
	18,56

	2
	19,17
	
	18,38
	
	19,18
	
	18,53

	3
	18,99
	
	--------
	
	--------
	
	--------

	
	T‘1​​ = (19,08 ( 0,21) s
	
	T‘2 ​​= (18,33 ( 0,20) s
	
	T‘1​​ = (19,20 ( 0,20) s
	
	T‘2 ​​= (18,55 ( 0,20) s

	

	d[cm]
	10
	

	i
	T‘1[s] (10 kmitů)
	
	T‘2[s] (10 kmitů)
	

	1
	19,32
	
	19,00
	

	2
	19,22
	
	18,98
	

	3
	-------
	
	--------
	

	
	T‘1​​ = (19,27 ( 0,20) s
	
	T‘2 ​​= (18,99 ( 0,20) s
	


Hodnoty z tabulky 1 byly použity pro d = 24 cm.

Tabulka 6: Doby kmitů, kruhové frekvence a stupeň vazby v závislosti na vzdálenosti zavěšení pružiny 1.
	d [cm]
	
	
	
	
	

	10
	T1 = ( 1,93 ( 0,02 ( s
	ω1 = ( 3,26 ( 0,03 ( Hz 
	T2 = ( 1,90 ( 0,02 ( s
	ω2 = ( 3,31 ( 0,03 ( Hz 
	κ = ( 1,46 ( 1,49 ( · 10-2 

	15
	T1 = ( 1,92 ( 0,02 ( s
	ω1 = ( 3,27 ( 0,03 ( Hz 
	T2 = ( 1,85 ( 0,02 ( s
	ω2 = ( 3,39 ( 0,04 ( Hz 
	κ = ( 3,44 ( 1,50 ( · 10-2 

	20
	T1 = ( 1,91 ( 0,02 ( s
	ω1 = ( 3,29 ( 0,04 ( Hz 
	T2 = ( 1,83 ( 0,02 ( s
	ω2 = ( 3,43 ( 0,04 ( Hz 
	κ = ( 4,04 ( 1,56 ( · 10-2

	24
	T1 = ( 1,90 ( 0,02 ( s
	ω1 = ( 3,31 ( 0,04 ( Hz 
	T2 = ( 1,78 ( 0,02 ( s
	ω2 = ( 3,52 ( 0,04 ( Hz 
	κ = ( 6,30 ( 1,54 ( · 10-2

	30
	T1 = ( 1,91 ( 0,02 ( s
	ω1 = ( 3,29 ( 0,04 ( Hz 
	T2 = ( 1,73 ( 0,02 ( s
	ω2 = ( 3,63 ( 0,04 ( Hz 
	κ = ( 9,59 ( 1,56 ( · 10-2

	35
	T1 = ( 1,92 ( 0,02 ( s
	ω1 = ( 3,28 ( 0,04 ( Hz 
	T2 = ( 1,69 ( 0,02 ( s
	ω2 = ( 3,72 ( 0,05 ( Hz 
	κ = ( 12,61 ( 1,64 ( · 10-2
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Diskuse:

Chyba při měření je dána převážně reakční dobou, je také obtížné přesně určit okamžik zastavení kyvadla (v krajní poloze při měření T0 až T3 nebo úplného zastavení kyvadla při měření T4).  Vzhledem k velikosti odchylek při jednotlivých měřeních a reakční době je postačující menší počet měření. Chyby teoretických výpočtů ω4  vycházejí relativně velmi vysoké což je dáno velikostí ω4, která je jen o řád větší (pro pružinu 1) respektive srovnatelná (pro pružinu 2) s velikostmi chyb ω1 a ω2 používaných ve vztahu (8) (je to dáno rozdílem blízkých hodnot kruhových frekvencí). Ze stejného důvodu je veliká i chyba při výpočtu stupně vazby (obzvláště je-li vazba slabá jako u pružiny 2 nebo pro malé vzdálenosti zavěšení pružiny 1).

V grafu č.1 jsem získaná data proložil lineární závislostí. Hodnoty při d = 10 cm a d = 15 cm jsou sice mírně posunuty, ale vzhledem k velikosti jejich chyb (≈100 % resp. 50 %) lze předpokládat, že také budou splňovat danou lineární závislost. 

Závěr:

V rámci chyby jsou hodnoty kruhových frekvencí ω0​ a ω1 (respektive doby kmitu T0 a T1) dle očekávání stejné.

Kruhové frekvence a doby kmitu shrnuje tabulka 3.

Stupně vazby pro pružinu 1 a 2 při vzdálenosti zavěšení d = 24 cm jsou:

κ1 = ( 6,30 ( 1,54 ( · 10-2 

κ2 = ( 1,84 ( 1,56 ( · 10-2
Závislost stupně vazby na vzdálenosti zavěšení pružiny od uložení závěsu kyvadla shrnuje tabulka 6 a znázorňuje graf č.1.

Použitá literatura:

1( Slavínská, Stulíková, Vostrý : Fyzikální praktikum I., SPN, Praha, 1989

2( Brož, J. a kol.: Základy fyzikálních měření, SPN, Praha, 1983
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Pružina1

		i		T0[s]/10 kmitů						i		T1[s]/10 kmitů						i		T2[s]/10 kmitů						i		T3[s]/6 kmitů						i		T4[s]/2

		1		18.91		0.005625				1		18.97		0.001089				1		17.77		0.005041				1		11.15		0.009216				1		26.94		0.0060493827

		2		19.00		0.000225				2		18.91		0.008649				2		17.88		0.001521				2		11.30		0.002916				2		27.09		0.0052160494

		3		19.02		0.001225				3		19.12		0.013689				3		17.83		0.000121				3		11.24		0.000036				3		27.05		0.0010382716

		4		18.96		0.000625				4		19.10		0.009409				4		17.82		0.000441				4		11.21		0.001296				4		27.17		0.0231716049

		5		19.13		0.021025				5		18.98		0.000529				5		17.95		0.011881				5		11.27		0.000576				5		26.98		0.0014271605

		6		18.89		0.009025				6		18.89		0.012769				6		17.81		0.000961				6		11.31		0.004096				6		26.88		0.018982716

		7		19.06		0.005625				7		19.03		0.000729				7		17.79		0.002601				7		11.26		0.000196				7		27.10		0.0067604938

		8		18.89		0.009025				8		19.07		0.004489				8		17.86		0.000361				8		11.21		0.001296				8		26.94		0.0060493827

		9		19.01		0.000625				9		18.89		0.012769				9		17.81		0.000961				9		11.26		0.000196				9		27.01		0.0000604938

		10		18.98		0.000025				10		19.07		0.004489				10		17.89		0.002401				10		11.25		0.000016						27.02		0.0328

		průměr		18.99		0.0256						19.00		0.0291						17.84		0.0180						11.25		0.0157								0.2026679687

		celk chb				0.2016306977								0.2021064992								0.2008097804								0.2006114111

		jeden kmit		1.8985		0.0201630698						1.9003		0.0202106499						1.7841		0.020080978						1.8743333333		0.0334352352

						chyba		omega		chyba

		T0[s]		1.8985		0.0201630698		3.31		0.04

		T1[s]		1.9003		0.0202106499		3.31		0.04

		T2[s]		1.7841		0.020080978		3.52		0.04

		T3[s]		1.8743333333		0.0334352352		3.35		0.06		3.41		0.03

		T4[s]		27.02		0.2026679687		0.12		0.00		0.108		0.026

		index		Ti[s]		chyba		omegai		chyba		Ti[s]		chyba		omegai		chyba

		1		1.90		0.02		3.31		0.04		1.91		0.02		3.30		0.04

		2		1.78		0.02		3.52		0.04		1.87		0.02		3.36		0.04

		3		1.87		0.03		3.35		0.06		1.90		0.02		3.30		0.04

		4		27.02		0.20		0.116		0.001		98.57		0.20		0.0319		0.0001





Pružina 2

		i		T1[s]/10 kmitů						i		T2[s]/10 kmitů						i		T3[s]/10 kmitů						i		T4[s]/2

		1		18.95		0.01				1		18.69		0.0001777778				1		19.09		0.0018777778				1		98.58		0.0000444444

		2		19.16		0.0121				2		18.67		0.0011111111				2		19.05		0.0000111111				2		98.62		0.0021777778

		3		19.04		0.0001				3		18.75		0.0021777778				3		19.00		0.0021777778				3		98.52		0.0028444444

		průměr		19.05		0.0744983221						18.7033333333		0.0294392029						19.0466666667		0.0318852108						98.5733333333		0.0355902608

		celk chb				0.2134244597								0.202155056								0.2025257185								0.2031419865

		jeden kmit		1.905		0.021342446						1.8703333333		0.0202155056						1.9046666667		0.0202525719

						chyba		omega		chyba

		T1[s]		1.905		0.021342446		3.2982600038		0.0369516724

		T2[s]		1.8703333333		0.0202155056		3.3593933205		0.0363100167

		T3[s]		1.9046666667		0.0202525719		3.2988372281		0.0350769713		3.30		0.03

		T4[s]		98.57		0.2031419865		0.031870614		0.0000656796		0.03		0.03

												3.06		2.59

																vazba		chyba

				3.2982600038		0.0369516724						3.3593933205		0.0363100167		0.018363276		0.0155620101

																1.84		1.56





vazba

		d		35		cm						d		30		cm								d		24		cm								d		20		cm								d		15		cm								d		10		cm

		i		T1[s]/10 kmitů				T2[s]/10 kmitů				i		T1[s]/10 kmitů				T2[s]/10 kmitů						i		T1[s]/10 kmitů				T2[s]/10 kmitů						i		T1[s]/10 kmitů				T2[s]/10 kmitů						i		T1[s]/10 kmitů				T2[s]/10 kmitů						i		T1[s]/10 kmitů				T2[s]/10 kmitů

		1		19.24		0.007225		16.77		0.011025		1		19.02		0.0036		17.26		0.0036				1		18.97		0.001089		17.77		0.005041				1		19.06		0.0004		18.27		0.003025				1		19.21		0.000225		18.56		0.000225				1		19.32		0.0025		19.00		0.0001

		2		19.07		0.007225		16.98		0.011025		2		19.14		0.0036		17.31		0.0001				2		18.91		0.008649		17.88		0.001521				2		19.17		0.0081		18.38		0.003025				2		19.18		0.000225		18.53		0.000225				2		19.22		0.0025		18.98		0.0001

		průměr		19.155		0.0601040764		16.875		0.074246212				19.08		0.0424264069		17.33		0.0001				3		19.12		0.013689		17.83		0.000121				3		18.99		0.0081										19.195		0.0106066017		18.545		0.0106066017						19.27		0.0353553391		18.99		0.0070710678

						0.2088360601				0.2133365885						0.204450483		17.32		0.200000025				4		19.10		0.009409		17.82		0.000441						19.08		0.0644204936		18.325		0.038890873								0.2002810525				0.2002810525								0.2031009601				0.200124961

																								5		18.98		0.000529		17.95		0.011881								0.2101190139				0.2037461656

		jeden kmt		1.9155		0.020883606		1.6875		0.0213336589				1.908		0.0204450483		1.733		0.0200000025				6		18.89		0.012769		17.81		0.000961																		1.9195		0.0200281053		1.8545		0.0200281053						1.927		0.020310096		1.899		0.0200124961

																								7		19.03		0.000729		17.79		0.002601						1.908		0.0210119014		1.8325		0.0203746166

																								8		19.07		0.004489		17.86		0.000361

																								9		18.89		0.012769		17.81		0.000961

																								10		19.07		0.004489		17.89		0.002401

																										19.00		0.0291039007		17.84		0.0180157681

																												0.2021064992				0.2008097804

																										1.9003		0.0202106499		1.7841		0.020080978

		d [cm]		T1[s]		chyba		omega1		chyba		T2[s]		chyba		omega2		chyba		vazba		chyba				d [cm]		T1[s]		chyba		omega1		chyba		T2[s]		chyba		omega2		chyba		vazba		chyba

		10		1.927		0.020310096		3.2606047261		0.0343659549		1.899		0.0200124961		3.3086810464		0.0348683341		0.0146359124		0.014901337				10.00		1.93		0.02		3.26		0.03		1.90		0.02		3.31		0.03		1.46		1.49

		15		1.9195		0.0200281053		3.273344781		0.0341541515		1.8545		0.0200281053		3.3880751185		0.0365903074		0.034435996		0.0149989516				15.00		1.92		0.02		3.27		0.03		1.85		0.02		3.39		0.04		3.44		1.50

		20		1.908		0.0210119014		3.2930740604		0.0362650668		1.8325		0.0203746166		3.4287505087		0.0381224976		0.0403524945		0.0156236833				20.00		1.91		0.02		3.29		0.04		1.83		0.02		3.43		0.04		4.04		1.56

		24		1.9003		0.0202106499		3.3064175694		0.0351654202		1.7841		0.020080978		3.5217674498		0.0396393335		0.0630140779		0.015424012				24.00		1.90		0.02		3.31		0.04		1.78		0.02		3.52		0.04		6.30		1.54

		30		1.908		0.0204450483		3.2930740604		0.0352867181		1.733		0.0200000025		3.6256118333		0.0418420345		0.0959058833		0.0156034143				30.00		1.91		0.02		3.29		0.04		1.73		0.02		3.63		0.04		9.59		1.56

		35		1.9155		0.020883606		3.28018027		0.0357619381		1.6875		0.0213336589		3.7233690709		0.0470714581		0.1260564144		0.0164286631				35.00		1.92		0.02		3.28		0.04		1.69		0.02		3.72		0.05		12.61		1.64

																		10		1.4635912415		1.4901337048

																		15		3.4435995983		1.4998951628

																		20		4.0352494515		1.562368327

																		24		6.30		1.54

																		30		9.5905883316		1.5603414271

																		35		12.6056414375		1.6428663128
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Graf č.1: Závislost stupně vazby na vzdálenosti zavěšení pružiny
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