VII Studium kmitů vázaných oscilátorů
Pracovní úkol
1. Změřte dobu kmitu T0 dvou stejných nevázaných fyzických kyvadel.
2. Změřte doby kmitů Ti dvou stejných fyzických kyvadel vázaných slabou pružnou vazbou vypouštěných z klidu při počátečních podmínkách:
a. y1=y2=B … doba kmitu T1
b. y1=-y2= B … doba kmitu T2
c. y1=0, y2= B
I. doba kmitu T3
II. doba Ts/2, za kterou dojde k maximální výměně energie mezi kyvadly
3. Vypočtěte kruhové frekvence ω0, ω1, ω2, ω3 a ω4 odpovídající dobám T0,T1, T2, T3 a Ts, ověřte měřením platnost vztahů odvozených pro ω3 a ω4.
4. Vypočtěte stupeň vazby κ.
5. Pro jednu pružinu změřte závislost stupně vazby na vzdálenosti zavěšení pružiny od uložení závěsu kyvadla a graficky znázorněte.

Teorie
Nejdříve uvažujme 2 fyzická kyvadla bez vazby. Za předpokladů, že výchylky jsou malé a tření v uložení závěsů zanedbatelné, můžeme vyjádřit kruhovou frekvenci kyvadel  vztahem[1]
 


kde J je moment setrvačnosti kyvadla a  je direkční moment.
Je-li mezi kyvadly vazba, jsou v klidové poloze obě kyvadla otočena vůči vertikálnímu směru o úhel  proti sobě. V klidové poloze pak pro vztah mezi direkčním momentem  a momentem vnějších sil  platí



Pokud vychýlíme kyvadlo 1 o úhel  a kyvadlo 2 o úhel , pak můžeme působení momentu vnějších sil na kyvadlo 1, resp. kyvadlo 2 popsat rovnicemi


kde  je direkční moment pružiny.
Dostáváme tak pohybové rovnice



Jejich řešením je



kde  jsou integrační konstanty a    a  .

Určeme integrační konstanty pro 3 konkrétní případy:
1. 


Dostáváme vztah
                                                                                                  

Obě kyvadla kmitají, jako by mezi nimi vazba nebyla. Periodu zde označíme .


2. 


Dostáváme vztah
                                                                                              (10)

Obě kyvadla kmitají se stejnou amplitudou a frekvencí, ale jsou fázově posunuty o 
Periodu zde označíme .




3. 


Dostáváme vztahy
                                         



Je-li vazba slabá, můžeme vztahy (11) a (12) zjednodušit.
Na základě takového předpokladu můžeme prohlásit, že obě kyvadla kmitají se stejnou frekvencí 


Amplitudy jejich pohybu se s časem periodicky mění s frekvencí
 


                                                 
Amplituda kyvadla 1 je nulová v časech  .
Pro úhlové frekvence  a  platí vztahy:






Značení jednotlivých period je zřejmé z Obr. 1.

Definujme stupeň vazby 

Porovnáním se zavedením kruhových frekvencí můžeme vztah (17) přepsat jako 
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        Obr.1: Značení period 

Mezi periodami a kruhovými frekvencemi platí vztah


Výsledky měření
Během experimentu byly v laboratoři naměřeny tyto podmínky:
= (25,6 ± 0,1) °C
 = (976,8 ± 0,1) hPa
 = (35,0 ± 0,1) %
Tyto veličiny však nemají na výsledky měření vliv a uvádíme je jen pro úplnost.
K měření periody kmitů kyvadel jsme využívali snímač Vernier Go!Motion. Ten vysílal směrem ke kyvadlům ultrazvukové pulzy a měřil čas, než se k němu vrátí ozvěna. K odrážení pulzů sloužily papírové štítky nalepené ve vhodné výšce na závěsu kyvadla. Chyba čidla činí ± 0,04 s.
Získané údaje byly zpracovány v počítačovém programu Logger Lite 1.5.
K zajištění počátečních podmínek sloužil mechanismus s nastavitelnou počáteční polohou kyvadel.
K měření jsme dále používali 2 pružiny: A s tuhostí 7 N/m a B s tuhostí 4 N/m.

V následujících měřeních činila vzdálenost pružin od závěsu kyvadla (16,0 ± 0,2) cm.
Nejdříve jsme ověřili, zda jsou periody  (kyvadlo 1) a  (kyvadlo 2) nespřažených kyvadel stejné; protože se mírně lišily, provedli jsme korekci pomocí šroubů pod čočkami kyvadel.
Měřili jsme vždy 10 period, získali jsme následující hodnoty:
= (1,892 ± 0,004) s
= (1,892 ± 0,004) s
Z těchto period jsme následně dle (19) spočítali kruhové frekvence:
= (3,321 ± 0,007) 
= (3,321 ± 0,007) 

Následně byly měřeny periody  a dopočítány odpovídající kruhové frekvence .                         Získané hodnoty shrnuje Tabulka 1 a Tabulka 2.
Tabulka 1: Jednotlivé periody pro obě pružiny
	
	Pružina A (7 )
	Pružina B (4 )

	 [s]
	1,892
	1,896

	 [s]
	1,816
	1,852

	 [s]
	1,840
	1,840

	 [s]
	47,28
	93,28



Chyba určení period  činí ± 0,004 s, chyba  je ± 0,1 s.

Tabulka 2: Jednotlivé kruhové frekvence pro obě pružiny
	
	Pružina A (7 )
	Pružina B (4 )

	[s-1]
	3,321
	3,314

	[s-1]
	3,460
	3,393

	[s-1]
	3,415
	3,415

	[s-1]
	0,066
	0,034



 Chyba určení frekvencí činí ± 0,008 s-1, chyba  je ± 0,001 s-1.          
Platí, že , tedy .                                                            

Na základě vztahů (13) a (14) můžeme dopočítat teoretické hodnoty  a  jako
 = (3,391 ± 0,008)	s-1				 = (3,354 ± 0,008)	s-1		
 = (0,069 ± 0,008) s-1				 = (0,039 ± 0,008)	s-1
pro pružinu A					pro pružinu B

Ještě spočítáme stupeň vazby κ pružin A a B podle (18):
 = (0,041 ± 0,004)
 = (0,024 ± 0,004)
Chybu zde spočítáme ze vztahu[2]


Pro měření závislosti stupně vazby na vzdálenosti pružiny od uložení závěsu kyvadel jsme zvolili pružinu B, jelikož lépe splňuje předpoklady slabé vazby.
Výsledky jsou shrnuty v Tabulce 3 (vzdálenost l je určena s chybou ± 0,2 cm).

Tabulka 3: Závislost stupně vazby na vzdálenosti  pružin od osy otáčení
	 [cm]
	 [s]
	 [s]
	 [s-1]
	 [s-1]
	 [s-1]
	 [s-1]

	16
	1,896
	1,852
	3,314
	3,393
	0,007
	0,008

	18
	1,892
	1,840
	3,321
	3,415
	0,007
	0,007

	20
	1,892
	1,832
	3,321
	3,430
	0,007
	0,007

	22
	1,908
	1,828
	3,293
	3,437
	0,008
	0,008

	24
	1,884
	1,820
	3,335
	3,452
	0,007
	0,007

	26
	1,896
	1,812
	3,314
	3,468
	0,007
	0,007

	28
	1,892
	1,800
	3,321
	3,491
	0,007
	0,007

	30
	1,884
	1,796
	3,335
	3,498
	0,007
	0,008

	35
	1,880
	1,764
	3,342
	3,562
	0,007
	0,009

	40
	1,896
	1,739
	3,314
	3,619
	0,007
	0,009






Graf 1: Závislost 

Závislost byla proložena přímkou s rovnicí  s koeficienty:
 = (0,0024 ± 0,0002)
 = (-0,017 ± 0,006)
Hodnoty koeficientů a chyb byly zjištěny pomocí programu Microsoft Excel 2010.

Diskuze výsledků
Díky použití čidla k měření časového průběhu kmitání bylo měření period (a tedy i výpočet odpovídajících kruhových frekvencí) přesnější než při použití stopek, poněvadž se tak eliminuje chyba experimentátora (reakční čas). 
Naměřené a teoretické hodnoty  a  se od sebe příliš neliší, odchylka závisí na tom, jak dobře je splněn předpoklad slabé vazby, přičemž pružina B má menší tuhost než pružina A, tudíž podmínce slabé vazby vyhovuje lépe.
Přesnost měření periody  ovlivňoval odpor vzduchu, pozorovali jsme silné tlumení, navíc nebylo snadné odhadnout z grafu časového průběhu hodnotu úplně přesně, neboť nebylo zřejmé, kde jedna perioda končí a druhá začíná. Dalším faktorem mohlo být tření v závěsu kyvadel, které jsme ve výpočtech zanedbali.
Při znázornění grafické závislosti stupně vazby na vzdálenosti pružiny od závěsu kyvadel jsme zjistili, že tuto závislost lze aproximovat lineární funkcí, některé takto získané body se ale od očekávaného lineárního průběhu poněkud odchylují; to může být způsobeno nevhodně zvoleným rozsahem vzdáleností l nebo volbou pružiny. Je také možné, že pružina nebyla na obou kyvadlech upevněna v přesně stejné vzdálenosti od osy otáčení, ač se o to experimentátor snažil.

Závěr
Změřili jsme všechny periody a dopočítali odpovídající kruhové frekvence pro obě pružiny a jejich různé umístění vůči ose otáčení. Výsledky pro stručnost neuvádíme v tomto odstavci, čtenář je najde přehledně sepsané ve stati „Výsledky měření“.
Ve vzdálenosti pružiny od osy otáčení l = 16 cm jsme určili stupeň vazby
 = (0,041 ± 0,004) pro pružinu A
 = (0,024 ± 0,004) pro pružinu B
[bookmark: _GoBack]Závislost stupně vazby na vzdálenosti pružiny od osy otáčení lze popsat rovnicí  s koeficienty  = (0,0024 ± 0,0002) a  = (-0,017 ± 0,006), kde měření bylo provedeno pro pružinu B s tuhostí 4 N/m.
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