                                                                                                                                              Marek Vyšinka, F-2-14

Pracovní úkol:

1) Na optickém stole je sestaven Koherentní optický procesor. Na obr. v  „Pokynech měření” (nebo skripta str. 188) je vyznačeno schematické uspořádání a vyznačeny ohniskové délky čoček, které jsou v úloze k dispozici. Přeměřte vzdálenosti jednotlivých optických elementů. Ověřte, zda čočky Č1 a Č2 zachovávají rovnoběžnost paprsků. Spočtěte a ověřte rozšíření paprsku použitým teleskopem. 

2) Pozorujte fourierovský obraz síťky, soustavy rovnoběžných pruhů a čtvercového otvoru umístěných v rovině P1. Změřte jeho parametry v rovinách P2 a P4. 

3) Spočtěte a ověřte: 

· Zvětšení geometrického obrazu předmětu umístěného v rovině P1 v rovině P3. Předmět změřte mikroskopem, který je v úloze č.6 nebo č.30. 

· Zvětšení fourierovského obrazu vzniklého v rovině P2 v rovině P4. 

4) Po dohodě s vyučujícím vyberte a kvalitativně ověřte některou z vlastností Fourierovy transformace, které jsou uvedeny v odd. 4.10.2 části I skript nebo na www. 

5) V rovině P1 umístěte vybraný předmět. Do roviny P2 vkládejte různé filtry a zkoumejte jejich vliv na geometrický obraz v rovině P3. Pozorované jevy vysvětlete. 

Teorie:

Fourierova transformace

Libovolnou periodickou funkci (signál)  můžeme rozložit do řady harmonických vln (tzv. Fourierova řada). Pro neperiodické funkce (funkce s nekonečnou periodou) tento proces přechází na Fourierovu transformaci:
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F{g} je Fourierova transformace funkce g(x).

Inverzní Fourierova transformace funkce G(f) je:
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Ve dvourozměrném případě:
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a inverzní:
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(4)

fx a fy se nazývají prostorové frekvence.

Některé vlastnosti Fourierovy transformace:

1)    linearita
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2)    podobnostní teorém
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3)    dvojitá Fourierova transformace
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4)    transformace konvoluce
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Experimentální uspořádání

Čočka vytváří ve své obrazové ohniskové rovině rozložení amplitudy světla úměrné Fourierově transformaci amplitudy nacházející se v předmětové rovině nezávisle na poloze předmětu vzhledem k čočce. Koherentní optický procesor je systém optických prvků umožňující sledovat šíření světla a tvorbu optického obrazu z hlediska optické Fourierovy transformace. V nejjednodušším uspořádání je to tzv. systém 4-f . Jedná se o dvě čočky umístěné tak, že obrazové ohnisko jedné je předmětovým ohniskem druhé (na Obr. 1 je to Č a Č3). První čočka provádí Fourierovu transformaci, Fourierův obraz předmětu vzniká v rovině P2 (kde je možné eventuelně provést prostorovou filtraci) a druhá čočka provede druhou Fourierovu transformaci, čímž v rovině P3 vznikne převrácený obraz předmětu. Čočky Č1 a Č2 slouží k rozšíření laserového svazku, Č5 a Č6 ke zvětšení Fourierova obrazu předmětu. Při měření bylo místo polopropustné destičky DS  použito zrcátko. 
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Obr. 1: Koherentní optický procesor

Fourierův obraz předmětu vytvořený čočkou o ohniskové vzdálenosti f je zvětšen v poměru


z = f
(9)

(tj. předmět o prostorové frekvenci  se zobrazí jako svítící bod ve vzdálenosti x = f od optické osy).

Pro čtverec o jednotkové straně je Fourierova transformace
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Máme-li obdélníkový otvor a stranách a a b, pozorujeme na stínítku rozložení intenzity světla:
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Pro polohu minim dostáváme podmínky:
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Máme-li rovnoběžné pruhy o šířce a a vzájemné vzdálenosti b nastávají maxima na vodorovné ose v bodech:
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Tyto maxima jsou navíc modulována sinkovou funkcí jejíž minima nastanou v bodech:
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Pro čtvercovou síť je situace obdobná. Obrazec vzniklý podél obou os odpovídá obrazci, který by vytvořila soustava štěrbin kolmých k dané ose. Rozměry mřížku je proto možné určit obdobným postupem (proměřením maxim v jednotlivých osách).

Výsledky měření:

Vzdálenosti jednotlivých optických elementů byli měřeny pásmovým měřidlem, jejich chybu odhaduji na 0,5 cm (nebylo možné přesně určit kde se nachází střed daného optického elementu):

	|Z1Č1| = 9,0 cm
	|Č1Č2| = 53,5 cm
	|Č2Z2| = 5,0 cm

	|Z2P1| = 8,7 cm
	|P1Č| = 95,5 cm
	|ČP2| = 101,5 cm

	|P2Č3| = 42,0 cm
	|Č3Č4| = 28,7 cm
	|Č4P3| = 100,5 cm

	|Č6Č5| = 21,0 cm
	|Č5P4| = 38,5 cm
	


Všechny čočky (s výjimkou Č1 a Č2) měli udanou ohniskovou vzdálenost stejnou jako na Obr.1. Aby systém Č1Č2 fungoval jako teleskop, musí mít společné ohnisko. Jeho poloha byla odhadnuta měřením polohy místa mezi čočkami, kde byl laserový svazek nejužší. Toto místo se nacházelo přibližně 4 cm od Č1, chybu polohy odhaduji na ( 1 cm. Tedy fČ1 = (4 ( 1) cm a fČ2 = (49,5 ( 1) cm.
Průměr laserového svazku byl (1,0 ( 0,5) mm, po rozšíření (22 ( 2) mm, rozšíření tedy je R = (22 ( 11). Velká chyba v určení zvětšení je způsobena velkou chybou v určení průměru laserového svazku a jeho relativně malým průměrem. Použitým postupem však přesnějších výsledků nebylo možné dosáhnout.

Použijeme-li k výpočtu rozšíření svazku změřené ohniskové vzdálenosti, dostaneme hodnotu rozšíření R = (12,38 ( 0,02).

Čočky Č1 a Č2 zachovávají rovnoběžnost svazku (nebyla pozorována odchylka od rovnoběžnosti).

Zvětšení v rovině P3 bylo určeno zobrazením mřížky s kalibrovaným rozměrem 1 mm (vzdálenost dvou čar). Na stínítku byla naměřena vzdálenost čar d = (3,2 ( 0,2) mm, je to průměr ze tří vzdáleností, chyba je odhadnuta na základě šířky zvětšené čáry a přesnosti měřidla. Zvětšení tedy je z = (3,2 ( 0,2).

Síťka, soustava rovnoběžný pruhů a čtverec byly po měření na koherentním optickém procesoru přeměřeny pomocí mikroskopu. Mikroskop byl před měřením kalibrován referenčním vzorkem s dílky po 0,1 mm.

                                       Tabulka 1: Kalibrace mikroskopu

	d [mm]
	d [díl] 
	d [mm]
	d [díl]

	0,0
	1,17
	0,6
	5,01

	0,1
	1,79
	0,7
	5,58

	0,2
	2,43
	0,8
	6,21

	0,3
	3,20
	0,9
	6,84

	0,4
	3,69
	1,0
	7,47

	0,5
	4,32
	1,1
	8,11


Převodní koeficient je: díl = (0,1591 ( 0,0009) mm

(jako chyba je uváděna směrodatné odchylka regresního parametru udaná programem Gnuplot).

Změřené parametry síťky:

                                   Tabulka 2: Síťka

	
	vodorovně
	svisle

	n
	d [díl] 
	d [mm]
	d [díl] 
	d [mm]

	0
	1,20
	0,191
	2,62
	0,417

	1
	1,77
	0,282
	3,29
	0,523

	2
	2,37
	0,377
	3,86
	0,614

	3
	2,97
	0,473
	4,50
	0,716

	4
	3,57
	0,568
	5,12
	0,815

	5
	4,20
	0,668
	5,79
	0,921

	6
	4,83
	0,768
	6,39
	1,017

	7
	5,45
	0,867
	7,02
	1,117

	8
	6,24
	0,993
	7,66
	1,219

	9
	6,99
	1,112
	8,29
	1,319


Dílky mikroskopu jsou přepočítány na milimetry podle koeficientu zjištěného kalibrací. Rozměry čtverečků síťky jsou: a = (0,1012 ( 0,0017) mm (vodorovně)

         b = (0,1001 ( 0,0003) mm (svisle)

Hodnoty získány lineární regresí, chyby jsou odchylky regresního parametru (Gnuplot).

Šířka čáry byla orientačně stanovena jedním měřením jako 0,01 díl čemuž odpovídá 0,0016 mm.

Změřené parametry rovnoběžných pruhů:
Vzdálenost pruhů je b = (0,1013 ( 0,0007) mm

Hodnota získána lineární regresí, chyba se odchylka regresního parametru (Gnuplot).

               Tabulka 3: Rovnoběžné pruhy

	n
	d [díl] 
	d [mm]
	n
	d [díl] 
	d [mm]

	0
	0,37
	0,059
	5
	3,58
	0,570

	1
	1,05
	0,167
	6
	4,21
	0,670

	2
	1,65
	0,263
	7
	4,80
	0,764

	3
	2,26
	0,360
	8
	5,51
	0,877

	4
	3,01
	0,479
	9
	6,11
	0,972


Změřené parametry čtverce:

Vodorovně : 2,31 díl, čemuž odpovídá a = 0,368 mm 

Svisle: 3,55 díl, čemuž odpovídá b = 0,565 mm

Chybu odhaduji jako 0,1 díl (0,016 mm) převážně na základě nerovností okrajů čtverce.

Pro měření byl použit zelený He-Ne laser s vlnovou délkou = 543 nm. Ohnisková vzdálenost čočky Č je uvažována jako 100 cm (dle údajů na čočce).

Fourierovský obraz síťky:

V rovině P2 byl obraz tvořen výraznými maximy na osách s pravidelným rozmístěním maxim mimo osy („pravoúhlá síť bodů“).

                                             Tabulka 4: Vzdálenost jasných maxim v obrazu síťky

	vodorovně
	svisle

	n
	x [mm]
	n
	y[mm]

	1
	5,00
	1
	5,08

	2
	5,20
	2
	5,28

	3
	5,25
	3
	5,5

	4
	5,30
	4
	5,0

	5
	5,23
	

	6
	5,18
	


x,y jsou vzdálenosti mezi jednotlivými maximy. Vodorovná osa byla měřena zleva doprava, centrální maximum je mezi 3-4, svislá osa byla měřena směrem nahoru pomocí mikrometru (mikrometrický posuv neměl dostatečný rozsah pro změření více hodnot), hodnoty 3 a 4 byly měřeny milimetrovým papírem, takže jsou spíše orientační (přesnost (0,5 mm). Přesnost měření mikrometrem odhaduji na (0,05 mm (vzhledem k tomu, že maximum nebylo přesně bodové a bylo třeba odhadovat jeho střed).

Průměrné hodnoty jsou: pro vodorovný směr  x = (5,20 ( 0,05) mm


pro svislý směr         y = (5,2 ( 0,2) mm

Je tedy vidět, že síťka je tvořena čtvercovými otvory o straně a = (0,104 ( 0,004) mm.

V rovině P4 bylo vidět zvětšený obraz z roviny P2, resp. jeho část. Kolem centrálního maxima byla vidět jen 4 další maxima ve směru os (nalevo, napravo, nahoře a dole), každé ve vzdálenosti 4,5 cm od středu, jako chybu uvažuji 0,5 cm, což byl přibližně rozměr maxima. Zvětšení je tedy rovno z = (8,7 ( 1,0)  (chyba je dána převážně chybou v určení polohy maxima v rovině P4.

Polohu minim sinkové funkce modulující maxima, je možné jen odhadnou a zjistit tak horní odhad šířky čar. Tato minima se nacházela přibližně 1,6 cm (resp. 1,5 cm) nalevo (resp. napravo) od centrálního maxima. Šířka čáry je tedy menší než přibližně 35 m.

Fourierovský obraz rovnoběžných pruhů:

Rovnoběžné pruhy jsou tvořeny čarami, úzkými tmavými a širokými světlými. Šířkou pruhu rozumím šířku tmavé čáry, vzdáleností pruhu šířku světlé čáry mezi dvěma tmavými.

                                                Tabulka 5: Vzdálenost  maxim pro soustavu rovnoběžných pruhů

	n
	x [mm]
	n
	x [mm]

	1
	5,01
	4
	5,17

	2
	5,00
	5
	5,18

	3
	5,16
	6
	5,05


Chyba v určení vzdálenosti maxima je opět (0,05 mm. Průměrná vzdálenost maxim je x = (5,10 ( 0,04) mm. Vzdálenosti pruhů tedy jsou b = (0,1065 ( 0,0008) mm.

V rovině P4 byla vidět je dvě maxima kolem centrálního. Jedno 4,5 cm nalevo a druhé 4,3 cm napravo, opět s chybou 0,5 cm. Tomu odpovídá zvětšení z = (8,7 ( 1,0)  (tedy stejné jako v předchozím případě).

Minima sinkové modulace se nacházela přibližně 2,0 cm nalevo (resp. 1,8 cm napravo) od středového maxima, takže šířka pruhu je menší než přibližně 30 m.

Fourierovský obraz čtverce:

Vizuálně byl pozorovaný obraz shodný s očekávaným (podle vyobrazení v [1]), mírně širší ve vodorovné ose než ve svislé (odpovídalo to tomu, že pozorovaný čtverec byl obdélník, a dle (6) je Fourierův obraz užšího předmětu širší a širšího užší).

       Tabulka 6: Parametry obrazu čtverce v rovině P2
	vodorovně
	d1 [mm]
	d2 [mm]
	N
	x[mm]
	a [mm]
	a [mm]

	
	14,97
	7,68
	5
	1,458
	0,372
	0,005

	
	1,72
	10,45
	6
	1,455
	0,373
	0,005

	svisle
	24,85
	19,22
	5
	1,126
	0,482
	0,009


d1 a d2 jsou polohy okraje skupiny minim, N jejich počet, x vzdálenost dvou minim a a je vypočítaný rozměr čtverce (pro svislý směr je to b). Ve svislém směru nebylo možné, vzhledem k uspořádání, měřit pod hlavním maximem (stínítko nebylo možné posunout níž). Chybu v poloze okrajů odhaduji na (0,1 mm (nepřesnost v odhadu středu minima), chyba x potom je (0,02 mm a výsledná chyba rozměrů čtverce je uvedena v tabulce.

V rovině P4 nebyl čtverec měřen, neboť obrazec byl příliš zvětšen a rozmazán (na stínítku se objevilo jen pár maxim a určit přesně vzdálenost minim mezi nimi nebylo možné). 

Kvalitativní ověření některých vlastností:

1)  dvojitá Fourierova transformace

Byla ověřena na obrázku domečku. Do roviny P1 byl vložen diapozitiv domečku střechou dolů. V rovině P3 byl pozorován obraz domečku střechou nahoru. Došlo tedy k převrácení obrazu podle vztahu (7).

2)   podobnostní teorém

Byl ověřován (kvalitativně) na příkladu dvou čtverců různé velikosti. Dle vztahu (6) měl většímu čtverci odpovídat menší Fourierův obraz a naopak. Tento efekt byl potvrzen (ale nebyla ověřena velikost zvětšení/zmenšení).

3)   transformace konvoluce

 Dle vztahu (8) odpovídá transformaci konvoluce součin Fourierových obrazů. Transformace součinu zase odpovídá konvoluce Fourierových obrazů. Součin provedeme tak, že umístíme předměty za sebe. Fourireova transformace svislých pruhů jsou body na ose, Fourierova transformace trojúhelníku je „hvězdička“. Součinem čar a trojúhelníku by v rovině P2 měla vzniknout konvoluce jejich obrazů. Jsou to body na ose a v každém „hvězdička“. Tento obrazec byl pozorován.

V teoretickém úvodu nebyl zmíněn ještě tzv. posunovací teorém, který říká, že posunutí předmětu v rovině P1 ovlivní jen fázi v rovině P2 (tvar obrazu bude stejný). Další vlastností je, že bodu v rovině P1 neodpovídá bod v rovině P2 (protože v rovině P2 se zobrazují frekvence). Stejné (velmi podobné) předměty mají stejnou (velmi podobnou) Fourierovu transformaci. Konečným důsledkem (který byl pozorován) je to, že vezmeme-li například stínítko s náhodně rozmístěnými kruhovými otvory (přibližně stejné velikosti), zobrazí se v rovině P2 na stejný obrazec. Tohoto jevu je možné využít při filtraci, kdy do roviny P2 umístíme masku ve tvaru Fourierovy transformace zobrazovaných předmětů (v našem případě kruhových otvorů), která je buď zastíní, nebo propustí (a zastíní vše okolo), a po provedení druhé Fourierovy transformace, jsou z obrazu odstraněny (nebo odstraněno vše ostatní). Možné využití je při identifikaci osob na fotografiích, písmen v textu, hledání tanků na snímcích družic… (díky posunovacímu teorému nemusíme vědět, kde se tank na fotografii nachází, protože všechny tanky daného typu se zobrazí na jedno místo ve Fourierově obrazu, a po provedení druhé transformace mohou zůstat např. na mapě bílá místa pouze tam, kde tank byl a spočítáním bílých bodů určíme počet tanků, porovnáním s původní mapou i jejich polohu).

Filtrace obrazů:

Výše diskutovaný příklad hledání tanků (či odstraňování kruhových otvorů - děr) byl dále ilustrován na příkladu „pouštění tygra z klece“. Jako předmět nám posloužila fotografie tygra za mřížemi. Po provedení Fourierovy transformace se v rovině P2 objeví obraz, na němž lze na vodorovné ose poznat maxima odpovídající mříži (viz. rovnoběžné pruhy). Zakryjeme-li tato maxima (vhodným stínítkem) a provedeme-li druhou transformaci, objeví se tygr bez mříže. Tomu odpovídal i pozorovaný jev (jen obraz tygra byl poněkud nezřetelný tím, že byl malý,málo jasný a také nebylo možné zakrýt jen frekvence odpovědné za mříž, ale i jejich malé okolí).

Další možností filtrace je tzv. horní a dolní propust. Jsou to filtry, které zakrývají nízké a vysoké frekvence (horní propust propouští vysoké, dolní propust nízké). Vysoké frekvence jsou zodpovědné za ostré tvary, hrany objektů, nízké potom odpovídají plochám. Tato filtrace byla demonstrována na trojúhelníku. Při použití horní propusti (zakrytí nízkých frekvencí ve středu obrazce) se po provedení druhé transformace objevil jen obrys trojúhelníku (zmizela jeho výplň), při použití dolní propusti (zakrytí vysokých frekvencí) došlo k rozmazání trojúhelníku (jeho roztažení do šířky, v závislosti na tom, kolik vysokých frekvencí bylo zakryto).

Diskuse:
Pozorované jevy a obrazce plně odpovídají teoretickým předpokladům. Rozměry síťku, pruhů a čtverce zjištěné měřením mikroskopem a měřením Fourierovského obrazu se přibližně shodují. Při měření čtverce mohlo dojít k jeho náhodné deformaci v průběhu manipulace mezi měřeními (čtverec byl vytvořen přiložením 4 listů papíru upevněných do rámečku diapozitivu, které se mohly náhodně posunout při neopatrné manipulaci), což mohlo způsobit pozorovanou odchylku při měření mikroskopem a z Fourierova obrazu. Proměřování Fourierovského obrazu je zatíženo určitou chybou vlivem malých rozměrů stínítka (nezobrazoval se dostatečný počet potřebných bodů, což bylo způsobeno i relativně malým průměrem čočky Č), omezeným mikrometrickým posuvem (ve spodní polovině obrazce nebylo možné měřit vůbec, v horní jen omezeně, vodorovná vzdálenost se také musela přeměřovat na několikrát kvůli nedostatečnému rozsahu mikrometru). Pozorování v rovině P4 má význam jen pro velmi malé detaily ve Fourierově obrazu (u velkých předmětů), jinak je zatíženo ještě chybou zvětšení v systému čoček Č5 a Č6. Přeměřování vzdáleností optických elementů a určování rozšíření svazku a zvětšení je jen orientační (s ohledem na přesnost a postup měření), výsledky nebyly k dalším výpočtům používány.

Závěr:

Byla pozorována optická Fourierova transformace v koherentním optickém procesoru, ověřeny její základní vlastnosti a vyzkoušeno její užití k prostorové filtraci. Byli stanoveny parametry některých zobrazovaných předmětů:

      Tabulka 7: Shrnutí rozměrů síťky, pruhů a čtverce

	Metoda
	
	Fourier
	mikroskop
	výrobce

	Síť
	a [mm]
	0,104 ± 0,004
	0,1012 ± 0,0017
	0,1

	
	b [mm]
	0,104 ± 0,004
	0,1001 ± 0,0003
	0,1

	
	čára[mm]
	<0,035
	0,0016
	0,03

	Pruhy
	a [mm]
	<0,03
	
	0,03

	
	b [mm]
	0,1065 ± 0,0008
	0,1013 ± 0,0007
	0,1

	Čtverec
	a [mm]
	0,3725 ± 0,005
	0,368 ± 0,016
	

	
	b [mm]
	0,482 ± 0,009
	0,565 ± 0,016
	


a je vodorovný rozměr, b je svislý (s výjimkou u pruhů, kde a je šířka čáry a b vzdálenost čar). V posledním sloupečku jsou hodnoty udané na měřeném vzorku.
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