Zadani

Pracovni kol

1.

Na optickém stole je sestaven Koherentni opticky procesor. Na obr. v ,,Pokynech méteni“
(nebo skripta str. 188) je vyznacCeno schematické uspotadani a vyznaceny ohniskové délky
¢ocek, které jsou v tloze k dispozici. Ovétte, zda ¢ocky C;a C>zachovavaji rovnobéznost
paprski. Spoctéte a ovérte rozsifeni paprsku pouzitym teleskopem. Zmérte zvétSeni obrazu
predmétu v roviné P;a zvétSeni obrazu Fourierova spektra v roviné P,

2. Pozorujte Fourierovsky obraz nasledujicich tri predméti umisténych v roviné Py
a. ctvercového otvoru
b. soustavy rovnobéznych pruhi
c. sitky
3. Promeéite Fourierova spektra téchto predmétd v roviné Pznebo P, a z namérenych udaji
vypocitejte rozméry predmeétd, tj. velikost stran ¢tvercového otvoru, $iiku a periodu
soustavy rovnobéznych pruhi a periodu a $ifku pruhi sitky.
4. Parametry predméti z tkol/u 2 zmérte mikroskopem, ktery je v tiloze ¢. 6, ¢. 30 nebo ¢. 14.
Porovnejte hodnoty vypoctené z Fourierova spektra s primym méienim mikroskopem.
5. Po dohodé s vyucujicim vyberte a kvalitativné ovéite nékterou z vlastnosti Fourierovy
transformace, které jsou uvedeny v odd. 4.10.2 casti [ skript nebo na www.
6. Vroviné P;umistéte vybrany piredmét. Do roviny P;vkladejte rizné filtry a zkoumejte jejich
vliv na geometricky obraz v roviné Pz Pozorované jevy vysvétlete.
Pomticky

opticky stil, He-Ne laser, zrcadla, coCky, stinitka, milimetrovy papir, filtry, predméty: ¢tvercovy
otvor, soustava rovnobéznych pruhi, sitka, trojihelnikovy otvor, trojihelnikovy otvor
s kruhovym otvorem, Cesky lev v kleci



Teoreticky uvod!
Zaklady fourierovské optiky

Zakladem fourierovské optiky je to, Ze Cocka vytvari v obrazové ohniskové roviné rozlozeni
amplitudy svétla, které je imérné Fourierové transformaci amplitudy nachazejici se

v predmétové roviné téze cocky.

Jednorozmérnou Fourierovu transformaci komplexni funkce g(x)lze matematicky vyjadrit jako:

Flg(0} = [, () exp[~i2mxf] dx )
Inverzni Fourierova transformace funkce G(7)je pak definovana jako:

FHG(N} = [, G(Pexpliznxf]df @)
Obdobné vyjadiime dvourozmérnou Fourierovu transformaci funkce g(x,y):

Flg(xy)} = [ ., 9(x,y) exp[—i2n(xf; + yf,)] dx dy (3)

a inverzni funkce G (fy, f;): F‘l{G (fx,fy)} = ffooo G(fx,fy) exp[iZﬂ(xfx + yfy)] dfi df, 4)
Uvedeme nékteré vlastnosti Fourierovy transformace:

» Linearita: F{ag + Bh} = aF{g} + BF{h} (5)
» Fouriertv integralni teorém: FF~{g(x,y)} = F"1F{g(x,y)} = g(x,y) (6)
» Dvojita Fourierova transformace: FF{g(x,y)} = g(—x,—y) (7
» Transformace konvoluce: F{g(x, y) * h(x,y)} = F{g(x,v)} * F{h(x,y)} (8)

a, fjsou komplexni konstanty a g(x,y7) a h(x,y) komplexni funkce.

Experimentalni uspotadani

Méieni provadime s usporadanim soucastek schematicky znazornéném na Obr. 1. Co¢ky C;a Cz
slouzi k rozsireni laserového svazku a minimalizaci jeho divergence. Do roviny P; umistujeme
predmét, ktery chceme zobrazit Fourierovou transformaci. Tato rovina odpovida predmétové
ohniskové roviné ¢ocky C ktera provadi transformaci. Fouriertiv obraz se objevuje v jeji
obrazové ohniskové roviné P..

Pro lep$i pozorovani umistujeme za rovinu P zrcadlo Zs které odkloni svazek a pomoci ¢ocek Cs
a Cspozorujeme na stinitku v roviné P, zvét$eny obraz Fourierova spektra.

Dal$i Fourierovu transformaci provadi ¢ocka Cs V jeji obrazové ohniskové roviné vznika
zmens$eny obraz predmétu. Pro jeho zvétSeni umistujeme do této roviny ¢ocku Cya zvétSeny
obraz dvojité Fourierovy transformace pozorujeme v roviné P; Obraz mizZeme modifikovat
umistovanim filtra do rovinu P které selektivné potlaci i zcela eliminuji nékteré rysy
geometrického obrazu.

1 Napsano na zakladé [1]
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Obr. 1: Experimentalni uspoiadani koherentniho optického procesoru
Pti rozkladu ve Fourierové transformaci se vyssi frekvence (detaily a ostré okraje predmétu)
zobrazuji dal od optické osy. Plati vztah:
x = Af, 9)
kde xje vzdalenost od optické osy, A vlnova délka pouzitého svétla a fohniskova vzdalenost
Cocky, kterou provadime Fourierovu transformaci.
Mérenim parametrd Fourierovy transformace mizeme urcit rozméry zobrazovanych predmét.
Pro obdélnikovy otvor o stranach a, #sledujeme na stinitku v roviné P-rozlozeni intenzity svétla
popsané vztahem:

. max,12 . mwhx.12
Afsin(——= Afsin(—+
I(x,y) = [ — ] [ — ] (10)
Minima intenzity tedy zaznamename pro
ve=1tZky=+Lkk=123.. (11)

kde xi, yxjsou souiadnice na stinitku, fje ohniskova vzdalenost cocky C.
Pro predmét tvofeny rovnobéznymi pruhy o Sifce aa vzajemné vzdalenosti » miZeme
analogicky odvodit vztah pro maxima intenzity:

ve=1Lkk=123,.. (12)
Tato maxima jsou navic modulovana funkci sinc, jejiz maxima lezi v bodech:
n=+Lp1=123,.. (13)

Pro Ctvercovou sit' s parametry a, b dostaneme obdobné vztahy jako je vztah pro sadu
rovnobéznych pruhi. Vztah pro maxima na ose xbude stejny jako vztah (12) a vztah pro
maxima na ose yziskdme zdménou x; = yi, a = bve vztahu (12).



Vysledky méreni
Sestaveni koherentniho optického procesoru

Pied méfenim jsme ovérili, Ze je koherentni opticky procesor sestaven spravné podle schématu
na Obr. 1. Pomoci stinitka s milimetrovym papirem jsme zkoumali, zda ¢o¢ky C;a C>zachovavaji
rovnobé&znost paprski. Zjistili jsme, Ze primér svazku za ¢ockou €z méieny v riiznych
vzdalenostech od ni byl priblizné konstantni - jeho hodnota byla priblizné 7.3 mm (s odchylkou
1 mm). Déle jsme prométili vzdalenosti /P;C/, /CP2/, |C5Cy/. Zjistili jsme, Ze vzdalenosti priblizné
odpovidaji poZadavkiim experimentalniho uspoiadani pro ohniskové vzdalenosti cocek uvedené
v Obr. 1. Tedy |P1C| = 100 cm, |CP1| = 100 cm, |C3 C4| = 40 cm. Odchylky od téchto hodnot byly
dostatecné malé na to, aby nebranily spravnému pribéhu experimentu.

Pro uréeni zvétseni teleskopu tvoieného ¢o¢kami C;a Czjsme zméiili primér dlaserového
svazku pred soustavou a primér d‘za soustavou:

d=2,0+05mm,d =13+ 1)mm

Chyby odhadnuty podle moznosti presného rozpoznani okraje laserové stopy na milimetrovém
papire. ZvétSeni Z; teleskopu nyni vypocteme ze vzorce Z; = % a chybu ur¢ime metodou

prenosu chyb dle [2]:

Zy=74%2
Teoretickou hodnotu zvétSeni ziskdme z poméru ohniskovych vzdalenosti ¢ocek:
fe
Z;="2=8
LT T

Obdobnym zplisobem jsme zméftili zvétSeni Z- obrazu predmétu v roviné P; (dje primér svazku
vroviné P;, d‘primér svazku v roviné Ps):

d=(13+D)mmd = 34+ Dmm=>7, = % =2,640,2

Stejné jsme zméfili také zvétSeni Z; obrazu Fourierova spektra v roviné P, (dje primér svazku
v roviné P, d‘primeér svazku v roviné P,):

d=(20+05)mmd =10+ )mm=>2;=2=5+1

Pozorovani Fourierovského obrazu predmétii a urceni jejich rozméri

Soustava rovnobéznych pruhii
Fourierav obraz soustavy rovnobéznych pruhi jsme napi'ed pozorovali v roviné P.. Podle rysky

na stinitku a posunt pomoci mikrometrickych Sroubi jsme urcovali polohy maxim obrazu.
Namérené hodnoty jsou uvedeny v 7ab. 7 (jednotliva maxima jsou ¢islovana od hlavniho
maxima s ¢islem ¢ maxima vlevo od hlavniho maji zaporna ¢isla, maxima vpravo kladna) Chybu
urceni kazdé polohy stanovujeme na 0,2 mm na zakladé moznosti presného urceni stiredu
maxim. Polohu prvniho maxima x; ur¢ime linearni regresi zavislosti polohy maxima na jeho
Cisle, nebot predpokladame konstantni vzdalenosti maxim. Tato zavislost vCetné linearni
regrese je znazornéna v Grafu 1.

Zregrese: x; = (59 £ 0,4)mm

Chyba je dana souctem relativni chyby regrese a nejvétsi relativni chyby vzniklé pri méreni
poloh maxim.

Dosazenim hodnot x;, A = 543 nm (vlnova délka svétla z laseru dle [1]), f = 100cmak = 1do
rovnice (12) vypocteme vzdalenost mezi jednotlivymi pruhy. Chybu ur¢ime metodou pienosu
chyb dle [2]:

b=(91+6)umn



Skute¢nou vzdalenost b, mezi prouzKy jsme pro porovnani zmérili pomoci mikroskopu

s kamerou pripojenou k pocitaci. Mérili jsme 5x hodnotu 70 bsx.. Hodnota bsiueje pak vypoctena
vydélenim deseti. Chyba je dana smérodatnou odchylkou namérenych hodnot:

bsgur = (959 £ 0,3)um

Na stinitku s milimetrovym papirem v roviné P, jsme zmérili vzdalenost prvniho maxima vpravo
od hlavniho maxima s;, = (58 &+ 1)mm a vzdalenost prvniho maxima vlevo od hlavniho maxima

sy, = (57 £ 1)mm. Hodnotu s; stanovime jejich aritmetickym primérem: s; = (57,5 + 1)mm.

Odsud muizZeme presnéji vypocist zvétSeni obrazu Fourierova spektra: Z; = i—l =97+0,7.
1

Chyba je stanovena metodou prenosu chyb.

Cislo maxima -1 0 1 2
Poloha maxima [mm] | 21,1 | 15,1 |91 | 3,3

Tab. 1: Maxima Fourierova spektra soustavy rovnobéznych pruhti

Graf 1: Urceni vzdalenosti maxim pro soustavu
rovnobéznych prihi
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Sitka

Fourierav obraz sitky byl pozorovan podobné jako pro soustavu pruhi. Problém byl vsak nyni
dvojrozmérny. Namérené polohy jednotlivych maxim na ose x (resp. y) jsou uvedeny v 7ab. 2
(resp. 3) a prislusna zavislost je znazornéna v Grafu 2 (resp. .3).

Z linearni regrese: x; = (5,5 + 0,6) mm, y; = (6,2 + 0,5)mm

Odsud podle vztahu (12) a jeho modifikace xx = yi, a = bziskavame parametry miizky:
a=(100+ 10)um, b = (87 + 6)um

Skute¢nou vzdalenosti aswra bswue mezi prouzky sitky jsme mérili stejné jako skute¢nou
vzdalenost mezi prouzky u soustavy prouzk:

Asiyt = (95,9 + 0,7)um, bsyye = (98,7 + 0,3)um

Na stinitku s milimetrovym papirem v roviné P, jsme urcovali vzdalenosti maxim a pocitali
zvétSeni Z; podobné jako u soustavy pruht. Osa x: s;, = (59 + 1)mm, s;, = (60 + 1)mm,
primér: s; = (59,5 + 1,0)mm, zvétdeni: Z; = 11+ 1. Osay: s;, = (55 + )mm, s;, =

(57 £ 1)mm, primér: s; = (56 + 1)mm, zvétSeni: Z; = 9,0 £ 0,7.



Cislo maxima 0 1 2 3
Poloha maxima [mm] 21,1 | 150 | 8,8 4,8

Tab. 2: Maxima na ose x Fourierova spektra sitky

Cislo maxima -1 0 1
Poloha maxima [mm] | 19,6 129 |71

Tab. 3: Maxima na ose y Fourierova spektra sitky

Graf 2: Urceni vzdalenosti maxim na ose x pro sitku
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Graf 3: Urceni vzdalenosti maxim na ose y pro sitku
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Ctvercovy otvor

Fourierav obraz ctvercového otvoru jsme pozorovali v roviné P, nebot v roviné P;nebylo
mozné rozeznat detaily. Pomoci milimetrového papiru jsme namérili vzdalenost sedmého
maxima od hlavniho maxima: s;, = (15 + 1)mm. JelikoZ pfedpokladame konstantni vzdalenost
jednotlivych maxim, ziskame vzdalenost prvniho maxima od hlavniho vydélenim sedmi:
s;=(02,1+0,1)mm



Pro vypocet polohy maxima v roviné P, potiebujeme znat zvétSeni Zz Vypocteme ho
aritmetickym primeérem jeho hodnot zméienych v ¢astech Soustava rovnobéznych pruhiia
Sitka (2 hodnoty - osa X, osa y). Hodnotu uvedenou v odstavci Sestaveni koherentniho optického
procesoruneuvazujeme, nebot pri jejim méreni pravdépodobné nastala chyba.
Zz = (9,8 + 0,8) (chyba je stanovena jako maximalni dle [2])
Vzdalenosti maxim (které predpokladame, Ze jsou stejné jako vzdalenosti minim) v roviné 2
jsou tedy:
X1 = . (0,22 + 0,02)mm

Z3
Dosazenim do vztahu (11) vypocteme rozmér a ¢tverce. Chybu stanovime metodou pienosu

chyb dle [2].

a = (2500 £+ 300) um

Skutecnou velikost strany Ctverce asw:jsme meérili podobné jako skutecnou vzdalenost mezi
prouzky u soustavy prouzkd. Méreni jsme vSak provedli vicekrat vzhledem k nepravidelnostem
Ctverce.

Aspur = (2300 £+ 200)um

Pozorovani vlastnosti Fourierovy transformace a pouZivani filtrt

Z optického stolu jsme odstranili zrcatko Z; (viz Obr. 1) a porovnavanim obrazl predmétu
(umisténého v roviné P;) v rovinach P-a P;zjsme ovérovali nékteré vlastnosti Fourierovy
transformace:

Dvojitou Fourierovou transformaci (viz vztah (7)) pomoci ¢o¢ek Ca C3jsme na stinitku Fz
pozorovali invertovany obraz predmétu v roviné #7. Jako predmét jsme pouzili soustavu
trojuhelnikového a kruhového otvoru. V roviné P; jsme méli trojuhelnik ,postaveny” na zakladné
a kruh vpravo pod nim. V roviné Pz ,stal“ trojihelnik na Spicce a kruh byl vlevo nad nim. To
skutecné odpovida vlastnosti, kterou popisuje vztah (7).

Déle jsme ovérovali transformaci konvoluce (viz vztah (8)). Napted jsme zjistili, Ze Fourierovou
transformaci trojihelnikového otvoru je hvézda a transformaci mrizky soustava bodt
usporadanych do ¢tverce (pro pouzitou mrizku byl pozorovan ¢tverec 3x3 bodt). Paklize jsme
do roviny P; umistili za sebe trojuhelnikovy otvor a mrizku, pozorovali jsme v roviné Pzsoucin
obou transformaci, tedy ¢tverec 3x3 hvézdicek. Dale jsme v roviné P; ponechali pouze
trojihelnikovy otvor a mi{zku umistili do roviny Pz Co¢ka Cstedy provadéla Fourierovu
transformaci soucinu mrizky a transformace trojuhelniku. Na stinitku 2; se tedy dle vztaht (7) a
(8) vytvoril obraz dany sou¢inem invertovaného trojuhelniku a transformace miizky. Pozorovali
jsme ¢tverec 3x3 invertovanych trojuhelnikd.

Na zavér jsme zkoumali vliv filtr umistovanych do roviny P2 na obraz v roviné P; Napied jsme
do roviny P; umistili trojuhelnikovy otvor a v roviné P odclonili kraje Fourierova spektra. Tim
jsme odstinili vysoké frekvence (viz vztah (9)) a v roviné P;se zobrazil (invertovany)
trojuhelnik bez ostrych krajli (rozmazané). KdyzZ jsme v roviné Pznaopak odclonili stred spektra,
eliminovali jsme nizké frekvence a v roviné P;jsme pozorovali pouze obrys trojihelniku. Na
zakladé stejnych princip jsme ,pustili Iva z klece“. V roviné P; jsme méli obrazek Ceského lva

v Kleci. Jeho spektrem v roviné P;byla fada maxim. My jsme clonami nechali prochazet pouze
hlavni maximum (nejvétsi intenzita), ¢cimz jsme potlacili ostré okraje a detaily a v roviné P;se
klec nezobrazila a lev byl rozmazanéjsi. Dale jsme pomoci filtrace ponechanim pouze maxim na
jedné ose Fourierova spektra sitky v roviné P.ziskali v roviné P;prouzKy sitky jen jednoho

smeéru (ponechanim osy xsvislé).



Diskuse vysledki

Pfi urCovani zvétSeni pomoci priimeért laserového svazku vznikala chyba diky obtiZnosti
stanoveni okraji laserového svazku na milimetrovém papire. ZvétSeni Z; teleskopu dobie
odpovida hodnoté dané vypoctem z ohniskovych vzdalenosti ¢ocek. ZvétSeni Z; obrazu
Fourierova spektra v roviné P;jsme vypocetli také na zakladé porovnavani vzdalenosti maxim
Fourierovych spekter v rovinach P-a P. Tyto hodnoty jsou vSak zcela odlisné. Na zakladé toho,
Ze jsme druhou metodu pouzili trikrat a pokazdé vychazel priblizné stejny vysledek pro zvétSeni
Z3 usuzujeme, Ze pii méreni prvni metodou nastala hruba chyba. Tuto hodnotu proto
povazujeme za chybnou a dale pocitame pouze s hodnotou ziskanou druhym zptisobem.
Piesnost urCovani parametrii predmeéti na zakladé Fourierova spektra zavisela na odecitani
poloh maxim spektra. Pouzivali jsme sice mikrometrické Srouby, ale nemohli jsme plné vyuzit
jejich presnosti, nebot nastavovani stiredi maxim na rysku bylo tireba délat rucné. Relativni
chyba takto namérenych rozméra predméti dosahovala priblizné 10%. Naproti tomu urceni
téchto parametrii pomoci mikroskopu bylo daleko presnéjsi. Tam byla relativni chyba

s vyjimkou ¢tvercového otvoru do 1%. U ¢tvercového otvoru byla chyba vétsi kviili jeho
nepravidelnostem. Rozméry predmétli stanovené z namérenych Uidajli ze spekter se v ramci
chyb dobfte shoduji s hodnotami namérenymi mikroskopem.

Vybrané vlastnosti Fourierovy transformace (dvojita Fourierova transformace a transformace
konvoluce) byly dobi'e experimentalné pozorovatelné. Ovérili jsme tedy platnost téchto
vlastnosti. PouZzitim filtri jsme ziskali vysledny obraz odpovidajici teorii.

Zaveér
U sestaveného koherentniho optického procesoru jsme ovéfili, Ze ¢oc¢ky C;a C>zachovavaji
rovnobéznost paprskd.
Zmérili jsme rozsireni paprsku teleskopem: Z; =7 £+ 2
Toto zvétSeni jsme také vypocetli ze znamych ohniskovych vzdalenosti coc¢ek: Z; = 8
Zmérili jsme zvétSeni obrazu predmétu v roviné Pz Z, = 2,6 + 0,2
Zmeérili jsme zvétSeni obrazu Fourierova spektra v roviné Pz Z; = (9,8 £ 0,8)
Pozorovali jsme Fourierovcky obraz ¢tvercového otvoru, soustavy rovnobéznych pruhi a sitky.
Z namérenych 0idaji ze spekter jsme vypocetli rozméry predmeéti:
Velikost strany ¢tvercového otvoru: a = (2500 + 300) um
Perioda soustavy rovnobéznych pruht: b = (91 + 6)um
Periody sitky: a = (100 + 10)um, b = (87 + 6)um
Tytéz parametry jsme zmétili mikroskopem:
Velikost strany ¢tvercového otvoru: ag,; = (2300 + 200)um
Perioda soustavy rovnobéznych pruht: bg,,,; = (95,9 + 0,3)um
Periody sitky: aseyr = (95,9 & 0,7)um, bgpye = (98,7 £ 0,3)um
Kvalitativné jsme ovérili dvojitou Fourierovu transformaci a transformaci konvoluce.
Do roviny P;jsme umistovali vybrané predméty, do roviny P;vkladali rlizné filtry a zkoumali
jejich vliv na geometricky obraz v roviné Pz Pozorované jevy jsou popsany a vysvétleny
v odstavci Pozorovani viastnosti Fourierovy transformace a pouzivani filtru.
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