Uloha XXI. M&feni tihového zrychlenf PRAKTIKUM I Matéj Mezera, métfeno 9.3.2018

1 Pracovni ukol

1. Zmérte mistni tthové zrychleni g metodou matematického kyvadla.

2. Zmérte zavislost doby kmitu fyzického kyvadla na poloze ¢ocky. Méfeni provedte pro obé osy otaceni. Gra-
ficky znazornéte.

3. Zmérte mistni tihové zrychleni g metodou reverzniho kyvadla.

4. Vypocitejte chybu, které se dopoustite idealizaci redlného kyvadla v rdmci modelu kyvadla matematického.
Srovnejte moment setrvacnosti redlného kyvadla s jeho matematickou idealizaci.

2 Teoreticky uvod

2.1 Fyzické kyvadlo

vy

Vvev

setrvacnosti vzhledem k ose otaceni I. Z jednoduché geometrie vyplyva, ze pri libovolné tihlové vychylce ¢ z
rovnovazné polohy bude na kyvadlo piisobit moment sily o velikosti mgd sin ¢. Po polozeni do rovnosti s ¢asovou
derivaci momentu hybnosti I¢ (podle [3]) dostavame pohybovou rovnici

mgd

o= 7 sing. (1)

Jeji feseni neni trividlni, ale s uzitim aproximace pro malé vychylky (malé thly ¢) 1ze odvodit vztah! pro periodu
fyzikalniho kyvadla

I 1 o
T=2n)— 1+ =sin® — 2
T mgd(+4sm 2)’ @)

kde a je maximéalni hodnota vychylky ¢ a g je mistni tithové zrychleni. Pro hodné malé vychylky mtzeme vztah
(2) aproximovat na vyrazné jednodussi vzorec, protoze sin § jde k nule

T =2ny | — (3)

2.2 Matematické kyvadlo

Matematické kyvadlo je hmotny bod zavéseny na nehmotném vldkné. Vzdalenost d tedy v pripadé matematického
kyvadla oznacuje délku zavésu I, proto [ = d. O tomto kyvadle vime, Ze ma moment setrvacnosti Iy = ml? [3]. Po
dosazeni do (2) dostdvame vztah pro periodu matematického kyvadla Ty

l 1 5,
TM —2TE\/; <1+4Sln 2) . (4)

Pro hodné malé vychylky muzeme vztah (4) aproximovat podobné jako vztah (2)

l
Ty = 21'[\/>. (5
g
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Uloha XXI. M&feni tihového zrychlenf PRAKTIKUM I Matéj Mezera, métfeno 9.3.2018

2.3 Fyzicky model matematického kyvadla

Dokonalé matematické kyvadlo neni mozné realné sestavit, lze se k nému vsak priblizit. To se pokusime udélat
zdvésem malé tézké koule hmotnosti my a poloméru r na lehky dlouhy provazek délky L a malé hmotnost m,.
Pro moment setrvacnosti I;, homogenni tyce vii¢i ose na ni kolmé prochazejici jejim koncem plati (podle [3])

1 2
I, = EmPL . (6)
Pro kouli plati vzorec
2
I = gkaZa (7)

VVev

moment setrvacnosti prevedeme podle Steinerovi véty
I = Io + mi(L +71)?, (8)

kde Iy je moment setrva¢nosti viici horizontalni ose prochézejici bodem zavésu.
Diky aditivité momentu setrvacnosti, sta¢i jednotlivé momenty ((6) a (8)) secist. Vzdalenost tézisté dr od osy

vvvvvvvv

L
i — 27 + (L + r)my ‘ ()
mp + My

Slozenim vztahu (3), (6), (8) a (9) dostaneme vyraz pro periodu T¥ fyzického kyvadla, kterym se snazime
priblizit k matematickému kyvadlu

11—2mpL2 + %kaQ + my (L +r)? o 11—2mpL2 + %kaQ + my (L +r)?

- —
(1 + 1) g ZmeH AT g (%mp + (L + r)mk)

mp+my

TF:2TE

(10)

2.4 Reverzni kyvadlo

Vv

Vvev

vy

délka fyzického kyvadla a budeme ji znacit Ig. Podle [1] plati pro periodu TR reverzniho kyvadla podobny vztah,
jako pro matematické kyvadlo

Tr = 21 I . (11)
g

3 Meéreni

3.1 Metoda matematického kyvadla

Pro méfeni tithového zrychleni pomoci matematického kyvadla byl pouzit vyse uvedeny model s nasledujicimi
parametry.
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3.1.1 Kulicka

Kulicka byla kovova s hmotnosti
my = (62,3273 + 0,0001) g (12)

zmérenou na dostatecné presnych laboratornich vahach. Jelikoz to nebyla pfesna koule, polomér nelze urcit pii-
mocare. Prumér byl zméren pomoci posuvného méridla s nepresnosti 0,02 mm. Nepresnost méridla je vsak zane-
dbatelna v porovnani se smérodatnou odchylkou. Méreni probéhlo pétkrat pro rizné praméry (resp. rizné sméry
prochézejici sttedem). Vysledky jsou uvedeny v tabulce 1.

Tabulka 1: Méfeni prameéru kulicky

¢islo 2r ooy - 1072

méfeni mm mm

1 25,42 2

2 25,90 2

3 25,20 2

4 25,96 2

5 25,30 2
prameér 25,56 16

o9, je pro nameérené hodnoty nejistota zptsobena mérenim pomoci posuvného méridla a pro prumér je uvedena
vybérova smérodatna odchylka aritmetického pruméru (viz [4] str.16). Mdme tedy polomér kulicky

r = (12,78 £ 0,08) mm. (13)

3.1.2 Provazek

Byl pouzit plastovy provazek o priméru priblizné 2 mm. Diky jeho vlastnostem nestacil na uvazani kulicky pouze
jeden uzel, proto bylo treba uvazat alespon dvojity a zbytek proviazku zastiihnout, aby co nejméné ovliviioval
moment setrvacnosti a hmotnost kyvadla. Velkou nejistotu do méteni tihového zrychleni zanese nevelkd presnost
méteni délky provazku. Provazek musi byt pfi méreni napindn zavésenou kulickou, jinak bychom mohli namérit
kratsi délku.

Proto bylo méfeno neprimo. Nejprve byla zmétena délka hy (viz obrazek 1) svinovacim metrem s nejmensim
dilkem stupnice 1 mm. Metr byl zavésen za tchyt provazku, ale jelikoz kvili uzliku u ocka bylo pomérné kom-
plikované stanovit presné, kde konéi provazek, bude pocitano s nepresnosti 1 mm. Hodnoty hso a hs byly méreny
posuvnym meéridlem, takze jejich nejistota je fadové mensi. Namérené hodnoty jsou

hy = (99,6 £0,1) cm, (14)
ho = (7,90 £ 0,02) mm, (15)
hs = (7,78 £ 0,02) mm . (16)

Z toho lze snadno zjistit délku provazku L i délku zadvésu matematického kyvadla I (chyba posuvného méfidla je
vici chybé metru zanedbatelnd)
L=hy—ho+hy= (99,6i0,1) cm, (17)

I =hy —hy+hs+7r=(100,9+0,1) cm, (18)
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/th2 A

Obréazek 1: Méreni délky provazku

Hmotnost provazku zmérena na laboratornich vahéch je

myp = (489,2 +0,1) mg. (19)

3.1.3 Perioda

Byl méren ¢as dvaceti period pro minimalizaci nejistoty.

Perioda byla méfena citacem G-2001.500, ktery pomoci fotodiody, jejiz osvétleni je preruseno priichodem
kyvadla rovnovaznou polohou, méii ¢as s presnosti na desetiny milisekund. Jeho display sice ukazuje 4 desetinnd
mista ¢asu v sekunddach, ale vysledna smérodatnad odchylka je vyrazné vétsi, nez presnost displaye. Posledni cifry
jsou vzhledem ke smérodatné odchylce irelevantni, proto jsou zde uvedeny hodnoty zaokrouhlené na milisekundy.
Nejistota méridla je pro kazdou hodnotu 0,05 ms a kvili pfehlednosti neni v néasledujici tabulce uvedena.
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Tabulka 2: Méreni periody matematického kyvadla

¢islo 20T\

meéreni S

40,052
40,059
40,042
40,052
40,047
40,044
40,060
40,053
40,041
40,058

pramér 40,0506
2001,  0,0023

© 00 O U = W N+~

—_
@)

2007, znaci vybérovou smérodatnou odchylku aritmetického priméru méfeni ¢asu dvaceti period (vypocitano
stejnym zptisobem jako v predchozim pifpadé). Naméiend perioda tedy jel!

Tyt = (2,0025 4 0,0001) s. (20)
Nyni uz staci jen vypocitat tihové zrychleni podle vztahu (5)

472]

= - =(9,93£0,01) m-s~2, (21)
TM

gMm

kde nejistota je vypocitana podle Gaussova zdkona Sifeni nejistot [4] (odmocnina ze sou¢tu kvadrati soucinu
parcilnich derivaci a nejistot jednotlivych veli¢in)? s tim, Ze nejistota zptisobena délkou zévésu (0,1 %) je piiblizné
o jeden fad vyssi, nez nejistota zpusobend mérenim periody (0,01 %).

3.2 Chyba matematického kyvadla

Vsechny veli¢iny potfebné pro presny vypocet pro fyzikalni kyvadlo jsou naméreny, staci tedy dosadit do vztahu
pro g vyjadieného z (10)
LmpL2 + %mkrz +my(L +1)?

212
gr =41
T7 (%mp +(L+ T’)mk)

(22)

gr = (9,9240,01) m-s 2, (23)

Po zaokrouhleni vysla témér stejnd hodnota. Chyba je spocitana podle Gaussova zdkona Sifeni nejistot, vypocet
by zabral nékolik radku, proto zde vztah neni uveden.
Moment setrvacnosti fyzického kyvadla je

1 2
Ip = SympL® + smuer? + (L +7)* = (6,344 0,01) - 1077 kg - m? (24)

! Je potieba obé& hodnoty podélit dvaceti (poctem period).

2 2 2 2
2 9 42l ) ( 8 4n2l ) (41’[2 ) 8x21
Ogrg = = o) + | 57— oT = 501 + oT
g ) 2 2 3
M \/<6l Ty 9Tv Ty M EaY! N M
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a moment setrva¢nosti matematického kyvadla je?

Iy =mi? = (6,354 0,01) - 1072 kg - m?. (25)

je tézisté vzdaleno | = (100,9 + 0,1) cm a pro fyzické kyvadlo mame

L
L L
de — gmp + (LA r)mie (100,5+0,1) cm. (26)
mp + mg

Je vidét, Ze hodnoty se prilis nelisi.

3.3 Reverzni kyvadlo

Nejdriive nechame zmérit zavislost periody fyzického kyvadla na poloze ¢ocky pro oba zavésy a posléze se budeme
priblizovat k poloze ¢ocky, kde se obé periody rovnaji.

Polohu ¢ocky budeme znadit I, a je to vzdalenost horniho zavitu (pfi poloze, kdy je ¢ocka dole) od konce
»Sroubu”, po kterém se mize ¢ocka pohybovat. Pro l,o = 0 bude ¢ocka v nejvyssi poloze (nejblize stfedu tyce) a
pro maximalni hodnotu pfiblizné 5,2 cm bude ¢ocka nejnize (nejdéle od stiedu tyce).

Doba dvaceti period byla méfena dvakrat z duvodu, aby nedochazelo k hrubym chybdm (napf. $patného poctu
period). V nésledujici tabulce jsou uvedeny pruméry téchto dvou hodnot prepocitané na samotnou jednu periodu
pro prehlednost bez uvedené odchylky méridla, kterd je fadové (cca 0,01 ms) mnohem mensi, nez smérodatna
odchylka.

Tabulka 3: Zavislost period na poloze ¢ocky

L In To
cim S S
0 cm 1.826 1.972

1,472 40,002 1.890 1.984
3,264+ 0,002 1.961 1.998
4,070 £0,002 2.005 2.006
4,492 +0,002 2.026 2.007
5,202 +£0,002 2.064 2.016

3Chyba momentti je spo¢itdna pomoci vy$e zminéného Gaussova zdkona.

Strana 7 z 10



Uloha XXI. M&feni tihového zrychlenf PRAKTIKUM I Matéj Mezera, métfeno 9.3.2018

2.1 T T T T T

T[s]
2

1.9

1.85

Cocka dole A
Cocka nahofe o
I

0 1 2 3 4 5 6
Ip [em]

Obréazek 2: Zavislost period na poloze ¢ocky

Ackoliv zévislost periody na poloze ¢ocky rozhodné neni linedrni, pro takto maly interval poloh ¢ocky lze
zévislost s dostate¢nou presnosti prolozit piimkou. Jednotlivé rovnice fitu jsou*

Tn(lp) = 1p(4,5+£0,1) - 1072 s - m ™" + (1,823 £ 0,005) s, (27)

To(lp) = 1p(7,940,1) - 1073 s - m™" 4 (1,972 + 0,001) s. (28)

®Snadnou algebrou zjistime, Ze jejich prisecik je v bodé lpp = (4,0£0,1) cm, coz neni moc presna hodnota¥,
proto se budeme zabyvat dalsim mérenim v okoli hodnoty [,,. Matky, mezi kterymi je ¢ocka upevnéna, lze otacet
po zlomcich otacky a tim snadno posouvat ¢ocku o velmi malé vzdalenosti a itera¢ni metodou se tak priblizovat
k poloze, kde je perioda obou zavésu nejblizsi.

Nyni je hodnota [}, irelevantni, protoze hledame takovou periodu, kterd bude pro oba zavésy stejnd a tihové
zrychleni pak na poloze Cocky ani nezavisi. Metoda je nasledujici: pokud je perioda pro ¢ocku dole vyssi, nez pro
cocku nahote, zvétsime vzdalenost [, v opacném pripadé tuto vzdalenost zmensime. Vzdalenost [/, ménime o stéle
mensi a mensi hodnoty, dokud nedokonvergujeme k dostatecné blizkym hodnotam period. V nasledujici tabulce
jsou uvedeny hodnoty konvergen¢niho procesu. Stéle jsou méreny casy dvaceti period

Tabulka 4: Hledani priseciku posouvanim cocky

207N 20T
S S

1 40,161 40,087

2 40,132 40,109

340,099 40,091

¢islo

Nastésti se podarilo skonvergovat docela rychle a dalsi priblizovani k hledané hodnoté periody TR reverzniho
kyvadla nemd smysl vzhledem k nepresnosti, kterou do vypoc¢tid vnasi nepresnost méreni vzdalenosti britt.

4Fit byl proveden programem Gnuplot, ktery vypoéita i smérodatné odchylky jednotlivych koeficienti.

5Th je v grafu oznacena trojihelnicky (vlevo nahote, vpravo dole) a Ti je znacena kolecky

5Chyba je vypoétena zikonem o Sifeni chyb, ale kvili pFehlednosti tady vypocet neni uveden. Zdaleka nejvétsi chybu do vypodti
vSak vnasi nejistota smérnice prvni piimky (27).
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Po pfevodu na hodnotu jedné periody vime, ze hledand TR bude nékde v blizkosti hodnot T = 2,0050 s
a Tp = 2,0046 s. Podle grafu vidime, Zze hodnota Ty bude spis blize nizsi hodnoté. Kvalifikovanym odhadem
stanovime hodnotu na

Tk = (2,0046 =+ 0,0005) s . (29)

Déle je potieba zmérit vzdalenost britu [g reverzniho kyvadla. Zméfime tedy vzdalenost jejich hrott neprimou
metodou pomoci svinovaciho metru a posuvného méridla Posuvnym méfidlem zmérime tloustku britu Algr a
metrem zméfime vzdalenost hornich okraju bfita ;.

Alg = (0,662 = 0,002) cm, (30)
Il = (100,10 = 0,05) cm, (31)
In =l — Al = (100,34 £ 0,05) cm. (32)
Nyni stac¢i ze vztahu (11) vypocitat hodnotu gg pro méteni reverznim kyvadlem
4r?l
gR = 1;; = (9,858 £ 0,010) m -5~ 2. (33)

4 Diskuze vysledku

4.1 Pracovni podminky

misto: Praha, Ke Karlovu 3
datum: 9.3.2018
atmosféricky tlak: (981,80 4+ 0,05) hPa
teplota vzduchu: (23,70 £ 0,05) °C

Pracovni podminky jsou v tomto experimentu velmi irelevantni. Na teploté nezélezi, pokud se béhem méreni
vyrazné neméni (tak, Ze by zménila polomér kulicky, ale tim se nemé smysl zabyvat, protoze je to zména v tGplné
jinych fadech, nez je nase odchylka méfeni). Na tlaku i teploté zavisi hustota vzduchu, tedy i odpor vzduchu a
koeficient utlumu kyvadla. Kyvadlo vsak nedosahovalo velkych rychlosti, proto byl fad chyby zptsobené timto
faktorem vyrazné mensi nez odchylky méfeni a jakékoliv tlumeni bylo ve vSech vypoctech zanedbano.

Jediné velmi dilezité iidaje jsou misto a ¢as méreni. Nebylo totiz zméfreno obecné tihové zrychleni libovolného
mista na zemi, ale pouze aktualni tihové zrychleni pro misto univerzitni budovy v daném c¢ase. Tihové zrychleni
je ovlivnéno mnoha faktory, jako naptiklad zemépisnd Sirka, nadmorska vyska, Cas, faze Mésice a rozlozeni hmoty
v okoli laboratore.

4.2 Chyba aproximaci pro malé thly

Pri veskerém meéreni byly kmity malé. Pri pohledu na dolni konec matematického resp. fyzického kyvadla bylo
vidét, ze vychylka od rovnovazné polohy neni vyssi, nez 4 cm. To platilo vzdy, nikdy nebylo méreno kyvadlo
rozkyvané s vyssi vychylkou. Ze znalosti délky kyvadla lze ur¢it horni hranici maximalni thlové vychylky

4 cm
Oy ~

= 0,04 rad = 2,3°. (34)

V rovnici (2) mé faktor %sin & velikost pouze 1 - 10~* a vzhledem k tomu, Ze se vztahu pro g vyskytuje ve druhé
mocniné, mame
42T 1 . 5am\? 42T
Aproximace pro malé thly zpusobuje chybu maximélné 0,02 %. Nutno dodat, ze vztah (2) je také pouhou
aproximaci, ale dalsi ¢leny v rozvoji pro presny vztah obsahuji vyssi, nez druhé mocniny sinu thlu oy, ¢ili jejich
vliv je opravdu zanedbatelny.
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4.3 Matematické kyvadlo

Jelikoz se hodnoty tihového zrychleni vypoctené pro matematické i fyzické kyvadlo lisi pouze o jednu nejistotu
méfeni, lze konstatovat, ze model matematického kyvadla je pro nas experiment dostateéné presny. Protoze se
naméfend hodnota tihového zrychleni neshoduje se standardné uvidénou hodnotou 9,81 m-s~2 ani v rdmci chyby,
pravdépodobné byl experiment zatizen k néjakou systematickou chybou. Tu mohl zptusobovat odpor vzduchu,
ktery jsme vibec neuvazovali, nebo nedokonalost zavésu provazku v misté tichytu. Tam byl nesymetricky uzlik,
ktery mohl branit provazku ve volném pohybu okolo osy otéceni.

4.4 Zavér

Tihové zrychleni zmérené metodou matematického kyvadla je
gv = (9,93 +£0,01) m-s2. (36)

Idealizace fyzického kyvadla v rdmci modelu matematického kyvadla zptsobuje velmi malou nepresnost, ktera je
mensi, nez presnost naseho méteni, takze matematicky model je dostate¢né presny.

Vvew

tithové zrychleni pocitané pro fyzické kyvadlo se od téchto hodnot vypocitanych pro matematické kyvadlo lisi jen
velmi mélo (méné, nez 0,5 %).
Tihové zrychleni uréené metodou reverzniho kyvadla je

gr = (9,86 +£0,01) m -5 2. (37)

To uz je blize standardni hodnoté, ale stdle to neni v ramci chyby. Pravdépodobné je tedy experiment zatizen
systematickou chybou.

Tabulka 5: Porovnani matematického a fyzického modelu kyvadla

‘ vzdélenost tézisté od zavésu moment setrvacnosti tithové zrychleni
matematické kyvadlo (100,9 +0,1) cm (6,354 0,01)- 1072 kg - m? (9,934+0,01) m-s—2
fyzické kyvadlo (100,5 £ 0,1) cm (6,34 £0,01)- 1072 kg -m? (9,92+0,01) m -s~2

Zaroven bylo experimentalné ovéreno, ze idealizaci redlného kyvadla matematickym kyvadlem se nedopoustime
velké chyby, protoze moment setrvacnosti i vzdalenost t&zisté jsou si s dostatecnou presnosti podobné. 7

5 Seznam pouzité literatury

[1] SLAVINSKA, D., I. STULIKOVA a P. VOSTRY. Fyzikdlni praktikum I - Mechanika a molekulovd fyzika.
Praha: SPN, 1989.

[2] BROZ, J. a KOL. Zdklady fyzikdlnich mévend I. 1. vyd. Praha: SPN, 1983, 669 s.

[3] J. MIKULCAK, J. CHARVAT, M. MACHACEK, F. ZEMANEK. Matematické, fyzikdlni a chemické tabulky
& vzorce pro strednd skoly. 1. vyd. Praha: Prometheus, 2003

[4] B. VYBIRAL. Zpracovini dat fyzikdlnich méreni Hradec Kralové: MAFY, 2002

"Technicka poznimka: v protokolu jsou pouZity vyrazy ,nejistota®, , chyba¥, , nepfesnost® a ,,odchylka“, které redlné nesou rizné
vyznamy, ale v tomto textu je vSim myslena , nejistota méfeni“.
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