Uloha XVII. Studium ota¢eni tuhého télesa PRAKTIKUM I Matéj Mezera, métreno 7.3.2018

1 Pracovni ukol

1. Zmérte momenty setrvacnosti kvadru vzhledem k hlavnim osdm setrvacnosti.

2. Urcete slozky jednotkového vektoru ve sméru zadané obecné osy rotace kvadru v souradné soustavé dané
hlavnimi osami setrvacnosti.

3. Vypocitejte moment setrvacnosti kvadru vzhledem k zadané obecné ose rotace. Vysledek ovérte mérenim.

4. Mérné ovérte Steinerovu vétu.

2 Teoreticky uvod

Pro méreni momentu setrvacnosti tuhého télesa lze uzit metody torznich kmiti, kterd spocivd v zavéseni télesa
na torzni zavés (standardné ocelovy drat) a nasledném rozkyvéani kolem osy prochézejici dratem.

2.1 Torze

Z Hookeova zékona vyplyva (podle [5]), Zze moment sily, kterym drat pusobi na tuhé téleso, je pfimo dmérny
thlovému vychyleni ¢ z rovnovazné polohy (podle osy otéceni) a konstantou imérnosti je direkéni moment dratu
D, ktery zavisi na jeho parametrech (délce, poloméru a modulu pruznosti ve smyku). Podle [3] tedy mizeme psét

D
. _ U 1
P I‘P: (1)

kde I je moment setrvacnosti vzhledem k ose otaceni. Tato pohybova rovnice teoreticky plati pro libovolnou
thlovou vychylku, ale protoze pii vétSich deformacich prestava platit Hookeuv zdkon pripadné muze dokonce
dojit k permanentnimu poskozeni dratu, omezime se na nevelké tihlové vychylky (ne vic, jak 90°). ReSenim této
pohybové rovnice mizeme snadno dostat vyraz pro periodu (podle [1]), ktera nezavisi na maximalni vychylce

T=2m/—. 2
5 2)
Jediny problém je, ze direkéni moment neni zndmy. Lze jej ale z rovnic eliminovat, pokud nechdme na stej-
ném vldkné kmitat druhé téleso o zndmém momentu setrvac¢nosti. Podélenim vztahi (2) pro jednotlivé télesa a
naslednou algebraickou tipravou dostavame
T2

I=—
7%

I, (3)
kde It je zndmy moment setrvacnosti druhého télesa a Tt je jeho perioda kmitu. Jako referencni téleso bude
pouzit homogenni valec o poloméru R a hmotnosti M. Jeho moment setrvacnosti I, vici jeho ose je dan vztahem

[3]
1

I, = 5MR?. (4)
Slozenim (3) a (4) mame
T2
I=_—-MR?. (5)
272
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2.2 Moment setrvacénosti obecné

Moment setrvacnosti je obecné tenzor druhého féadu, jehoz slozky lze rozlozit do jednotlivych (hlavnich) os tvori-

vektorem, jehoz slozky v., v, a v, lezi na prislusnych hlavnich osédch, lze slozit nasledujicim vztahem
I =0l + vl + V21, (6)

kde I, I, a I, jsou momenty setrvacnosti vii¢i hlavnim osam [1].

Pro homogenni kvadr jsou hlavni osy kolmé na jeho stény a samoziejmé prochézi tézistém (stredem kvadru)
[1]. Stac¢i tedy znat momenty setrvac¢nosti kolem ti¥i hlavnich os a potom moment setrvacnosti kvadru vzhledem
k jeho libovolné ose lze dopocist jednoduchou geometrii. Pro télesovou thlopticku jsou jednotlivé slozky vektoru

nasledujici
a

et = Va2 + b2+ 2’
b
ot = Va2 + 02+ 2’ ®
c
Uyt = —F—e——, 9
RV Iy oy ©
kde a, b a ¢ jsou délky stran kvadru. Pro pfehlednost je pii méfeni budeme znacit tak, aby a > b > ¢. Pro
jednotkovy vektor ve sméru sténové thlopricky (posunuté tak, aby prochazela stfedem kvadru) kolmé na stranu ¢
plati

(7)

a
Ugs = —F75—5 >
N
b
Uys = 7m, (11)
Vs = 0. (12)

(10)

2.3 Steinerova véta

Steinerova véta [3] udava vztah mezi momentem setrvacnosti Iy tuhého télesa vzhledem k ose prochazejici tézistém
a momentem setrvacnosti I vzhledem k ose s ni rovnobéznou

I() = IQ - md2 y (13)

kde m je hmotnost tuhého télesa a d je vzdalenost os.
Pro periodu kmitu Tk fyzického kyvadla plati [1]

Ik
mgdk ’

TK = 2n (14)

v view

od osy otaceni

mgdT2

I = 472

(15)

3 Meéreni
Z dtvodu minimalizace chyby méfidla (tedy lidské reakce spinani stopek) byl méfen vzdy ¢as deseti nebo dvaceti

period. Skutec¢nou hodnotu periody pak dostaneme jednoduse vydélenim deseti, resp. dvaceti. Kazdé méreni bylo
provadéno tiikrat z diuvodu eliminace hrubych chyb (napf. nespravného poc¢tu period).
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3.1 Moment setrvacénosti kvadru

Mérené téleso sice nebyl presny kvadr, ale nase vypocty nezdlezi na tvaru méreného télesa, protoze nikde nepou-
zivame vzorec pro moment setrvacnosti kvadru, jen méfime momenty vuci jednotlivym hlavnim osdm. Méfenym
télesem byl hranol, jehoz podstava méla tvar osmithelniku, coz byl vlastné obdélnik s ,, ufiznutymi rohy“. Téleso
bylo s dostatecnou presnosti symetrické, takze hlavni osy zustavaji stejné (jakoby to byl kvadr). Protoze u syme-
trickych téles jsou hlavni osy totozné s osami symetrie. Pro dalsi vypocty jsou dulezité pouze hlavni tii rozmeéry
kvadru. Presné parametry ,,usekanych® ¢asti nejsou dilezité.

Délky jednotlivych stran , kvadru“ byly méfeny posuvnym méridlem s uvedenou piresnosti 0,03 mm. Méreni
bylo opakovano pokazdé pétkrat na rtznych mistech, protoze , kvadr* neni vyrobeny tak, Ze jeho Sirka, resp.
tloustka, resp. délka je ve vSech mistech uplné stejnd, jak je vidét z namérenych hodnot, nékde se az o desetiny
milimetru lisi. V tabulce jsou uvedeny namérené rozméry kvadru a prumeér 2R referenc¢niho valce.

Tabulka 1: Rozméry téles

o a b c 2R
meéreni — — — —
mm mm mm mm

1 127,83 £0,03 64,02+0,03 19,02+0,03 107,99 + 0,03

2 127,81 £0,03 63,97 +0,03 19,056 £0,03 107,98 + 0,03

3 127,85+ 0,03 63,99 +0,03 19,16 £0,03 107,96 + 0,03

4 127,86 0,03 63,99 +£0,03 19,07£0,03 107,97 + 0,03

5 127,90 £ 0,03 64,03 +£0,03 19,04 £0,03 107,97 + 0,03

pramér 127,854+ 0,04 64,004+ 0,03 19,074+0,04 107,97+ 0,03

Na poslednim fadku je uveden aritmeticky primér namérenych hodnot vcetné nejistoty spocitané slozenim
chyby méridla a vybérové smérodatné odchylky aritmetického priuméru (podle [4] str. 16). Ve vsech ptipadech je
smérodatnéd odchylka mensi, nez chyba méfidla (avsak fadové podobnd). Byl naméren i pramér drétu (mikromet-
rem), na kterém byla télesa zavésena, dq = (0,510 4+ 0,005) mm, ale ve vypoctech nevystupuje, takze dédle nebude
potieba.

Déle byly naméteny néasledujici hodnoty period pro jednotlivé zavésy. Jelikoz doba deseti resp. dvaceti period
byla mérena stopkami, je u hodnot uvedena chyba lidské reakce 0,3 s.

Tabulka 2: Perioda pro rizné zavésy
10T, 1073, 107% 10Ty 20T,
S s s s s
1 389+0,3 71,2+0,3 792+0,3 47,7+£0,3 148,1+0,3
2 39,0+0,3 71,1£0,3 795+0,3 47,7£0,3 1481+0,3
3 39,0+0,3 71,1£0,3 793+0,3 47,7£0,3 1482+0,3
primér 39,0+0,3 71,1+0,3 79,3+0,3 47,7+0,3 148,1+0,3

mérent

Ty, Ty, a T¢ jsou periody kmitu kolem prislusnych hlavnich os, Ty je perioda kmitu kolem uhlopticky a Ty
je perioda kmitu referencniho valce. Vidime, Ze méfeni ani nebylo potieba provadét trikrat, protoze smérodatna
odchylka je mald v porovnani s chybou méridla (reakénim ¢asem). Po prepocteni na jednu periodu dostdvame

T, = (3,90 £ 0,03) s, (16)

Ty = (7,11 +0,03) s, (17)

Strana 4 z 9



Uloha XVII. Studium ota¢eni tuhého télesa PRAKTIKUM I Matéj Mezera, métreno 7.3.2018

T, = (7,93+0,03) s, (18)
Ty = (4,77+0,03) s, (19)
T, = (7,41 £0,02) s. (20)

Hmotnost referenéniho valce byla namérena na laboratornich vahéch
M =(903,6+0,1) g. (21)
Jeho polomér je zndm z predchoziho méreni
R = (53,99 4+ 0,02) mm . (22)

Dosazenim hodnot do (5) lze spocitat momenty setrvacnosti prislusejici jednotlivym osdm

I, = (3,65 +£0,06) - 10~* kg - m?, (23)
= 5 , . - g -1 9

Iy = (12,12 £ 0,12) - 10~ * kg - m? 24

I, = (15,08 +0,14) - 10~* kg - m?, (25)

I, = (5,46 +0,09) - 10~* kg - m?, (26)

kde jednotlivé chyby jsou vypocitiny Gaussovym zdkonem o $ifeni chyb (podle [4]), tedy jako odmocnina ze
sou¢tu druhych mocnin sou¢int parcialnich derivaci daného vyrazu podle kazdé veli¢iny a jeji prislusné chyby!

3.2 Slozky jednotkového vektoru

Jelikoz ,, kvadr® nebyl zavésen tak, aby zavés a télesova thlopiicka lezely na jedné primce, nybrz byl zavésen tak
ze by osa prochézela stfedy dvou protilehlych hran (pokud by nemél ufezané rohy). Proto je potfeba prislusné
slozky vektoru udévajiciho smér osy otaceni pocitat podle vztahu (10), (11), (12) a ne podle vztahi pro télesovou
uhlopricku (7), (8), (9).

Ve = 0,8940 + 0,0003 (27)
Uys = 0,476 % 0,0002 (28)
Vs = 0. (29)

Chyby jsou spocitané podle Gaussova zdkona Sifeni nejistot (parcidlni derivace).

3.3 Moment setrvac¢nosti k obecné ose

Nyni lze ze znalosti slozek jednotkového vektoru udavajictho smér osy otaceni urcit moment setrvacnosti vici této
ose podle vztahu (6)
I' = (5,35£0,05)-10~* kg - m?. (30)

2 2 ) 2 2
'Tedy o1 = \/ (T%RQ UT) + (M’;ETQ aTT) + (RZT‘“ aM) + (MRT2 aR) , kde o znaéi chybu piisluiné velidiny.
T T

2 2
2 TT TT
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3.4 Ovéreni Steinerovy véty

Vvev

dvaceti period T} trikrat

Tabulka 1: Namérené hodnoty period tyce
2075
s
215,7+0,3
215,940,3
215,9+0,3

Z toho dostavame
T, = (10,79 £ 0,02) s. (31)

Stejnym zptisobem jako vyse spoc¢itime moment setrvacnosti Iy méfené tyce vici ose zaveésu.
I = (2,79 £ 0,02) - 1073 km - m?. (32)

Pro ovéreni Steinerovi véty je tfeba zmétit moment setrvacnosti okolo jiné osy (neprochazejici tézistém). Proto
nasledné byla ty¢ zavésena za koncovy brit a tak tvorila fyzické kyvadlo. S dostatec¢nou presnosti lze predpokladat,
Ze ty¢ je homogenni a jeji tézisté je ve stfedu. Vzdalenost zavésu fyzického kyvadla zméfime nepiimo. Naméiend
vzdalenost dy vnitinich hran britt (jednotlivych bodu zdvésu) byla naméfena svinovacim metrem s presnosti 0,5
mm

dy = (31,40 +0,05) cm. (33)

vvvvvvvv

spocitat jako polovinu vzdalenosti britu
dx = (15,45 +0,03) cm. (34)

Perioda fyzického kyvadla byla zméfena dvakrdt pro dva ruzné zavésy (ty¢ ma dva konce resp. dva zavésné
brity) z divodu potvrzeni symetrie tyce. Jelikoz perioda takto vzniklého fyzického kyvadla je vyrazné mensi nez
perioda drive mérenych torznich kyvadel, byl méren cas Ctyriceti period. V nasledujici tabulce Tk a Tko znaci
periody kyvadla pro jednotlivé zavésy (kazdy za jiny konec tyce)

Tabulka 2: Periody tyce jako fyzického kyvadla
40Tk 40Tk2
s s
37,7£0,3 37,7+0,3
37,6+£0,3 37,6+0,3

MizZeme tedy s dostatecnou presnosti uvést, ze pro periodu T fyzického kyvadla okolo osy vzdalené d od

Vvev

Tk = (0,943 £ 0,008) s. (35)

2To ovér{me nize.
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Hmotnost ty¢e m zmérend pomoci vah s presnosti 0,1 g je
m=(281,3+0,1) g. (36)
Podle (15) dostdvame moment setrvacnosti Ik ose prochazejici bodem zavésu kyvadla
Ik = (9,59 +0,14) - 1073 kg - m?, (37)

kde je za tihové zrychleni dosazena standardni hodnota pro Prahu a odchylka je stejné jako vyse spocitana podle
zékona sifeni chyb. Byla pouzita hodnota tthového zrychleni pro Prahu uvedend v tabulkach [3]

g=1(9,810+0,001) m-s2. (38)
Nyni zbyva jen podle Steinerovy véty dopocitat moment setrvacnosti tyce Iy vzhledem k ose prochazejici tézistém

Iio = (2,874 0,14) - 1072 km - m?. (39)

4 Diskuze vysledkii

4.1 Moment setrvacnosti kvadru

Pomoci obou metod byl moment setrvac¢nosti kvadru vzhledem k ose prochazejici kvadrem tthlopti¢éné s presnosti
na 1,6 %, resp 1 %. Obé hodnoty se lisi o priblizné 2 %, lze tedy konstatovat, ze v ramci souc¢tu obou odchylek se
hodnoty shoduji.

Nejvétsi nejistotu do meéreni vnasi nepresnost méreni periody kyvadel. Sice bylo méfeno deset az ctyricet
period soucasné, ale chyba lidské reakce i tak prindsela nejistotu az 1 % a jelikoz ve vzorci pro vypocet momentu
setrvacnosti (5) se perioda vyskytuje v druhé mocning, byl vliv této chyby nejvétsi. Chyba méreni délky posuvnym
meéridlem i méfeni hmotnosti vahami byla radové mensi.

Pro zvyseni presnosti méfeni bychom tedy museli zvysit presnost métreni ¢asu bud eliminovanim vlivu lidské
reakce (napf. mérenim pomoci laseru ¢i jinych digitdlnich senzorti) nebo zvysenim poc¢tu mérenych period. Ackoliv
jsme omezeni maximalni vychylkou torzniho kyvadla cca 90°, jeho utlum je pomérné maly a bez problému by
vydrzelo kmitat i mnohem vice period v kuse.

Dalsi nepresnost pravdépodobné byla zptsobena tim, Ze pri Sikmém zavésu kvadru neprochézela osa otaceni
presné jeho (posunutou) sténovou tihloptickou, protoze neslo uréit, zda by vldkno prochézelo pomyslnou hranou
,kvadru“, ktera by tam byla, kdyby ,, kvadr® nebyl ofezany. Tedy by pak nesedél presné nas vypocet slozek vektoru
udéavajicitho osu otaceni.

4.2 Steinerova véta

V ramci nejistot byla Steinerova véta ovérena.

V idedlnim pripadé by ty¢ méla byt kolma na zavés (tedy vodorovnd), ale pouzitd ty¢ nebyla Uplné presné
vybalancovand, takze béhem experimentu mohla byt mirné (odhadem ne vic, nez 5°) naklonéna, coz se ve vypoctech
mohlo projevit tak, ze metodou torznich kmiti byl naméfen mensi moment setrvacnosti.

Naopak véc, kterda nemé na vyslednou odchylku témér zadny vliv je méfeni hmotnosti. Chyba zpisobend
neptesnosti vah je v porovnani s chybou jinych méridel radové mensi.
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4.3 Pracovni podminky

Pracovni podminky jsou v tomto experimentu velmi irelevantni. Na teploté vysledky nezélezi, pokud se béhem
méfeni vyrazné neméni (tak, ze by zménila napiiklad délka ocelového zévésného lana, rozméry mérenych téles
nebo modul pruznosti lana, ale tim se nemé smysl zabyvat, protoze je to zména v tplné jinych fadech, nez je nase
odchylka méteni). Na tlaku i teploté zavisi hustota vzduchu, tedy i odpor vzduchu a koeficient ttlumu kyvadla.
Kyvadlo vsak nedosahovalo velkych rychlosti, proto byl fad chyby zptsobené timto faktorem vyrazné mensi nez
odchylky méfeni a jakékoliv tlumeni bylo ve vSech vypoctech vyse zanedbano.

4.4 Zavér

Metodou torznich kmiti byly naméreny nasledujici hodnoty momenta setrvacnosti kvddru vzhledem k hlavnim

osadm
I, = (3,65 £ 0,06) - 10~* kg - m?, (40)
I, = (12,12 4+0,12) - 10~ * kg - m? (41)
I, = (15,08 £ 0,14) - 10~* kg - m?. (42)

Slozky jednotkového vektoru ve sméru zadané obecné osy rotace byly vypocteny z namérenych rozméra télesa

vxs = 0,8940 £ 0,0003, (43)
Vys = 0,4476 £ 0,0002, (44)
Ugs = 0. (45)

7 toho byl vyjadren moment setrvacnosti vzhledem k této ose

I, = (5,46 £0,09) - 10~ kg - m? (46)
a nasledné ovéren nezavislou metodou méreni

I' = (5,35 +£0,05) - 1071 kg - m?. (47)

V ramci chyb se vysledky schoduji.
Nakonec byla ovéfena Steinerova véta. Metodou torznich kmitd byl naméfen moment setrvacnosti tyce

I = (2,79 £ 0,02) - 1073 km - m?. (48)

Metodou fyzického kyvadla a naslednym prepocitinim momentu setrvacnosti podle Steinerovy véty byl nezavislym

Vvev

Iio = (2,87 +0,14) - 1073 km - m?. (49)

Tyto vysledky se také v rdmci chyby shoduji.?

3Technicks pozndmka: v protokolu jsou pouzity vyrazy , nejistota®, ,chyba®, , nepfesnost® a ,odchylka®, které redlné nesou rizné
vyznamy, ale v tomto textu je vSim myslena ,, nejistota méreni“.
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