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XIII. Meranie momentu zotrvacnosti kolesa

1 Pracovné ulohy

1. Zmerajte moment zotrvacénosti kolesa metédou kyvov.

2. Zmerajte moment zotrvacnosti kolesa metddou oticania pre rdzne hodnoty pa-
rametra «. Graficky znazornite zavislost w = w(t) pre tri odli$né hodnoty pa-
rametra .

3. Uréite moment trecich sil M; a moment zotrvacnosti kolesa Ij, korigovany na
nulovi hodnotu trenia.

4. Graficky znazornite zavislost nekorigovaného momentu /* na parametre «, do
grafu vyneste chybové usecky.

2 Teoreticka cast

Ak do kolesa z bicykla do vzdialenosti ! od sterdu ota¢ania umiestnime bodové zavazie
hmostnosti m (ako ukazuje obrazok 1), vieme za predpokladu malych vychiliek ¢
ur¢itl® moment zotrvaénosti I zo znalosti periédy kmitu 7" podla vztahu:

2
I—ml<j§2—z>, 1)

kde g je miestne tiazové zrychlenie.

Obr. 1: Meranie momentu zotrvacnosti kolesa metédou kyvov

Pri merani momentu zotrva¢nosti metédou otacania poc¢itame moment zotrvac-
nosti priamo z druhej impulzovej vety:

M = Ie, (2

kde M je sucet momentov sil posobiacich na rotujuce teleso, I* je zdanlivy (na
trenie nekorigovany) moment zotrva¢nosti telesa okolo nasej osi rotacie a € je uhlové
zrychlenie, pre ktoré samozrejme plati vztah:

E=w (3)
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XIII. Meranie momentu zotrvacnosti kolesa

Situaciu, ked zavazie hmotnosti m na vlakne omotanom okolo osi kolesa polomeru
r roztaca koleso mozno vidief na obrazku 2.

Obr. 2: Meranie momentu zotrvacnosti kolesa metddou otacania

Ak neuvazujeme moment trecej sily M posobiaci na toto koleso, tak mozno zo
vztahu (2) odvodit:
mr
I*e:mrgfmr26¢>f"‘:—gfmr2 (4)
€
V realnej situacii musime uvazovat pdsobiace trenie, teda nas vztah, tentokrat

pre Ij; (moment zotrvacnosti korigovany o moment trecich sil) dostaneme tipravou
vztahu (4) vztah:

Ie = mrg — mr?e — My (5)
Zavedme:
1
a=-=1, ©
€ a

kde a je zrychlenie zavazia na konci vlakna roztacajaceho koleso. Potom plati:

I*:Ik+aMT, (7)

z ¢oho mozno regresiou I* pre rdzne parametre « extrapolovat hodnotu:

I'(a=0) = lim I = I, (8)

E— OO

¢o je skuto¢na hodnota momentu zotrvac¢nosti kolesa.
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XIII. Meranie momentu zotrvacnosti kolesa

3 Vysledky merania

3.1 Metoda kyvov

Podmienky v laboratériu neboli konstantné, kedZe v miestnosti bolo mnoho [udi a nie-
kolkokréat sa vetralo. Kazdopadne, teplota sa pohybovala okolo 26 °C, relativna vlhkost
okolo 33% a tlak okolo 993hPa.

Pri merani sme pouzili 6 zavaZzi, 5 z nich bolo oznacenych pismenom A— E a pouzli
sme ich pri merani metédou otacania. Jedno bolo vyrazne tazsie a bolo uspdsobené
na uchytenie do kolesa od bicykla na miesto, kde by za norméalnych okolnosti patril
ventil duse. Malo zhruba gulovy tvar, ¢o sa nam bude hodit ochvilu, pri urc¢ovani
polohy jeho taziska. Ozna¢me toto zavazie ako F'. V tabulke 1 vidno na laboratérnych
vahach odmerané hmotnosti jednotlivych zavazi.

Tabulka 1: Hmotnost pouzitych zavazi

zavazie m [g]

11,059 + 0,001
16,901 £ 0,001
24,698 £ 0,001
34,376 + 0,001
49,109 + 0,001
148,032 £ 0,001

M| | O Qf S|

Pri merani momentu zotrva¢nosti metdédou kmitov sme pouzili zdvazie F' umiest-
nené zvnutra na obvode kolesa tak, ako znazornuje obrazok 1.

Perioéda kmitu T' zavisela na velkosti pociatocnej vychylky ¢, kotrd sme urco-
vali uhlomerom umiestnenym za kolesom. Tuto zavislost sme sa pokusili odhadnut
$tyrmi meraniami pre kazdua zo 4 réznych poéiato¢nych vychyliek. Do dat mozno na-
hliadnut v prilohe, no pre nase spracovanie nie st presné hodnoty dolezité, preto na
tomto mieste uvadzame iba graf (obrazok 3) zavislosti 107" = f(¢), chybové usecky
zohladnuju Standardni odchylku merania, nepresnost stopiek a ludsky reakény cas
90ms.

Nie je to prilis§ priekazné a nemozno z toho robit zavery, no vysledky naznacuju, ze
medzi vychylkou 10° a 15° sa nachadza lokalne minimum smernice zavislosti, preto
sme sa rozhodli merat periédu pri vychylke 12°. Ide nam prave o lokalne minimum
smernice zavislosi, kedZze systém kvoli treniu straca energiu a vychylka sa teda zmen-
Suje. KedZe chceme docielit vyssiu presnost merania periédy meranim viacerych pe-
riéd, chceme, aby sa dizka trvania periédy v priebehu meranie prili§ nemenila, aj na-
priek tomu, Ze systém straca energiu.

Vzdialenost osky od vrchu zavazia sme urcili pomocou posuvného meradla na
(224 £ 1) mm, predpodkladame, Ze zavazie ma tvar gulicky, priemer tejto gulicky sme
potom uréili na (24 + 1) mm. Polomer osky bol (12,0 £0,2) mm. Vysledna vzdialenost
[ taziska zavazia F' od stredu pri upevneni, ako znizornuje obrazok 1 bola teda [ =
(0,200 £ 0,002) m.
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Obr. 3: Kyvy: zavislost periédy na pociatocnej vychylke

V tabulke 2 vidno hodnoty z merania dizky trvania 10-tich periéd pohybu ko-
lesa pri pociato¢nej vychylke 12° a vyslednu chybu urcenia periédy 1" zohladiujucu
standardnd odchylku, chybu stopiek 10ms a reakény ¢as (90ms pre 107, teda 9ms

pre 17)).

Tabulka 2: Periéda kmitu 7" kolesa pri po¢. vychylke 12°

meranie

T [s]

2,42 £ 0,01

2,43 £ 0,01

2,43 + 0,01

2,43+ 0,01

2,43 £+ 0,01

2,43 + 0,01

2,42 £ 0,01

2,43 + 0,01

O 0 || T = W DN

2,43 £ 0,01

10

2,42 + 0,01

T:l:O'T

2,427 £ 0,014

Zo znamych parametrov m, [, T a pri znalostil"V&] miestneho tiazového zrychlenia

strana 4 z 10



XIII. Meranie momentu zotrvacnosti kolesa

g = 9,8137% vieme pomocou vztahu 1 uréit moment zotrvacnosti ako:

I=(0,0374+6-10"%) kgm?, 9)
kde sme chybu o zapracovali ako:
= 2 2 2
1 mgT? mlgT
2 _ 2 2 2
ar = (m) (o + < 47‘[‘2 - 2ml) gy + <27T2 o, (10)

3.2 Metdda otacania

Pri merani touto metdédou sme pouzili zdvazia A az F, ktoré sme zavesené na vlakne
omotavali okolo sustrednych valcov. Pre vypocet (vztahy 4, 5 a 7) potrebujeme po-
znat polomer tychto valcov. Ur¢ili sme ho meranim posuvnym meradlom s chybou
0,2mm. Museli sme urcit priemer valca cez vyvyseny okraj a nasladne uréit vyvy-
$enie okraja pomocou hibkomera. Preto je chyba urcenia 1,5-nasobna (1 chyba pri
uréeni vyvysenia okraja hibkomerom a % chyby pri uréeni vonkajsieho polomeru,
kedZe sme merali priemer). Priemery valcov (a iné veli¢iny tykajtuce sa konkrétnych
valcov) indexujeme X, kde ¢ je priblizny priemer valca v mm tak, ako bol uvedeny
v programe Kolo, ktory sme pri merani pouzili a dostaneme sa k nemu o chvilu. Pre
porovnanie sme ur¢ili polomery valca (znacené 7;) z obvodu - kazdy valec sme trikrat
obmotali vldknom a odmerali dizku vlikna, nasledne sme uréili polomer zo vztahu
Ty = %‘7’; Takto ziskané vysledky sme vSak nemohli pouzit, ani nie tak kvoli vel-
kej chybe (ako vidno z nameranych hodnoét), ako kvoli neuréitosti chyby - nevieme
odhadnut, ako velmi sa vlakno natiahne vplyvom pnuia, pripadne vlhkostou ruk a
podobne. Kazdopadne, vysledky tohto merania pre zaujimavost uvadzame v tabulke
3, spolu s vysledkami merania polomeru posuvnym meradlom, ktoré sme v dalsom
spracovani pouzili.

Tabulka 3: Polomer valcov

valec r; [m] oy, [m] 7; [m]
60 0,0301 | 0,003 | 0,0207
100 0,0497 0,0003 0,0501
140 0,0607 | 0,0003 | 0,0696
180 0,0807 | 0,0003 | 0,0902

Meranie € bolo automatizované, koleso malo na obvode zarezy prechadzajuce cez
opticku zavoru pripojent na pocita¢ so softvérom Kolo, ktory ovladal brzdu kolesa
(v ¢ase t = 0 uvolnil koleso) a taktiezZ automaticky spracoval data z optickej zavory
na ¢asovu zavislost uhlovej rychlosti (data forméatu w = f(t), samozrejme na ¢asovo
neekvidistantnej sieti). Z linearnej regresie tychto dat mozno (podla 3 za dobre spl-
neného predpokladu konstantného €) uréit velkost e. V grafe na obrazku 4 vidno tri
rozne namerané zavislostiw = f(t), chybové usecky nie s znazornené, jednak preto,
7e vSetky su rovnako velké a zneprehladnili by graf, vysledna hodnota € na nich neza-
visi, kedZe smernicu regresnej priamky rovnaké chyby neovplyvnia, jednak aj preto,
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XIII. Meranie momentu zotrvacnosti kolesa

Ze ich presnu hodnotu nepozname, kedZe nepozname presné parametre zarezov v ko-
lese ani parametre elektroniky okolo optickej zavory. Chyba urcenia ¢, ku ktorej sa
coskoro dostaneme vychadza Cisto zo $tatistiky odchylky fitu od nameranych hodnét,
bez znalosti presnoti nameranych bodov, k ¢omu sa vratime v diskusii.

= zavazie A @ 60mm
o zavazie C @ 100mm
A zavazie D @ 180mm

w[s]

0,0

t[s]

Obr. 4: Vyber z nameranych zavislosti w = f(¢)

Pri linearnej regresii sme nepozadovali nulovost absolitneho ¢lenu, kedZe si ne-
mdzme byt isti nulovostou vychylky v ¢ase ¢ = 0, inak povedané synchronizaciou
uvolnenia kolesa a stopiek, teda sme fitovali funkciou tvaru w = et + ¢, kde ¢ je kon-
Stanta, ktort sme nijak dalej nespracuvali a pre uréenie momentu zotrvacnosti kolesa
nie je podstatna. Nafitované smernice aj ich chyby vidno v tabulke 4.
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XIII. Meranie momentu zotrvacnosti kolesa

Tabulka 4: Uhlové zrychlenia

zavazie €60 [s77 €100 [s7% €140 [s7% €180 [s7Y
A 0,0618 0,1164 0,1677 0,2266
+3-10~* +5-.10~* +7-1074 +1-1073
5 0,0941 0,1673 0,2421 0,3303
+4.1074 +7-1074 +1-1073% | +£1,5-1073
c 0,1463 0,2556 0,3687 0,486
16-1074 | +1-1073 | +1,4-1073 | +2.1073
D 0,2144 0,3644 0,520 0,687
+8-1074 | £1,3-10°% | +£2-10% | +3.1073
- 0,3150 0,539 0,753 0,983
+1,3-1073 +2.1073 +3.1073 +5-1073

Pre kazdu z tycho hodnét sme podla 6 dopocitali hodnotu parametra a, hodnoty
vidno v tabulke 5.

Tabulka 5: Kodnoty parametra o

zavazie ago [s] a00 [57] a149 [57] a1s0 [s?]
A 16,18 £ 0,08 | 8,59 4+0,04 | 5,96 £0,02 | 4,41 + 0,02
B 10,63 20,05 | 5,08 £0,03 | 4,13 £0,02 | 3,03 £ 0,01
C 6,84+ 0,03 | 3,91 +£0,02 | 2,71+ 0,01 | 2,06 +0,01
D 166+£0,02 | 274+0,01 | 1,02+0,01 | 1,46 0,01
FE 3,17+ 0,01 1,86 0,01 | 1,33+£0,01 | 1,02+ 0,01

Dalej sme podIa 4 vypocitali pre kazdd kombinaciu zavazia a polomeru valca hod-
notu nekorigovaného momentu zotrvacnosti I*. Chybu o+« sme preniesli ako:

o?. = (rga —r®)?c2 4+ (mrg)?o? + (mra — 2mr)?c? (11)

V tabulke 6 vidno dopo¢itané hodnoty I* aj s chybami.
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Tabulka 6: Nekorigovany moment zotrvac¢nosti

zavazie 15, [kgm’] oo [kgm’] Iy [kgm’] Ifgo [kgm’]

4 0,0571 0,0501 0,0487 0,0464
+8-1074 +5.10~4 +3.1074 +3.1074

B 0,0530 0,0492 0,0477 0,0449
+7-1074 +4.1074 +3.1074 +3.1074

c 0,498 0,0471 0,0457 0,0445
+7-1074 +4.1074 +3.1074 +3.1074

D 0,0473 0,0459 0,0451 0,0438
+7.1074 +4.1074 +3.107* +3.107*

g 0,0459 0,0443 0,0444 0,0436
+6-107* +4.107% +3.1074 +3.1074

Kazda kombinacia polomeru r; a zavazia A-E nam teraz uda jeden bod do zavis-
losti I* = I, + aMry. Vsetky tieto hodnoty vidno vynesené v grafe na obrazku 5.
Podla 7 predpokladame afinnu zavislost momentu zotrvac¢nosti I* na parametre a.
Chybové tsecky urcenia parametra « nie si znazornené, kedze st prilis malé na to,
aby ich bolo v grafe vidno, avsak fit aj chyba fitu ich zohladrnuju.

0,058 - - I

1 ----1"=1+aM
0,056 k T .

0,054 + .
0,052 + -

0,050 +

I kgl

0,048 3 ‘

i+’

0 5 10 15

a[s]

0,046

0,044

Obr. 5: Graf zavislosti I* = I, + aMp

Koeficienty fitu vidno v tabulke 7.
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Tabulka 7: Koeficienty fitu I* = I, + aMyp

Ik[10_3 kgmz] MT[10_3Nm}
fit 428 0,93
smerodajna odchylka fitu 0,2 0,05

4 Diskusia vysledkov

Pri merani periédy kmitu 7" na urfenie momentu zotrvacnosti I metdédou kmitov
sme volili pociatocnu vychylku ¢ tak, aby sme minimalizovali smernicu zavislosti
T = f(¢). Standardne sa odportca pouzivat pribliZenie, linedrnej zavislosti reakénej
sily iba do vychylky 7°. Linearna zavislost reakénej sily pracuje v limitnom pribli-
Zeni sin (z) & x, teda so zvac3ujucou sa vychylkou tato sila oproti predpovedi kles,
teda peridda 7" sa zvacsuje. Na druht stranu, so zvac¢Sujicou sa vychylkou ¢ sa zvac-
Suje stredna rychlost pohybu a teda aj uhlové zrychlenie € a teda sa zmensuje vplyv
momentu trecich sil M7 oproti momentu zotrvacnej sily /e. Preto povazujeme za legi-

timne pouzit pri tomto merani vychylku mierne vyssiu nez 7°. Plati, 7e 12° = %ﬂ rad
a sinc(m) ~ 0,9927, teda rozdiel medzi x a sin (x) pri tejto vychylke nie je prilis vy-
razny.

Dalsiu nepresnost do merania metédou kyvov vnieslo priblizenie gulového tvaru
zavazia F', ktoré mohlo spdsobit nepresnost uréenia polohy taziska tohto zavazia na
drovni milimetrov, ¢o mohlo sposobit odchylku vysledného momentu zotrvaénosti o
rad vyssiu, teda na drovni 10~3kg m?. Taktiez sme zanedbali moment zotrvaénosti
samotného zavazia, ktory moze byt priblizne Zmr?,,, ~ 9 - 10-°kgm’ a uvazovali
sme iba jeho Steinerovsky prispevok, ktory je na tirovni zhruba mR? ~ 6-10~3kg m2.

Pri merani ota¢acou metoédou sme sa plne spolahli na program Kolo bez toho, aby
sme poznali parametre optickej zavory, odozvu brzdy a presné metdédy spracovania
dat a boli sme odkazani na to, doverovat tymto datam. Vsetko spracovanie predpo-
kladalo, Ze nasa automaticka aparatira meria s Gplne zanedbatelnou chybou. Z toho
mohla pochadzat netrividlna chyba merania.

Pri merani touto metédou sme zanedbali parametre vlakna, na ktorom viselo za-
vazie, jeho hmotnost bola v porovnani s hmotnostou zavazia zanedbatelna. Chybu na
urovni desatin milimetrov mohlo spdsobit to, Ze vlakno bolo namotané cez seba, ¢o
mohlo mierne zmenit efektivny polomer valca r, no chyba nebude velka, kedze sme
sa snazili nenavijat vlakno cez seba.

Pri otacacej metdde sme predpokladali, Ze moment tercich sil M7 ostava kon-
Stantny, ¢o vSeobecne nie je pravda, ked pridivame zavaZzie - viac hmotnosti, ktora
musia loziska niest. No graf na obrazku 5 nasvedcuje, Ze tento predpoklad bol dobre
splneny:.

Neexistuju tabulkové hodnoty momentu zotrvacnosti pre nase koleso, teda ne-
mame vysledky s ¢im rovonat. Priklaname sa vsak k vysledku dosiahnutému oac¢acou
metddou, kedZe graf na obrazku 5 ukazuje, Ze meranie, hoc s réznymi parametrami
bolo vnutorne konzistentné, kedZe body sedia na fit velmi dobre a naviac, toto meranie
zohladnuje a v linearnom pribliZeni eliminuje moment trecich sil M.
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5 Zaver

Podarilo sa ndm uréit moment zotrvacnosti kolesa metédou kmytov ako I = (0,0374+

6 - 10~*) kg m? a otacacou metddou ako Ij, = (0,0428 2 - 10~%) kgm?.

Priklaname sa k vysledku Ij, ziskanému otac¢acou metodou, kedZe pri merani me-
tédou kmytov sme pristipili na vela aproximacii, o ktorych presnosti mozno disku-

tovat.

Otacacou metédou sa ndm podarilo naviac zmerat aj moment trecich sil Mp =

(0,93 = 0,05) - Nm.
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