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1 Pracovné tlohy

1. Odmerat moment zotrvaénosti kolesa metédou kyvov.

2. Odmerat moment zotrva¢nosti kolesa metédou otéc¢ania pre réozne hodnoty parametra «. Graficky
zndzornit zdvislost w = w(t) pre tri rdozne hodnoty .

3. Urcif moment trecich sil M; a moment zotrva¢nosti kolesa Ij, korigovany na nulovi hodnotu trenia.

4. Graficky znazornit zavislost nekorigovaného momentu I* na parametri «, do grafu vyniest chybové
usecky.

2 Teoreticka ¢ast

2.1 Meranie momentu zotrvac¢nosti kolesa

Moment zotrvacnosti tuhého telesa je veli¢ina, ktora kvantitativne opisuje zotrvaénost telesa pri rotaénom
pohybe. V pohybovych rovniciach otd¢ania predstavuje analégiu hmotnosti z pohybovych rovnic transla¢ného
pohybu. V praktiku bol merany moment zotrvac¢nosti kolesa dvoma metédami. Jednou z nich bola metdda
kyvov, pri ktorej sa na rafik kolesa z bicykla pripevnilo zdvazie a sustava po vychyleni konala kmitavy pohyb.
Tento pri zanedbani trecich sil v loziskach kolesa a pri dostatoéne malych vychylkdch mozno povazovat za
harmonicky kmit fyzického kyvadla. Z pohybovej rovnice fyzického kyvadla pre moment zotrva¢nosti kolesa

I vyplyva[l] vztah
gT*

kde m je hmotnost zavazia, [ je vzdialenost hmotného stredu zdvazia od osi otdc¢ania, ¢ je tiazové
zrychlenie a T' periéda kmitov.

Dalsou metédou je tzv. metdda otdcania. Pri tejto metéde je koleso obstarané kladkami, na ktoré sa
navinie vlakno so zdvazim a nasledne spusti. Stustava kona zrychleny otacavy pohyb, pricom sa meria casova
zévislost uhlovej rychlosti kolesa w = w(t). Z tejto sa linedrnou regresiou ziska uhlové zrychlenie . Z
pohybovych rovnic popisujtcich sistavu vyplyva pri zanedbani trecich sil pre moment zotrvacnosti kolesa

I* rovnica
md? [ 2g
rr'=—|(=_1). 2
4 <ds > 2)

m tu ozna¢uje hmotnost zdvazia, d priemer kladky, g tiaZové zrychlenie a e je uhlové zrychlenie kolesa.
V praxi st viak trecie sily nezanedbatelné a ich posobenie mozno popisat momentom trecich sil M;. Ked
zavedieme znacenie o := 1/e, plat{ pre moment zotrva¢nosti kolesa I korigovany na pdsobenie trecich sil
vyraz
I =I" — aMy, (3)
kde I* je nekorigovany moment zotrvac¢nosti. Samotna oprava na trenie sa urci linearnou regresiou z
upraveného vztahu

I* = I, + aM, (4)

s tym, ze sa urCuje nekorigovany moment pre rézne hodnoty parametra «.



2.2 Statistické spracovanie dat

Vsetky vysledky priamych merani st uddvané so strednou kvadratickou chybou (P = 68.27%). Prenos
neistoty a relativna chyba nepriameho merania boli pri Statistickych spracovaniach pocitané pomocou vzorcov

[2):

2 2
5y = (( —0,025928 + 1,38 x 10~ cos 2¢(—25sin 2¢>))5¢> + <—37086 X 10—65H> (5)

2
0 =1/ + 4 (6)
I ’ T2 ’ lgT ’ T2 ’
- IlL e mg gt
o = <m6m> + ( i 59) +< 52 6T> + <m(4ﬂ_2 21)5l> (7)

Na =V (1)? = ne (8)

Spe = (f;am> - (2?%) + (”ﬁé) + (Tg(g/s —d)6d> (9)

7 znadi relativnu chybu, § absolutnu.
Pre Iubovolni veli¢inu s priemernou nameranou hodnotou Z a chybou d, plati zrejme

Nz = % (10)

Vsetky grafy a linedrne regresie boli spracované v programe OriginLab.

3 Vysledky merania

3.1 Experimentalne podmienky
e teplota: (26,5 +0,1)°C
o tlak: (9,983 +0,001) x 10* Pa
e vlhkost: (41,4 +0,1)%

Chyby hodnét vyssie boli odhadnuté z premenlivosti idajov na meradle.

Podla [3] urobme odhad g v zdvislosti na zemepisnej sirke a nadmorskej vyske budovy M. Zemepisnd
sirka bola za pomoci aplikdcie Google Maps odhadnutd na ¢ = (50,0695 & 0,0002)° a nadmorska vyska na
H = (244,4 £+ 1,5) m. Na odhad g v ms~! slizi Helmertova rovnica:

g = 9,806 16 — 0,025 928 cos(2¢) + (6,9 x 107°) cos®(2¢) — (3,086 x 10~%)H
Po dosadenf médme s ohladom na $tatisticky prenos chyby podla vzorca (5) g = (9,81 4 0,05) ms~2.



3.2 Metdoda kyvov

Najprv boli odmerané rozne potrebné dfzky, konkrétne vzdialenost I’ od osi kolesa po miesto upevne-
nia zévazia pasovym meradlom (dielik 0,1 cm) a priemer zivazia d’ posuvnym meradlom (dielik 0,02 mm).
Zéavazie bolo pomerne nepravidelného tvaru, preto boli hodnoty “priemeru” zavazia namerané na roéznych
miestach na zavazi a Statisticky spracované. Obe tieto merania si zdokumentované v Tab. Zavazie sa
odvézilo na elektronickych vdhach a jeho hmotnost bola uréend na m = (147,54 0,1) g. Koleso so zdvazim
boli nasledne uvedené do kmitavého pohybu s pociatotnou vychylkou cca. 10 dielikov stupnice za kolesom a
digitalnymi stopkami bola merana doba 10 periéd 107. Chyba sposobend reakénym casom bola odhadnuta
na t, = 0,26 s. Namerané hodnoty pre desat periéd st takisto v Tab.

e Fal 2o

24,3 || 3,062 | 2,380 || 24,19 | 23,92
24,7 || 2,400 | 3,018 || 24,08 | 23,91
23,6 || 3,100 | 2,354 || 24,02 | 24,41
23,9 || 2,378 | 2,092 || 24,19 | 24,21
24,6 || 3,000 | 2,356 || 24,51 | 24,32
24,8

Tab. 1: Merania potrebné pre vypocet pomocou metédy kyvov

S ohladom na systematické chyby meradiel st vysledné hodnoty nasledovné:
o '!=(243+£0,2)cm

e d=(2,7£0,1)cm

e 107 =(2424+0,2)s = T =(2,42+0,02)s

V pouzitej aproximécii povazujeme zévazie za gulové s priemerom d’, pre vzdialenost | od osi ot4c¢ania k
hmotnému stredu zavazia teda plati:
dl
l=0—-—
2
UvaZujic prenos neistoty podla @ jel=1(21,6+£0 2) cm
Moment zotrvaénosti kolesa I sa uréi pomocou rovnice (|1)) a s ohladom na statisticky vzorec (7)) dostaneme
I=(3,94+0,09) x 1072 kgm?.

3.3 Metdéda otacania

Pri merani momentov zotrvac¢nosti druhou metédou popisanou v casti boli k dispozicii styri rézne
kladky, ktorych priemery sme vzostupne oznaéili di az ds a pit roznych zavazi s hmotnostami oznacenymi
takisto vzostupne m 4 az mg. Hmotnosti zavazi boli merané na elektronickych vdhach a namerané hodnoty
s uvedené nizsie.

11,95 + 0,05) g
16,9 £ 0,1

34,44+0,1

=

= ( )

o mc = (24,7+0,1)

o mp = ( )
( )

g
g
g

e mp=(49,1+01)g



Priemery kladiek d; boli merané posuvnym meradlom (pre ¢ = 1 s dielikom 0,02 mm, pre ostatné dielik
0,05 mm). Zistené hodnoty si v Tab.

di da ds da

[cm] [cm] [cm] [cm]

5,980 | 9,970 | 13,920 | 17,910
5,978 | 9,965 | 14,015 | 17,925
5,976 | 9,975 | 13,935 | 17,915
5,962 | 9,970 | 14,025 | 17,920
5,978 | 9,955 | 14,010 | 17,920

Tab. 2: Merania priemerov kladiek pri metéde otacania

S ohladom na neistoty meracich pristrojov st vysledné hodnoty priemerov nasledovné:

5,975 £ 0,004) cm

dy =
o dy = (9,967 % 0,005) cm
o ds =

(
(
(13,981 4 0,025) cm
(

e dy = (17,918 £ 0,004) cm
V d'alsom kroku boli zdvaZia m 4 aZ mg pripevnené na nit, ktora bola navinut4 postupne na vietky kladky.
Po navinut{ sa zdvazie nechalo volne padat a poéita¢ovym programom sa zaznamenavala ¢asovd, zavislost

uhlovej rychlosti kolesa. Tri zo zaznamenanych zdvislosti (konkrétne pre dvojice {mpg,d;}, {mc,d2} a
{mg,ds}) s vynesené v grafe na Obr.

t(s)

Obr. 1: Zévislosti w = w(t) pre tri rozne kombindcie kladiek a zavazi



Tieto tri zavislosti boli spolu s meraniami pre ostatné kombinacie kladiek a zdvazi fitované linedrnou
funkciou y = A -z, kde A ma vyznam uhlového zrychlenia . Uréené hodnoty uhlového zrychlenia pre
jednotlivé kombindcie si uvedené v Tab. [3]
kombincia | =5 | % | kombindcia | 5 |
my ; dy 0,0691 | 0,0002 my ; ds 0,1790 | 0,0003
mp ; dy 0,1089 | 0,0003 mp ; ds 0,2787 | 0,0006
me 5 dy 0,1693 | 0,0004 me ; ds 0,4115 | 0,0009
mp ; dy 0,2442 | 0,0006 mp ; ds 0,575 | 0,001
mg ; di 0,3288 | 0,0005 mg ; ds 0,811 | 0,002
my ; dag 0,1244 | 0,0003 ma ; da 0,2387 | 0,0005
mp ; do 0,1855 | 0,0004 mp ; dyg 0,352 | 0,001
me ; do 0,2891 | 0,0007 me ; dy 0,537 | 0,002
mp ; dg 0,4028 | 0,0009 mp ; dy 0,753 | 0,002
mg ; do 0,600 | 0,002 mg ; dy 1,0419 | 0,0025

Tab. 3: Urcené hodnoty uhlového zrychlenia pre vSetky kombindcie kladiek a zdvazi

Pri spracovani boli hodnoty &€ pomocou vztahu o = 1/e prepoc¢itané na hodnoty parametrov « a z rovnice
(2) bol uréeny nekorigovany moment zotrvacénosti kolesa I'*. Pri vypocte odchylok sa uvazovali vzorce a
(9). Sthrn vypoctov je uvedeny v Tab. 4| a graficky zndzorneny na Obr.

kombinacia [S%] [5—3] [IO*QIkg o~ [wjfkg i
ma ; dy 14,48 0,05 5,1 0,3
mp ; dy 9,19 0,03 4,5 0,3
me ; dy 5,91 0,01 4,3 0,3
mp ; dy 4,09 0,01 4.1 0,3
mg ; dy 3,042 0,005 4.4 0,3
may ; do 8,04 0,02 4,7 0,2
mpg ; da 5,39 0,01 4,45 0,2
me ; da 3,459 | 0,008 4,2 0,2
mp ; do 2,483 | 0,005 4,2 0,2
mpg ; ds 1,666 | 0,005 4,0 0,2
my ; ds 5,585 0,003 4,6 0,8
mpg ; d3 3,588 | 0,008 4,15 0,74
me ; ds 2,430 | 0,005 4.1 0,7
mp ; ds 1,738 | 0,004 4.1 0,7
mg ; ds 1,2327 | 0,0025 4.1 0,7
may ; dy 4,190 | 0,009 4.4 0,1
mp ; dy 2,837 | 0,008 4,2 0,1
me ; dy 1,860 | 0,006 4,02 0,09
mp ; dy 1,327 | 0,004 3,99 0,09
mpg ; dq4 0,960 | 0,002 4,10 0,09

Tab. 4: Vysledky vypoctov potrebnych pre uréenie zavislosti I* = I'*(«)

Zévislost I* = I*(«) bola fitovana linedrnou zavislostou y = Ay -2+ A2 s ohladom na chyby bodov («;, I})
(najprv ¢iste s vahou chyb v osi y, potom aj s vdhou chyb v osi ). A\; mé v tomto pripade fyzikdlny vyznam
momentu trecich sil M7 a Ay je vyznamovo totoznad korigovanému momentu zotrvacnosti I. Vysledky
prvého fitu sd I = (3,96 4+ 0,04) x 107 2kgm? a My = (7,78 + 0,65) x 1074 Nm, a po uvazen{ chyb v osi x
je Iy = (3,93 £ 0,08) x 107 2kgm? a My = (8 £2) x 10~* Nm.
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Obr. 2: Graf zdvislosti I* = I'*(«)

4 Diskusia vysledkov

Metéda kyvov dala moment zotrvaénosti pouzitého kolesa ako I = (3,94 £ 0,09) x 10~2kgm?, teda s
relativnou presnostou n; ~ 2,3%. Tato metdda viak predpokladala nulové trenie v osi kolesa, pri¢om jednou
z tloh metédy otacania bolo overit, & je predpoklad opravneny. Pomocou linedrnej regresie bol uréeny
moment trecich sil, ktory by mohol sposobit odchylku od reality.

Presnost uréenia samotného momentu trecich sil bola vSak velmi mald (1, ~ 8.4% pri vézeni chybami
nekorigovaného momentu zotrvacnosti a dokonca 1y, ~ 25% pri uvdzeni neistoty urcenia parametra «),
a teda hodnoty momentu trecich sil M7 plyntice z tejto metédy maju skor kvalitativnu ako kvantitativnu
vypovedni hodnotu.

Hodnoty korigovaného momentu I, sa réznia podla pouzitej regresnej metédy o priblizne 0,03 kg m?, no v
ramci chyby si dostatoéne dobre zodpovedaji navzijom, ako aj s momentom zotrvacnosti ur¢enym metédou
kyvov. Z toho méZzeme ustdit, ze predpoklad zanedbatelného trenia v osi kolesa bol oprdvneny.

Chyby vyslednych hodn6ét momentov zotrvaénosti boli ovplyvnené réznymi vonkajsimi faktormi. Pri
metéde kyvov najviacésiu nepresnost sposobovalo zévazie, ktorého tvar nebol homogénny a teda poloha jeho
hmotného stredu bola iba aproximéaciou. Takisto hrubka osi otac¢ania prispela do odchylky merania vzdia-
lenosti [. Pri metdde otdcania boli tiez najvyraznejsie prispevky ku chybam vysledkov od meranych dizok
(priemerov kladiek). Chyba merania ds je o rdd vysSia, nakolko pri tejto velkosti kladky bolo ndroéné
manipulovat posuvnym meradlom na ploche kladky, na ktort bola navijana nit. Pri kladke d4 sa meranim
odhadla vyska okrajového “rdmu” kladky na 1 mm a tento bol od meranych hodnot systematicky odcitany.
Ostatné veli¢iny boli uréené s pomerne malymi relativnymi neistotami.



5 Zaver

Ulohou tohto praktika bolo uréif moment zotrvaénosti kolesa dvoma réznymi metédami. Najprv bol
uréeny nepriamym meranim metédou kyvov na I = (3,94 4 0,09) x 10~2 kg m? a nésledne linedrnou regresiou
pomocou metédy otédéania na I, = (3,96 £0,04) x 1072kgm? resp. I = (3,934 0,08) x 10~ 2kgm? (v
zévislosti od pouzitej regresnej metédy). Metédou otdcania bol taktiez uréeny moment trecich sil My =
(7,78 £0,65) x 10~* Nm resp. My = (8 £2) x 107* N m (opif podla metédy fitu). Voéi vetkym uréenym
hodnotam bola vykonana diskusia.
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