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Pracovni tkoly

1. Zmérte dobu kmitu Ty dvou stejnych nevazanych fyzickych kyvadel.

2. Zmeérte doby kmitu T; dvou stejnych fyzickych kyvadel vazanych slabou pruznou vazbou vypousténych z klidu
pii pocate¢nich podminkach:

(a) y1 = y2 = B ... doba kmitu T}
(b) yo = —y2 = B ... doba kmitu T5
() y1 =0,y2 =B
i. doba kmitu T3
ii. doba Ty/4, za kterou dojde k maximélni vyméné energie mezi kyvadly

3. Vypoctéte kruhové frekvence wp, wy, we, wy a wy odpovidajici dobam Ty, Ty, Ts, T3 a Ty, ovérte mérenim
platnost vztahu odvozenych pro ws a wy.

4. Vypoctéte stupen vazby k.

5. Pro jednu pruzinu zméfte zavislost stupné vazby na vzdalenosti zavéseni pruziny od ulozeni zavésu kyvadla
a graficky znazornéte.

1 Teoreticka cast

Pii vySetfovani vdzanych kmiti se omezime na harmonické kmity dvou hmotnych bodu o stejné hmotnosti m.
Pocatky soufadnych soustav lezi v rovnovaznych polohach bodu. Frekvenci wg téchto oscildtorii nazveme jejich
vlastni freknveci. Mezi oscildtory nechdme pusobit sflu F}; imérnou rozdilu souradnic y; a y2 oscildtoru [1] :

Fy =Fki(y2 — 1) (1)

Diky principu akce a reakce pusobi na druhy bod stejnd sila opa¢ného sméru a dostavame tak dvé pohybové rovnice:

d2y1
<7 = —F+ F = —ky1 + ki(y2 — 1) (2)
d2
m dtzf =—F—F; = —kys — k1(y2 — 1) ®)
Rovnice jednou secteme a jendou odetteme a fesime tak soustavu dvou rovnic pro nezndmé X; = y; + y2 a
Xo =141 — ya:
d2Xx;
d2X,
=—kXs —2k1 X 5
m e 2 1X2 (5)

coz jsou rovnice harmonickych kmiti, nebot piedpokldddme, ze k + 2k; > 0. Rovnice (4) je pro harm. kmit s
frekvenci wy = \/k/m, rovnice (5) pro kmit s frekvenci wy = /(k + 2k1)/m, tyto nazyvime zdkladnimi frekvencemi

vézanych oscildtoru. Resenf rovnic (a1, ag, b1, be jsou integraéni konstanty):

X, = aysinwt + bicoswit (6)
X5 = agsinwyt + bacoswst (7)
A pro puvodné hledané vychylky y; a ys:
Y1 = %(alsinwlt + bicoswit + assinwat + bacoswat) (8)
Yo = %(alsinwlt + bicoswat — assinwat — bacoswat) (9)

Intergaéni konstanty uréime z pocateénich podminek pro t¥i rizné piipady, télesa vypoustime z klidu, tedy
Y1 = Y2 = O

Lypn=y2=B
Z rovnic (8) a (9) plyne ay = Baag =b; =by =0:

Y1 = y2 = Bcoswit (10)



2.y1=-y2=B

11 = Bcoswst (11)
Y2 = —Bcoswat (12)
391 =0p2=B
B
Y= 5(cosw1t — coswat) (13)
B
Y2 = E(coswlt + coswat) (14)

Ty muzeme pii pouziti goniometrickych vzorcu upravit:

Yy = Asin™? ;wlt - sin 22 ;wlt (15)
Y2 = Acos22 ;w1t~cosw2;wlt (16)

Pokud jsou ws a wy blizké (k1 < k), lze tyto povazovat za rovnice harmonickych kmitu s frekvenct:

Wy = w2 + w1 (17)
2
jejichz amplituda se periodicky méni s frek.:
wy =2 (18)
2
Stupen vazby « charakterizuje silu vazby mezi oscilatory:
ki w3 — w? (19)

K:k‘l—&—k_w%—i—wf

Vice o vazanych oscildtorech viz. [1, str. 162-166].

Experiment ke zkouméni kmit vdzanych oscildtoru realizujeme pomoci dvou stejnych kyvadel, jejichz ramena
spojime pruzinkou. Pro takovy systém plati analogické rovnice jako vysSe uvedené: namisto tuhosti k, k1 dosazujeme
direkéni moment kyvadel D, D1, hmotnost m nahradime momentem setrvacnosti kyvadel I, odpovidajici sily jejich
momenty a vychylky y ihlem vychyleni kyvadla . Uvazujeme dostatetné dlouhd ramena kyvadel a malé vychylky,
tedy plati y ~ ¢. Vice viz. [2]. Vztahy (17), (18) a (19) pro vypocet jednotlivych frekvenci a stupné vazby zustavaji
identické.

Pocédtecni podminky uskutec¢niujeme pouzitim dumyslného zafizeni se stupnici pro zjisténi y. Pomoci stopek
meéiime doby kmita kyvadel Ty, Ty, T, T3 a T, periodu zmény amplitudy kmitu vézanych osc. Pro presnéjsi
vysledky méfime dobu vice kmitu (deseti). Ty uréime zméfenim Ty /4 doby od maximélni amplitudy kyvadla do
chvile, kdy veskerou svou energii predd druhému kyvadlu, to se kyve s nejvétsi vychylkou, zatimco métrené se nekyve
idedlné vubec. Pied zacdtkem meétreni musime kyvadla posunovdnim jejich ¢ocek po zdvésech zkorigovat, aby se
kyvala se stejnou periodou Tj. Jesté dodejme, ze odpovidajici frekvence spocitame jednoduse jako:

w=— (20)
Pouzité pristroje
Elektronické stopky Elektronické stopky méii s presnosti setin sekund, jesté pripoc¢teme lidskou chybu zachyceni
presnych ¢asovych okamziku cca 0.20 s [1, str. 84] . AT = 0.21 s.

Rolovaci metr Ke zjisténi vzdalenosti uchyceni pruzinky od zavésu kyvadel h: Ah = 0.1 cm

Spoustéci zatizeni se stupnici K uréeni poc¢atecéni vychylky kyvadel y: Ay = 0.1 ecm



2 Vysledky méreni

Vlastni frekvence wgy, perioda Ty

kyvadlo 1 | kyvadlo 2
¢. méteni | 107y [s] 1075 [s]
1 18.93 18.87
2 18.85 18.81
3 18.85 18.86
| 10T [s] | 1888 18.85

Tabulka 1: Naméfené ¢asy 107y kmitt obou kyvadel a jejich prameér.

Z hodnot v tabulce 1 jednoduse spoéteme periodu Ty = 1075/10. Chybu AT = 0.21 s s jakou uréime ¢as 107,
délime odmocninou z poétu méfeni (v tomto pifpadé 3), nebot zjistujeme aritmeticky pramér. Chybu Ty pak

ziskame rovnou z vyrazu:
Iy > 1 AT
ATy = ———A10T, = —.— 21
’ \/(amTo °> 10 Vn 2D

kde n je pocet méfeni. Stejny postup vypoctu chyby posléze opakujeme i pii vypoctech dalsich period. Dostavame:

Toay = (1.89 +0.01) s

Hledanou vlastni frekvenci wy spoc¢teme podle (20), chybu vyjddiime pomoci relativni chyby:

wo(1y = (3.33+£0.02) 57!
wo2) = (3.33+£0.02) 57!

y1 = y2 = B, zadkladni frekvence w;, perioda T}

Pti méfeni frekvence wy je jiz pritomna pruzinka mezi kyvadly, hodnoty jsou méfeny pro dvé ruzné pruzinky A a
B pripevnéné ve stejné vzdalenosti h od zavésu kyvadla. Presnost s jakou je méfena h jsem jesté oproti ocekavané
odchylce nadhodnotil vzhledem ke §patnému thlu, z néhoz je pti méfené vysce na stupnici metru nahlizeno, nebo
jejl naklonéni. Neni pfitomno napt. zddné zrcatko ke kontrole apod. Stejné problémy provazeji i méreni poc¢atecni
vychylky y na stupnici. Ruzné hodnoty y; a yo vSsak mohou ovlivnit naméfené vysledky (viz. diskuse). Navic
zatimco kyvadlo 1 se pohybuje kolem rovnovazné polohy 0 ¢m na stupnici, kyvadlo 2 kolem rovnovazné polohy
1 em. I proto byly pocéteéni vychylky stelovany tak, aby namérend ¢isla odpovidala (blizila se) predpoklddanému
wp = wi. Y1 a Yo jsou proto spise odhadnuty a jejich chyba je také nadhodnocena. Nicméné v dal$ich méfenich
byly jednou nalezené vhodné vychylky pouzity znovu.

vzddlenost pruziny od zadvésu h = (19.0+0.5) cm
pocétecni podminky y1 =y2=(20x0.3) em ¢ = ps =0.02 rad

Periody T4y a Ty(py pro pruziny A a B spocteme analogicky pfedchozimu piifpadu s chybou podle (21) pfi
pouzit{ naméfenych hodnot (viz. tabulka 2):

Ty(py = (1.90 £0.01) s

Stejnym zpusobem jako wg ziskdme i hledanou frekvenci wy:

wi(a) = (3.31 £0.02) 57!
wi(p) = (3.31 £ 0.02) s



pruzina A pruzina B
¢. méfeni || 107y [s] | 10T% [s] | 10T} [s] | 10T% [s]
1 19.05 18.48 18.94 18.18
2 19.04 18.60 18.94 18.22
3 18.94 18.62 19.09 18.31
4 18.91 18.70 18.83 18.15
5 18.84 18.66 19.08 18.21
6 18.98 18.70 19.05 18.31
107 [s] 18.96 18.63 18.99 18.23

Tabulka 2: Namérené ¢asy 1077 a 1075 kmitu kyvadel vazanych pruzinami A a B a jejich pramér.

y1 = —yo = B, zakladni frekvence w-, perioda Ty
Vzdalenost pruzinek od zavésu h uz zustava stejna jako v predeslém piipadeé.
pocdtecni podminky y; = —y2 = (2.0£0.3) em 1 = —p2 = 0.02
Periody T3 pro pruzinu A i B, jako i druhé vlastni frekvence ws poc¢itdme znovu stejnym zpusobem. Chyba je

pro jistotu zaokrouhlena nahoru, vychézi asi 0.009 s. Namérené hodnoty jsou k nahlédnuti v tabulce 2:

Tyay = (1.86 +0.01) s

wara) = (3.37£0.02) 51
wo(B) = (3.45 +0.02) s7!

y1 = 0;y2 = B, frekvence ws a w,, perioda T3 a T,

pocdteén{ podminky y; = (0+£0.3) cm o1 =0 rad
y2 = (2.0+£0.3) em 2 =0.02 rad

pruzina A | pruzina B

¢. meéfeni | 1073 [s] 1073 [s] pruzina A | pruzina B

1 19.26 18.70 ¢. méfeni | Ty/4 [s] T,/4 [s]

2 19.16 18.83 1 84 31

3 19.06 18.65 2 86 28

4 19.10 18.90 3 87 32

5 19.06 18.89 4 92 31

6 19.15 18.88 T/4 [s] ]7 30
107 [s] 19.13 18.80

Tabulka 3: Tabulky naméfenych ¢asa 1075 a Ty /4 pro spocteni odpovidajicich frekvenci a jejich prumér pii vazbé
pruzinkami A a B.

Konetné stejnym zpusobem spocitame i periodu T3, T, a odpovidajici frekvence. Vzhledem k problémum
pfi urcéeni presného momentu, kdy se kyvadlo prestane idedlné zcela kyvat, zatimco druhé se praveé kyva s maximalni
amplitudou, byla chyba Ty /4 nadhodnocena a odhadnuta na 1 s, odpovidajf tomu i zaznamenané naméfené hodnoty
v tabulce 3. Tomu se pfizptisobuje i vypocet Ty jinak analogicky (21):

Tya) = (1.91+0.01) s Tyay = (347£2) s
Typ) = (1.88 £ 0.01) s Typy = (121£2) s

wsa) = (3.2840.02) s71  wyay = (181 £0.1) x1073 57!
wy(p) = (3.34£0.02) s71  wyp) = (51.9£0.8) x10? s~ *



Porovnani vyslednych hodnot

Teoretické hodnoty v tabulce 4 byly spocteny skrze chyby naméfenych hodnot jako maximalni chyby. Velka

chyba w, je zpusobena odecitdnim dvou velice blizkych hodnot.

Pruzina A Pruzina B
frekvence \ zméfend hodnota \ teoret. hodnota frekvence \ zmérend hodnota | teoret. hodnota
wo [s71] 3.33 £ 0.02 wo [s71] 3.33 +0.02
wy [s71] 3.31 £ 0.02 3.33 £0.02 wy [s71] 3.31+0.02 3.33 +0.02
ws [s71] 3.37+£0.02 ws [s71Y] 3.45 +0.02
w3 [s71] 3.28 +0.02 3.34 +£0.02 ws [s71] 3.34 +0.02 3.38 + 0.02
wg 1073571 18.1£0.1 30 £ 20 wg [1073571] 51.9+0.8 70 £ 20

Tabulka 4: Tabulky pro porovndni naméfenych hodnot frekvenci w a jejich teoretickych hodnot podle vztaha (17)
a (18), popt. podle piredpokladu wy = wy.

Stupen vazby
Stupen vazby je spocten pro obé pruziny podle (19), jeho chyba:

Ok 2 Ok 2
e () o (2 )

K(A) = (18 + 4) x1073
kp) = (41 +£4) x107?

(22)

Vysledky:

Zavislost stupné vazby na vzdalenosti h pruziny od ulozeni zavésu kyvadel

Meéfteni bylo provedeno pro silngjsi pruzinu B. Vysledky uvadi tabulka 5. Veliciny byly pocitany podle jiz

pouzivanych vztahu (20) a (19) s chybami podle (21) a (22). Graf je na obr. 1.

h [em] 1073 [s] Ty [s] | w1 [s7Y] 1075 [s] T5 [s] way [s71] K [1073]
5.9 18.82 | 18.88 | 19.02 | 1.89 3.33 18.74 | 18.84 | 18.82 | 1.88 | (3.34 £0.02) (6£4)
11.0 18.86 | 18.87 | 18.94 | 1.89 3.33 18.66 | 18.55 | 18.63 | 1.86 | (3.38 +0.02) (15 £ 4)
16.5 18.92 | 18.88 | 18.90 | 1.89 3.33 18.26 | 18.32 | 18.32 | 1.83 | (3.43+£0.02) (32+4)
22.0 18.84 | 18.85 | 18.82 | 1.88 3.34 17.84 | 17.84 | 17.87 | 1.79 | (3.524+0.02) (54 £ 4)
27.5 18.86 | 18.80 | 18.85 | 1.88 3.34 17.563 | 17.58 | 17.61 | 1.76 | (3.58 £0.02) (69 +4)
33.0 18.78 | 18.80 | 18.83 | 1.88 3.34 17.05 | 17.06 | 17.02 | 1.70 | (3.69 4+ 0.02) (98 £ 4)
38.5 18.85 | 18.90 | 18.87 | 1.89 3.33 16.41 | 16.41 | 16.45 | 1.64 | (3.83£0.02) || (138 +4)
44.0 18.88 | 18.80 | 18.83 | 1.88 3.34 15.88 | 15.92 | 15.87 | 1.59 | (3.9540.02) || (168 +=4)
49.5 18.87 | 18.92 | 18.83 | 1.89 3.33 15.58 | 15.57 | 15.54 | 1.56 | (4.03£0.03) || (190 £4)

Tabulka 5: Souhrn namérenych hodnot, T3 a T, odpovidajicich frekvenci a stupné vazby v zdvislosti na vzdédlenosti
upevnéni pruzinky od ulozeni zédvésu kyvadel. Chyba zustdvéa pro vSechna méfeni stejnd u hodnot, u kterych nent
uvedena: Ah = 0.5 cm; ATy = AT, =0.01 s; Aw; =0.02 s71.



Zavislost stupné vazby na misté upevnéni pruzinky
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Obr. 1: Graf zavislosti stupné vazby x na vzdélenosti A umisténi pruziny B od uloZeni zdvésu kyvadel, naméfené
hodnoty jsou prolozeny kfivkou polynomu druhého stupné, kv. funkei.

3 Diskuse vysledku

7 tabulky 1 a vyslednych wg je patrno, ze byla v rdmci chyby splnéna zdsadni podminka, aby se obé kyvadla
kyvala se stejnou vlastni frekvenci.

Naméiend frekvence ws pro silnéjsi pruzinu B odpovida teoretické v krajnich bodech chybového intervalu, jak je
vidét z tabulky 4. Pro slab$i pruzinu A lezi teoretickd hodnota v intervalu tii std. odchylek nameéfené hodnoty,
nicméné ta principielné odporuje predpokladu wy < w3z < wy. Tyto nesrovnalosti mohou byt zpusobeny napf.
jiz zminénym problémem pfesného urceni pocatecni vychylky kyvadla y. Kyvadla se kyvaji kolem rovnovazné
polohy umisténé jinde na stupnici nez je o¢ekdvano (tj. kolem 0 c¢m), lehce vychylené na tu ¢i onu stranu (jedno
z kyvadel se pohybovalo spise kolem 1 ¢m). Pak vznikaji dalsi{ nejistoty pii nastavovan{ pocdtecnich podminek
spojené se Spatnym thlem néhledu na stupnici a jeji viditelnosti. Pokousel jsem se o lepsi nastaveni pomoci
predmétu s pravymi thly (nakonec nejvhodnéjsi byly tvrdé desky na papiry). Vétsi nepfesnosti byly vcelku rychle
identifikovatelné. Napf. pii zjistovani periody Ty bylo obéas uz po péti kyvech viditelné patrné, ze se kyvadla
pohybuji naprosto asynchroné a méfeni bylo nutné prenastavit a opakovat. Cim vice kmitti méffme, tim je rozdil
nameéfené hodnoty od ocekdvané vétsi. Mohlo by proto pomoci zkoumat mensi pocet kmitu nez deset, coz by ale
na druhou stranu zvétsilo chybu méfeni.

Odchylky od teorie mohlo zapti¢init i samotné realizovani vazby mezi kyvadly. Jde o to, do jaké miry je splnén
predpoklddany vztah (1). Pruzinky jsou pfipevnény k ramenum kyvadel volné na hécécich. K nesrovnalostem
dochdz{ jiz v momentu, kdy je pruzinka kratsi/delsi nez vzdédlenost mezi kyvadly, ta tak na sebe pusobi silou
odpovidajici prodlouzeni/zkréceni pruziny i v klidu a vychyluji se (to v8ak pozorovéno nebylo). Naopak pfi méreni
frekvence ws (y1 = —y2 = B) béhem pohybu kyvadel smérem k sobé se v jisté chvili pruzina provési a zdanlive
neklade z teorie ptedpokladany odpor. K dalsimu prohybani pruziny je sice sila zapotiebi, ta ale nejspise nesplnuje
(1), nebot jiz nedochdz{ k deformaci pruziny v pfimém sméru. Toto bylo zjevné hlavné u slabsf pruzinky A, proto
byla k méteni zavislosti k£ na h vybrana druha.

Naméiené frekvence wy odpovidaji v ramci chyby teoretickym, jejichz nepfesnost je vSak vzhledem k rozdilu
dvou blizkych hodnot obrovskd. Nelze proto mluvit o presvédcéivém ovéfeni vztahu (18). Radoveé ale vyhovuje.



Zavislost stupné vazby k na vzdalenosti uchyceni pruzinky h od ulozeni zavésu v grafu na obr. 1 a shrnuta
v tabulce 5 byla prolozena kvadratickou funkei, nebot ta odpovidd naméfenym hodnotdm lépe nez zévislost linearni.
Bylo tak provedeno a graf byl vytvofen pomoci programu R 2.10.1.
4 Zaveér

Byly naméteny periody Ty, 11, 1o, T3 a Ty a odpovidajici frekvence wy, wi, ws, ws a wy kmitu vazanych kyvadel

pro dvé ruzné vazby realizované pruzinkami A a B. Vysledky jsou uvedeny v piislusnych statich, méfeni popisuji
tabulky 1-3. Frekvence a jejich porovnani s teoretickymi hodnotami uvadi tabulka 4.

Spocten byl stupen vazby x pro obé pruziny ve vzddlenosti h = (19.0 £ 0.5) ¢m od zdvésu:

Keay = (18 +4) x1073
k(g = (41 £4) x1073

Zkoumanou z&avislost stupné vazby na vzdalenosti upevnéni pruzinky od ulozeni zavésu ilustruji tabulka 5 a graf
na obr. 1.
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