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VII. Stidium kmitov viazanych oscilatorov

1 Pracovné ulohy

1. Zmerajte dobu kmitu 7j, dvoch rovnakych neviazanych fyzickych kyvadiel.

2. Zmerajte dobu kmitu dvoch rovnakych fyzickyvh kyvadiel spojenych slabou
pruznou vazbou vypustenych z pokoja pri po¢iatoénych podmienkach:
(a) y1 = y2 = B ...doba kmitu T}
(b) y1 = —y2 = B ...doba kmitu 75
© y1=0y2=D8
i. doba kmitu T3

ii. doba %, za ktoru ddjde k maximéalnej vymene energie medzi kyvad-
lami

3. Vypocitajte kruhové frevencie wg, w1, we, ws, ws zodpovedajice dobam Ty, 17,
Ty, Ts, Ts a overte meranim platnost vztahov odvodenych pre w3 a wy.

4. Vypoditajte stupen vizby k.

5. Pre jednu pruzinu zmerajte zavislost stupnia véizby na vzdialenosti zavesenia
pruziny od uloZenia zavesu kyvadla a graficky zdévodnite.

2 Teoreticka cast

Medzi uhlovou frekvenciou a periédou kmitu je vieobecne vztah:

2 21
= —&T=— 1
T o (1)

Neviazané fyzické kyvadlo sa pri zanedbani strat a za predpokladu malych vychy-

liek riadi vztahom:
/D
wo = 7» (2)

kde I je moment zotrvacénosti kyvadla okolo osi prechadzajticej bodom upevne-
nia kolmy na rovinu rotacie tohto kyvadla a D je direkény moment kyvadla, teda
konstanta charakterizujica kyvadlo, ktoru definuje vztah:

ws

p=-21 ®)
«

kde M je moment sily, ktory na kyvadlo pdsobi pri vychylke c.

Po pridani slabej pruznej véazby sa obe kyvadla symetricky vychylia z p6vododne;
rovnovaznej polohy kazdé o maly uhol o a zotrvaju v novej rovnovaznej polohe, v
ktorej bude vysledny moment sil pdsobiacich na kazdé z kyvadiel opat nulovy, bude
teda pre kazdé kyvadlo platit:

DO(Q = Mo, (4)
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VII. Stadium kmitov viazanych oscilatorov

kde My je moment vonkajsich sil (v nasom pripade jedinej sily - sily slabej pruznej
vizby medzi kyvadlami), ktory je kompenzovany vychylkou kyvadla o uhol «y.

\\ DN

GO!Motion

Obr. 1: Ststava dvoch viazanych kyvadiel

Po vychyleni kyvadiel z rovnovazkych poloh o uhly ¢; a ¢, (ako vidno na ob-
razku 1) sa budal®! kyvadla pohybovat podla pohybovych rovnic:

I$1 = =Dy — D*(¢1 — ¢3) ()
Iy = =Dy + D*(¢1 — o), (©)

kde D* je direkény moment pruziny. RieSeniami tychto rovnic stls" funkcie:
¢1 = aj cos (wit) + by sin (w1t) + ag cos (wat) + ba sin (wat) (7)
@2 = aj cos (wit) + by sin (w1t) — ag cos (wat) — by sin (wat), (8)

kde
D

w1 = 77 (9)

D +2D*
wy = 1/ % (10)

a a;, b; st konstanty vzyslé z integracie. Tie uréime v jednotlivych pripadoch (po-
dulohy druhej tlohy) z pociato¢nych podmienok.

(a): ak¢1(0) = d)Q(O) =A a(bl(O) = ¢2(0) = 0, tak a] = A aag = b1 = b2 = 0,
teda:

¢1 = ¢g = Acos (wrt), (11)
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VII. Stidium kmitov viazanych oscilatorov

teda kyvadla sa budd pohybovat rovnako, akoby medzi nimi vézba ani nebola, ¢o
dava zmysel vzhladom na to, Ze dlzka pruZiny medzi nimi sa evidentne menit nebude.

(b): ak ¢1(0) = A, ¢2(0) =—-Aa ¢)1(O) = ¢2(0) =0,takay = Aaa; = b =
by = 0, teda:

$1 = —¢g = Acos (wat), (12)

z ¢oho vidno, Ze obidve kyvadla budi kmitat s rovnakou frekvenciou, ale faizovym
posunom o polperiédu, ¢o sa da vypozorovat aj zo symetrie tohto systému.

(c): ak ¢1(0) = 0, $2(0) = A a gﬁl(O) = gz§2(0) = 0,tak a1 = —as = g a tiez
bl = b2 = 0, teda:

¢1 = Asin [%(wg — wl)t} sin B(WQ + w1)t}, (13)

¢o = Acos [%(wz — wl)t} cos B(WQ + w1)t}, (14)

V priblizeni, ked s w; a wy podobné, mozno vztahy (13) a (14) interpretovat ako
kyvadla kmitajice s rovnakou konstantnou frekvenciou:

1
w3 = §(w1 + wa), (15)

a ich amplituda sa periodicky meni s frekenciou

wy = %(wl — wa), (16)

teda:
1 = (Asin (wqt)) (sin (wst)) (17)
¢2 = (A cos (wyt)) (cos (wst)) (18)

Vidno teda, Ze prvé kyvadlo bude mat nulovi amplitidu vzdy v Case:

t=nT, =", (19)
Wy
kdeneZaTs = w%
Stupen previazanosti x definujeme ako:
D*
= 20
K= 5 (20)
kde pouzitim (9) a (10) ziskame vztah:
_wrow (21)
=72 2>
w3 + wi

za pomoci ktorého vieme zo znalosti frekvencii w; a we vypocitat stupen vazby k.
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VII. Stidium kmitov viazanych oscilatorov

3 Vysledky merania

Podmienky pri merani v laboratériu neboli konstantné, teplota sa pohybovala okolo
24°C a relativna vlhkost okolo 30%, ziadny z tychto parametrov nemal vyraznejsi
vplyv na meranie.

Pri merani sme pouzivali vzdialenostny senzor Vernier GO!Motion[Vel umiestneny
v rovine pohybu kyvadiel snimajuici vzdialenost d od znacky (na obrazku 1 oznacenej
x) na kyvadle 1 tak, ako ukazuje obrazok 1. Tento senzor podla vyrobcu!Vel automa-
ticky zohladruje teplotu a tlak vzduchu, teda teplota v miestnosti naozaj ziadnu tlohu
nehra. Pri merani nas dokonca ani nikdy nezaujimala absolitna vzdialneost kyvadla
od senzoru, iba peridéda jeho kmitov, teda ¢as medzi jednotlivymi minimami resp. ma-
ximami vzdialenosti senzoru od Iubovolného bodu kyvadla. Udaje sme spracovali v
softvéri Logger Lite 1.5. V tabulke hodnét typu d = f(t) sme vyhladavali lokalne
maxima d a urcovali ich vzdialenost. Pri merani T, sme urcovali vzdialenost minim
amplitady, kedZe ta sa (na rozdiel od maxima amplitidy) vZdy nadobida. Senzor me-
ral vzdialenost s frekvenciou 25Hz, teda za chybu urcenia ¢asovej polohy maxima
povazujme 0,04s, pri merani T bolo obtiazne presne ur¢it minimum amplitady, k
presnosti sa vratime neskor.

Na spustanie kyvadiel sme pouzili mechanizmus s nastavitelnou pociato¢nou po-
lohou. Pri vSetkych meraniach bola konstantna B nastavena na hodnotu B = 3cms
presnostou £1 mm, ¢oho chybu nie je potrebné zohladnit, kedZe v pribliZzeni linear-
neho oscilatora (ktoré je, ako ukazuji namerané hodnoty, dobre splnené), frekvencia
w; na pociato¢nej vychylke nezalezi.

Pri merani sme pouzili pruzinu oznacenu ako A s tuhostou 7% a pruzinu B s
tuhostou 4 g

Pri merani Ty, 11, T», T3 a T sme pouzili vazbu vo vzdialenosti ! = 30 cm od za-
vesu. Periodu kmitu neviazanych kyvadiel sme nastavili na rovnakd hodnotu porov-
navanim - rozkmytli sme obe synchrénne a sptstali sme zavazie nizsie na rychejSom
z nich az kym sme nedosiahli uspokojivi zhodu. Pri merani Tp,, T, T» a T5 sme me-
rali vidy Cas trvania 10-tich period, teda vysledna presnost merania je o7, = 0,004s.
Periody kmitu Ty, , Tp, a uhlové frekvencie wy, , wo, tychto neviazanych kyvadiel 1 a
2 respektive st teda (realtivna chyba sa pri prepocte w = f(T") podla (1) zachovava):

To, = (1,876 + 0,004)s = wo, = (3,349 4 0,007)s ", (22)

To, = (1,880 % 0,004)s = wo, = (3,342 + 0,007)s ™1, (23)

teda s pre nase ucely identické a mohli sme prikro¢it k dalsim meraniam. Pri me-
rani T sme priamo merali hodnotu 37 pre pruzinu A a 27 pre pruzinu B, pre jed-
noduchost uvazujme rovnaku presnost o, = 0,1s, kedZe presnost uréenia maxima
resp. minima bola ovela niZsia, v podstate len odhadnuta podla okolitéh priebehu. V
tabulke 1 vidno namerané hodnoty 77, 75, T a Ts pre jednotlivé pruziny:

Samuel Kocis¢ak strana 4z 7



VII. Stidium kmitov viazanych oscilatorov

Tabulka 1: Namerané periody

pruZina A (75) pruZina B (45)
Ty [s] 1,872 + 0,004 1,876 + 0,004
Ts[s] 1,700 = 0,004 1,780 + 0,004
T5]s] 1,688 £ 0,004 1,832 + 0,004
T[s] 18,0£0,1 35,9 £0,1

V tabulke 2 vidno dopocitané uhlové frekvencie (zachovava sa relativna chyba
merania periédy), pricom plati, ze Ty = 2T = wy = 7-.

s

Tabulka 2: Uhlové rychlosti

pruZina A (75) pruZina B (4%)
wi[s™! 3,356 £ 0,007 3,349 £ 0,007
was™] 3,696 £ 0,009 3,530 £ 0,008
ws[s™! 3,722 £ 0,009 3,430 £ 0,007
wals™! 0,175 £ 0,001 0,0875 40,0004

Podla (15) a (16) vieme z w; a we dopoditat teoretické hodnoty ws, a wy, ako:

Tabulka 3: Teoretické uhlové rychlosti

pruzina A (72)

pruzina B (4%)

ws,[s7Y

3,526 £ 0,008

3,440 £ 0,008

wa, [s71]

0,170 =+ 0,008

0,091 & 0,008

Stupen vazby x vypocitame podla (21):

k4 = (0,096 & 0,003),

kg = (0,052 £ 0,003),

pricom standardnd chybu sme preniesli ako:

2 2
— 4wy w? 4dw?w
2 _ 1W3 2 W2 2
(wi +wy) (wi +w3)

Na meranie zavislosti sme pouzili pruzinu A. Pruzny spoj sme umiestiiovali do
réznych vzdialenosti od osi otacania, tito vzdialenost sme uréovali zvinovacim pas-
mom s presnostou lmm. V tabulke 4 vidno namerané hodnoty T3, 15, wy a we s chy-
bou spracovanou rovnako, ako v predoslych meraniach a v grafe na obrazku 4 vidno

(26)
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VII. Stidium kmitov viazanych oscilatorov

zévislost Kk = f(l) preloZent linearnou zavislostou k = al + b s koeficientmi a, b v
tabulke 5.

Tabulka 4: Zavislost stupnia vizdy od vzdialenosti pruziny od osi otac¢ania

Im] | Tifs] | Tofs] | wils™'] | wils™"] | ow,[s™"] | ou,ls™']
10 | 1,880 | 1,852 | 0,3342 [ 03393 | 7-107* | 7-107%
15 [ 1,876 | 1,828 | 0,3349 | 0,3437 | 7-10=* [ 8-10~%
20 | 1,876 | 1,788 | 0,3349 | 0,3514 | 7-10~* | 8-107*
25 | 1,876 | 1,744 | 0,3349 | 0,3603 | 7-10~* | 8-10~*
30 | 1,872 [ 1,700 | 0,3356 | 0,3696 | 7-10~* | 9-10~*
35 | 1,876 | 1,652 | 0,3349 | 0,3803 | 7-107% | 9-107%
40 | 1,872 | 1,604 | 0,3356 0,392 7-100% [ 1-1073

0,150 3
0,125 K ’
0,100 ,,/E/
% 0,075 1 /,;’/
0,050 — ,,3’/
0,025 /ﬁ,
s .7
0,000 |/ T T T T T T
0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40

I {m]

Obr. 2: Zavislost k = f(1)

Tabulka 5: Koeficienty fitu

a b
hodnota 0,47 | —0,041
Standardna odchylka || 0,02 | 0,006
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VII. Stidium kmitov viazanych oscilatorov

4 Diskusia vysledkov

Hodnoty T; sa nam podarilo odmerat a vypocitat z nich hodnoty w; pre obe pruziny
s pomerne vysokou presnostou. Z T} a T5 sme dopocitali ws a wy pre obe pruziny,
pri¢om sme dosiahli velmi dobr zhodu pri vSetkych hodnotach okrem ws pre pruzinu
A. Chyba je pri tejto pruzine vyssia, kedzZe tato pruzina nespliia predpoklad slabej
vézby tak dobre, ako napriklad pruzina B, kedZe A je takmer dvojnasobne tuhsia, nez
B. Kazdopadne, overili sme, Ze pre dostato¢ne slabi pruzinu nasa teéria funguje a
dobre predpoveda spravanie systému.

Podarilo sa ndm urcit zavislost stupnia vazby od vzdialenosti pruziny a osi ota¢ania
a zistili sme, Ze ju dobre aproximuje afinna funkcia, ako vidno v tabulke 4 a 5.

Meranie T by mohlo sprasnit, ak by sa ndm podarilo odmerat trvanie viacerych
period Ty, kedZe po niekolkych malo polperiédach bola vychylka tak mala, ze bolo
nemozné presne ur¢it mnimimum amplitady, preto sme merali iba 2 resp. 3 polperiody
Ts. Kedze kyvadla st precizne a aparatura je presna, jediné zlepsenie, ktoré mozno
navrhndt, je umiestnit aparatiru do prostredia so znizenim tlakom vzduchu kvoli
znizeniu vplyvu odporu vzuchu, aby bolo mozné odmerat trvanie viacerych poleriod
Ts.

5 Zaver

Uspesne sme odmerali periédy a dopoéitali amplitidy podla zadania, kvoli struénosti
neuvadzame vetky udaje. Hodnota stupiia véizby pre pruzinu A vo vzdialenosti 30cm
od zavesu je:

k4 = (0,096 %+ 0,003), (27)

a pre pruzinu B v rovnakej vzdialenosti:

kg = (0,052 £ 0,003) (28)

Zavislost stupiia vazby x od vzdialenosti pruziny od zavesu [ sme ur¢ili ako:

K = (0,47 £ 0,02) - I — (0,041 + 0,006) (29)
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