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1 Pracovńı úkol

1. Změřte dobu kmitu T0 dvou stejných nevázaných fyzických kyvadel.

2. Změřte doby kmit̊u Ti dvou stejných fyzických kyvadel vázaných slabou pružnou vazbou vypouštěných
z klidu při počátečńıch podmı́nkách:

(a) y1 = y2 = B ... doba kmitu T1

(b) y1 = −y2 = B ... doba kmitu T2

(c) y1 = 0, y2 = B

i. doba kmitu T3

ii. doba T4
4 , za kterou dojde k maximálńı výměně energie mezi kyvadly

3. Vypočtěte kruhové frekvence ω0, ω1, ω2, ω3 a ω4 odpov́ıdaj́ıćı dobám T0, T1, T2, T3 a T4, ověřte měřeńım
platnost vztah̊u odvozených pro ω3 a ω4.

4. Vypočtěte stupeň vazby κ.

5. Pro jednu pružinu změřte závislost stupně vazby na vzdálenosti zavěšeńı pružiny od uložeńı závěsu
kyvadla a graficky znázorněte.
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2 Teorie

Uvažujme dvě fyzická kyvadla vázaná slabou pružnou vazbou. Každé z kyvadel má moment setrvačnosti I
a direkčńı moment D, jejich vlastńı úhlová rychlost je potom

ω0 =

√
D

I
(1)

Vlivem pružiny je rovnovážná poloha obou kyvadel vychýlena z vertikálńıho směru o úhel α. Moment sil,
kterými p̊usob́ı pružina na kyvadlo, je tedy

M0 = D · sinα .
= D · α (2)

Při daných výchylkách je aproximace v rovnici (2) splněna s přesnost́ı mnohem vyšš́ı, než je přesnost měřeńı
samotné výchylky1.

Při vychýleńı o úhel ϕ1 p̊usob́ı na kyvadlo 1 výsledný moment:

M1 = −D(ϕ1 + α) +M0 + D̃(ϕ2 − ϕ1) = −Dϕ1 − D̃(ϕ1 − ϕ2) (3)

kde D̃ je direkčńı moment pružiny. Pro druhé kyvadlo dostáváme analogickou rovnici

M2 = −D(ϕ2 − α)−M0 − D̃(ϕ2 − ϕ1) = −Dϕ2 + D̃(ϕ1 − ϕ2) (4)

Dosazeńım do pohybové rovnice ve tvaru Iϕ̈ = M dostáváme:

Iϕ̈1 = −Dϕ1 − D̃(ϕ1 − ϕ2) (5)

Iϕ̈2 = −Dϕ2 + D̃(ϕ1 − ϕ2) (6)

Zavedeńım substituce ψ1 = ϕ1 + ϕ2 a ψ2 = ϕ1 − ϕ2 přejdou pohybové rovnice na tvar:

Iψ̈1 = −Dψ1 (7)

Iψ̈2 = −(D + 2D̃)ψ2 (8)

jejichž obecným řešeńım je

ψ1 = a1 cosω1t+ b1 sinω1t (9)

ψ2 = a2 cosω2t+ b2 sinω2t (10)

kde ω1 =
√

D
I a ω2 =

√
D+2D̃

I , a1, a2, b1, b2 jsou integračńı konstanty. Při dosazeńı za ϕ1, ϕ2 dostaneme:

ϕ1 = a1 cosω1t+ b1 sinω1t+ a2 cosω2t+ b2 sinω2t (11)

ϕ2 = a1 cosω1t+ b1 sinω1t− a2 cosω2t− b2 sinω2t (12)

Nyńı rozlǐśıme tři r̊uzné př́ıpady počátečńıch podmı́nek.

1. ϕ1(0) = ϕ2(0) = A

Z rovnic (11) a (12) plyne: a2 = A, a1 = b1 = b2 = 0, ϕ1 = ϕ2 = A cosω1t

Kyvadla se tedy pohybuj́ı se stejnou frekvenćı, jako bez pružné vazby.

2. ϕ(0) = −ϕ(0) = A

Z rovnic (11) a (12) plyne: a2 = A, a1 = b1 = b2 = 0, ϕ1 = −ϕ2 = A cosω2t

Obě kyvadla kmitaj́ı se stejnou frekvenćı ω2, ale fázovým posunem π.

1Hodnota α se lǐśı od sinα až na pátém desetinném mı́stě.
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3. ϕ1(0) = 0, ϕ2(0) = A

Z rovnic (11) a (12) plyne: a1 = −a2 = A
2 , b1 = b2 = 0

ϕ1 =
A

2
(cosω1t− cosω2t) = A sin

(
1

2
(ω2 − ω1)t

)
sin

(
1

2
(ω2 + ω1)t

)
(13)

ϕ2 =
A

2
(cosω1t+ cosω2t) = A cos

(
1

2
(ω2 − ω1)t

)
cos

(
1

2
(ω2 + ω1)t

)
(14)

Pokud je vazba slabá, tj. ω2 se př́ılǐs nelǐśı od ω1, lze rovnice (13) a (14) interpretovat tak, že obě
kyvadla kmitaj́ı se stejnou frekvenćı

ω3 =
1

2
(ω2 + ω1) (15)

a amplitudy kmitáńı se periodicky měńı s frekvenćı

ω4 =
1

2
(ω2 − ω1) (16)

Známe-li frekvence ω3, ω4, můžeme dopoč́ıtat ω1, ω2 podle

ω1 = ω3 − ω4 (17)

ω2 = ω3 + ω4 (18)

Stupeň vazby κ je definován jako:

κ =
D̃

D + D̃
(19)

Porovnáńım se zavedeńım frekvenćı ω1, ω2 dostaneme:

κ =
ω2
2 − ω2

1

ω2
2 + ω2

1

(20)
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3 Mě̌reńı

3.1 Kalibrace

Nejprve je nutné se přesvědčit, že obě kyvadla se pohybuj́ı se stejnou frekvenćı ω0. Pokud by se jejich
frekvence lǐsily, je možné mı́rně upravit moment setrvačnosti šroubem v dolńı části kyvadla. Změřil jsem 20
period obou kyvadel, dostal jsem:

20T0 = 37, 98 s pro kyvadlo 1

20T0 = 38, 06 s pro kyvadlo 2

Uváž́ım-li chybu měřeńı zp̊usobenou reakčńı dobou ∆t = 0, 2 s, spočtu chybu periody ∆T podle vztahu

∆T =
1

20
· ∆t√

n
(21)

kde n je počet měřeńı, v mém př́ıpadě n = 3.
Mohu tedy ř́ıct, že obě kyvadla maj́ı stejnou periodu (1.90± 0.01) s.

3.2 Mě̌reńı kmit̊u vázaných kyvadel

K dispozici máme dvě r̊uzné pružiny, označ́ım je A a B. Pro obě pružiny budeme měřit periody kmitáńı při
r̊uzných počátečńıch podmı́nkách, jak je popsáno v teorii. Kyvadla vychýĺım o A = (3, 0±0, 2) cm a změř́ım
dvacet period (resp. čtvrtinu periody v př́ıpadě ω4).

Naměřil jsem tyto hodnoty:

Poč. podmı́nka Veličina 1 2 3 Pr̊uměr T [s] ω [s−1] Teorie

ϕ1 = ϕ2 = A 20T1 37,97 38,18 38,11 38,09 1, 90± 0, 01 3, 30± 0, 01
ϕ1 = −ϕ2 = A 20T2 35,75 35,86 35,86 35,82 1, 79± 0, 01 3, 51± 0, 01
ϕ1 = A,ϕ2 = 0 20T3 36,83 36,68 36,76 36,76 1, 84± 0, 01 3, 42± 0, 01 3, 40± 0, 01

T4
4 14,42 14,03 14,12 14,19 56, 76± 0, 46 0, 111± 0, 001 0, 113± 0, 012

Tabulka 1: Naměřené a odvozené veličiny u pružiny A.

Poč. podmı́nka Veličina 1 2 3 Pr̊uměr T [s] ω [s−1] Teorie

ϕ1 = ϕ2 = A 20T1 38,11 38,21 38,17 38,16 1, 91± 0, 01 3, 29± 0, 01
ϕ1 = −ϕ2 = A 20T2 37,13 37,10 37,07 37,10 1, 86± 0, 01 3, 39± 0, 01
ϕ1 = A,ϕ2 = 0 20T3 36,74 36,73 36,61 36,69 1, 83± 0, 01 3, 42± 0, 01 3, 34± 0, 01

T4
4 29,77 30,54 30,20 30,17 120, 68± 0, 46 0, 052± 0, 000 0, 047± 0, 012

Tabulka 2: Naměřené a odvozené veličiny u pružiny B.

V tabulce 1, resp. 2, jsou shrnuty nameřené i odvozené veličiny. V tabulce je uvedeno:

• Poč. podmı́nka specifikuje počátečńı podmı́nky daného měřeńı tak, jak je uvedeno v teorii.

• Veličina udává, co konkrétně měř́ım.

• 1,2,3,Pr̊uměr jsou jednotlivé výsledky měřeńı veličiny a jejich aritmetický pr̊uměr.

• Teorie udává vypoč́ıtané hodnoty ω3, resp. ω4 podle vztah̊u (15), resp. (16).

Všechny časy jsou měřeny s přesnost́ı ∆t = 0, 2 s. Chyba ω je odvozena podle relativńı chyby T , chyba u
teoretické hodnoty ω3, resp. ω4, je dána součtem chyb u ω1, resp. ω2.

5



Stupeň vazby urč́ıme dle vztahu (20). Vzdálenost pružiny od závěsu d byla 27, 0± 0, 2 cm, dostáváme:

κ = 0, 066± 0, 003 pro pružinu A

κ = 0, 028± 0, 003 pro pružinu B

Chybu stupně vazby urč́ıme zákonem přenosu chyb, dostáváme:

∆κ =

√(
∂κ

∂ω1
∆ω1

)2

+

(
∂κ

∂ω2
∆ω2

)2

(22)

Dosazeńım vztahu (20) a derivováńım dostáváme vztah:

∆κ =

√(
4ω1ω2

2

(ω2
2 + ω2

1)2
∆ω1

)2

+

(
4ω2ω2

1

(ω2
2 + ω2

1)2
∆ω2

)2

(23)

3.3 Závislost κ = κ(d)

Dále je třeba určit závislost κ na d. K měřeńı jsem si vybral pružinu A. Provedl jsem celkem 12 měřeńı,
vždy dvakrát pro každou vzdálenost d. Nastavil jsem počátečńı podmı́nky ϕ(0) = A,ϕ(0) = 0 a změřil jsem
20 period kyvadla (20T3) a dobu, za kterou se přenese energie z jednoho kyvadla na druhé (T4

4 ). Z těchto
hodnot jsem spočetl ω3, resp. ω4, pomoćı nich jsem dopočetl ω1 vztahem (17) a ω2 vztahem (18). Nakonec
jsem vyjádřil κ podle vztahu (20).

Výsledky jsou uvedeny v následuj́ıćı tabulce.

Č.m. d [cm] 20T3 [s] T4
4 [s] ω3 [s−1] ω4 [s−1] ω1 [s−1] ω2 [s−1] κ

1 20 37, 27 21, 37 3, 37± 0, 01 0, 074± 0, 000 3, 30± 0, 01 3, 45± 0, 01 0, 044± 0, 003
2 20 37, 29 21, 42 3, 37± 0, 01 0, 073± 0, 000 3, 30± 0, 01 3, 44± 0, 01 0, 044± 0, 003
3 25 36, 95 14, 61 3, 40± 0, 01 0, 108± 0, 001 3, 29± 0, 01 3, 51± 0, 01 0, 063± 0, 003
4 25 36, 97 14, 70 3, 40± 0, 01 0, 107± 0, 001 3, 29± 0, 01 3, 51± 0, 01 0, 063± 0, 003
5 30 36, 50 11, 26 3, 44± 0, 01 0, 140± 0, 001 3, 30± 0, 01 3, 58± 0, 01 0, 081± 0, 003
6 30 36, 50 11, 23 3, 44± 0, 01 0, 140± 0, 001 3, 30± 0, 01 3, 58± 0, 01 0, 081± 0, 003
7 35 35, 92 7, 67 3, 50± 0, 01 0, 205± 0, 003 3, 29± 0, 01 3, 70± 0, 01 0, 117± 0, 003
8 35 35, 95 7, 86 3, 50± 0, 01 0, 200± 0, 003 3, 30± 0, 01 3, 70± 0, 01 0, 114± 0, 003
9 40 35, 59 6, 72 3, 53± 0, 01 0, 234± 0, 003 3, 30± 0, 01 3, 76± 0, 01 0, 132± 0, 003
10 40 35, 57 7, 04 3, 53± 0, 01 0, 223± 0, 003 3, 31± 0, 01 3, 76± 0, 01 0, 126± 0, 003
11 45 35, 00 5, 69 3, 59± 0, 01 0, 276± 0, 005 3, 31± 0, 02 3, 87± 0, 02 0, 153± 0, 003
12 45 35, 08 5, 87 3, 58± 0, 01 0, 268± 0, 005 3, 31± 0, 01 3, 85± 0, 01 0, 149± 0, 003

Tabulka 3: Výsledky měřeńı závislosti stupně vazby κ na vzdálenosti pružiny od uložeńı závěsu d. Chyba
měřeńı vzdálenosti je ∆d = 0, 2 cm, chyba měřeńı času je jako výše ∆t = 0, 2 s. Celková chyba u κ je
spočtena pomoćı vztahu (23).
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Obrázek 1: Graf závislosti stupně vazby κ na vzdálenosti d. Naměřené hodnoty jsou proloženy polynomem
f(x) = ax2 + bx.
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4 Diskuze

Měřeńı úhlové rychlost ω1 (s počátečńımi podmı́nkami ϕ1(0) = ϕ2(0) = A) se v rámci chyby ∆t = 0, 2s
shoduje s teoríı, totiž že ω1 = ω0. V tomto př́ıpadě, kdy se amplituda kmitáńı neměńı, je však chyba měřeńı
nadhodnocená; směrodatná odchylka veličiny 20T1 u pružiny A je pouze σTA

= 0, 09 s (tedy méně než
polovina stanovené chyby) a u pružiny B dokonce pouze σTB

= 0, 05 s. Vid́ıme tedy, že u obou pružin jsou
časy 20T1 vyšš́ı než naměřené časy 20T0. Chyba neńı velká, nicméně určitě je př́ıtomna. Pravděpodobně hraje
roli počátečńı vychýleńı kyvadel z vertikálńıho směru. Nepřesnost může vzniknout i při meřeńı počátečńı
výchylky A = 3, 0 cm - stupnice neńı v bezprostředńı bĺızkosti kyvadel a proto pozorované vychýleńı záviśı
na úhlu náhledu. Snažil jsem se o směr náhledu co možná nejbližš́ı kolmici, avšak nebyla žádná možnost
kontroly.

Výsledky měřeńı úhlových rychlost́ı ω3 a ω4 se v rámci chyby shoduj́ı s teoríı (tedy se vztahy (15), resp.
(16)) pouze u pružiny A. Vid́ıme, že u pružiny B se naměřená hodnota ω3 lǐśı od teoretické hodnoty o 0,08
s−1, což je značně v́ıce než je chyba měřeńı. Př́ıčin může být několik. Jistě hrála roli již zmı́něná nepřesnost
měřeńı počátečńı výchylky, chyba však může nastat i v samotné pružné vazbě. Pružina B byla relativně
dlouhá ve srovnáńı se vzdálenost́ı kyvadel a při přibĺıžeńı kyvadel k sobě docházelo k prověšeńı pružiny. V
takové situaci zřejmě neplat́ı vztah (3), resp. (4), a výsledek se tedy bude lǐsit od teoretické hodnoty.

Meřeńı stupně vazby κ jsem provedl pro šest r̊uzných vzdálenost́ı pružiny od závěsu kyvadla d. Hodnoty
jsem vynesl do grafu a proložil je kvadratickou funkćı tvaru2 f(x) = ax2 + bx. Lze vidět poměrně dobrá
shoda kromě hodnoty d = 35 cm, která z kvadratické závislosti mı́rně vybočuje. Nepřesnost je pravděpodobně
zp̊usobena chybným změřeńım vzdálenosti d nebo některou z výše uvedených chyb.

5 Závěr

Byly změřeny doby T0, T1, T2, T3, T4 a z nich spočteny úhlové frekvence ω0, ω1, ω2, ω3, ω4, výsledky jsou
uvedeny v tabulkách 1 a 2. Teoretická hodnota ω3 a ω4 byla ověřena pro obě pružiny, u pružiny B s relativńı
chybou okolo 2 %. Byl spoč́ıtán stupeň vazby κ pro vzdálenost d = 27, 0± 0, 2 cm pro obě pružiny.

κ = 0, 066± 0, 003 pro pružinu A

κ = 0, 028± 0, 003 pro pružinu B

Dále byla naměřena závislost stupně vazby κ na vzdálenosti pružiny od závěsu kyvadla d, výsledky jsou
uvedeny v tabulce 3 a grafu 1. Ukázalo se, že závislost dobře odpov́ıdá kvadratické funkci.
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