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1 Pracovni ukol

1. Zméite dobu kmitu T dvou stejnych nevazanych fyzickych kyvadel.

2. Zmérte doby kmitu T; dvou stejnych fyzickych kyvadel vazanych slabou pruznou vazbou vypousténych
z klidu pii pocateénich podminkéch:
(a) y1 =y2 = B ... doba kmitu T
(b) y1 = —y2 = B ... doba kmitu T
(¢c) y1=0,y2 =B
i. doba kmitu T3

ii. doba Lr

1> za kterou dojde k maximalni vymeéné energie mezi kyvadly

3. Vypoctéte kruhové frekvence wy, w1, ws, w3 a w4 odpovidajici dobam Ty, 11, 15, T3 a Ty, ovéite méfenim
platnost vztaht odvozenych pro ws a wy.

4. Vypoctéte stupen vazby k.

5. Pro jednu pruzinu zméite zavislost stupné vazby na vzddalenosti zavéseni pruziny od ulozeni zavésu
kyvadla a graficky znazornéte.



2 Teorie

Uvazujme dvé fyzicka kyvadla vazana slabou pruznou vazbou. Kazdé z kyvadel ma moment setrvac¢nosti [
a direkéni moment D, jejich vlastni tthlova rychlost je potom

w=1/2 1)

Vlivem pruziny je rovnovazna poloha obou kyvadel vychylena z vertikdlntho sméru o tihel a. Moment sil,
kterymi pusobi pruzina na kyvadlo, je tedy

My=D-sihna=D-« (2)

Pfi danych vychylkach je aproximace v rovnici (2) splnéna s presnosti mnohem vyssi, nez je presnost méfeni
samotné vychylky!.
Pti vychyleni o thel ¢ pusobi na kyvadlo 1 vysledny moment:

My = —=D(p1 + a) + Mo+ D(pa — 1) = —De1 — D(p1 — ¢2) (3)
kde D je direkénf moment pruziny. Pro druhé kyvadlo dostdvdme analogickou rovnici
My = —D(p2 — a) = My — D(p2 — 1) = —=Dpa + D(p1 — 2) (4)

Dosazenim do pohybové rovnice ve tvaru I¢ = M dostavame:

I$1 = —Dp1 — D(p1 — p2) (5)
1§y = —Dgy + D(p1 — p2) (6)

Zavedenim substituce 11 = 1 4+ w2 a P2 = v — Y2 piejdou pohybové rovnice na tvar:

Iy = =Dty (7)
Itpy = —(D + 2D)1y (8)
jejichz obecnym feSenim je
1/}1 = a1 COS wlt + b1 sin wlt (9)
P9 = ag cos wat + by sin wot (10)

©1 = a1 coswit + by sinwit + ag cos wat + bo sin wot (11)

9 = a1 coswit + by sinwit — ag cos wat — bo sin wot (12)
Nyni rozlisime tii rizné ptipady pocatecnich podminek.
L ¢1(0) = ¢2(0) = A
Z rovnic (11) a (12) plyne: ag = A, a1 = by = by =0, ¢1 = p2 = Acoswit
Kyvadla se tedy pohybuji se stejnou frekvenci, jako bez pruzné vazby.
2. 0(0) = —p(0) = A
Z rovnic (11) a (12) plyne: aa = A,a1 = by = by =0, 1 = —pa = Acoswat

Obé kyvadla kmitaji se stejnou frekvenci ws, ale fazovym posunem .

'Hodnota « se lisf od sin a az na patém desetinném misté.



3. 901(0) = 0,(,02(0) =A
Z rovnic (11) a (12) plyne: a1 = —ag = g by =by =

W — w1 t) sin (;(wQ + wl)t) (13)
(W — w1 t> cos @(m + wl)t> (14)

l\D\H N’\

A
o1 = g(cos w1t — coswat) = Asin (

A
Y9 = E(cos w1t + coswat) = Acos

Pokud je vazba slaba, tj. wo se prili§ nelisi od wi, 1ze rovnice (13) a (14) interpretovat tak, ze obé
kyvadla kmitaji se stejnou frekvenci

1
w3 = 5(002 + wl) (15)
a amplitudy kmitani se periodicky méni s frekvenci
1
wy = §(w2 —wi) (16)

Zname-li frekvence ws, ws, muzeme dopoéitat wq, wy podle

W] = w3 — w4 (17)
Wy = w3 + wy (18)
Stupen vazby k je definovén jako: .
D
= — (19)
D+ D
Porovnanim se zavedenim frekvenci wq,ws dostaneme:
2 2
wi —w
e 20
wy + wy



3 Méreni

3.1 Kalibrace

Nejprve je nutné se presvédcit, ze obé kyvadla se pohybuji se stejnou frekvenci wg. Pokud by se jejich
frekvence lisily, je mozné mirné upravit moment setrvac¢nosti sroubem v dolni ¢asti kyvadla. Zméfil jsem 20
period obou kyvadel, dostal jsem:

207Tp = 37,98 s pro kyvadlo 1
20Ty = 38,06 s pro kyvadlo 2

Uvéazim-li chybu méfeni zptusobenou reakéni dobou At = 0,2 s, spoctu chybu periody AT podle vztahu

Ao LA

20 n

(21)

kde n je pocet méreni, v mém piipadé n = 3.
Mohu tedy fict, ze obé kyvadla maji stejnou periodu (1.90 + 0.01) s.

3.2 Mé&Feni kmitl vazanych kyvadel

K dispozici médme dvé ruzné pruziny, oznac¢im je A a B. Pro obé pruziny budeme méfit periody kmitani pii
ruznych po¢ateénich podminkéch, jak je popsano v teorii. Kyvadla vychylim o A = (3,0+0,2) cm a zméfim
dvacet period (resp. ¢tvrtinu periody v piipadé wy).

Nameéfil jsem tyto hodnoty:

Poé¢. podminka  Veli¢ina 1 2 3 Prumeér ‘ T [s] w [s71] Teorie

o1—ga—A 2077 | 37,97 3818 3811 3809 | 1,90+0,01 3,30 +0,01

o1 =—p2=A 20T, | 3575 3586 3586 3582 | 1,79+0,01  3,51+0,01

o1=A, =0 2073 |3683 36,68 36,76 36,76 | 1,84+0,01 3,42+0,01 3,40+ 0,01
% 14,42 14,03 14,12 14,19 | 56,76 +0,46 0,111+£0,001 0,113 +0,012

Tabulka 1: Naméfené a odvozené veli¢iny u pruziny A.
’ Po¢. podminka Veli¢ina 1 2 3 Prameér ‘ T [s] w [s7 Teorie

o1—ga—A 2077 | 38,11 3821 3817 3816 | L91+0,01  3,29+0,01

o1 =—ps=A 20T, |3713 37,10 37,07 37,10 | 1,86+0,01  3,39+0,01

o1=A, =0 2073 |36,74 3673 36,61 36,69 | 1,83+0,01  3,42+0,01  3,34+0,01
Lo 2977 30,54 30,20 30,17 | 120,68 40,46 0,0520,000 0,047 + 0,012

Tabulka 2: Naméfené a odvozené veli¢iny u pruziny B.

V tabulce 1, resp. 2, jsou shrnuty namefené i odvozené veli¢iny. V tabulce je uvedeno:

e Poc. podminka specifikuje pocateéni podminky daného méreni tak, jak je uvedeno v teorii.
e Velicina udava, co konkrétné mérim.

e 1,23 Primér jsou jednotlivé vysledky méfeni veli¢iny a jejich aritmeticky prameér.

e Teorie udavé vypocitané hodnoty ws, resp. wy podle vztahu (15), resp. (16).

Vsechny ¢asy jsou méfeny s presnosti At = 0,2 s. Chyba w je odvozena podle relativni chyby T', chyba u
teoretické hodnoty ws, resp. wy, je ddna sou¢tem chyb u wy, resp. wo.



Stupen vazby ur¢ime dle vztahu (20). Vzdélenost pruziny od zavésu d byla 27,0 + 0,2 cm, dostdvame:

k= 0,066 + 0,003 pro pruzinu A
k= 0,028 £ 0,003 pro pruzinu B

Chybu stupné vazby urc¢ime zakonem pfenosu chyb, dostavame:

Ak = ﬁAw i + ﬁAw 2 (22)
- Owy ! Owsy 2
Dosazenim vztahu (20) a derivovanim dostdvame vztah:
dwiw? 2 4dwow? 2
Ak = <2Aw1> + <1Aw2 23
¢ (=R T+ P )

3.3 Zavislost k = r(d)

Déle je tfeba urcit zavislost xk na d. K méfeni jsem si vybral pruzinu A. Provedl jsem celkem 12 méfeni,
vzdy dvakrat pro kazdou vzdalenost d. Nastavil jsem pocatecni podminky ¢(0) = A, p(0) = 0 a zméfil jsem
20 period kyvadla (2073) a dobu, za kterou se prenese energie z jednoho kyvadla na druhé (%). 7 téchto
hodnot jsem spocetl ws, resp. wy, pomoci nich jsem dopocetl w; vztahem (17) a wo vztahem (18). Nakonec
jsem vyjadril k podle vztahu (20).

Vysledky jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

C.m. ‘ d [cm] 2073 [s] % [s] ‘ ws [s71] wy [s71 w [s71] wy [s71] ‘ K
1 20 37,27 21,37 | 3,37+£0,01 0,074+0,000 3,30+0,01 3,45+0,01 | 0,044 4+ 0,003
2 20 37,29 21,42 | 3,37+0,01 0,073+£0,000 3,30+£0,01 3,44-+0,01 | 0,044 4 0,003
3 25 36,95 14,61 | 3,404+0,01 0,108+0,001 3,29+0,01 3,514+0,01 | 0,063+ 0,003
4 25 36,97 14,70 | 3,404+0,01 0,107+0,001 3,29+0,01 3,51+0,01 | 0,063 4 0,003
5) 30 36, 50 11,26 | 3,444+0,01 0,140+0,001 3,30+0,01 3,584+0,01 | 0,081+ 0,003
6 30 36,50 11,23 | 3,444+0,01 0,140+0,001 3,30+£0,01 3,58=+0,01 | 0,081 40,003
7 35 35,92 7,67 | 3,50+0,01 0,205+0,003 3,294+0,01 3,70+0,01 | 0,117 4 0,003
8 35 3595 7,86 | 3,5040,01 0,200+0,003 3,30+0,01 3,7040,01 | 0,114 40,003
9 40 39,99 6,72 | 3,53+0,01 0,2344+0,003 3,30+0,01 3,76+0,01 | 0,132+ 0,003
10 40 35,57 7,04 | 3,53+0,01 0,223+0,003 3,31+0,01 3,76+0,01 | 0,126 40,003
11 45 35,00 5,69 | 3,59+0,01 0,276+0,005 3,31+£0,02 3,87+£0,02 | 0,153 40,003
12 45 35,08 5,87 | 3,58+0,01 0,268+0,005 3,31+0,01 3,85+0,01 | 0,149+ 0,003

Tabulka 3: Vysledky méfeni zavislosti stupné vazby s na vzdalenosti pruziny od ulozeni zavésu d. Chyba
méfeni vzdalenosti je Ad = 0,2 cm, chyba méfeni ¢asu je jako vySse At = 0,2 s. Celkova chyba u k je
spoctena pomoci vztahu (23).
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Obrézek 1: Graf zavislosti stupné vazby x na vzdélenosti d. Naméfené hodnoty jsou prolozeny polynomem
f(z) = az?® + bx.



4 Diskuze

Meéfteni thlové rychlost w; (s poc¢ateénimi podminkami ¢1(0) = 2(0) = A) se v rdmci chyby At = 0,2s
shoduje s teorii, totiz ze w1 = wp. V tomto piipadé, kdy se amplituda kmitani neméni, je vSak chyba méfeni
nadhodnocend; smérodatna odchylka veliciny 2077 u pruziny A je pouze or, = 0,09 s (tedy méné nez
polovina stanovené chyby) a u pruziny B dokonce pouze o7, = 0,05 s. Vidime tedy, ze u obou pruzin jsou
casy 2071 vyssi nez namérené casy 207y. Chyba neni velkd, nicméné urcité je pritomna. Pravdépodobné hraje
roli poc¢ateéni vychyleni kyvadel z vertikdlniho sméru. Nepfesnost muze vzniknout i pfi mefeni pocateéni
vychylky A = 3,0 cm - stupnice neni v bezprostiedni blizkosti kyvadel a proto pozorované vychyleni zavisi
na thlu nahledu. Snazil jsem se o smér ndhledu co mozna nejblizsi kolmici, avSak nebyla zadnd moznost
kontroly.

Vysledky méteni thlovych rychlosti w3 a w4 se v rdmci chyby shoduji s teorif (tedy se vztahy (15), resp.
(16)) pouze u pruziny A. Vidime, Ze u pruziny B se naméfend hodnota ws lisi od teoretické hodnoty o 0,08
s~1, coz je znaéné vice nez je chyba méfeni. Pii¢in miize byt nékolik. Jisté hréla roli jiz zminén4 nepiesnost
méfeni pocdteéni vychylky, chyba vsak muZze nastat i v samotné pruzné vazbé. Pruzina B byla relativné
dlouhd ve srovnani se vzdalenosti kyvadel a pii ptiblizeni kyvadel k sobé dochazelo k provéseni pruziny. V
takové situaci zfejmé neplati vztah (3), resp. (4), a vysledek se tedy bude lisit od teoretické hodnoty.

Mefeni stupné vazby k jsem provedl pro Sest riznych vzdalenosti pruziny od zavésu kyvadla d. Hodnoty
jsem vynesl do grafu a prolozil je kvadratickou funkei tvaru? f(z) = az? + bz. Lze vidét pomérné dobra
shoda kromeé hodnoty d = 35 cm, ktera z kvadratické zavislosti mirné vybocuje. Nepiesnost je pravdépodobné
zpusobena chybnym zméfenim vzdélenosti d nebo nékterou z vyse uvedenych chyb.

5 Zavér

Byly zméteny doby Ty, T1,715,13,7T4 a z nich spocteny thlové frekvence wq,wr,ws,ws,wyq, vysledky jsou
uvedeny v tabulkich 1 a 2. Teoreticka hodnota w3 a wy4 byla ovéfena pro obé pruziny, u pruziny B s relativni
chybou okolo 2 %. Byl spoc¢itdn stupen vazby s pro vzdédlenost d = 27,0 & 0,2 cm pro obé pruziny.

k = 0,066 4+ 0,003 pro pruzinu A
k = 0,028 + 0,003 pro pruzinu B

Déle byla naméiena zavislost stupné vazby x na vzdalenosti pruziny od zavésu kyvadla d, vysledky jsou
uvedeny v tabulce 3 a grafu 1. Ukéazalo se, ze zavislost dobie odpovida kvadratické funkci.
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