Praktikum I - dloha 7 Martin Hanak

1 Pracovni tkoly

1. Zméite dobu kmitu T dvou stejnych nevazanych fyzickych kyvadel.
2. Zméite doby kmitu T; dvou stejnych fyzickych kyvadel vdzanych slabou pruznou vazbou vypousténych
z klidu pii pocateénich podminkéch:
(a) y1 = y2 = B ... doba kmitu T}
(b) y1 = —y2 = B ... doba kmitu T5
(C) y1:07 yQZB
i. doba kmitu T3
ii. doba Ts/2 za kterou dojde k maximdlni vyméné energie mezi kyvadly
3. Vypocitejte kruhové frekvence wi, ws, wy a wy odpovidajici dobam Ty, Ty, 1o, T3 a Ty, ovéite
méfenim platnost vztaht odvozenych pro ws a wy.
4. Vypocitejte stupein vazby k.

5. Pro jednu pruzinu zméite zavislost stupné vazby na vzdéalenosti zavéseni pruziny od ulozeni zavésu
kyvadla a graficky zndzornéte.

2 Teoreticka cast

Pokud kyvadla vychylime z rovnovazné polohy a neni mezi nimi natazena pruzina, za¢nou kmitat s ithlovou
frekvenci wy dané vyrazem [1]

(1)

D
wo = 7

kde D je direkéni moment kyvadla a I jeho moment setrvacnosti. Mezi tihlovou frekvenci a periodou
obecné plati vztah

T== 2)

Pokud mezi kyvadly napneme pruzinu, jejich puvodni rovnovazné polohy se vychyli o tihel a. Pokud
nyni vychylime kyvadlo 1 (resp. 2) z nové rovnovézné polohy o thel 1 (resp. ¢2), jeho pohybové rovnice
bude mit tvar

141 = —Dp1 — D*(p1 — ¢2) (3)

Iy = —Dpa + D*(p1 — 2) (4)
kde D* je direkéni moment pruziny. Dostali jsme soustavu dvou diferencidlnich rovnic resitelnych pomoci
substituce {1 = ©1 + Y2 a P2 = 1 — 2, jejichz feSenim je

Y1 = aj coswit + by sinwt (5)

77[}2 = a9 COS wgt + bg sin CUQt (6)
kde a1, as, by, bs jsou integraéni konstanty zavislé na pocateénich podminkach a pro uhlové frekvence plati

D
Wi = T (7)

D + 2D+
wr = (5)

Témto thlovym frekvencim odpovidaji periody Ty a T. Reseni pro ¢; a ¢, muzeme dostat zpétnou
substituci.
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Pro pocéatecni podminky ¢1(0) = ¢2(0) = A a ¢1(0) = $2(0) = 0 bude Fesenim
Y1 = Yo = ACOSWlt (9)

Obé kyvadla se tedy budou pohybovat ve fazi a jejich thlové frekvence nebude pruzinou ovlivnéna.
Pro pocétecni podminky ¢1(0) = A4, p2(0) = —A a $1(0) = $2(0) = 0 bude fesenim

p1 = —o = Acoswst (10)
Kyvadla se tedy budou pohybovat s fazovym posuvem m, ale se stejnou tthlovou frekvenci wso, ktera jiz

bude ovlivnéna pusobenim pruziny.
Nakonec pro pocateéni podminky ¢1(0) = 0, ¢2(0) = A a $1(0) = $2(0) = 0 bude Fesenim

(11)

p1 = §(c0s w1t — coswat) = Asin

1 1
§(w2 — wl)t] sin [2@)2 +wq)t

(12)

= §(cos w1t + coswat) = Acos

1 1
§(u)2 — wl)tl cos [Q(wg +w)t

kde bylo vyuzito vzorcu pro soucet, resp. rozdil kosinu. Jelikoz pro slabou vazbu budou hodnoty w; a wo
velmi blizké, 1ze toto FeSeni interpretovat tak, ze kyvadla kmitaji s tihlovou frekvenci ws, pro kterou plati

s — %(m F ) (13)

¢emuz odpovida perioda T3, a amplituda se méni periodicky s tdhlovou frekvenci

Wy = %(wg —wi) (14)

cemuz odpovidé perioda Ty. Amplituda pohybu kyvadla 1 bude pak nulova pro ¢asy t = n% = nT;
(n=0,1,2,...), pro takto zavedené Ty tedy plati

™

Te = — 15
S = (15)
Stupen vazby k je definovéan jako
D*
_ 16
"T“D+Dr (16)
z rovuic (7), (8) a (2) dostaneme, ze
w2 — w?
=T (17)
wy + wy
T? T2
- 2 1
" TE+ T3 (18)

P1i malych vychylkach kyvadla bude direkéni moment pruziny imeérny ¢tverci vzdalenosti zavéseni
pruziny D* o [? [2] a dosazenim do rovnice (17) s vyuZitim rovnic (7) a (8) dostaneme zdvislost stupné
vazby na [

(19)

kde A je néjaka konstanta.
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3 Vysledky méreni

Meéfeni bylo provedeno pii teploté ¢t = 24,2°C' a tlaku p = 974,2 hPa. Pro méfeni ¢asu bylo pouzito
¢idlo pohybu se vzorkovaci frekvenci 25 Hz spoletné se softwarem GO!Motion. Pro méteni vzdéalenosti
byl pouzit posuvny metr s presnosti 1 mm a pro urceni spravnych pocatec¢nich podminek bylo pouzito
mechanické spoustéci zafizeni pripevnéné ke sténé s osou s piesnosti 1 mm.

3.1 Nevazana kyvadla

Nejdiive jsem zméfil periody kmitu obou kyvadel, kdyz nebyly spojené pruzinou. Naméirené hodnoty
shrnuje tabulka 1.

Tabulka 1: Naméfené doby kmitu Ty dvou stejnych nevazanych fyzickych kyvadel

Kyvadlo 1 Kyvadlo 2
10T, 10T,

s s
18,88 18,92
18,92 18,96
18,88 18,92
18,92 18,92
18,92 18,92

Pro zvyseni pfesnosti méfeni jsem méfil vzdy deset period kmitl nezatizenych kyvadel. Pro obé
kyvadla jsem provedl pét méfeni a chybu méfeni 107 jsem uréil podle vztahu

+

o Soi, (10T — 10Tp)? | op (20)
1070 (n—1)n n

kde n =5 jelikoz jsem méfeni opakoval pétkrat, 107, je primér z naméfenych hodnot a o, je chyba cidla
pohybu, kterou zde uvazuji rovnu 0,02 s.

— 107
Dobu jednoho kmitu jsem pak urcil dle vztahu Ty = 016 a standardni odchylku tohoto vysledku
970T,
O—Tio = 10 v (21)

Celkové jsem uréil periodu prvniho kyvadla na Ty = (1,890 £+ 0,001) s a druhého kyvadla na
To = (1,893 +0,001) s. Vysledky shrnuje Tabulka 2.

Tabulka 2: Prumérné doby kmitu Tj

1075 0107, To Ty
S S S S

Kyvadlol 18,90 001 1,890 0,001
Kyvadlo 2 18,93 0,01 1,893 0,001
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3.2 Kyvadla vazana slabou pruzinou

Dalsi méfeni bylo provedeno pro dvé ruzné pruziny, které charakterizuje tabulka 3. P¥i méfeni period
Ty, Ts, T3 a Ty byly pocateéni podminky, zminéné v teoretické ¢asti, nastaveny pomoci mechanického
spoustéciho zafizeni pripevnéného ke sténé.

Tabulka 3: Charakteristika pouzitych pruzin

vzdalenost zavéseni pruziny tuhost pruziny
Pruzina 1 30 cm 4 Nm™!

Pruzina 2 30 cm 7 Nm™!

Pro zvyseni presnosti jsem méril deset period pti méreni Ty, To. Pii méfeni T3 jsem méiil deset
period u pruziny 1 a pét period u pruziny 2, protoze kdyz se amplituda kmitu blizila nule, tak jejich
prubéh v GO!Motion byl nepfesny. Déle jsem méfil ptimo Ts u obou pruzin, jelikoz velikost periody
zmény amplitudy byla zna¢né vétsi nez perioda jednotlivych kmitu. Méfeni vSech period jsem provedl
trikrat. Namérené hodnoty pro pruzinu 1 shrnuje tabulka 4 a pro pruzinu 2 tabulka 5.

Tabulka 4: Naméfené periody T; pro pruzinu 1 Tabulka 5: Naméfené periody T; pro pruzinu 2
107y 1075 1073 g 1074 1075 % E
s s s s S S s S
18,88 18,00 18,36 39,12 18,88 17,16 9,04 19,24
18,88 17,96 18,44 39,56 18,88 17,16 9,00 19,20
18,84 18,00 18,36 38,64 18,88 17,16 9,04 19,04

Pro vSechny naméiené periody jsem poté urcil jejich prumér a standardni smérodatnou odchylku
periody jednoho kmitu o7, podle vztahu

+

n(n—1) n

1 " (MT;; — MT;)? 2
o, = \/Zjl( J ) Up (22)
i M (

kde M je pocet period, které jsem méfil, n = 3 je pocet opakovani méfeni a o, je opét chyba ¢idla pohybu,

kterou uvazuji rovnu 0,02 s pro periody 17, T5 a T3, ovéem rovnu 0,04 s pro Ty, nebot pii méfeni periody

Ty se hodnoty hute odecitaly kvili nejasnému prubéhu malych kmita. Vysledky shrnuje tabulka 6.
Tabulka 6: Vysledky méfeni vSech period T; pro obé pruziny

i (] (k] Ts/2
S S S S
Pruzina 1 (1,887+£0,002)  (1,79940,002)  (1,839+0,003)  (19,6+0,1)

Pruzina 2 (1,888+0,001)  (1,71640,001)  (1,80540,004) (9,58 +0,03)
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3.3 Kruhové frekvence

Kruhové frekvence odpovidajici jednotlivym perioddm jsem vypoéital pomoci vztahu (2) pro wg, wi, we a
ws a vztahu (15) pro wy. Standardni{ smérodatnou odchylku vysledku jsem uréil podle rovnice

2

Ow;, = FUTi (23)

Takto vypocitané kruhové frekvence ukazuje tabulka 7.

Tabulka 7: Kruhové frekvence odpovidajici jednotlivym periodam T;

wo w1 w2 w3 w4
s~ 1 s—1 s—1 s~ 1 s—1

P.1  (3,324+0,002) (3,330+£0,003)  (3,493+0,003)  (3,41740,005) (0,080 % 0,001)
P.2  (3,320+0,002) (3,328+£0,002) (3,662+0,002) (3,480 +0,007) (0,164 + 0,001)

Kruhové frekvence ws a wy jsou teoreticky svézény s kruhovymi frekvencemi wy a wo dle rovnic (13)
a (14). Pro takto vypoé¢itané hodnoty ws a wy uréim standardni smérodatnou odchylku jako

Nl (24)

2

Owy = 0wy =

Vysledky ukazuje tabulka 8.

Tabulka 8: Hodnoty ws a wy vypocitané dle rovnic (13) a (14)
w3 W4

s—1 51

Pruzina 1 (3,412+0,002) (0,081 =+ 0,002)
Pruzina 2 (3,495 +0,002) (0,167 4 0,002)

3.4 Stupen vazby

Stuperti vazby pro danou pruzinu lze spocitat podle rovnice (18). Chyba vysledku lze uréit podle zdkona

§ifeni chyb
AT\ T,
O, = Ww /T220‘%1 + Tfa%z (25)

Vysledek ukazuje tabulka 9.
Tabulka 9: Stupen vazby danych pruzin

K
Pruzina 1 (0,048 £0,001)
Pruzina 2 (0,095 + 0,001)
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3.5 Stupen vazby v zavislosti na vzdalenosti zavéSeni pruziny

Nésledujici méfeni jsem provedl pouze pro pruzinu 2.

Abych pro danou vzdéalenost pruziny mohl uréit stupeii vazby, musel jsem zméfit periody T a Tb.
Pro prvni hodnoty jsem méfeni provedl tfikrat, vzhledem k chybé méfictho piistroje jsem vsak usoudil, ze
méfeni neni tfeba opakovat tolikrat a dalsi hodnoty jsou zméfeny pouze jednou. Chyba doby jednoho kmitu
byla urcena stejné jako difve, tedy podle rovnice (22), kde uvazuji chybu méficiho piistroje o, = 0,02 s.

Pro kazdou zmétenou dvojici T a Ty lze pak urcit stupen vazby dle rovnice (18) a chybu vysledku
podle (25). Namérené hodnoty a dopocitany stupen vazby zobrazuje tabulka 10. Mezi tyto hodnoty byla
zahrnuta i jedna hodnota z predchoziho méfeni pro [ = 30 cm.

Teoretickd zavislost kK = k(l) pro malé kmity je pak ddna rovnici (19). Parametr A byl urcen
minimalizaci vyrazu

. ki — f(l;))?
i=1 Ki
v programu Excel s pouzitim doplitku Resitel, kde n = 7 je pocet naméfenych hodnot, x; jsou stupné
vazby vypocitané z jednotlivych méfeni s chybou o, a f(l;) je predpoklddand zdvislost f(I;) = k(l;) dand
rovnici (19).
Odhad chyby fitovaného parametru A jsem pak urcil podle [3] jako

4o — 1
n 1 lz 2
Za%_(l—l—AJf)] 27)

i=1

oA —

Celkové jsem urcil hodnotu parametru A = (1,145 4 0,008) m~2. Vysledny prubéh x(I) spoletné s
naméfenymi hodnotami ukazuje Graf 1.

0.2 x

1
k=1 =
0.18 | & 1+ 1.145- 12

0.16 +
0.14 +
0.12 |

0.1+

4-1072 |

t
m |
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Graf 1: Zavislost stupné vazby k na vzdélenosti zavéseni pruziny [
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Tabulka 10: Naméfené hodnoty T4, Ts a dopocitany stupen vazby pro urcéeni zdvislosti (1)

l Lo | | n

cm s s s s
0,10 1,893 0,002 1,871 0,002 0,012 0,001

0,5 | 1,891 | 0,002 | 1,844 | 0,002 | 0,025 | 0,001
0,20 | 1,893 | 0,002 | 1,804 | 0,002 | 0,048 | 0,001
0,25 | 1,888 | 0,002 | 1,768 | 0,002 | 0,066 | 0,002
0,30 | 1,888 | 0,001 | 1,716 | 0,001 | 0,095 | 0,001
0,35 | 1,888 | 0,002 | 1,672 | 0,002 | 0,121 | 0,002
040 | 1,888 | 0,002 | 1,620 | 0,002 | 0,152 | 0,002

K O

4 Diskuse

Pii méteni period nevazanych kyvadel Ty jsem zjistil, ze perioda kyvadla 2 byla o méalo vétsi nez u
kyvadla 1. Pohybem sroubu jsem se snazil upravit periodu kyvadla 2 tak aby odpovidala periodé kyvadla
1, vysledek ukazuje tabulka 2. Periody jsou podobné a shoduji se v ramci dvou standardnich smérodatnych
odchylek. Nejsou vSak totozné a dand nepiesnost mohla ovlivnit dalsi méreni.

Déle si myslim, ze periody T} a T jsou zméfeny relativné piesné, jelikoz jejich prubéh kmitt pii
jejich méteni byl v GO!Motion jasny a nejvétsi nepfesnosti pii méfeni byla dand nepiesnosti samotného
¢idla pohybu, které snimalo polohu kyvadla kazdé 0,04 s. Pii méfeni period T5 a Ty byl prubéh kmitu
v GO!Motion nejasny pro malé kmity, takze jsem musel pribéh kmitu ¢astecné odhadnout. Vysledek
ukazuje tabulka 6 a relativné velkd chyba je vidét pravé u méreni periody Ty, resp. Ts.

Dalsim faktorem, ktery mohl ovlivnit pfesnost méteni period, bylo tfeni v loziskach kyvadel, které
bylo v teoretickych tivahach zanedbano. Pfi méfeni vSech period bylo v8ak znét, ze amplituda kmitu
pomalu kless s casem. Treni se projevilo predevsim pii méfeni T3 a Ts. Pfedpoklddam, Ze to bylo zpusobeno
tim, zZe se kyvadlo periodicky zastavovalo a opét davalo do pohybu, takze mohlo hrét roli i statické tfeni v
loziskach kyvadla, které byva zpravidla vétsi nez tfeni dynamické.

Nepresnost méfeni mohla byt také ¢astecné zpusobena nepresnym nastavenim poc¢ateénich podminek
pohybu. Na osu mechanického spoustéciho zafizeni pripevnéného ke sténé jsem se snazil divat kolmo, ale
je mozné, ze jsem se pii nékterych mérenich dival pod malym thlem, takze je mozné, ze jsem ne vzdy
nastavil pocatecni podminky zcela presné.

Z naméienych period jsem uré¢il kruhové frekvence a pro ws a wy jsem také pouzil rovnice (13) a
(14). Naméfené i spocitané hodnoty ws a wy se dobfe shoduji pro pruzinu 1, v rdmci jedné smérodatné
odchylky méfeni, a ponékud hufe pro pruzinu 2, v rdmci dvou smérodatnych odchylek méfeni.

Zméfend zavislost stupné vazby pruziny 2 na vzdalenosti zavéseni pruziny, kterou ukazuje graf 1
dobfe odpovidd teoretické zavislosti dané vztahem (19). Zavislost logicky musi prochdzet nulou a teoreticky
jit k jednicce pro velkd [. Z méfeni jsem urcil maximalni stupen vazby 0,152, takze nemohu potvrdit
platnost vztahu (19) pro velké I, mohu vsak tvrdit, ze vztah (19) dobfe popisuje zdvislost «(I) pro mald I.
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5 Zaver
Méfenim period nevazanych kyvadel bylo urcéeno Ty pro obé kyvadla, vysledek ukazuje tabulka 11.

Tabulka 11: Periody kmiti nevazanych kyvadel
To
s
Kyvadlo 1 (1,890 + 0,001)

Kyvadlo 2 (1,893 + 0,001)

Daéle byly urceny periody 11, Ta, T3 a Ts/2 pro dvé ruzné pruziny. Vysledek je uveden v tabulce 12.

Tabulka 12: Vysledky méreni vSech period T; pro obé pruziny
7 ) 7 7.2

S S S S

Pruzina 1 (1,88740,002)  (1,799+0,002)  (1,83940,003)  (19,6+0,1)
Pruzina 2 (1,888+0,001)  (1,716+£0,001)  (1,80540,004) (9,58 +0,03)

Z namétrenych hodnot byly dopocitané kruhové frekvence, které perioddm odpovidaji podle vztahu (2).
Vysledek uvadi tabulka 13.

Tabulka 13: Kruhové frekvence odpovidajici jednotlivym periodam T;

s—1 s—1 51 s—1 s—1

P.1  (3,324+0,002) (3,330+£0,003)  (3,493+0,003)  (3,41740,005) (0,080 +0,001)
P.2  (3,320+0,002) (3,328+£0,002) (3,662+0,002) (3,480 +0,007) (0,164 + 0,001)

Déle byly vypocitdny hodnoty ws a ws podle vztahi (13) a (14), které by mély platit teoreticky, a stuperi
vazby ze vztahu (18). Vysledky jsou uvedeny v tabulce 14.
Tabulka 14: Vypocitané hodnoty w3, wy a K
Ws W4
-1 -1
Pruzina 1 (3,412 +0,002) (0,081 +0,002) (0,048 +0,001)

Pruzina 2 (3,49540,002) (0,167 +0,002) (0,095 = 0,001)

K

Nakonec byla zméfena zavislost stupné vazby pruziny 2 na vzdalenosti zavéseni pruziny od osy otaceni.
Vysledek ukazuje graf 1. Parametr A vystupujici v zavislosti (19) byl uréen na A = (1,145 £ 0,008) m~2.
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