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Pracovni tkoly

1. Zméfte tuhost k péti pruzin metodou statickou
2. Sestrojte graf zévislosti prodlouzeni pruziny na pusobici sile y = i(F)
3. Zmeérite tuhost k péti pruzin metodou dynamickou

4. 7 doby kmitu télesa zndmé hmotnosti a vychylky pruziny po zavéSeni tohoto télesa urcete mistni tihové
zrychleni g

5. Sestrojte grafy zavislosti: w = f(Vk) a w = f(\/—lﬁ)

6. Pii zpracovani pouzijte linearni regresi



1 Teoreticka cast
Harmonicky kmit je pohyb hmotného bodu v piimce, ktery je pospan harmonickou funkei:
y = Asin(wt + @) (1)

kde y je okamzita vychylka z rovnovazné polohy, A maximélni vychylka, w kruhova frekvence, ¢ pocatecni fazovy
stav a t uplynuly ¢as. Kruhova frekvence je svazana s periodou jednoho kmitu 7" vztahem:

w=" )

Harmonicky kmit vznikd pusobenim sily F' v zavislosti na vychylce y vyjadiené nésledujici rovnici:
F=—ky (3)

kde konstanta imérnosti k£ je tuhost systému, v nasem pripadé pruziny. Tuhost pruziny je konstanta tmérnosti
mezi velikosti potiebné sily F' a zpusobeného prodlouzeni pruziny Ay:

F =LAy (4)

Tuhost pruziny k zjistujeme statickou metodou, kdy na zavésenou pruzinu upevnime zavazi hmotnosti m. Az se
systém ustdli v nové rovnovazné poloze, zméiime katetometrem prodlouzeni pruziny yo viéi puvodnimu stavu.
Vyslednice sil na tento systém v rovnovaze je nulova, tedy:

G-F=0 (5)
G = kyo (6)

kde G je tihova sila pusobici na zdvazi dana vztahem:
G =mg (7)

g je tihové zrychleni. V naSem piipadé ve zpracovanych vysledcich y zna¢i polohu konce pruzinky na ¢iselné ose
katetometru a yo rozdil oproti jeji poloze, kdyz neni zatizena. Vice viz. [?, str. 157-159].

Tuhost muzeme méfit i metodou dynamickou. Na pruzinu zavésime zdvazi hmotnosti m a rozkmitdme. Zavazi
kona harmonicky pohyb s tdhlovou frekvenci:
k
w=1/— 8
u ®)
Zjistujeme dobu jednoho kmitu, tedy periodu 7. Pro véts{ presnost méifme dobu napi. 10, 20, 40 kmiti (j4 méril
dobu ¢ 40-ti kmitu), z niz pak T vypoéitame [?, str. 158]. Srovndnim rovnic (2) a (8) vyjaddiime tuhost pruziny k.

Tihové zrychleni g uréime na zdkladé vysledku méfeni porovndnim rovnic (6), (7) a (8) (viz. [?, str. 159]):
9=wyo (9)

Pouzité pristroje

Katetometr Katetometr je piistroj na méfeni vyskovych odlehlosti. Jeho nejdulezitéjsi soucasti je svisld cen-
timetrova stupnice a jezdec s noniem, na kterém je uchycen dalekohled s nitkovym kfizem. Pfed méfenim je nutné
postavit cely piistroj do pfimé polohy pomoci stavécich sroubu a libel na podstavci, taktéz nastavit pfimou polohu
dalekohledu. Samotné méfeni probihd tak, ze v hledacku dalekohledu nitkovym kiizem zamérime méreny predmét
a zaostiime, pak odecteme ¢iselnou hodnotu ze stupnice. Posuvem dalekohledu ve sméru stupnice tak muzeme
odecitat vyskové odlehlosti od ndmi vybraného predmétu (bodu). Nonium umoziuje mérit rozdily az 0.1 mm.
Pro otfesy podlahy v laboratofi se ale vyslednd pfesnost méfeni odlehlosti pohybuje okolo 1 mm.

Stopky Obycejné se uvadi, ze chyba zpusobend reakéni dobou ¢lovéka pii méfeni presnych okamziku je asi 0.2 s
(viz. [?, str. 83-84]).

Dalsi poznamky

Méfen{ probihalo pfesné podle postupu. Jedinou nesrovnalosti je teoreticky predpoklad, ze téleso (popf. systém)
kmita v piimce, ¢ehoz v praxi neni mozno dosdhnout a kmity v pfimém sméru jsou vzdy doprovazeny i minimalnim
rozkyvem pruzinky do stran, ktery ale ovliviiuje namétfeny vysledek. Jak moc viz. dalsi ¢asti.



2 Vysledky méreni

Pouzivané konstanty

Tihové zrychleni g = 9.81m.s™2
m = 3.141592654

Pi

Statickd metoda

Pii pouziti linedrni regrese a metody nejmensich ¢tvercu vychazime z linedrni rovnice y = A + Bm, kde identi-
fikujeme konstantu A jako puvodni polohu konce pruzinky bez zatizeni a konstantu B jako:

p=-7

! (10)

Konstantu B a A uréime z naméfenych hodnot metodou nejmensich ¢tvercu, tuhost & pak spocitdme podle (10).

Pruzina ¢. 1

m[10~kyg] 0 20 50 [ 100 [ 200 [ 500
y[10~%m] | 44.75 | 44.17 [ 43.36 | 42.10 | 39.25 | 31.22
[ %[0 *m] [ 00] 058 ] 1.39 ] 2.65] 5.40 [ 13,53 |
Pruzina ¢. 2

m[10~3kg] 0 50 [ 100 [ 150 [ 200 [ 250 [ 400
y[10~2m] [ 56.27 [ 55.24 | 54.14 [ 52.93 | 51.92 [ 49.83 | 47.68
[ %[0 2m] [ 00] 1.03] 213 ] 334 435 644 [ 859 |
Pruzina ¢. 3

m[10~kg] 0 2 10 20 30 40
y[10~2m] [ 59.95 [ 59.28 | 57.32 [ 55.00 | 52.63 | 50.24
[ %[0 *m] [ 00] 067 ] 263] 495] 7.32] 9.71|
Pruzina ¢. 4

m[10~3kg] 0 10 20 30 40 50
y[10~2m] [ 57.27 [ 55.67 | 53.90 [ 52.47 | 50.87 [ 49.43
[ %[10%m] [ 0.0] 1.60 | 337 [ 480 ] 6.40 [ 7.84 |
Pruzina ¢. 5

m[10~kg] 0 20 40 50 [ 100 [ 200
y[10~%m] | 51.78 [ 50.88 | 49.84 [ 49.27 | 46.74 | 41.45
[ %[0 *m] [ 00] 090 [ 1.94 ] 251 ] 5.04]10.33 ]

Table 1: Poloha konce pruzinky y pfi zatizeni zavazim hmotnosti m a jeji odpovidajici prodlouzeni yq

Za predpokladu, ze uvedené hmotnosti zavazi jsou dostatetné presné, z puvodniho odhadu maximéalni odchylky
meéten{ katetometrem (cca 1 mm) spocitdme statistickou chybu konstanty B (viz. [?, str. 98-107]) a za predpokladu,
ze nami pouzita hodnota tthového zrychleni je naméfena se zanedbatelnou chybou oproti nagim mérenim, jednoduse
vyjadiime i chybu hledané tuhosti pruziny vyuzitim relativnich chyb.

Vysledky

e Pruzina ¢.

Pruzina ¢.
Pruzina ¢.
Pruzina ¢.

Pruzina ¢.

By = (-
By = (—
Bs=(—
By=(—
Bs = (—

270.54 +0.24).103m.kg=! — k1 = (36.26 £ 0.32)N.m~!
223.8 £3.0).103m.kg~! — ko = (43.83 £ 0.59)N.m~!
2400 + 28).103m.kg—t — k3 = (4.086 4 0.048) N.m~*
1572 4 24).103m.kg~! — k4 = (6.239 £ 0.095)N.m~!
YN.m~1

519.3 £ 6.1).103m.kg~! — ks = (18.89 £ 0.22



ProtaZeni pruZiny v zavislosti na pasobici sile
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Figure 1: Graf zavisloti protazeni pruziny yo na pusobici sile F’

Dynamicka metoda
Pii pouziti linedrn{ regrese pro dynamickou metodu métreni vyjdeme z rovnic (2) a (8) a vyjddifme T jako:

T = QW\/T (11)

Meétime dobu 40-ti kmitu ¢, tedy rovnici upravime:

t= 807r\/f (12)

Ve tvaru obecné linedrni rovnice y = @ + Kz identifikujeme jendotlivé ¢leny rovnice (12):

y=t1 (13)
T =+/m (14)
K=" (15)

Vk

Pii méten{ je nejvetsi odchylka zptisobena reakéni dobou ¢lovéka (cca 0.2 s), k té jesté prictu chybu pravdépodobnou
Konstantu K uréim opét metodou nejmensich étvercu ale

vzhledem ke stfedni hodnoté naméfenych casu t.
za pouziti vdzenych primeéri, nebot kazdé méfeni m4 lehce odlisnou chybu. Z K pak spoétu hledanou tuhost

pruziny:

Vysledky

e Pruzina & 1: K; = (40.49 £ 0.80)s.kg™2 — ky = (38.5 + 1.5)N.m™!

e Pruzina ¢. 2: Ky = (35.6 & 1.2)s.k’g_% — ko = (49.7 £ 3.3)N.m~!

e Pruzina ¢. 3: K3 =

(
(
(150.7 £ 3.0)s.kg™2 —» ks = (2.77 £ 0.11)N.m~*
e Pruzina ¢ 4: Ky = (100.3£3.7)s.kg™2 —> ky = (6.27 + 0.46)N.m ™!
(

e Pruzina & 5: K5 = (55.9 + 1.4)s.kg™2 —» ks = (20.24 4 0.98)N.m !

Tabulky s vysledky méfeni se nachazi na dals{ strané...



Pruzina ¢. 1

m[103kyg] 100 \ 200 \ 500
¢. méfeni doba 40 kmitu [s]
t At t At t At
1 14.46 | -0.06 | 19.79 | 40.00 | 30.45 [ 40.11
2 14.39 [ -0.13 [ 19.78 [ -0.01 | 30.33 | -0.01
3 14.65 [ +0.13 [ 19.78 [ -0.01 | 30.36 | +0.02
4 14.55 [ +0.03 | 19.78 [ -0.01 [ 30.29 [ -0.05
5 14.53 [ +0.01 [ 19.82 [ +0.03 | 30.28 [ -0.06
y i | 1452] 023 [19.79] 021 [30.34] 0.22 |
Pruzina ¢. 2
m[10~?kg] 150 \ 200 \ 400
¢. méfen{ doba 40 kmitu [s]
t At t At t At
1 14.53 [ +0.01 | 16.40 [ -0.02 | 23.09 | -0.11
2 14.53 | +0.01 | 16.54 | +0.12 | 23.23 | +0.03
3 14.53 [ +0.01 | 16.42 [ +0.00 | 23.22 | +0.02
4 14.50 [ -0.02 | 16.34 | -0.08 | 23.26 | +0.06
5 14.53 [ +0.01 | 16.40 [ -0.02 | 23.22 | +0.02
y [ [1452] 020 [1642] 022 [2320] 0.22 |
Pruzina ¢.3
m[10~%kg] 10 \ 20 \ 40
¢. méfeni doba 40 kmitu [s]
t At t At t At
1 12.78 [ +0.02 | 17.84 | -0.03 | 27.74 | +0.05
2 12.76 | +0.00 | 17.83 [ -0.04 [ 27.64 [ -0.05
3 12.82 [ +0.06 | 17.84 [ -0.03 | 27.69 | +0.00
4 12.64 [ -0.12 [ 17.97 [ +0.10 | 27.65 | -0.04
5 12.79 [ +0.03 | 17.87 [ +0.00 | 27.72 | +0.03
y t | 1276 [ 022 [ 1787 ] 0.22 [ 27.69 | 0.21 |
Pruzina ¢.4
m[103kyg] 20 \ 30 \ 50
¢. méfeni doba 40 kmitu [s]
t At t At t At
1 14.45 [ +0.01 | 17.94 | +0.19 | 22.73 | +0.03
2 14.40 | -0.04 | 17.86 | +0.11 | 22.70 | +0.00
3 14.50 [ +0.06 | 17.67 [ -0.08 | 22.65 | -0.05
4 14.35 [ -0.09 | 17.67 [ -0.08 | 22.74 | +0.04
5 14.49 [ +0.05 [ 17.62 [ -0.13 [ 22.67 [ -0.03
y i | 1444] 022 [1775] 024 [ 2270 | 0.21 |
Pruzina ¢. 5
m[10~?kg] 50 \ 100 \ 200
¢. méfeni doba 40 kmitu [s]
t At t At t At
1 13.16 | +0.00 | 18.20 [ -0.03 | 25.66 | +0.02
2 13.13 [ -0.03 | 18.26 [ +0.03 | 25.68 | +0.04
3 13.12 [ -0.04 [ 18.26 [ +0.03 | 25.58 | -0.06
4 13.25 | +0.09 | 18.17 | -0.06 | 25.70 | +0.06
5 13.12 [ -0.04 | 18.27 [ +0.04 | 25.60 | -0.04
[ [1316 ] 022 [1823[ 021 [25.64 ] 0.22 |

Table 2: Doba t 40-ti kmitu zdvazi hmotnosti m, odchylka od pruméru a celkovd odhadnutd chyba At



Tihové zrychleni
Ke zjistén{ tthového zrychleni pouzijeme pifmo rovnici (9), kterou jesté pro nase potieby muzeme upravit primo

do tvaru: )
80w
9= <t) Yo (16)

Naméfené hodnoty jsou shrnuty v tabulce ¢. 3. Tihové zrychleni uréime jako aritmeticky prumér a jeho chybu
jako statistickou chybu prumeéru z odchylek jednotlivych méfeni. (Ayg = lmm, At viz. tabulka ¢. 2)

Vysledek
e Tihové zrychleni: g = (9.487 + 0.086)m.s~2

’ m[10~3kg] ‘ t[s] ‘ w[s™1] ‘ Yo[10~2m] H g[m.s~2] ‘
10 12.76 | 19.6965 2.63 10.2031
20 17.87 | 14.0642 4.95 9.7912
20 14.44 | 17.4049 4.95 10.2088
30 17.75 | 14.1593 4.80 9.6233
40 27.69 | 9.0765 9.71 7.9993
50 22.70 | 11.0717 7.84 9.6105
50 13.16 | 19.0978 2.51 9.1546
100 14.52 | 17.3091 2.65 7.9395
100 18.23 | 13.7865 5.04 9.5794
150 14.52 | 17.3091 3.34 10.0067
200 19.79 | 12.6997 5.40 8.7093
200 16.42 | 15.3062 4.35 10.1911
200 25.64 | 9.8022 10.33 9.9253
400 23.20 | 10.8331 8.59 10.0808
500 30.34 | 8.2837 13.53 9.2842

| \ \ \ | 94872 |

Table 3: Souhrnné hodnoty k vypoc¢tu odpovidajiciho tithového zrychleni a jeho stfedni hodnoty g



Uhlova frekvence a hmotnost

a J I.lrr -r-"-r'r +r
i J Pruzina ¢. 1
© | A m[10~2kg] [ 100 200 500
a0 ro ﬁ[kg*%] 3.1623 | 2.2361 | 1.4142
© - ;oS w[s~1] [ 17.3090 | 12.6997 | 8.2837
a0 ! £
s 4'; / Pruzina ¢. 2
e T i 4 roo m[10 3kg] | 150 200 400
ie / —[kg—2] | 2.5820 | 2.2361 | 1.5811
o P I’ m
- Ny xﬁ’ /o prutinas.1 wls~1 | 17.3090 | 15.3062 | 10.8331
S O A - R
:..rl r.' f," ,4: ® pruiinaé:ﬂf m(10~ kg 10 20 40
o Y A © pruzinaéd. 5 \/%[kg_%] 10.0000 | 7.0711 | 5.0000
T ! . I wls~1] | 19.6965 | 14.0642 | 9.0765
0 2 4 B 8 10 o
T Pruzina ¢. 4
e m[10-3kg] | 20 30 50
Jalkg™2] | 70711 | 5.7735 | 44721
—1
Figure 2: Zavislost dhl. frekvence w na \/—% wls”] 17.4049 | 14.1593 | 11.0717
Pruzina ¢é. 5
m[10~3kg] 50 100 200
\/%[k‘g_%] 4.4721 | 3.1623 | 2.2361
w[s~1] | 19.0978 | 13.7865 | 9.8022
Table 5: Hodnoty ﬁ a w ke grafu ¢. 2
Pruzina ¢. 5 | Pruzina ¢. 1 | Pruzina ¢. 2
E[N.m™T] 20.24 385 49.7
VE[Nz.m™ 2] 4.4989 6.2048 7.0498
w[s™1] 9.8022 12.6997 15.3062
Table 4: Hodnoty vk a w pii m = 200g ke grafu é. 3 Uhlova frekvence pfi m=200g
i oke
= 4
- Lr:Ik1
o
E)
21 5,
-------- teoreticka zavislost
I T T T T
4 5 6 7 8
Wk [Ném ;‘]

Figure 3: Zavislost dhl. frekvence w na vk



3 Diskuse vysledku

Pouziti linearni regrese pro statickou metodu méteni tuhosti pruzin generuje veelku malou relativni chybu méfent
okolo 1%, navic skutec¢nost, ze systém je béhem méfen{ v klidu, minimalizuje i hrubé chyby lidského faktoru, které
jsou u dynamické metody nevyhnutelné. Vedle zapocitané reakéni doby clovéka se pak priddva i neschopnost piesné
odecist fazi pohybu, ve které se pruzinka nachdzi, popf. pii mensim zatizeni, a tedy vétsi frekvenci kmitu, urcit
jejich pfesny pocet.

Puvod pomérné velkého rozdilu mezi vysledky ziskané statickou a dynamickou metodou (kromé pruzin 1 a 4)
muzeme samoziejmé hledat pravé ve vyse zminénych okolnostech pouziti dynamické metody. Pravdépodobnéjsi
je v8ak vliv rozkyvu pruzinky do stran béhem kmitt v pfimém sméru (jak bylo naznaceno v teoretické ¢dsti).
I pfes pokusy rozkyv do stran minimalizovat, se ho nikdy nepodafilo zcela eliminovat, a ten je tak vzdy viditelné
patrny. Pfi idedlnim provedeni lze dokonce pozorovat, jak se kmity podélné (v piimém sméru) pomalu meéni
v kyvani az do okamziku, kdy kmity zcela ustanou a pruzina se houpe pouze jako kyvadlo. Tento druh pohybu
pak opét volné prechézi zpét ke kmitim. Tabulka ¢. 6 zaznamenava pfiblizné hodnoty doby 40-ti kmiti vSech
pruzin pii zavéseni nejtézstho pouzitého zavazi a pii timyslném rozhoupédni do stran. Hodnoty jsou piiblizné, nebot
neni zcela jasné, jak od pohledu urcit fazi pohybu, ve kterém se pruzina nachézi, a rozkyv byl volen vzhledem
k jinym pozorovanym, vzniklym samovolné (ale neméienym). Porovnanim s vysledky z tabulky ¢. 2 zjistujeme, ze
se hodnoty 1isi i o pul fadu, pfi urceni tuhosti pruziny je pak rozdil znatelny uz na misté prvnich dvou platnych
cifer. Zmény navic odpovidaji skuteénosti, ze tuhosti uréené dynamickou metodou byly (az na pruzinu ¢. 3) vétsi
nez vysledky statické metody.

Pruzina ¢. 1 2 3 4 5
m[10~3kg] | 500 | 400 | 40 | 50 | 200
t[s] cca 25.5 | 21 | 21|18 | 20

Table 6: Pfibliznd doba 40-ti kmitt pii imyslném rozkyvén{

Stejné je ovlivnén i vypocet tthového zrychleni g, jehoz vysledek ani s chybovym intervalem nezahrnuje béznou
hodnotu a indikuje tak skrytou systematickou chybu. Vzhledem k rozdilim mezi dynamickou a statickou metodou
se vSak udrzel alespon s platnosti prvn{ platné cifry s relativn{ odchylkou asi 3.5% od otekdvané hodnoty okolo
9.8 m.s~2.

Pro sestrojeni zavislosti kruhové frekvence w na odmocniné z tuhosti pruziny vk bylo zapotfebi najit spolecny
parametr \/%, pro ktery je doba 40-ti kmita snadno méfitelnd (cca nad 15 s) a zdroven se pruzina zatiZenim
nedeformovala a neztracela tak své uvazované vlastnosti. Vzhledem k rozsahu tuhosti pruzin tak nakonec bylo
u¢inéno pouze pro pruziny 1, 2, 5.



4 Zaveér
Souhrnné vysledky

Vysledky na zakladé pouziti statické metody
Pruzina ¢. 1: k; = (36.26 = 0.32)N.m ™!

Pruzina ¢. 2: ko = (43.83 £ 0.59)N.m ™!
Pruzina ¢. 3: k3 = (4.086 4 0.048) N.m~!
Pruzina ¢. 4: k;4 = (6.239 £ 0.095) N.m !
Pruzina ¢. 5: ks = (18.89 & 0.22) N.m ™1

Vysledky na zakladé pouziti dynamické metody

Pruzina ¢. 1: k; = (38.5 + 1.5)N.m~!
Pruzina &. 2: ky = (49.7 £ 3.3)N.m~!
Pruzina ¢. 3: k3 = (2.77+0.11)N.m~*!
Pruzina ¢. 4: k4 = (6.27 £ 0.46)N.m~!
Pruzina ¢. 5: ks = (20.24 £ 0.98)N.m ™!

Tihové zrychleni

= (9.487 £ 0.086)m.5~2

Vysledky sice nejsou zcela piesné a hodnoty ziskané statickou a dynamickou metodou se na prvni pohled
vyrazné lisi, ale teoreticky si neodporuji. Vzhledem k diskusi povazuji tuhosti pruzin urcené statickou metodou
za vérohodnéjsi.
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