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1 Pracovné úlohy

1. Odmerat’ tuhost’ k piatich pruž́ın statickou metódou.

2. Zostrojit’ graf závislosti pred́lženia pružiny na pôsobiacej sile ∆l = ∆l(F )

3. Odmerat’ tuhost’ k piatich pruž́ın dynamickou metódou.

4. Z doby kmitu telesa známej hmotnosti a výchylky pružiny po zaveseńı tohto telesa určit’ miestne tiažové
zrychlenie g̃.

5. Zostrojit’ grafy závislost́ı ω = ω(
√
k) a ω = ω(

√
1/m).

6. Pri spracovańı použit’ lineárnu regresiu.

2 Teoretická čast’

Tuhost’ pružiny je veličina, ktorá kvantitat́ıvne popisuje reakciu pružiny na pôsobiacu silu. V praxi sa na
jej meranie použ́ıvajú dve metódy.

Statická metóda je založená na Hookovsky lineárnej odozve pružiny na pôsobenie sily v určitom rozmedźı
hodnôt. V tomto rozmedźı sa predpokladá[1], že pred́lženie pružiny je priamo úmerné pôsobiacej sile a

prevrátená hodnota koeficientu úmernosti je práve tuhost’ danej pružiny. Pokial’ ∆l označ́ıme pred́lženie
pružiny, F pôsobiacu silu a k tuhost’ pružiny, dostávame symbolické vyjadrenie predošlého:

∆l =
1

k
· F (1)

V pŕıpade experimentálnej zostavy v praktiku boli na pružiny vešané závažia. Pôsobiaca sila bola teda
rovná tiažovej sile

F = mg, (2)

pričom m znač́ı hmotnost’ závažia a g tiažové zrýchlenie.
Ďaľsou možnost’ou určenia konštanty tuhosti pružiny je dynamická metóda. Pri tejto sa na pružine

zavesené závažie vychýli z rovnovážnej polohy a koná harmonický kmit. Z pohybovej rovnice takejto sústavy
vyplýva pre uhlovú frekvenciu kmitov ω výraz[1]

ω =

√
k

m
, (3)

kde m znač́ı hmotnost’ zaveseného závažia a k tuhost’ pružiny. Pri tomto modeli považujeme pružinu
za nehmotnú. Nakol’ko v praktiku je meranou veličinou perióda kmitov T , je vhodné si predošlú rovnicu
preṕısat’ s pomocou vzt’ahu ω = 2π/T do tvaru

T 2 =
4π2

k
·m (4)

Z rovńıc (1) a (4) možno vylúčit’ hmotnost’ závažia a dostávame výraz pre výpočet miestneho tiažového

zrýchlenia g̃ na základe nameraných hodnôt pred́lženia ∆l a periódy T pre známu kombináciu pružiny a
závažia:

g̃ =

(
2π

T

)2

∆l (5)
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2.1 Štatistické spracovanie dát

Všetky výsledky priamych merańı sú udávané so strednou kvadratickou chybou (P = 68.27%). Prenos
neistoty a relat́ıvna chyba nepriameho merania boli pri štatistických spracovaniach poč́ıtané pomocou vzorcov
[2]:

δg =

√√√√((− 0,025 928 + 1,38× 10−4 cos 2φ(−2 sin 2φ)
)
δφ

)2

+

(
−3,086× 10−6δH

)2

(6)

ηk = ηλ (7)

ηT 2 = 2η5T (8)

ηg̃ =
√
ηT 2 + η∆l (9)

ηg̃ = ηλ (10)

η√k =
1

2
ηk (11)

ηω = ηT (12)

ηm = 2ηλ (13)

ηk = 2ηλ (14)

η znač́ı relat́ıvnu chybu, δ absolútnu, λ je koeficient fitu.
Pre l’ubovol’nú veličinu s priemernou nameranou hodnotou x a chybou δx plat́ı zrejme

ηx =
δx
x

(15)

Všetky grafy a lineárne regresie boli spracované v programe OriginLab.

3 Výsledky merania

3.1 Experimentálne podmienky

• teplota: (24,3± 0,1) ◦C

• tlak: (9,884± 0,001)× 104 Pa

• vlhkost’: (23,6± 0,2)%

Chyby hodnôt vyššie boli odhadnuté z premenlivosti údajov na meradle.
Podl’a [3] urobme odhad g v závislosti na zemepisnej š́ırke a nadmorskej výške budovy M. Zemepisná

š́ırka bola za pomoci aplikácie Google Maps odhadnutá na φ = (50,0695± 0,0002)◦ a nadmorská výška na
H = (244,4± 1,5) m. Na odhad g v m s=1 slúži Helmertova rovnica:

g = 9,806 16− 0,025 928 cos(2φ) + (6,9× 10−5) cos2(2φ)− (3,086× 10−6)H

Po dosadeńı máme s ohl’adom na štatistický prenos chyby podl’a vzorca (6) g = (9,81± 0,05) m s−2.
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3.2 Určenie tuhosti pruž́ın statickou a dynamickou metódou

Pred začiatkom merania boli pružiny odvážené na elektronických váhach s presnost’ou 0,0001 g a ich
počiatočné d́lžky l boli odmerané katetometrom (podl’a [1] odchýlka merania 0,1 cm). Hodnoty l však

nepredstavujú reálne d́lžky nezat’ažených pruž́ın, ale hodnoty odč́ıtané zo stupnice katetometra. Nakol’ko
použ́ıvanou veličinou je rozdiel zat’aženej a nezat’aženej d́lžky, je tento údaj postačujúci. Súhrn parametrov
pruž́ın, ktoré sme si označili ṕısmenami A až E je uvedený v Tab. 1.

Pružina m
g

l
cm

A 6,287 62± 0,000 07 52,2
B 6,284 32± 0,000 04 54,7
C 3,891 68± 0,000 07 51,7
D 2,439 02± 0,000 04 52,9
E 5,466 36± 0,000 07 41,3

Tab. 1: Označenia a charakteristiky pruž́ın

Priebeh samotného merania bol nasledovný: Na každú pružinu sa postupne vešali závažia rôznych hmot-
nost́ı (tie boli určené elektronickými váhami s presnost’ou 0,1 g). Závažie sa najprv zavesilo na pružinu a ked’

sa ustálilo v rovnovážnej polohe, bola katetometrom zmeraná d́lžka zat’aženej pružiny l′ (presneǰsie opät’ iba
hodnota na stupnici katetometra). Závažie sa následne rozkmitalo a jeho pohyb sa sńımal sonarom s vzorko-
vacou frekvenciou 25 Hz po dobu 10 s. Z grafického znázornenia dát nameraných sonarom bola odč́ıtaná
doba piatich periód pre zvýšenie presnosti merania (hodnoty vyznačené tučným ṕısmom označujú, že pri
danom merańı neboli kmity závažia dokonale zvislé, a teda zápis zo sonaru menej čitatel’ný). Zápis z merania

predstavujú st́lpce l′ a 5T v Tab. 2.
Pri spracovańı statickej metódy určenia tuhost́ı pruž́ın sa najprv podl’a vzt’ahu (2) vypoč́ıtala pôsobiaca

sila F a z rovnice ∆l = l′ − l sa určilo pred́lženie pružiny (odchýlka merania pred́lženia bola odhadnutá
na 0,2 cm na základe presnosti merania katetometrom (vid’ vyššie) ako aj z premenlivosti hodnôt počas

merania). Tieto veličiny sú uvedené v Tab. 2 v im zodpovedajúcich st́lpcoch a graficky znázornené na Obr.
1.

Všetkých 5 závislost́ı sme fitovali lineárnou závislost’ou y = λ · x s nasledovnými výsledkami:

• λA = (1,386± 0,005)× 10−1 m N−1

• λB = (1,374± 0,002)× 10−1 m N−1

• λC = (3,36± 0,03)× 10−2 m N−1

• λD = (6,71± 0,02)× 10−2 m N−1

• λE = (3,015± 0,004)× 10−1 m N−1

Koeficient lineárnej regresie λ má význam prevrátenej hodnoty tuhosti pružiny, teda k = 1/λ a po uvážeńı
prenosu chyby podl’a (14) sú určené tuhosti pruž́ın

• kA = (7,22± 0,03) N m−1

• kB = (7,28± 0,01) N m−1

• kC = (29,8± 0,2) N m−1

• kD = (14,90± 0,04) N m−1

• kE = (3,317± 0,005) N m−1
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pružina m
[g]

l′

[cm]
5T
[s]

F
[N]

∆l
[cm]

T 2

[s2]

δT2

[s2]

A

30 48,2 2,12 0,29 4,0 0,18 0,01
50,1 45,3 2,64 0,49 6,9 0,28 0,01
70,1 42,6 2,96 0,69 9,6 0,35 0,01
80,1 41,4 2,52 0,79 10,8 0,25 0,01
100 38,6 3,36 0,98 13,6 0,45 0,02

B

50,1 48,0 2,64 0,49 6,7 0,28 0,01
70,1 45,3 3,12 0,69 9,4 0,39 0,01
80,1 43,9 2,64 0,79 10,8 0,28 0,01
100 41,2 3,72 0,98 13,5 0,55 0,02
120 38,5 4,08 1,18 16,2 0,67 0,02

C

70,1 49,3 1,52 0,69 2,4 0,092 0,007
80,1 49,1 1,64 0,79 2,6 0,108 0,008
100 48,4 1,8 0,98 3,3 0,130 0,009
120 47,8 2,0 1,18 3,9 0,16 0,01
130 47,4 2,08 1,28 4,3 0,17 0,01

D

70,1 48,3 2,28 0,69 4,6 0,21 0,01
80,1 47,7 2,36 0,79 5,2 0,22 0,01
100 46,3 2,56 0,98 6,6 0,26 0,01
120 45,0 2,84 1,18 7,9 0,32 0,01
130 44,3 2,96 1,28 8,6 0,35 0,01

E

20 35,4 2,56 0,20 5,9 0,26 0,01
30 32,5 3,08 0,29 8,8 0,38 0,01

50,1 26,5 3,92 0,49 14,8 0,61 0,02
70,1 20,5 4,64 0,69 20,8 0,86 0,02
80,1 17,6 4,92 0,79 23,7 0,97 0,02
100 11,8 5,48 0,98 29,5 1,20 0,03

Tab. 2: Namerané veličiny a veličiny potrebné pre obe metódy určenia tuhosti

Spracovanie dynamickej metódy využ́ıvalo vzorec (4) a teda veličiny vynášané do grafu boli hmotnost’

závažia m a štvorec periódy kmitov T 2. V posledných dvoch st́lpcoch Tab. 2 sú uvedené jednak namerané a
prepoč́ıtané hodnoty štvorca periódy ako aj ich neistoty (zo vzorkovacej frekvencie sonaru vyplýva presnost’

merania času 0,04 s). Grafické znázornenie závislosti T 2 = T 2(m) je na Obr. 2.
Hodnoty v grafe boli opät’ fitované lineárnou funkciou y = λ · x, pričom podl’a (4) je k = 4π2/λ. S

ohl’adom na štatistický vzorec (14) sú zistené hodnoty λ a vyplývajúce hodnoty k nasledovné:

• λA = (4,4± 0,5) s2 kg−1, kA = (9± 1) N m−1

• λB = (5,3± 0,5) s2 kg−1, kB = (7,5± 0,5) N m−1

• λC = (1,330± 0,007) s2 kg−1, kC = (29,7± 0,2) N m−1

• λD = (2,71± 0,04) s2 kg−1, kD = (14,6± 0,2) N m−1

• λE = (12,14± 0,07) s2 kg−1, kE = (3,25± 0,02) N m−1

3.3 Výpočet miestneho tiažového zrýchlenia

Tiažové zrýchlenie g̃ možno určit’ v zásade dvoma spôsobmi. Prvým je priame dosadenie do vzt’ahu (5)
pre všetky merané kombinácie pružiny a závažia a následné štatistické spracovanie. Vypoč́ıtané hodnoty g̃,
ako aj ich neistoty vyplývajúce z rovnice (9) sú uvedené v Tab. 3.
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Obr. 1: Závislosti ∆l = ∆l(F ) pre pružiny A až E

pružina m
[g]

g̃

[m s−2]

δg̃
[m s−2]

pružina m
[g]

g̃

[m s−2]

δg̃
[m s−2]

A

30 8,8 0,7
C

120 9,6 0,8
50,1 9,8 0,5 130 9,8 0,7
70,1 14,9 0,7

D

70,1 8,7 0,6
80,1 9,4 0,4 80,1 9,2 0,6
100 15,3 0,8 100 9,9 0,6

B

50,1 9,5 0,5 120 9,7 0,5
70,1 9,5 0,4 130 9,7 0,5
80,1 15,3 0,8

E

20 8,9 0,5
100 9,6 0,3 30 9,2 0,4
120 9,6 0,3 50,1 9,5 0,3

C
70,1 10 1 70,1 9,5 0,3
80,1 9 1 80,1 9,7 0,2
100 10,1 0,9 100 9,7 0,2

Tab. 3: Určené hodnoty tiažového zrýchlenia pre všetky kombinácie pruž́ın a závaž́ı

Pri štatistickom spracovańı hodnôt g̃ bola ako “chyba meracieho pŕıstroja” uvažovaná priemerná hodnota
δg̃ a merania označené v Tab. 3 tučným ṕısmom boli vylúčené ako hrubé chyby. Výsledkom spracovania je
hodnota g̃ = (9,5± 0,3) m s−2.

Ďaľsou možnou metódou určenia miestneho tiažového zrýchlenia bolo vyniest’ do grafu závislost’ T 2 = T 2(∆l),
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Obr. 2: Závislosti T 2 = T 2(m) pre pružiny A až E

ktorá má podl’a rovnice (5) byt’ lineárna. Graf je na Obr. 3, kde je vynesená aj priamka lineárnej regre-
sie y = λ · x s koeficientom λ = (4,12± 0,02) s2 m−1 (hrubé chyby označené v grafe rozdielnym symbolom
neboli do fitu započ́ıtané, chybové úsečky sú dostatočne dobre aproximované vel’kost’ou bodov). Z rovnice
(5) vyplýva g̃ = 4π2/λ a pri odhade chyby podl’a vzorca (10) dostávame g̃ = (9,60± 0,04) m s−2.

3.4 Overenie platnosti závislosti ω =
√

k/m

Z použitých závaž́ı sa tri vyskytli pri merańı s každou pružinou (konkrétne 70,1 g, 80,1 g a 100 g). Pre tieto
tri hmotnosti teda môžme overit’ predpokladanú linearitu závislosti ω = ω(

√
k). V Tab. 4 sú uvedené jednak

odmocniny tuhost́ı pruž́ın určených statickou metódou (ich chyby boli poč́ıtané zo vzorca (11)) a jednak
hodnoty uhlovej frekvencie z dynamickej metódy pre konkrétne kombinácie pruž́ın a závaž́ı (vyplývajúce z
ω = 2π/T ) spolu s chybami podl’a vzorca (12).

Hodnoty z Tab. 4 sú graficky znázornené na Obr. 4, kde boli preložené lineárnym polynómom bez
konštantného člena. Koeficienty fitu λ by mali zodpovedat’ odmocnicne z prevrátenej hodnoty hmotnosti
závažia (teda m = 1/λ2). Po uvážeńı prenosu neistoty podl’a (13) teda dostávame:

• λ70.1 = (3,8± 0,1) kg−1/2, m70.1 = (69± 4) g

• λ80.1 = (3,6± 0,1) kg−1/2, m80.1 = (80± 5) g

• λ100 = (3,24± 0,09) kg−1/2, m100 = (95,3± 5,5) g
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Obr. 3: K určeniu miestneho tiažového zrýchlenia lineárnou regresiou

závažie
√
k

[N1/2 m−1/2]

δ√k

[N1/2 m−1/2]

ω
[rad s−1]

δω
[rad s−1]

70,1 g

2,687 0,006 12,5 0,3
2,698 0,002 10,1 0,2
5,46 0,02 20,7 0,8
3,860 0,005 13,8 0,4
1,821 0,001 6,77 0,09

70,1 g

2,687 0,006 9,3 0,2
2,698 0,002 11,9 0,3
5,46 0,02 19,2 0,7
3,860 0,005 13,3 0,3
1,821 0,001 6,39 0,08

70,1 g

2,687 0,006 10,6 0,2
2,698 0,002 8,4 0,1
5,46 0,02 17,45 0,58
3,860 0,005 12,3 0,3
1,821 0,001 5,73 0,06

Tab. 4: Tabul’ka hodnôt potrebných pre znázornenie závislosti ω = ω(
√
k)

Podobne je možné vyniest’ do grafu závislost’ ω = ω(
√

1/m). Z Tab. 2 sa zobrali odmocniny prevrátených
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Obr. 4: Graf závislosti ω = ω(
√
k) pre tri rôzne závažia

hodnôt hmotnost́ı
√

1/m všetkých závaž́ı pre všetkých pät’ pruž́ın a podobne ako v pŕıpade vyššie sa
dopoč́ıtali veličiny ω a δω (vid’ Tab. 5). Grafické znázornenie týchto závislost́ı je na Obr. 5.

Závislosti v grafe na Obr. 5 sú preložené priamkami vedenými cez počiatok, pričom ich (fitovaná) smernica
λ má význam odmocniny z tuhosti danej pružiny. Výsledky lineárnej regresie teda s ohl’adom na prenos chyby
podl’a (14) sú nasledovné:

• λA = (87± 5) g1/2 s−1, kA = (7,6± 0,8) N m−1

• λB = (89± 5) g1/2 s−1, kB = (8,0± 0,9) N m−1

• λC = (127,7± 0,5) g1/2 s−1, kC = (29,8± 0,2) N m−1

• λD = (119± 1) g1/2 s−1, kD = (14,2± 0,3) N m−1

• λE = (55,5± 0,4) g1/2 s−1, kE = (3,08± 0,04) N m−1

4 Diskusia výsledkov

Tuhosti piatich pruž́ın určené statickou metódou majú relat́ıvnu odchýlku pohybujúcu sa okolo ηstat ≈
0,3%, hodnoty vyplývajúce z metódy dynamickej sú vo všeobecnosti o rád menej presné (v priemere ηdyn ≈ 4%).
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pružina

√
1/m

[g−1/2]

ω
[rad s−1]

δω
[rad s−1]

pružina

√
1/m

[g−1/2]

ω
[rad s−1]

δω
[rad s−1]

A

0,183 14,8 0,4
C

0,091 15,7 0,5
0,141 11,9 0,3 0,088 15,2 0,4
0,119 12,5 0,3

D

0,119 13,8 0,4
0,112 9,3 0,2 0,112 13,3 0,3
0,100 10,6 0,2 0,100 12,3 0,3

B

0,141 11,9 0,3 0,091 11,1 0,2
0,119 10,1 0,2 0,088 10,6 0,2
0,112 11,9 0,3

E

0,224 12,3 0,3
0,100 8,4 0,1 0,183 10,2 0,2
0,091 7,7 0,1 0,141 8,0 0,1

C
0,119 20,7 0,8 0,119 6,77 0,09
0,112 19,2 0,7 0,112 6,39 0,08
0,100 17,5 0,6 0,100 5,73 0,06

Tab. 5: Tabul’ka hodnôt potrebných pre znázornenie závislosti ω = ω(
√

1/m)
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Obr. 5: Graf závislosti ω = ω(
√

1/m) pre všetkých 5 pruž́ın

U pruž́ın A a B sa navyše tuhosti zistené rôznymi metódami nezhodujú ani v rámci chyby. Možnou pŕıčinou
je fakt, že model, ktorý použ́ıva dynamická metóda predpokladá nehmotnú pružinu, resp. pružinu zaned-
batel’nej hmotnosti. Skutočne, hmotnosti pruž́ın uvedené v Tab. 1 naznačujú, že prvé dve pružiny sú zo
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všetkých použitých najhmotneǰsie. Aj ked’ korelácia medzi hmotnost’ou pružiny a zhodou výsledkov dvoch
metód nie je dokonalá (napr. pružina D je najl’ahšia, ale rozdiel hodnôt kD je väčš́ı, než ten pri pružinách
C alebo E, ktoré sú o 1 − 3 g t’ažšie), predpoklad nehmotnej pružiny možno považovat’ iba za aproximáciu.
Predpokladom statickej metódy je lineárna odpoved’ pružiny na pôsobiacu silu. Z grafu na Obr. 1 možno
usúdit’, že táto podmienka bola splnená vel’mi dobre, a teda máme dôvod považovat’ hodnoty tuhost́ı pruž́ın
určené touto metódou za vierohodneǰsie.

Čo sa týka výpočtu miestneho tiažového zrýchlenia g̃, bol vykonaný dvoma rôznymi spôsobmi. Výpočet
zahŕňajúci priame dosadenie do vzt’ahu (5) dal výsledok s relat́ıvnou odchýlkou ηdos ≈ 3%, zatial’ čo výpočet s
využit́ım lineárnej regresie mal relat́ıvnu neistotu ηlr ≈ 0,4%. Rozdiel medzi odchýlkami možno vysvetlit’ jed-
nak rozdielnymi metódami odhadu štatistickej chyby, ako aj faktom, že lineárny fit bol vážený, čo umožňovalo
prejav individuálnych neistôt merania periódy, kdežto pri dosadeńı a štatistickom spracovańı sa tieto chyby
spriemerovali. V oboch pŕıpadoch sa ale výsledky ĺı̌sia od hodnoty vypoč́ıtanej z Helmertovej rovnice v
časti 3.1 o 0,2 − 0,3 m s−2. Môžeme teda predpokladat’, že obe hodnoty g̃ sú zat’ažené systematickou chy-
bou. Súdiac z úvah v predošlom odseku je systematická odchýlka spôsobená veličinami nameranými počas
merania dynamickou metódou, vel’mi pravdepodobne kvôli aproximat́ıvnej povahe jej teoretického modelu.

Z grafov na Obr. 4 a Obr. 5 môžeme vyvodit’, že overovaná závislost’ ω =
√
k/m plat́ı s ohl’adom na

fakt, že z vyššie diskutovaných dôvodov nie je korektné považovat’ merania pre pružiny A a B za smerodajné.
Pre ostatné pružiny je závislost’ v oboch argumentoch splnená vel’mi dobre. Fit závislosti ω = ω(

√
k) dal

hmotnosti troch použitých závaž́ı zhodné v rámci odchýlky (tá však bola značná - okolo 6%, teda táto
metóda nie je vhodná na určenie hmotnost́ı závaž́ı), nafitované tuhosti pruž́ın cez závislost’ ω = ω(

√
1/m)

sa s tuhost’ami zo statickej metódy takisto dobre zhodovali.

5 Záver

Úlohou práce v praktiku bolo odmerat’ tuhost’ piatich pruž́ın dvoma metódami - statickou a dynamickou.
Výsledné tuhosti sú prehl’adne zhrnuté v nasledovnom zozname:

• tuhosti pruž́ın určené statickou metódou

– kA = (7,22± 0,03) N m−1

– kB = (7,28± 0,01) N m−1

– kC = (29,8± 0,2) N m−1

– kD = (14,90± 0,04) N m−1

– kE = (3,317± 0,005) N m−1

• tuhosti pruž́ın určené dynamickou metódou

– kA = (9± 1) N m−1

– kB = (7,5± 0,5) N m−1

– kC = (29,7± 0,2) N m−1

– kD = (14,6± 0,2) N m−1

– kE = (3,25± 0,02) N m−1

Ďaľsou úlohou bolo určenie miestneho tiažového zrýchlenia z nameraných údajov. Na výpočet boli použité
dve metódy. Metóda priameho dosadenia dala výsledok g̃ = (9,5± 0,3) m s−2, lineárna regresia dala výsledok
g̃ = (9,60± 0,04) m s−2.

V závere protokolu bola dvoma grafmi overená platnost’ závislosti uhlovej frekvencie harmonických kmitov
zat’aženej pružiny na jej tuhosti a hmotnosti závažia. Voči výsledkom merania bola vykonaná diskusia.
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