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1 Pracovné tlohy

1. Odmerat tuhost k piatich pruzin statickou metédou.
2. Zostrojit graf zavislosti prediienia pruziny na posobiacej sile Al = Al(F)
3. Odmerat tuhost k piatich pruzin dynamickou metédou.

4. 7 doby kmitu telesa zndmej hmotnosti a vychylky pruziny po zaveseni tohto telesa uréit miestne tiazové
zrychlenie g.

5. Zostrojit grafy zavislosti w = w(Vk) a w = w(y/1/m).

6. Pri spracovani pouzit linedrnu regresiu.

2 Teoreticka ¢éast

Tuhost pruziny je veli¢ina, ktora kvantitativne popisuje reakciu pruziny na posobiacu silu. V praxi sa na
jej meranie pouzivaju dve metédy.

Statickd metdda je zalozena na Hookovsky linedrnej odozve pruziny na posobenie sily v urcitom rozmedzi
hodnét. V tomto rozmedz{ sa predpoklada[I], ze predfienie pruziny je priamo umerné posobiacej sile a
prevratend hodnota koeficientu tmernosti je prave tuhost danej pruziny. Pokial Al oznaéime predfienie
pruziny, F' posobiacu silu a k tuhost pruziny, dostdvame symbolické vyjadrenie predoslého:

1

Al=—-F (1)

V pripade experimentdalnej zostavy v praktiku boli na pruziny vesané zavazia. Posobiaca sila bola teda
rovnd tiazovej sile

F =mg, (2)

pricom m znac¢i hmotnost zavazia a g tiazové zrychlenie.

Dalsou moznostou uréenia konstanty tuhosti pruziny je dynamickd metdda. Pri tejto sa na pruzine
zavesené zavazie vychyli z rovnovaznej polohy a kond harmonicky kmit. Z pohybovej rovnice takejto sustavy
vyplyva pre uhlovii frekvenciu kmitov w vyraz[I]

k
w=1/—, 3
: 3)
kde m znaéi hmotnost zaveseného zdvazia a k tuhost pruZiny. Pri tomto modeli povazujeme pruzinu
za nehmotni. Nakolko v praktiku je meranou veli¢inou periéda kmitov T, je vhodné si predosli rovnicu

prepisaf s pomocou vzfahu w = 27/T do tvaru
e

T2:T~m (4)

Z rovnic a mozno vylucit hmotnost zdvazia a dostdvame vyraz pre vypocet miestneho tiazového
zrychlenia § na zdklade nameranych hodndt predlzenia Al a periédy 1T pre zndmu kombindciu pruziny a
zavazia:



2.1 Statistické spracovanie dat

Vsetky vysledky priamych merani st uddvané so strednou kvadratickou chybou (P = 68.27%). Prenos
neistoty a relativna chyba nepriameho merania boli pri Statistickych spracovaniach pocitané pomocou vzorcov

[2):

2 2
5y = (( —0,025928 + 1,38 x 10~ cos 2¢(—25sin 2¢>))5¢> + <—37086 X 10—65H> (6)
Nk = 1 (7)
nr2 = 2157 (8)

Mg = VN2 + nai 9)

Mg = 1A (10)
1

= 5k (11)

Mo = 1T (12)

Nm = 21 (13)

Mk = 21 (14)

1 znadi relativnu chybu, § absolutnu, A je koeficient fitu.
Pre lubovolni veli¢inu s priemernou nameranou hodnotou Z a chybou 4§, plati zrejme

s

Nx = % (15)

Vsetky grafy a linedrne regresie boli spracované v programe OriginLab.

3 Vysledky merania

3.1 Experimentilne podmienky
e teplota: (24,3 +0,1)°C
o tlak: (9,884 4 0,001) x 10* Pa
e vlhkost: (23,6 +0,2)%

Chyby hodnét vyssie boli odhadnuté z premenlivosti idajov na meradle.

Podla [3] urobme odhad g v zavislosti na zemepisnej $irke a nadmorskej vyske budovy M. Zemepisna
sirka bola za pomoci aplikdcie Google Maps odhadnutd na ¢ = (50,0695 + 0,0002)° a nadmorska vyska na
H = (244,4 £ 1,5)m. Na odhad g v ms~! slizi Helmertova rovnica:

g = 9,806 16 — 0,025 928 cos(2¢) + (6,9 x 107°) cos®(2¢) — (3,086 x 10~ H
Po dosadeni mame s ohladom na Statisticky prenos chyby podla vzorca @ g=(9,81£0,05)ms2.



3.2 Urcenie tuhosti pruzin statickou a dynamickou metédou

Pred zacéiatkom merania boli pruziny odvazené na elektronickych védhach s presnostou 0,0001g a ich
pociatotné dizky [ boli odmerané katetometrom (podla [1] odchylka merania 0,1cm). Hodnoty I vSak
nepredstavuju redlne dfiky nezafazenych pruzin, ale hodnoty odéitané zo stupnice katetometra. Nakolko
pouzivanou veli¢inou je rozdiel zataZenej a nezatazenej diZky, je tento udaj postacujici. Sthrn parametrov
pruzin, ktoré sme si oznacili pismenami A az E je uvedeny v Tab.

Pruzina % %
6,287 62 + 0,00007 | 52,2
6,284 32 +£0,00004 | 54,7
3,89168 +0,00007 | 51,7
2,43902 4+ 0,00004 | 52,9
5,466 36 4+ 0,00007 | 41,3

HO QW

Tab. 1: Oznacenia a charakteristiky pruzin

Priebeh samotného merania bol nasledovny: Na kazdu pruzinu sa postupne vesali zdvazia roznych hmot-
nost{ (tie boli uréené elektronickymi vdhami s presnostou 0,1g). Zavazie sa najprv zavesilo na pruzinu a ked
sa ustdlilo v rovnovaznej polohe, bola katetometrom zmerand dizka zataZenej pruziny I’ (presnejsie opat iba
hodnota na stupnici katetometra). Zavazie sa nésledne rozkmitalo a jeho pohyb sa snimal sonarom s vzorko-
vacou frekvenciou 25 Hz po dobu 10s. Z grafického zndzornenia dat nameranych sonarom bola odé¢itana
doba piatich periéd pre zvysenie presnosti merania (hodnoty vyznacené tuénym pismom oznacuju, Ze pri
danom meran{ neboli kmity zdvazia dokonale zvislé, a teda z4dpis zo sonaru menej ¢itatelny). Zapis z merania
predstavuju stfpce " a 5T v Tab.

Pri spracovan{ statickej metédy uréenia tuhosti pruzin sa najprv podla vztahu vypocitala posobiaca
sila F' a z rovnice Al = I’ — [ sa urcilo predfienie pruziny (odchylka merania prediienia bola odhadnuta
na 0,2cm na zdklade presnosti merania katetometrom (vid vysSie) ako aj z premenlivosti hodnot pocas
merania). Tieto veli¢iny st uvedené v Tab. v im zodpovedajicich Stlpcoch a graficky zndzornené na Obr.

@

Vsetkych 5 zavislosti sme fitovali linedrnou z4vislostou y = A - z s nasledovnymi vysledkami:
e A4 = (1,386 40,005) x 10~ mN~!

1,374 +0,002) x 10~ mN~?

e Ap =(6,7140,02) x 1072mN~?

(

= (

e Ao =(3,36£0,03) x 10" 2mN~!
(

Ag = (3,015 4 0,004) x 10~  mN~!

Koeficient linedrnej regresie A mé vyznam prevratenej hodnoty tuhosti pruziny, teda k = 1/\ a po uvdzeni
prenosu chyby podla su urcené tuhosti pruzin

o ka=(7,2240,03)Nm~!
o kp=(728+0,01)Nm!

(
(

o ko =(29,8+0,2)Nm™!
= (14,90 £ 0,04) Nm~*
(

kg = (3,317 +0,005) Nm~1



pruzina % [clT/n] % % [CA—ml] % ?ST—QQ]
30 | 48,2 ] 2,12 | 0,29 | 4,0 0,18 | 0,01
50,1 | 45,3 | 2,64 || 0,49 | 6,9 0,28 | 0,01
A 70,1 | 42,6 | 2,96 || 0,69 | 9,6 0,35 0,01
80,1 | 41,4 | 2,52 || 0,79 | 10,8 || 0,25 0,01
100 | 38,6 | 3,36 || 0,98 | 13,6 || 0,45 0,02
50,1 | 48,0 | 2,64 || 0,49 | 6,7 0,28 | 0,01
70,1 | 45,3 | 3,12 || 0,69 | 9,4 0,39 | 0,01
B 80,1 | 43,9 | 2,64 || 0,79 | 10,8 || 0,28 | 0,01
100 | 41,2 | 3,72 || 0,98 | 13,5 || 0,55 0,02
120 | 38,5 | 4,08 || 1,18 | 16,2 || 0,67 | 0,02
70,1 | 49,3 | 1,52 || 0,69 | 2,4 || 0,092 | 0,007
80,1 | 49,1 | 1,64 || 0,79 | 2,6 || 0,108 | 0,008
C 100 | 48,4 | 1,8 0,98 | 3,3 | 0,130 | 0,009
120 | 47,8 | 2,0 1,18 | 3,9 0,16 | 0,01
130 | 47,4 | 2,08 || 1,28 | 4,3 0,17 | 0,01
70,1 | 48,3 | 2,28 || 0,69 | 4,6 0,21 0,01
80,1 | 47,7 | 2,36 || 0,79 | 5,2 0,22 0,01
D 100 | 46,3 | 2,56 || 0,98 | 6,6 0,26 | 0,01
120 | 45,0 | 2,84 || 1,18 | 7,9 0,32 0,01
130 | 44,3 | 2,96 || 1,28 | 8,6 0,35 0,01
20 | 354 | 2,56 || 0,20 | 5,9 0,26 | 0,01
30 |32,5] 3,081 0,29 | 838 0,38 | 0,01
B 50,1 | 26,5 | 3,92 || 0,49 | 14,8 || 0,61 0,02
70,1 | 20,5 | 4,64 || 0,69 | 20,8 || 0,86 | 0,02
80,1 | 17,6 | 4,92 || 0,79 | 23,7 || 0,97 | 0,02
100 | 11,8 | 5,48 || 0,98 | 29,5 1,20 | 0,03

Tab. 2: Namerané veli¢iny a veli¢iny potrebné pre obe metddy urcenia tuhosti

Spracovanie dynamickej metédy vyuzivalo vzorec a teda veliciny vynasané do grafu boli hmotnost
z4vazia m a Stvorec periédy kmitov T2. V poslednych dvoch stlpcoch Tab. [2[si uvedené jednak namerané a
prepoéitané hodnoty §tvorca periédy ako aj ich neistoty (zo vzorkovacej frekvencie sonaru vyplyva presnost

merania ¢asu 0,04s). Grafické znézornenie zavislosti T2 = T?(m) je na Obr.

Hodnoty v grafe boli opif fitované linedrnou funkciou y = A - x, pricom podla je k = 4m2/X. S
ohladom na &tatisticky vzorec su zistené hodnoty A a vyplyvajice hodnoty k nasledovné:

e 4= (44+05)s’kg™ ! ka=(9+1)Nm!

e \g=(53+05)s’kg™ !, kg = (7,5+0,5)Nm~!

o \p =(2,7140,04)skg™", kp = (14,6 £0,2) Nm~!

(
(
o Ao = (1,330+0,007) s kg, ko = (29,7+0,2) Nm !
(
(

o \p=(12,14+0,07)s2 kg™, kg = (3,25 +0,02) Nm~?

3.3 Vypocet miestneho tiazového zrychlenia

Tiazové zrychlenie § mozno uréit v zasade dvoma sposobmi. Prvym je priame dosadenie do vztahu
pre vsetky merané kombindcie pruziny a zavazia a nasledné Statistické spracovanie. Vypocitané hodnoty g,

ako aj ich neistoty vyplyvajtce z rovnice (9) st uvedené v Tab.
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Obr. 1: Z&vislosti Al = Al(F') pre pruziny A az E
= m g 93 = m g 95
pruzina | % e | e || PTWna | g o | e
30 | 88 0,7 c 120 | 9.6 0.8
50,1 | 9.8 0,5 130 | 9.8 0,7
A 701 14,9 | o7 701 87 0,6
80,1 | 9.4 0,4 80,1 | 9,2 0,6
100 | 15,3 | 0,8 D 100 | 9,9 0,6
501 95 0.5 120 | 9,7 0,5
70,1 9,5 0,4 130 9,7 0,5
B 80,1 15,3 0,8 20 8,9 0,5
100 | 9.6 0,3 30 | 9.2 0,4
120 | 9,6 0,3 g | 501] 95 0.3
701 ] 10 1 701 | 95 0.3
c 81| 9 1 80,1 | 97 | 02
100 10,1 0,9 100 9,7 0,2

Tab. 3: Uréené hodnoty tiazového zrychlenia pre vsetky kombindcie pruzin a zavazi

Pri statistickom spracovani hodnot g bola ako “chyba meracieho pristroja” uvazovana priemernd hodnota
05 a merania oznacené v Tab. [3[ tuénym pismom boli vylicené ako hrubé chyby. Vysledkom spracovania je
hodnota § = (9,5 +0,3) ms~2.

Dalsou moznou metédou uréenia miestneho tiazového zrychlenia bolo vyniest do grafu zavislost 7% = T2(Al),



T? (s?)

00+ T T T T T T T
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130

m (9)

Obr. 2: Zavislosti T? = T?(m) pre pruziny A az E

ktord mé podla rovnice byt linedrna. Graf je na Obr. kde je vynesend aj priamka linedrnej regre-
sie y = A - s koeficientom A = (4,12 4 0,02)s>m~! (hrubé chyby oznacené v grafe rozdielnym symbolom
neboli do fitu zapocitané, chybové tisecky s dostatoéne dobre aproximované velkostou bodov). Z rovnice
vyplyva g = 472/ a pri odhade chyby podla vzorca dostavame g = (9,60 + 0,04) ms~2.

3.4 Overenie platnosti zavislosti w = \/k/m

Z pouzitych zavazi sa tri vyskytli pri merani s kazdou pruzinou (konkrétne 70,1 g, 80,1¢ a 100 g). Pre tieto
tri hmotnosti teda mézme overit predpokladant linearitu zavislosti w = w(v/k). V Tab. {4|st uvedené jednak
odmocniny tuhost{ pruzin uréenych statickou metédou (ich chyby boli pocitané zo vzorca ) a jednak
hodnoty uhlovej frekvencie z dynamickej metédy pre konkrétne kombindcie pruzin a zdvazi (vyplyvajiice z
w = 27/T) spolu s chybami podla vzorca .

Hodnoty z Tab. [ st graficky zndzornené na Obr. [ kde boli prelozené linedrnym polynémom bez
konstantného élena. Koeficienty fitu A by mali zodpovedat odmocnicne z prevritenej hodnoty hmotnosti
zévazia (teda m = 1/A\?). Po uvdzeni prenosu neistoty podla teda dostdvame:

e Mo1 = (38401 kg /2 my, = (69+£4)g
e Mgo1 = (3,64+0,1) kg2 mgoy = (80£5)g
 Aigo = (3,244 0,09) kg™/2, mygo = (95,3 +5,5) g
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Obr. 3: K ur¢eniu miestneho tiazového zrychlenia linedrnou regresiou

zévazie [N1/2 n]ffl/z] [Nl/ffflm] [radu;_l] [ra(;):_l]
2,687 0,006 12,5 0.3
2,698 0,002 10,1 0,2
70,1g 95,46 0,02 20,7 0,8
3,860 0,005 13,8 0,4
1,821 0,001 6,77 0,09
2,687 0,006 9.3 0.2
2,698 0,002 11,9 0,3
70,1¢g 5,46 0,02 19,2 0,7
3.860 0,005 13,3 0,3
1,821 0,001 6,39 0,08
2,687 0,006 10,6 0,2
2,698 0,002 8,4 0,1
70,1g 5,46 0,02 1745 | 0,58
3,860 0,005 12,3 0.3
1,821 0,001 5,73 0,06

Tab. 4: Tabulka hodnét potrebnych pre znzornenie zavislosti w = w(vk)

Podobne je mozné vyniest do grafu zavislost w = w(y/1/m). Z Tab. sa zobrali odmocniny prevratenych
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Obr. 4: Graf zavislosti w = w(vk) pre tri rozne zévazia

hodnét hmotnosti /1/m vsetkych zdvazi pre vSetkych péat pruzin a podobne ako v pripade vysSie sa
dopoéitali veliciny w a d,, (vid Tab. . Grafické znazornenie tychto zavislosti je na Obr.

Zévislosti v grafe na Obr. sﬁ prelozené priamkami vedenymi cez poc¢iatok, pricom ich (fitovand) smernica
A mé vyznam odmocniny z tuhosti danej pruziny. Vysledky linedrnej regresie teda s ohladom na prenos chyby
podla s nasledovné:

o My =(87%5)g?s ! ky = (7608 Nm!

89+5)g/2s7 1 kp =(8,0+£0,9)Nm™!

119+ 1)g'?s™ ' kp = (14,24 0,3) Nm !

(
Mg = (
o Mo =(127,7£0,5)g"?s™ !, ke = (29,8 £ 0,2) Nm~*
Ap = (
(

o \p=(555+0,4)g/2sL, kg = (3,08 +0,04) Nm~?

4 Diskusia vysledkov

Tuhosti piatich pruzin urcené statickou metédou maju relativnu odchylku pohybujicu sa okolo 7stq¢ =
0,3%, hodnoty vyplyvajice z metédy dynamickej si vo vieobecnosti o rdd menej presné (v priemere 14y, ~ 4%).



.. V1/m w e, .. V1/m w 5.,
pruzina g7 [rads—!] [rads—!] pruzina [g=1/?) [rads—!] [rads—!]
out | ity | 05 | |ooms | 12 | os
A 0,119 | 12,5 0,3 0,119 | 13,8 0.4
0112 | 93 0,2 0,112 | 133 0,3
0,100 | 10,6 0,2 D 0,100 | 12,3 0,3
0,141 | 11,9 0,3 0,091 | 11,1 0,2
0,119 | 10,1 0,2 0,088 | 10,6 0,2
B 0112 | 11,9 0,3 0,224 | 123 0,3
0,100 | 84 0,1 0,183 | 10,2 0,2
0,091 | 7.7 0,1 . 0,141 | 80 0,1
0.119 | 20,7 0.8 0,119 | 6,77 0,09
C 0,112 | 19,2 0,7 0,112 | 6,39 0,08
0,100 | 17,5 0,6 0,100 | 5,73 0,06

Tab. 5: Tabulka hodnét potrebnych pre zndzornenie zéavislosti w = w(y/1/m)
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Obr. 5: Graf zavislosti w = w(y/1/m) pre vSetkych 5 pruzin

U pruzin A a B sa navySe tuhosti zistené roznymi metédami nezhoduju ani v ramci chyby. Moznou pri¢inou
je fakt, ze model, ktory pouziva dynamickd metdda predpokladd nehmotni pruzinu, resp. pruzinu zaned-
batelnej hmotnosti. Skuto¢ne, hmotnosti pruzin uvedené v Tab. [I| nazna¢uji, Zze prvé dve pruziny si zo

10



vietkych pouzitych najhmotnejsie. Aj ked korelacia medzi hmotnostou pruziny a zhodou vysledkov dvoch
metdd nie je dokonald (napr. pruzina D je najlahSia, ale rozdiel hodnét kp je vacsi, nez ten pri pruzinich
C alebo E, ktoré sti o 1 — 3 g tazsie), predpoklad nehmotnej pruZiny mozno povaZovat iba za aproximéciu.
Predpokladom statickej metddy je linedrna odpoved pruZiny na posobiacu silu. Z grafu na Obr. [1| mozno
usidit, Ze tdto podmienka bola splnené velmi dobre, a teda méame dévod povazovat hodnoty tuhost{ pruzin
urcené touto metddou za vierohodnejsie.

Co sa tyka vypoétu miestneho tiazového zrychlenia §, bol vykonany dvoma réznymi sposobmi. Vypocet
zahfiiajici priame dosadenie do vztahu (5)) dal vysledok s relativnou odchylkou ng,s ~ 3%, zatial o vypocet s
vyuzitim linedrnej regresie mal relativnu neistotu ;. &~ 0,4%. Rozdiel medzi odchylkami mozZno vysvetlit jed-
nak rozdielnymi metédami odhadu Statistickej chyby, ako aj faktom, ze linearny fit bol vazeny, ¢o umoznovalo
prejav individudlnych neistot merania periédy, kdezto pri dosadeni a Statistickom spracovani sa tieto chyby
spriemerovali. V oboch pripadoch sa ale vysledky lisia od hodnoty vypocitanej z Helmertovej rovnice v
Casti 00,2 —0,3ms~ 2. Mbzeme teda predpokladat, Ze obe hodnoty § si zatazené systematickou chy-
bou. Sudiac z tvah v predoslom odseku je systematickd odchylka sposobend veli¢inami nameranymi pocas
merania dynamickou metédou, velmi pravdepodobne kvoli aproximativnej povahe jej teoretického modelu.

Z grafov na Obr. a Obr. m()ieme vyvodit, Ze overovand zavislost w = \/k/m plati s ohladom na
fakt, ze z vyssie diskutovanych dovodov nie je korektné povazovat merania pre pruziny A a B za smerodajné.
Pre ostatné pruziny je zéavislost v oboch argumentoch splnens velmi dobre. Fit zdvislosti w = w(v/k) dal
hmotnosti troch pouzitych zdvazi zhodné v rdmci odchylky (t4 vSak bola znacnd - okolo 6%, teda tdto
metdda nie je vhodnd na uréenie hmotnost{ zévazi), nafitované tuhosti pruzin cez zéavislost w = w(1/1/m)
sa s tuhostami zo statickej metédy takisto dobre zhodovali.

5 Zaver

Ulohou prace v praktiku bolo odmeraf tuhost piatich pruzin dvoma metédami - statickou a dynamickou.
Vysledné tuhosti st prehladne zhrnuté v nasledovnom zozname:

e tuhosti pruzin uréené statickou metédou

— ka=(7224+0,03)Nm™!

— kg = (7,284 0,01) Nm~!

— ke =1(2984+0,2)Nm~!

— kp = (14,90 £ 0,04) Nm~!
— kg = (3,31740,005) Nm~!

e tuhosti pruzin uréené dynamickou metédou

—ka=(9+1)Nm!

— kg =(7,51+0,5) Nm™!

— ke =1(29,7+0,2) Nm~!

— kp=(1464+0,2) Nm~!

— kg = (3,25 +0,02) Nm™!

Dalsou tilohou bolo uréenie miestneho tiazového zrychlenia z nameranych iidajov. Na vypocet boli pouzité

dve met6dy. Metéda priameho dosadenia dala vysledok § = (9,5 4 0,3) ms~—2, linedrna regresia dala vysledok
g = (9,60 +0,04) ms2.

V zévere protokolu bola dvoma grafmi overend, platnost zavislosti uhlovej frekvencie harmonickych kmitov
zafaZenej pruziny na jej tuhosti a hmotnosti zdvazia. Voéi vysledkom merania bola vykonan diskusia.
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