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1 Zadáńı úlohy

1. Změřte tuhost k pěti pružin metodou statickou.

2. Sestrojte graf závislosti prodloužeńı pružiny na p̊usob́ıćı śıle y = y(F ).

3. Změřte tuhost k pěti pružin metodou dynamickou.

4. Z doby kmitu tělesa známé hmotnosti a výchylky pružiny po zavěšeńı tohoto tělesa určete

mı́stńı t́ıhové zrychleńı g.

5. Sestrojte grafy závislosti:

(a) ω = f(
√
k),

(b) ω = f(
√

1
m).

6. Při zpracováńı použijte lineárńı regresi.

2 Teoretická část

Harmonickým kmitavým pohybem nazýváme pohyb, jenž je vyvolán silou F úměrnou výchylce

y. O velikosti śıly v lineárńım př́ıpadě plat́ı:

F = −ky. (1)

Je-li vratná śıla F technicky realizována deformaćı lineárńı pružiny, označuje veličina k tuhost

pružiny, a dostaneme tak vztah pro śılu potřebnou k jej́ı deformaci:

FD = ky. (2)

Ćılem úlohy bylo charakterizovat pět pružin pomoćı jejich tuhost́ı. Prvńım postupem je

metoda statická, při ńıž je pružina zat́ıžena závaž́ım a po ustáleńı je měřeno prodloužeńı pružiny.

Z rovnice rovnováhy mezi silou t́ıhovou G a vratnou silou pružiny FD

G− FD = 0 (3)

dostáváme vztah pro výpočet tuhosti pružiny:

k =
G

y0
=
mg

y0
, (4)

kde m je hmotnost závaž́ı a g t́ıhové zrychleńı [1].

Druhým postupem je metoda dynamická, která charakterizuje tuhost pružiny pomoćı úhlové

frekvence jejich kmit̊u:

ω =

√
k

m
, (5)

odkud je možno ze známého vztahu ω = 2π/T (T je perioda kmit̊u) snadno vyjádřit k jako:

k =
4π2m

T 2
. (6)

Z periody kmitu závaž́ı na pružině je možno také určit t́ıhové zrychleńı v mı́stě měřeńı, a to

kombinaćı rovnic 3 a 5 jako:

g = ω2y0, (7)

kde y0 je statické prodloužeńı pružiny po zavěšeńı závaž́ı [1].
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3 Výsledky mě̌reńı

Fyzikálńı podḿınky v laboratǒri. Měřeńı prob́ıhalo při teplotě (24, 5 ± 0, 4) ◦C, atmosférickém

tlaku (977± 2) hPa a relativńı vlhkosti vzduchu (31, 5± 2, 5) %.

Pro potřeby vhodného zápisu jsem označil měřené pružiny ṕısmeny A–E. Jejich hmotnosti

mi a délky di jsou uvedeny v následuj́ıćım přehledu:

označeńı pružiny
m

g

d

cm

A 5,3 23,4

B 2,4 13,3

C 6,3 12,6

D 3,9 11,6

E 6,3 10,4

Tabulka 1: Přehled zkoumaných pružin

Přičemž hmotnost byla měřena s nejistotou ±0, 1 g a délka byla měřena katetometrem s

nejistotou ±1 mm.

Během měřeńı pomoćı obou metod byla použita závaž́ı o hmotnosti 10–500 g, hmotnosti

závaž́ı byly určeny s přesnost́ı ±0, 1 g.

Poznámka k listu s potvrzenými výsledky měřeńı. Během př́ıpravy tisku naměřených hodnot došlo k zmateńı

odkaz̊u mezi buňkami v tabulkovém editoru a některé hodnoty uvedené v listu s naměřenými hodnotami, již

nebyly měřeny př́ımo, jsou proto nesmyslné (jedná se předevš́ım o sloupec y0). Všechny nezbytně nutné údaje pro

zpracováńı však z̊ustaly zachovány.

3.1 Statická metoda

Absolutńı prodloužeńı y0 pružin bylo měřeno katetometrem, jehož přesnost vinou nepevného

umı́stěńı byla odhadnuta v [1] na 1 mm. Naměřené hodnoty y0 uvedené v tabulce 2 a v grafu 1

jsou tak zat́ıženy touto nejistou.

Tuhosti jednotlivých pružin, byly spočteny na základě metody nejmenš́ıch čtverc̊u a lineárńı

regrese, přičemž metody byly aplikovány na hodnoty prodloužeńı pružin y0, zřejmě je proto ve

všech regresńıch rovnićıch absolutńı člen nulový (nulové prodloužeńı odpov́ıdá nulové p̊usob́ıćı

śıle). Ze vztahu 3 máme, že lineárńı koeficient A regresńı křivky y = AF je roven A = 1
k (zde

představuje F t́ıhovou śılu). Po vypočteńı A je tak možno snadno vyjádřit k jako:

k =
1

A
, (8)

kde g je t́ıhové zrychleńı (poč́ıtáme s hodnotou 9, 8137 ms−2). Tabulka 3 uvád́ı spočtené tuhosti

jednotlivých pružin. Nejistota k pocházej́ıćı z regresńı analýzy je z [2]:

σ2 =
R2

X2(n− 1)
, (9)

(kde R je reziduálńı suma čtverc̊u, X2 suma čtverc̊u hodnot F , n počet měřeńı pro jednu pružinu)

byla v̊uči nejistotě zp̊usobené měřidly zanedbatelná (obvykle o 2 řády nižš́ı). Ta byla určena ze
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A B C D E

m

g

y0
cm

T

s

y0
cm

T

s

y0
cm

T

s

y0
cm

T

s

y0
cm

T

s

10 2,9 0,38 0,3 0,17 1,3 0,26 0,6 0,17 1,2 0,26

20 5,8 0,51 0,6 0,17 2,7 0,35 1,3 0,24 2,7 0,34

30 8,8 0,61 0,9 0,20 4,1 0,42 2,0 0,28 3,7 0,42

50 14,8 0,79 1,6 0,26 6,8 0,53 3,4 0,37 6,7 0,53

100 29,6 1,10 3,3 0,37 13,5 0,74 6,6 0,52 13,4 0,74

200 6,8 0,52 27,0 1,04 13,0 0,72 26,7 1,04

300 9,9 0,63 40,3 1,27 19,6 0,88 40,0 1,27

500 16,3 0,81 32,4 1,12

Tabulka 2: Prodloužeńı pružin A–E y0 a perioda jejich kmit̊u T při zat́ıžeńı závaž́ım o hmotnosti

m, kteréžto hodnoty byly naměřeny pomoćı katetometru a sonaru (nejistoty měřeńı jsou uvedeny

v př́ıslušných kapitolách).

vztahu [2]:

σ2 =
g2

n− 1

n∑
i=1

(σm
y0i

)2

+

(
mi σy
y20i

)2
 , (10)

tj. běžného vztahu pro přenos nejistoty nepř́ımého měřeńı. Zde jsou σm a σy nejistoty měřeńı

hmotnosti závaž́ı, resp. prodloužeńı pružiny na katetometru, y0i prodloužeńı závěsu a mi hmot-

nost závaž́ı.

pružina
k

N m−1

A (3, 32± 0, 07)

B (30, 0± 3, 8)

C (7, 28± 0, 25)

D (15, 1± 1, 2)

E (7, 36± 0, 29)

Tabulka 3: Tuhosti pružin změřené statickou metodou

3.2 Dynamická metoda

Perioda kmit̊u byla měřena pomoćı sonaru, který sńımal polohu závaž́ı s frekvenćı 25 Hz. Vzhle-

dem k faktu, že nejvyšš́ı naměřená frekvence kmit̊u byla menš́ı než 10 Hz, uvažuji nejistotu

tohoto měřeńı založenou jen na přesnosti odečtu dat z programu, což odhaduji 0,1 s pro každé

měřeńı, které zahrnovalo 19–40 kmit̊u, nejistota měřeńı periody kmit̊u je tak menš́ı než 0,01 s.

V tomto př́ıpadě byl určována směrnice A př́ımky m = A T 2

4π2 (srov. s rovnićı 6), kde plat́ı:

k = A, (11)
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Graf 1: Závislost prodloužeńı jednotlivých pružin na p̊usob́ıćı śıle, kterak byly naměřeny static-

kou metodou. Uvedeny jsou rovněž regresńı křivky závislost́ı, v jejichž rovnićıch jsou absolutńı

členy jsou nulové, směrnice odpov́ıdaj́ı převráceným hodnotám určených tuhost́ı k po potřebném

převedeńı na N(cm)−1.

tedy A je rovna hledané tuhosti pružiny. Nejistota regresńı analýzy spočtená stejně jako v rovnici

9 v tomto př́ıpadě byla srovnatelně velká jako nejistota instrumentálńı, proto byla výsledná

nejistota určena jako odmocnina součtu čtverc̊u d́ılč́ıch nejistot, jak doporučuje [2]. Nejistota

zp̊usobená měřidly byla určena jako:

σ2 =
16π4

n− 1

n∑
i=1

((
σm
T 2
i

)2

+

(
mi σT
T 3
i

)2
)
, (12)

kde σT a σm jsou nejistoty měřeńı period, resp. hmotnosti, mi je hmotnost jednotlivých závaž́ı

a Ti periody odpov́ıdaj́ıćıch kmit̊u.

V tabulce 4 jsou uvedeny spočtené tuhosti pružin spolu s nejistotami těchto hodnot.

V grafu 2 je uvedena závislost ω = f
(
m− 1

2

)
. Zobrazeny jsou jednak naměřené (a dle 6

přepočtené) hodnoty, dále křivky ideálńıch závislost́ı a rovněž křivky charakterizované lineárńı

regreśı (se směrnicemi postupně pro pružiny A–E: 1, 74± 0, 01, 5, 14± 0, 09, 2, 53± 0, 03, 3, 77±
0, 02, 2, 54± 0, 04 v

√
Nm−1 – uvažována je zde jen statistická nejistota).

V grafu 3 je uvedena závislost ω = f
(√

k
)

. Zobrazeny jsou jednak naměřené (a dle 6

přepočtené) hodnoty, dále křivky ideálńıch závislost́ı a rovněž křivky charakterizované lineárńı

regreśı (se směrnicemi postupně pro závaž́ı 10–100 g: 9, 2±0, 1, 6, 77±0, 03, 5, 62±0, 02, 4, 44±
0, 03, 3, 130± 0, 005 v

√
kg−1 – uvažována je jen statistická nejistota).

5



pružina
k

N m−1

A (3, 23± 0, 04)

B (29, 9± 0, 4)

C (7, 29± 0, 07)

D (15, 5± 0, 2)

E (7, 34± 0, 07)

Tabulka 4: Tuhost pružin změřená dynamickou metodou
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Graf 2: Závislost ω = f
(
m− 1

2

)
. Body jsou proloženy jednak př́ımkou źıskanou regresńı analýzou

(tečkovaná čára, směrnice uvedeny v textu) a jednak př́ımkou ideálńı závislosti (čárkovaná čára),

tj. jej́ıž směrnice je z rovnice 5 rovna
√
ki. Jednotlivé sady dat lze snadno rozlǐsit (př́ımky se

k bod̊um zřetelně přimykaj́ı), př́ımky náležej́ıćı r̊uzným sadám tak nejsou od sebe rozlǐseny.

Všechny př́ımky procházej́ı počátkem.

3.3 Určeńı t́ıhového zrychleńı

Při výpočtu g jsme vyšli ze vztahu 7 a t́ıhové zrychleńı spočetli ze všech dostupných dat z

tabulky 2. Nejistota byla určena podle standardńıho vztahu přenosu nejistot jako:

σ2 =
16π4

n− 1

n∑
i=1

((
σy
T 2
i

)2

+

(
y0i σT
T 3
i

)2
)
, (13)

všechny veličiny již byly popsány výše. Dále byla rovněž započtena (opět jako součet druhých

mocnin) nejistota statistická vzniknuvš́ı při výpočtu t́ıhového zrychleńı jakožto aritmetického
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závaž́ı 10 g
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Graf 3: Závislost ω = f
(√

k
)

. Body jsou proloženy jednak př́ımkou źıskanou regresńı analýzou

(tečkovaná čára, směrnice uvedeny v textu) a jednak př́ımkou ideálńı závislosti (čárkovaná čára),

tj. jej́ıž směrnice je z rovnice 5 rovna m
− 1

2
i . Jednotlivé sady dat lze snadno rozlǐsit (př́ımky se

k bod̊um zřetelně přimykaj́ı), př́ımky náležej́ıćı r̊uzným sadám tak nejsou od sebe rozlǐseny.

Všechny př́ımky procházej́ı počátkem.

pr̊uměru výsledk̊u z jednotlivých měřeńı. Celkově tak dostáváme:

g = (9, 33± 0, 62) ms−2.

4 Diskuse výsledk̊u

Nejprve k samotnému určováńı tuhosti pružin. Výsledky źıskané statickou a dynamickou meto-

dou se v rámci spočtené nejistoty měřeńı vzájemně shoduj́ı. Pot́ıž je ovšem právě s určováńım

nejistoty: v př́ıpadě statické metody drtivou většinu spočtené nejistoty nese nepřesnost kateto-

metru, která byla v studijńım textu odhadnuta na 1 mm, v čehož d̊usledku např. u pružiny B

čińı nejistota přibližně 12 % — oproti tomu velmi podobný výsledek určený dynamickou meto-

dou je zat́ıžen chybou přibližně 10krát menš́ı. Takto spočtená nejistota tak neńı zcela v souladu

se skutečnost́ı, nebot’ chyba regresńı analýzy byla v př́ıpadě dynamické metody čtyřikrát až de-

setkrát vyšš́ı, nežli u metody statické. Odtud př́ımo plyne, že se jednotlivé hodnoty od ideálńı

lineárńı závislosti v př́ıpadě dynamické metody v́ıce odlǐsovaly, a je proto možné soudit, že byly

i měřeny s nižš́ı přesnost́ı.

Z grafu 1 je možno usoudit, že oblasti zat́ıžeńı pružin byly zvoleny lineárně, snad s jedinou

výjimkou, a tou je v př́ıpadě pružin B, D, E volba 10g závaž́ı, při kterémžto zat́ıžeńı se vypočtená

tuhost začala v́ıce odchylovat od určené hodnoty (nejvýše o 10 %).
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Určená nejpravděpodobněǰśı hodnota t́ıhového zrychleńı se značně lǐśı od požadované hod-

noty ∼ 9, 81 ms−2, ovšem v rámci nejistoty měřeńı je tato hodnota dosažitelná. Stejně jako

v př́ıpadě ostatńıch výsledk̊u zde největš́ım nositelem nejistoty bylo měřeńı periody kmit̊u i

prodloužeńı pružiny zat́ıžené závaž́ımi 10 a 20 g, což může souviset s volbou linearity oblasti

zat́ıžeńı.

Stejný efekt lze pozorovat i v grafu 3, kde je největš́ı odchylka mezi ideálńı závislost́ı a

závislost́ı źıskanou analýzou změřených hodnot právě u nejlehč́ıch použitých závaž́ı.

5 Závěr

Změřené tuhosti pružin A–E statickou metodou jsou:

pružina A – (3, 32± 0, 07) N m−1,

pružina B – (30, 0± 3, 8) N m−1,

pružina C – (7, 28± 0, 25) N m−1,

pružina D – (15, 1± 1, 2) N m−1,

pružina E – (7, 36± 0, 29) N m−1.

Změřené tuhosti pružin A–E dynamickou metodou jsou:

pružina A – (3, 23± 0, 04) N m−1,

pružina B – (29, 9± 0, 4) N m−1,

pružina C – (7, 29± 0, 07) N m−1,

pružina D – (15, 5± 0, 2) N m−1,

pružina E – (7, 34± 0, 07) N m−1.

Hodnota t́ıhového zrychleńı byla určena jako:

g = (9, 33± 0, 62) ms−2.

Literatura
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