
Kapitola 1

Termodynamické potenciály

Uvažme základńı termodynamickou relaci

dU(S, V ) = T (S, V ) dS − P (S, V ) dV . (1.1)

Objevuje se zde pět stavových veličin: U , S, V , T , a P . Jak již v́ıme, při vzniku
rovnováhy současně vznikaj́ı, ”vynořuj́ı se“, jisté relace mezi stavovými veličinami.
V rovnováze jsou pouze dvě z uvedených pěti stavových veličin nezávislé, jejich
č́ıselná hodnota určuje stav termodynamického systému. Č́ıselná hodnota ostatńıch
stavových veličin je pak již stanovena uvedenými relacemi. Uvažujme nyńı nikoliv
o č́ıselné hodnotě stavových veličin, ale o explicitńı funkcionálńı formě relaćı mezi
nimi. Jestliže tedy stav specifikujeme libovolnou dvojićı stavových veličin, muśıme
umět vyjádřit libovolnou ze zbývaj́ıćıch tř́ı jako explicitńı funkci dvou zvolených.
Stavové veličiny jimiž jsme se rozhodli specifikovat stav nazýváme v této souvislosti
stavovými proměnnými. Na jejich pořad́ı nezáviśı a máme tedy celkem 10 r̊uzných
dvojic stavových proměnných. Existuje tedy 30 stavových funkćı tvaru A = A(B, C),
kde B a C jsou zvolené stavové proměnné a A je některá ze tř́ı zbývaj́ıćıch sta-
vových veličin. Přehled stavových funkćı uvád́ı Tab. 1.1. Znalost explicitńıho tvaru
těchto třiceti funkćı dvou proměnných pro daný termodynamický systém představuje
úplnou termodynamickou informaci o tomto systému. Známe-li funkce A = A(B, C),
známe ovšem také jejich prvńı a druhé parciálńı derivace. Ty také mohou přirozeným
zp̊usobem popisovat určité experimentálně d̊uležité vlastnosti daného termodyna-
mického systému.

Libovolná funkce stavových proměnných je opět stavová veličina. Má smysl
zavádět takové nové kombinace stavových veličin? Nové stavové veličiny budou
účelné, jestliže i: přirozeným zp̊usobem vystihuj́ı podmı́nky určité tř́ıdy experi-
ment̊u, ii: významným zp̊usobem zjednodušuj́ı termodynamické úvahy, iii: maj́ı
snadno kontrolovatelné extremálńı vlastnosti, iv: maj́ı př́ımou souvislost s mikro-
skopickým popisem termodynamického systému. Z těchto hledisek hraj́ı v termo-
dynamice významnou roli tři nové stavové veličiny, které společně s vnitřńı energíı
U nazýváme termodynamickými potenciály. V této kapitole budeme studovat
jejich vlastnosti a postupně odhalovat př́ıčiny jejich mimořádného významu v ter-
modynamice.
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Stavové proměnné Stavové funkce

S, V U(S, V ) T (S, V ) P (S, V )

S, T U(S, T ) V (S, T ) P (S, T )

S, P U(S, P ) V (S, P ) T (S, P )

U, S V (U, S) T (U, S) P (U, S)

U, V S(U, V ) T (U, V ) P (U, V )

U, T S(U, T ) V (U, T ) P (U, T )

U, P S(U,P ) V (U,P ) T (U,P )

V, T U(V, T ) S(V, T ) P (V, T )

V, P U(V, P ) S(V, P ) T (V, P )

T, P U(T, P ) S(T, P ) V (T, P )

Tabulka 1.1: Přehled stavových funkćı. Uvedených třicet stavových funkćı můžeme také rozdělit

do deseti skupin po třech stavových funkćıch. Přitom do určité skupiny zařad́ıme ty tři stavové

funkce, které váž́ı tři dané stavové veličiny. Např́ıklad ve skupině (U, S, V ) budou stavové funkce

U(S, V ), S(U, V ), a V (U, S). Jednotlivé skupiny jsou tyto: (U, S, V ), (U, S, T ), (U, S, P ), (U, V, T ),

(U, V, P ), (U, T, P ), (S, V, T ), (S, V, P ), (S, T, P ), a (V, T, P ).

Začneme definicemi. Volná energie F vznikne odečteńım součinu TS od vnitřńı
energie: F = U − TS. Entalpie H vznikne přičteńım součinu PV k vnitřńı ener-
gii: H = U + PV . Konečně Gibbs̊uv potenciál G vznikne přičteńım kvadratické
kombinace PV − TS ke vnitřńı energii: G = U − TS + PV . Jednotkou všech ter-
modynamických potenciál̊u v soustavě SI je joule (J). Takto jsme tedy termodyna-
mické potenciály definovali pomoćı vnitřńı energie U , součinu dvou mechanických
veličin PV , a součinu dvou termálńıch veličin TS. Zat́ım má vnitřńı energie pri-
vilegované postaveńı. Z ryze formálńıho hlediska lze ovšem každý termodynamický
potenciál vyjádřit pomoćı jednoho zvoleného potenciálu a uvedených součin̊u PV ,
TS. Přehled těchto vztah̊u je uveden v Tab. 1.2. Hlubš́ı formálńı, geometrické a fy-
zikálńı souvislosti mezi potenciály rozvineme později v této kapitole; tyto souvislosti
vlastně tvoř́ı podstatnou část aparátu termodynamiky.

1.1 Vnitřńı energie a U-formulace

Při obecné změně stavu termodynamického systému docháźı současně také ke změ-
nám v jeho okoĺı (zbytek vesmı́ru). Pozorujeme např́ıklad změnu pohybového stavu
těles, která netvoř́ı zkoumaný termodynamický systém, nebo změnu jejich polohy v
potenciálových poĺıch konzervativńıch sil. Z čistě mechanického hlediska zjǐst’ujeme,
že na okoĺı je konána práce. Abychom mohli monitorovat tuto práci konanou ter-
modynamickým systémem na okoĺı, bude užitečná následuj́ıćı představa. V pr̊uběhu
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U-formulace F -formulace H-formulace G-formulace

U = U F + TS H − PV G + TS − PV

F = U − TS F H − TS − PV G− PV

H = U + PV F + TS + PV H G + TS

G = U − TS + PV F + PV H − TS G

Tabulka 1.2: Vyjádřeńı jednotlivých termodynamických potenciál̊u pomoćı jednoho zvoleného

potenciálu a dvou kombinaćı stavových veličin PV , TS. Necht’ je rovnovážný stav D0 termody-

namického systému specifikován č́ıselnými hodnotami S0, V0 stavových proměnných S a V . Tuto

skutečnost zapisujeme takto: D0 = [S0, V0]. Č́ıselné hodnoty ostatńıch stavových veličin T0, P0, U0,

F0, H0, a G0, pak již nemohou být volitelné (nejsou snad ještě známy, v́ıme však již, že jsou
”
fi-

xovány“). Mezi těmito č́ıselnými hodnotami plat́ı v každém př́ıpadě vztah např́ıklad F0 = U0−T0S0.

změny stavu je termodynamický systém vázán s konzervativńım mechanickým sys-
témem, s takzvaným rezervoárem práce. Může to být např́ıklad soustava závaž́ı a
kladek, jej́ıž součásti se pohybuj́ı bez třeńı v gravitačńım poli. Tato soustava je
jistým zp̊usobem spojena s termodynamickým systémem. Při změně stavu termo-
dynamického systému pozorujeme změnu mechanické energie (potenciálńı a/nebo
kinetické) rezervoáru práce. Práce konaná systémem na okoĺı je takto konec konc̊u
měřena změnou mechanické energie rezervoáru práce.

V mechanice je vykonaná práce rovna úbytku mechanické energie. V termodyna-
mice je situace podstatně složitěǰśı. Při přechodu mezi dvěma rovnovážnými stavy
D1 → D2 práce WΠ(D1 → D2) obecně neńı určena pouze zadáńım výchoźıho a
koncového stavu termodynamického systému. Je to dějová veličina, záviśı na pro-
cesu Π, tj. na zp̊usobu provedeńı uvedeného přechodu v celém jeho pr̊uběhu. Práce
vykonaná termodynamickým systémem (a měřená změnou mechanické energie re-
zervoáru práce) může být např́ıklad menš́ı, jestliže je přechod mezi dvěma danými
rovnovážnými stavy proveden rychle, v porovnáńım s týmž přechodem provedeným
pomalu.

Vzniká otázka, zda lze alespoň v rámci jisté užš́ı tř́ıdy termodynamických proces̊u

”zachránit“ situaci z mechaniky. Zde vystupuje do popřed́ı Prvńı Věta Termodyna-
miky. Lze ji formulovat takto.

Práce vykonaná termodynamickým systémem v pr̊uběhu adiabatického p̌rechodu
D1 → D2 mezi dvěma rovnovážnými stavy je určena právě jen výchoźım

rovnovážným stavem D1 a koncovým rovnovážným stavem D2.

Protože termálńı interakce je v pr̊uběhu adiabatického procesu vyloučena, lze vyko-
nanou práci zjistit i jinak než pozorováńım rezervoáru práce: je rovna úbytku vnitřńı
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energie. Roli mechanické energie v mechanice tak nyńı přeb́ırá vnitřńı energie.
Proto lze v diskutované souvislosti vnitřńı energii nazvat také adiabatickým po-
tenciálem. Je to stavová veličina, jej́ıž úbytek v pr̊uběhu adiabatického procesu
je roven práci, vykonané termodynamickým systémem na okoĺı. Zapsáno symboly,
Wadia(D1 → D2) = U1 − U2. Přitom úbytek vnitřńı energie určuje vykonanou práci
nezávisle na tom, zda je uvažovaný adiabatický děj vratný či nevratný. Např́ıklad
při adiabatické expanzi proti nulovému tlaku se nekoná práce, proto nedocháźı ke
změně vnitřńı energie.

Obrat’me nyńı pozornost k následuj́ıćı otázce. Do jaké mı́ry lze ze známého funk-
cionálńıho tvaru jisté stavové funkce určit funkcionálńı tvar jiné stavové funkce?
Necht’ je např́ıklad znám explicitńı funkcionálńı tvar funkce U(S, V ). Pak jsou im-
plicitně známy také stavové funkce S(U, V ) a V (U, S) (budeme dále předpokládat,
že implicitně zadanou funkci lze vždy vyjádřit explicitně). Dále si všimněme základńı
termodynamické relace (1.1). Na základě Prvńı a Druhé Věty Termodynamiky máme
již zaručeno, že výraz na pravé straně je úplným diferenciálem. Nutně tedy plat́ı

T (S, V ) =
∂

∂S
U(S, V ) , (1.2)

P (S, V ) = − ∂

∂V
U(S, V ) . (1.3)

Jinými slovy, známe explicitńı tvar stavových funkćı T (S, V ) a P (S, V ). Řešeńım
př́ıslušných implicitńıch rovnic opět źıskáme postupně stavové funkce S(V, T ) a
V (S, T ), a dále S(V, P ) a V (S, P ). Nyńı můžeme za argument S ve stavové funkci
U(S, V ) ”dosadit“ stavovou funkci S(V, T ). Źıskáme tak funkci U(S(V, T ), V ), tedy
vlastně stavovou funkci U(V, T ). Podobně za argument V ve stavové funkci U(S, V )
lze ”dosadit“ nyńı již známou stavovou funkci V (S, P ). Výsledkem je stavová funkce
U(S, P ). Takto lze postupně naj́ıt všechny ostatńı stavové funkce. Použ́ıváme přitom
pouze dvě operace: vyloučeńı ”nechtěné“ stavové proměnné substitućı a explicitńı
vyjádřeńı implicitně zadané funkce. Celkově jsme tak dospěli k následuj́ıćımu závěru.

Znalost funkcionálńı závislosti vniťrńı energie na proměnných S a V pro daný
termodynamický systém (tj. znalost konkrétńıho funkcionálńıho tvaru funkce

U(S, V ) pro tento termodynamický systém) p̌redstavuje úplnou termodynamickou
informaci pro tento systém.

Právě z tohoto d̊uvodu lze funkci U(S, V ) nazvat mistrovskou funkćı. Stavové
veličiny S a V budeme v této souvislosti nazývat přirozenými proměnnými pro
vnitřńı energii U .

Jestliže tedy mistrovská funkce představuje úplnou informaci o termodynamic-
kém systému, mělo by být možné formulovat libovolnou jeho vlastnost prostřednictv́ım
i: přirozených proměnných, ii: mistrovské funkce, iii: parciálńıch derivaćı mistrovské
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funkce podle přirozených proměnných. Konec konc̊u tak bude uvažovaná vlastnost
vyjádřena jako jistá funkce přirozených proměnných S a V . Stručně řekneme, že jsme
tuto vlastnost vyjádřili v U-formulaci. Mistrovská funkce pro daný termodyna-
mický systém tak v ucelené formě zastupuje všechny tabulky, grafické závislosti, no-
mogramy, zkrátka všechny údaje, které charakterizuj́ı tento termodynamický systém.
Jej́ı ”odvozeńı“ je prvotńım úkolem a ćılem teoretického popisu daného systému.

Znalost funkcionálńı závislosti vnitřńı energie na jiných než přirozených proměn-
ných, na ciźıch proměnných, představuje obecně menš́ı, neúplnou informaci. Na-
př́ıklad explicitńı znalost stavové funkce U(T, V ) (někdy ji označujeme jako kaloric-
kou stavovou rovnici) pro daný termodynamický systém představuje obecně menš́ı
informaci než znalost stavové funkce U(S, V ). Kromě uvedeného deduktivńıho hle-
diska (ze znalosti mistrovské funkce dostaneme všechny vlastnosti) se zde nab́ıźı také
hledisko induktivńı. Necht’ je např́ıklad pro daný termodynamický systém změřená
závislost U = Ψ(T, V ), kde na pravé straně je jistá funkce dvou proměnných. Mezi
jej́ımi argumenty se objevuje absolutńı teplota. V U -formulaci to je ciźı proměnná
a budeme ji reprezentovat jako parciálńı derivaci vnitřńı energie podle entropie, tj.
ve formě (1.2). Změřená závislost tak dostává tvar

U(S, V ) = Ψ
(

∂

∂S
U(S, V ) , V

)
. (1.4)

Po tomto jej́ım převedeńı do U -formulace ji nyńı naźıráme z nové perspektivy.
Skutečně, změřená závislost představuje jistý výrok o mistrovské funkci U(S, V ),
konkrétně jistou parciálńı diferenciálńı rovnici pro funkci U(S, V ). Tento jeden výrok
(jedna diferenciálńı rovnice) obvykle nestač́ı k úplnému nalezeńı mistrovské funkce.
Vznikaj́ıćı parciálńı diferenciálńı rovnici bude totiž možné řešit ”až na obecnou funkci
objemu V “. Avšak i taková částečná specifikace mistrovské funkce může již do určité
mı́ry odhalit některé vlastnosti termodynamického systému. Právě popsaný proces
nazýváme integraćı stavové rovnice.

PŘÍKLAD 1.1

Pro jistý termodynamický systém byl navržen (popř. změřen) následuj́ıćı vztah mezi stavovými
veličinami:

U = −a
P

V
. (1.5)

Zde a je nenulový parametr. Vyjádřete tuto stavovou rovnici v U -formulaci a integrujte ji.
ŘEŠENÍ: Uvedená vlastnost studovaného termodynamického systému je vyjádřena ve formě ex-
plicitńıho funkcionálńıho tvaru pro stavovou funkci U(V, P ). Tlak je v U -formulaci

”
ciźı“ proměnná.

Nejprve jej tedy vyjádř́ıme ve formě parciálńı derivace (1.3). Po dosazeńı do navrhované stavové
rovnice tak máme

U(S, V ) =
a

V

∂

∂V
U(S, V ) . (1.6)

Nyńı má již navrhovaný vztah formu parciálńı diferenciálńı rovnice pro mistrovskou funkci. Integraci
provedeme metodou separace proměnných U a V , stavovou proměnnou S přitom chápeme zat́ım
jako konstantu. Po provedeńı integrace máme

ln U(S, V ) =
V 2

2a
+ ξ(S) , (1.7)



6 KAPITOLA 1. TERMODYNAMICKÉ POTENCIÁLY

kde ξ(S) je
”
integračńı konstanta“, tj. libovolná funkce entropie. Explicitně tak máme

U(S, V ) = exp

[
ξ(S) +

V 2

2a

]
. (1.8)

Mistrovská funkce je tedy nakonec určena až na libovolnou funkci entropie ξ(S). Již v této fázi však
můžeme usuzovat např́ıklad o závislosti vnitřńı energie na objemu při vratném adiabatickém ději.
V jeho pr̊uběhu je splněna podmı́nka S = konst a tedy také ξ(S) = konst. Je-li nav́ıc parametr a
kladný, vnitřńı energie při vratné adiabatické expanzi roste. Naopak pro a < 0 je vratná adiabatická
expanze spojena s poklesem vnitřńı energie.

√

Vyslov́ıme nyńı základńı ”gramatická pravidla“ U -formulace:

• Rovnovážný stav termodynamického systému bude specifikován proměnnými
S a V . Ṕı̌seme např́ıklad D0 = [S0, V0].

• Vnitřńı energii chápeme vždy jako funkci svých přirozených proměnných. Neńı
tedy nutné explicitně vypisovat U(S, V ), použijeme prostě symbol U .

• Pro parciálńı derivace vnitřńı energie podle přirozených proměnných budeme
použ́ıvat zápisu US , UV (prvńı parciálńı derivace) a USS , USV = UV S , UV V

(druhé parciálńı derivace). Tyto symboly tedy představuj́ı opět jisté funkce
proměnných S a V . Použit́ı tohoto zkráceného zápisu parciálńıch derivaćı (po-
moćı spodńıho indexu) však omeźıme výhradně na parciálńı derivace vnitřńı
energie podle přirozených proměnných.

V U -formulaci budou tedy všechny výsledky vyjádřeny pomoćı funkćı US , UV , USS ,
USV = UV S , UV V , a pomoćı proměnných S a V . Výskyt těchto symbol̊u naopak
svědč́ı o tom, že pracujeme v U -formulaci. V U -formulaci budeme zásadně psát
mı́sto T symbol US a mı́sto P výraz −UV . Podle úmluvy nebudeme např́ıklad pro
parciálńı derivaci teploty podle entropie při konstantńım objemu použ́ıvat symbol
TS , ale výhradně symbol USS .

Matematický aparát termodynamiky je poměrně jednoduchý, avšak současně
značně nepřehledný. Velkou vinu na tom nese značné množstv́ı výraz̊u s parciálńımi
derivacemi. Termodynamika však rozhodně neńı naukou o parciálńıch derivaćıch.
V daľśım odstavci zaútoč́ıme př́ımo na podstatu problému a pokuśıme se parciálńı
derivace odstranit úplně. Přesněji řečeno, rozvineme metodu, v rámci které lze ter-
modynamické derivace provádět pr̊uhledněji a snáze si zapamatovat jejich skutečný
fyzikálńı smysl. Základem naš́ı strategie bude apriorńı volba jednotného ”jazyka“, ve
kterém budeme d̊usledně vyjadřovat všechny vlastnosti termodynamického systému.
T́ımto jazykem bude právě popsaná U -formulace.

1.2 Termodynamický experiment, úplná derivace

Většina experiment̊u, při kterých se stanovuj́ı makroskopické vlastnosti termodyna-
mického systému, má následuj́ıćı obecný charakter. Nejprve se předeṕı̌śı podmı́nky
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experimentu. Jejich specifikace spoč́ıvá v požadavku, aby v pr̊uběhu experimentu
byla jistá stavová veličina, řekněme veličina C, konstantńı. Ve výchoźı situaci se
systém nacháźı v rovnovážném stavu. Následně je systém vystaven jisté poruše
(sondě). Porucha spoč́ıvá v infinitezimálńı změně jisté stavové veličiny, řekněme
veličiny B. Po vysláńı sondy, tj. po provedeńı malé změny veličiny B, proběhnou v
systému jisté procesy a vznikne nový rovnovážný stav. Přitom proběhnuvš́ı procesy
nemusej́ı být nutně vratné. Ćılem experimentu je zjistit, jak na poruchu p̊uvodńıho
rovnovážného stavu systém reaguje, jaká je jeho odezva. Konkrétně pozorujeme
takto vyvolané změny jisté stavové veličiny A, tj. reakce systému na poruchu se pro-
jevuje mimo jiné jistými změnami stavové veličiny A. Předem stanovené podmı́nky
experimentu připouštěj́ı pouze takové poruchy, které jsou vázány podmı́nkou C =
konst, a pouze takové odezvy, které jsou vázány podmı́nkou C = konst.

Zat́ım budeme vycházet z množiny stavových veličin {U, S, V, T, P}. Lze tedy
uvažovat 5 · 4 · 3 = 60 experiment̊u uvedeného typu. Pro výsledek libovolného ta-
kového experimentu použijeme zápisu

(
dA
dB

)
C
, kde {A, B,C} je libovolná permutace

sestavená z prvk̊u množiny {U, S, V, T, P}. Význam symbolu
(
dA
dB

)
C

nyńı upřesńıme.
Libovolná zde zastoupená stavová veličina má zřejmě své vyjádřeńı v přirozených
proměnných S a V . Jej́ı totálńı diferenciál je lineárńı kombinaćı diferenciál̊u dS a
dV . Konkrétně lze psát

dU = US dS + UV dV , (1.9)

dT = USS dS + USV dV , (1.10)

dP = −USV dS − UV V dV , (1.11)

dS = 1 · dS + 0 · dV , (1.12)

dV = 0 · dS + 1 · dV . (1.13)

Všechny uvedené parciálńı derivace jsou vyč́ısleny ve výchoźım stavu D0 = [S0; V0].
Obecně řečeno, pro funkce zastoupené v symbolu

(
dA
dB

)
C

lze psát

dA = a1 dS + a2 dV , (1.14)
dB = b1 dS + b2 dV , (1.15)
dC = c1 dS + c2 dV . (1.16)

Zde ai, bi a ci, i = 1, 2 jsou jistá č́ısla určená parciálńımi derivacemi vnitřńı energie
ve výchoźım stavu D0 = [S0; V0], nebo hodnoty 0, 1.

Uvažujme nyńı výše popsaný termodynamický experiment. Změna stavu bude
vázána podmı́nkou C(S, V ) = C0 = konst, kde C0 = C(S0, V0). Při přechodu z
daného výchoźıho stavu D0 = [S0; V0] do koncového stavu D1 = [S0 + dS;V0 +
dV ] již oba př́ır̊ustky přirozených proměnných nemohou být nezávislé. Skutečně,
z výchoźıho stavu se muśıme pohybovat po křivce C(S, V ) = C0. V př́ıpadě infi-
nitezimálńı změny stavu se muśıme pohybovat po tečně k této křivce, sestrojené
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v rovině (S, V ) a vedené bodem D0 = [S0, V0]. T́ım vzniká lineárńı vazba mezi
diferenciály dosud nezávisle proměnných. Přesněji řečeno, koncový stav muśı být
D1 = [S0 + (dS)C , V0 + (dV )C ], kde mezi (dS)C a (dV )C plat́ı př́ımá úměra. Koe-
ficient úměry źıskáme z požadavku vymizeńı diferenciálu dC v Rov. (1.16): muśı
platit c1(dS)C = −c2(dV )C . Zde spodńı index upozorňuje na skutečnost, že jsme
již vzali v úvahu vazbu mezi diferenciály generovanou požadavkem dC = 0. Jinými
slovy, jen jeden z diferenciál̊u (dS)C , (dV )C je nadále nezávislý.

Lineárńı vazbu mezi diferenciály (dS)C a (dV )C nyńı uplatńıme ve výrazech pro
diferenciály stavových veličin A a B. Jestliže ji již vezmeme v úvahu, budeme psát
mı́sto dA a dB symboly (dA)C a (dB)C . Plat́ı tedy

(dA)C = a1(dS)C + a2(dV )C , (1.17)
(dB)C = b1(dS)C + b2(dV )C , (1.18)

kde př́ır̊ustky přirozených proměnných jsou vázány vztahem c1(dS)C = −c2(dV )C .
Pod́ıl uvedených př́ır̊ustku veličin A a B při infinitezimálńı vázané změně stavu
D0 → D1 je reprezentován jediným symbolem

(
dA

dB

)

C

∣∣∣∣
D=D0

= lim
(dS)C→0,(dV )C→0

A(S0 + (dS)C , V0 + (dV )C)−A(S0, V0)
B(S0 + (dS)C , V0 + (dV )C)−B(S0, V0)

=

=
a1c2 − a2c1

b1c2 − b2c1
. (1.19)

Limitńı proces je proveden za dodatečné podmı́nky c1(dS)C = −c2(dV )C . Výsledné
č́ıslo budeme nazývat úplnou (totálńı) derivaćı stavové funkce A podle proměnné
B ve stavu D0 při konstantńı stavové veličině C.

Vyjádřeńım dané totálńı derivace v U -formulaci rozumı́me vyjádřeńı jej́ı hodnoty
pomoćı parciálńıch derivaćı vnitřńı energie v bodě [S0; V0]. Procvič́ıme nyńı metodiku
výpočtu úplných derivaćı v U -formulaci na několika konkrétńıch př́ıkladech.

PŘÍKLAD 1.2
Vyjádřete úplnou derivaci

(
dP
dT

)
U

v U -formulaci.

ŘEŠENÍ: Konečným ćılem je explicitńı vyjádřeńı dané derivace pomoćı funkce U(S, V ) a jej́ıch
parciálńıch derivaćı. Přesněji řečeno, hledáme vyjádřeńı typu

(
dP
dT

)
U

= Φ(US , UV , USS , USV , UV V ),
kde Φ je známá funkce pěti proměnných.
Krok 1: Pro všechny tři zúčastněné stavové funkce P , T , a U předpokládáme jejich závislost na
proměnných S a V . Začneme vyjádřeńım totálńıho diferenciálu všech tř́ı funkćı. Koeficienty u
diferenciál̊u nezávisle proměnných S a V budou nutně prvńı a druhé parciálńı derivace vnitřńı
energie. Skutečně, tlak P = −UV je již sám o sobě roven (až na znameńı) prvńı parciálńı derivaci
vnitřńı energie. Jeho totálńı diferenciál bude mı́t tedy před dS koeficient −USV a před dV koeficient
−UV V . Podobně absolutńı teplota je již sama o sobě parciálńı derivaćı: T = US . Jej́ı úplný diferenciál
je tedy nutně sestaven z druhých parciálńıch derivaćı vnitřńı energie. Konečně úplný diferenciál
vnitřńı energie U je ovšem sestaven z prvńıch parciálńıch derivaćı US a UV . Rovnice pro tři úplné
diferenciály zúčastněných funkćı naṕı̌seme pod sebe. Celkově máme

dP = −USV dS − UV V dV , (1.20)

dT = USS dS + USV dV , (1.21)

dU = US dS + UV dV . (1.22)
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Krok 2: Nyńı vezmeme v úvahu podmı́nku U = konst = U(S0, V0), kde D0 = [S0, V0] je stav, ve
kterém hledáme uvažovanou úplnou derivaci. V p̊udorysně vzniká křivka implicitně určená rovnićı
U(S, T ) = U(S0, T0). Vzniká tedy vazba mezi diferenciály dS a dV , které byly dosud nezávislé. K
bodu [S0, V0] se již nemůžeme bĺıžit z libovolného směru. Formálně vyjádř́ıme vzniklou vazbu takto.
Všechny diferenciály v soustavě rovnic vezmeme při konstantńım U (tj. uzavřeme je do závorek a
doṕı̌seme k závorkám spodńı index U). Nav́ıc polož́ıme (dU)U = 0. Celkově tak výše uvedená
soustava tř́ı rovnic přejde do tvaru

(dP )U = −USV (dS)U − UV V (dV )U , (1.23)

(dT )U = USS(dS)U + USV (dV )U , (1.24)

0 = (dU)U = US(dS)U + UV (dV )U . (1.25)

Krok 3: Rov. (1.25) představuje zmiňovaný vztah mezi diferenciály. Lze tedy vyloučit (dS)U ve
prospěch (dV )U nebo naopak. Zvoĺıme prvńı možnost, to jest

(dS)U = −UV

US
(dV )U , (1.26)

a výsledek dosad́ıme do zbývaj́ıćıch dvou rovnic, tj. do Rov. (1.23) a do Rov. (1.24). Obě tyto
posledńı rovnice tak źıskávaj́ı tvar

(dP )U =
[
USV

UV

US
− UV V

]
(dV )U , (1.27)

(dT )U =
[
−USS

UV

US
+ USV

]
(dV )U . (1.28)

Krok 4: Nakonec sestav́ıme pod́ıl pravých stran posledńıch dvou rovnic. Jde o pod́ıl lineárńıch
část́ı př́ır̊ustk̊u dvou stavových veličin (v daném př́ıpadě tlak P a teplota T ), jestliže se stav ter-
modynamického systému infinitezimálně změnil z výchoźıho stavu D0 = [S0, V0] na koncový stav
S1 = [S0 + (dS)U , V0 + (dV )U ]. Přitom př́ır̊ustky (dS)U a (dV )U byly př́ımo úměrné, koeficient
úměry je −UV

US
. Pod́ıl př́ır̊ustk̊u (dP )U a (dT )U představuje hledanou úplnou derivaci:

(dP )U

(dT )U
=

(
dP

dT

)
U

=
USV UV − UV V US

USV US − USSUV
, (1.29)

kde všechny parciálńı derivace vnitřńı energie U jsou vypočteny v bodě D0 = [S0, V0].

√
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PŘÍKLAD 1.3

Vyjádřete úplnou derivaci
(
dP
dT

)
V

v U -formulaci.

ŘEŠENÍ: Zde studujeme změnu tlaku s teplotou v pr̊uběhu izochorického procesu. Např́ıklad u
plyn̊u uvažujeme následuj́ıćı experiment. Plyn se nacháźı ve válci se znehybněným ṕıstem. Plyn
ohř́ıváme (zvyšujeme jeho teplotu) a současně sledujeme nár̊ust tlaku. Očekáváme tedy, že uvedená
úplná derivace bude nezáporná.
Krok 1: Pro všechny tři zúčastněné stavové veličiny P , T , a V předpokládáme jejich závislost na
proměnných S a V . Protože P = −UV a T = US budou mı́t úplné diferenciály zúčastněných veličin
tvar

dP = −USV dS − UV V dV , (1.30)

dT = USS dS + USV dV , (1.31)

dV = 0 · dS + 1 · dV . (1.32)

Krok 2: Podmı́nka V = konst = V0 znamená

(dP )V = −USV (dS)V − UV V (dV )V , (1.33)

(dT )V = USS(dS)V + USV (dV )V , (1.34)

0 = (dV )V = 0 · (dS)V + 1 · (dV )V . (1.35)

Krok 3: Rov. (1.35) dává (dV )V = 0. Tuto podmı́nku ihned uplatńıme v rovnićıch (1.33) a (1.34):

(dP )V = −USV (dS)V , (1.36)

(dT )V = USS(dS)V . (1.37)

Krok 4: Sestav́ıme pod́ıl pravých stran posledńıch dvou rovnic.

(dP )V

(dT )V
=

(
dP

dT

)
V

= −USV

USS
. (1.38)

Ve studované úplné derivaci se vyskytuj́ı pouze druhé parciálńı derivace vnitřńı energie (prvńı
parciálńı derivace se mohou v určité úplné derivaci objevit tehdy a jen tehdy, jestliže některý ze
symbol̊u A, B, a C ve výrazu

(
dA
dB

)
C

reprezentuje vnitřńı energii U). Vrat’me se však k fyzikálńı

interpretaci studované úplné derivace. Jak uvid́ıme později, má-li být stav D0 = [S0, V0] stabilńı,
muśı být plocha U(S, V ) konvexńı v proměnné S. Předpokládejme tedy USS > 0. To tedy znamená,
že kladná hodnota našeho výsledku implikuje USV < 0. Protože US = T , dostáváme závěr: při
vratné adiabatické expanzi se plyn ochlazuje.

√

PŘÍKLAD 1.4

Vyjádřete totálńı derivaci
(
dU
dV

)
T

v U -formulaci.

ŘEŠENÍ:
Krok 1: Studujeme vlastně změny vnitřńı energie při izotermické expanzi, nebo kompresi. Pro
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všechny tři zúčastněné stavové funkce U , V , a T předpokládáme jejich závislost na proměnných
S a V . Protože T = US budou mı́t úplné diferenciály zúčastněných funkćı tvar

dU = US dS + UV dV , (1.39)

dV = 0 · dS + 1 · dV , (1.40)

dT = USS dS + USV dV . (1.41)

Krok 2: Podmı́nka T (S, V ) = T (S0, V0) = konst znamená

(dU)T = US(dS)T + UV (dV )T , (1.42)

(dV )T = 0 · (dS)T + 1 · (dV )T , (1.43)

0 = (dT )T = USS(dS)T + USV (dV )T . (1.44)

Krok 3: Rov. (1.44) dává (dS)T = −USV
USS

(dV )T . Máme tedy možnost vyloučit (dS)T z Rov. (1.42).

Pravé strany obou rovnic (1.42), (1.43) tak budou úměrné př́ır̊ustku (dV )T :

(dU)T =
[
−USV

USS
US + UV

]
(dV )T , (1.45)

(dV )T = (dV )T . (1.46)

Krok 4: Př́ır̊ustek (dV )T se již měńı nezávisle. Sestav́ıme pod́ıl pravých stran posledńıch dvou rovnic
a uvedený př́ır̊ustek zkrát́ıme. Výsledkem je

(dU)T

(dV )T
=

(
dU

dV

)
T

= UV − USUSV

USS
.

√
(1.47)

Nyńı jsme již źıskali určitou zkušenost s výpočtem úplných derivaćı. Současně
se objevuj́ı některé obecné závěry. Jestliže je v hledané totálńı derivaci

(
dA
dB

)
C

jedna
z veličin A, B, C vnitřńı energie, objev́ı se ve výsledném výrazu prvńı parciálńı
derivace US a UV . Jestliže v hledané totálńı derivaci

(
dA
dB

)
C

nepředstavuje žádná z
veličin A, B, a C vnitřńı energii, mohou se ve výsledku vyskytovat pouze druhé
parciálńı derivace USS , USV , a UV V . Jestliže je trojice veličin A, B, C tvořena
vnitřńı energíı a přirozenými proměnnými S a V , vystupuj́ı ve výsledku právě jen
prvńı parciálńı derivace US a UV . Daľśı poznatek: ve výsledku se nemůže objevit
explicitńı závislost na přirozených proměnných. Konečně výpočet úplné derivace(
dA
dB

)
C

se výrazně zjednoduš́ı, jestliže stavová veličina B (nebo stavová veličina C)
představuje některou z přirozených proměnných. Představuje-li symbol B entropii
S a současně symbol C objem V (nebo naopak), je výpočet úplné derivace triviálńı.
Např́ıklad

(
dU
dV

)
S

= UV . V tomto př́ıpadě se úplné derivace redukuj́ı na obvyklé
parciálńı derivace.

1.3 Termodynamické koeficienty

Uvažme nyńı speciálńı tř́ıdu úplných derivaćı typu
(
dA
dB

)
C
, kde {A,B, C} je libovolná

permutace, sestavená z prvk̊u množiny {S, V, T, P}. Jinak řečeno, žádný ze symbol̊u
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veličin A, B, a C nepředstavuje vnitřńı energii U . Tyto derivace budeme nazývat
termodynamickými koeficienty. Máme tedy 24 termodynamických koeficient̊u.
Protože však z definice úplné derivace okamžitě vid́ıme, že plat́ı

(
dA
dB

)
C
·
(
dB
dA

)
C

= 1,
můžeme se omezit na 12 koeficient̊u. Konkrétně se zaměř́ıme na úplné derivace,
uvedené v Tab. 1.3. Naš́ım prvńım úkolem bude vyjádřeńı termodynamických koe-
ficient̊u v U -formulaci. Jak již v́ıme, po formálńı stránce má uvedená tř́ıda úplných

(
dV
dP

)
T

(
dP
dT

)
V

(
dT
dV

)
P

(
dS
dT

)
V

(
dT
dV

)
S

(
dV
dS

)
T

(
dS
dT

)
P

(
dT
dP

)
S

(
dP
dS

)
T

(
dV
dP

)
S

(
dP
dS

)
V

(
dS
dV

)
P

Tabulka 1.3: Termodynamické koeficienty jsou úplné derivace
(
dA
dB

)
C

, kde {A, B, C} je libovolná

permutace prvk̊u množiny {S, V, T, P}. V prvńım řádku chyb́ı mezi povolenými stavovými veličinami

entropie S, ve druhém řádku chyb́ı tlak P , ve třet́ım objem V , a ve čtvrtém absolutńı teplota T .

Pro daný řádek jsou koeficienty ve druhém sloupci tvořeny cyklickou permutaćı tř́ı stavových veličin

v prvńım sloupci. Podobně pro vztah koeficient̊u ve druhém a ve třet́ım sloupci.

derivaćı následuj́ıćı vlastnost. Při vyjádřeńı libovolného termodynamického koefici-
entu v U -formulaci vystupuj́ı ve výsledku právě jen druhé parciálńı derivace vnitřńı
energie podle jej́ıch přirozených proměnných, to jest právě jen veličiny USS , USV , a
UV V . O tom nás přesvědč́ı explicitńı výpočty, provedené postupem z předešlého od-
stavce. Výsledky uvád́ı Tab. 1.4. Protože pro obecnou mistrovskou funkci U(S, V )
jsou tři možné druhé parciálńı derivace obecně nezávislé, mohou být nezávislými
nejvýše tři termodynamické koeficienty.

Z dvanácti termodynamických koeficient̊u jsou nejvýše ťri nezávislé.

Stejný závěr plat́ı i v jiných formulaćıch, tj. v F -formulaci, H-formulaci, a v G-
formulaci. O tom bude pojednáno ńıže.

V principu by tedy bylo možné zvolit za výchoźı veličiny př́ımo tři druhé parciálńı
derivace USS , USV , a UV V . Z d̊uvodu snazš́ı interpretace typických experiment̊u se
však vžil poněkud odlǐsný postup. Následuj́ıćı Tab. 1.5 uvád́ı definici modifiko-
vaných termodynamických koeficient̊u, tj. veličin, které odráž́ı standardńı experi-
mentálńı podmı́nky při měřeńı vlastnost́ı termodynamických systémů. Č́ıselné hod-
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(
dV
dP

)
T

= − USS

USSUV V −U2
SV

(
dP
dT

)
V

= −USV
USS

(
dT
dV

)
P

= −USSUV V −U2
SV

USV

(
dS
dT

)
V

= 1
USS

(
dT
dV

)
S

= USV

(
dV
dS

)
T

= − USS
USV

(
dS
dT

)
P

= UV V

USSUV V −U2
SV

(
dT
dP

)
S

= − USV
UV V

(
dP
dS

)
T

= USSUV V −U2
SV

USV

(
dV
dP

)
S

= − 1
UV V

(
dP
dS

)
V

= −USV

(
dS
dV

)
P

= −UV V
USV

Tabulka 1.4: Vyjádřeńı termodynamických koeficient̊u v U -formulaci. Pravé strany rovnic v jed-

notlivých buňkách tabulky záviśı právě jen na druhých parciálńıch derivaćıch vnitřńı energie. Pouze

tři termodynamické koeficienty jsou nezávislé. Všimněte si např́ıklad, že součin pravých stran rovnic

v každém řádku tabulky je roven minus jedné.

noty těchto veličin lze nalézt ve speciálńıch tabulkách.
Každá z experimentálně d̊uležitých veličin v Tab. 1.5 má opět své vyjádřeńı v U -

formulaci. Nyńı však již ve výsledku mohou kromě druhých parciálńıch derivaćı USS ,
USV , a UV V vystupovat také prvńı parciálńı derivace US , a UV (jestliže vystupuje
v definici př́ıslušné veličiny teplota nebo tlak). V př́ıpadě objemových roztažnost́ı a
stlačitelnost́ı vystupuje ve výsledku sama přirozená proměnná V . V každém př́ıpadě,
pokud známe mistrovskou funkci U(S, V ), všechny veličiny v Tab. 1.5 jsou známými
funkcemi přirozených proměnných S a V .

Naźıráno z hlediska experiment̊u, snadno měřitelnými veličinami jsou izotermický
součinitel stlačitelnosti κT (nazývaný někdy také izotermická kompresibilita), izoba-
rický teplotńı součinitel objemové roztažnosti αP , a tepelná kapacita při konstantńım
tlaku CP . Na základě existuj́ıćı konvence zvolme právě tyto tři veličiny jako výchoźı.
Upust́ıme-li na chv́ıli od pravidel U -formulace, můžeme vyjádřit všechny termody-
namické koeficienty v Tab. 1.3 pomoćı tř́ı zvolených veličin κT , αP , a CP . Kromě
nich nyńı ve výsledku připust́ıme výskyt snadno měřitelných stavových veličin T ,
P , a V . Výsledné vyjádřeńı termodynamických koeficient̊u nazveme jejich expe-
rimentálńım vyjádřeńım. Podobným zp̊usobem, tj. pomoćı snadno měřitelných
veličin, lze vyjádřit všechny zbývaj́ıćı veličiny v Tab. 1.5.

1.4 Termodynamické identity

V odstavci 1.1 jsme tvrdili, že znalost funkcionálńı formy U(S, V ) představuje
úplnou informaci o termodynamickém systému. Libovolný vztah mezi stavovými
veličinami jsme interpretovali jako výrok o mistrovské funkci. Ještě jinak řečeno,
každá informace o daném termodynamickém systému představuje jistou podmı́nku
pro jeho mistrovskou funkci U(S, V ). Na druhé straně Termodynamické Věty plat́ı
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Experiment Definice Název

Relativńı př́ır̊ustek objemu při jednotkovém

zvýšeńı teploty za stálého tlaku

αP = 1
V

(
dV
dT

)
P

Izobarický teplotńı součinitel

objemové roztažnosti

Relativńı př́ır̊ustek objemu při jednotkovém

zvýšeńı teploty a při adiabatické izolaci

αS = 1
V

(
dV
dT

)
S

Izentropický teplotńı součinitel

objemové roztažnosti

Relativńı zvýšeńı tlaku při jednotkovém

zvýšeńı teploty za stálého objemu

βV = 1
P

(
dP
dT

)
V

Izochorický teplotńı součinitel

rozṕınavosti

Relativńı zvýšeńı tlaku při jednotkovém

zvýšeńı teploty a při adiabatické izolaci

βS = 1
P

(
dP
dT

)
S

Izentropický teplotńı součinitel

rozṕınavosti

Relativńı sńıžeńı objemu při jednotkovém

zvýšeńı tlaku za stálé teploty

κT = − 1
V

(
dV
dP

)
T

Izotermický součinitel

stlačitelnosti

Relativńı sńıžeńı objemu při jednotkovém

zvýšeńı tlaku a při adiabatické izolaci

κS = − 1
V

(
dV
dP

)
S

Izentropický součinitel

stlačitelnosti

Teplo potřebné k zvýšeńı teploty systému

o jeden stupeň Kelvina za stálého objemu

CV = T
(
dS
dT

)
V

Tepelná kapacita při

konstantńım objemu

Teplo potřebné k zvýšeńı teploty systému

o jeden stupeň Kelvina za stálého tlaku

CP = T
(
dS
dT

)
P

Tepelná kapacita při

konstantńım tlaku

Teplo potřebné k jednotkovému zvýšeńı

tlaku za stálé teploty

lT = T
(

dS
dP

)
T

Latentńı teplo vztažené na

jednotkové zvýšeńı tlaku

Teplo potřebné k jednotkovému zvýšeńı

tlaku za stálého objemu

lV = T
(

dS
dP

)
V

Teplo vztažené na jednotkové

izochorické zvýšeńı tlaku

Tabulka 1.5: V prvém sloupci je heslovitý popis experimentu. V druhém sloupci je definice mo-

difikovaných termodynamických koeficient̊u, které kvantitativně popisuj́ı př́ıslušné experimenty z

prvńıho sloupce. Ve třet́ım sloupci je název veličin definovaných v druhém sloupci.

pro libovolný termodynamický systém a ve svých d̊usledćıch implikuj́ı určité uni-
verzálńı vlastnosti mistrovské funkce.

Informace o makroskopických systémech źıskáváme v pr̊uběhu experiment̊u. Jak
již v́ıme, konkrétńı zp̊usob provedeńı experimentu indikuje přirozeným zp̊usobem
určitou úplnou derivaci

(
dA
dB

)
C
. Informace tedy spoč́ıvá v měřeńı č́ıselných hod-

not úplných derivaćı
(
dA
dB

)
C
, alespoň v jistém oboru stav̊u D. Předpokládejme, že

někdo studoval vlastnosti určitého termodynamického systému. Provedl dva r̊uzné
experimenty spoč́ıvaj́ıćı v měřeńı dvou r̊uzných totálńıch derivaćı

(
dA
dB

)
C

a
(
dX
dY

)
Z
.

Bylo zjǐstěno, že výsledky obou experiment̊u jsou v jistém vztahu. Jinými slovy, je
navržena závislost (

dA

dB

)

C
= Ψ

[(
dX

dY

)

Z

]
, (1.48)

kde Ψ je daná funkce jedné proměnné. Co k tomu může ř́ıci teorie?
Začneme vyjádřeńım obou totálńıch derivaćı v U -formulaci. V daľśım kroku ”do-
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sad́ıme“ jejich vyjádřeńı pomoćı parciálńıch derivaćı US , UV , USS , USV , a UV V do
testovaného vztahu. Nyńı vznikaj́ı tři možnosti.

1. Po dosazeńı je pravá strana identicky rovna straně levé, tj. vznikne mate-
matická identita. V tomto př́ıpadě je testovaná relace mezi danými dvěma
totálńımi derivacemi univerzálně platná, tj. muśı být splněna pro všechny ter-
modynamické systémy. Řı́káme, že vztah (1.48) představuje termodynamic-
kou identitu. Je to d̊usledek teoretické konstrukce, založené na Rov. 1.1,
a tedy na platnosti Prvńı a Druhé Věty Termodynamiky. Jinými slovy (ne-
gace implikace), nesplněńı uvažované termodynamické identity pro jistý ter-
modynamický systém implikuje neplatnost Termodynamických Vět. Současně
źıskáváme praktický d̊usledek, platný pro libovolný termodynamický systém.
Skutečně, při znalosti informace obsažené v úplné derivaci

(
dX
dY

)
Z

neposkytuje

již měřeńı úplné derivace
(
dA
dB

)
C

nic nového. Jej́ı hodnota
(
dA
dB

)
C

je již pro libo-
volný systém určena termodynamickou identitou (1.48).

2. Po dosazeńı vznikne parciálńı diferenciálńı rovnice pro funkci U(S, V ). V tomto
př́ıpadě je pozorovaná závislost (1.48) výrokem o mistrovské funkci U(S, V )
platným právě jen pro studovaný termodynamický systém. Vznikaj́ıćı dife-
renciálńı rovnici můžeme řešit, nelze z ńı však dostat úplnou explicitńı závislost
vnitřńı energie na obou přirozených proměnných.

3. Po dosazeńı vznikne výrok, který je z matematického hlediska zjevně neplatný.
V tomto př́ıpadě je navrhovaná závislost (1.48) jednoduše omylem. Jej́ı neplat-
nost je opět univerzálńı: neplat́ı pro žádný termodynamický systém.

Následuj́ıćı př́ıklady ukazuj́ı užitečnost právě popsaného zp̊usobu uvažováńı.

PŘÍKLAD 1.5

Uvažme relaci (
dU

dV

)
P

= T
(
dP

dT

)
S
− P . (1.49)

Dokažte, že se jedná o termodynamickou identitu. Důkaz proved’te v U -formulaci.
ŘEŠENÍ: Strategie řešeńı: obě totálńı derivace vyjádř́ıme v jedné a téže formulaci, tj. pomoćı
parciálńıch derivaćı jistého termodynamického potenciálu. V téže formulaci vyjádř́ıme i ostatńı
veličiny v dokazované identitě, tj. tlak a absolutńı teplotu. Když bude vše vyjádřeno “jedńım ja-
zykem”, dostaneme algebraickou rovnici mezi veličinami US , UV , USS , USV , a UV V , která bude
(snad) platná. Nav́ıc druhá věta ze zadáńı př́ıkladu nás vyb́ıźı, abychom jako společný “jazyk”
zvolili U -formulaci.
Krok 1: Uvažme totálńı derivaci

(
dU
dV

)
P
. Postupem, který byl popsán v Ods. 1.2, dostaneme v U -

formulaci (
dU

dV

)
P

= UV − US
UV V

USV
. (1.50)

Krok 2: Uvažme totálńı derivaci
(
dP
dT

)
S
. Postupem z Ods. 1.1 dostaneme v U -formulaci

(
dP

dT

)
S

= −UV V

USV
. (1.51)
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Krok 3: V dokazované identitě (1.49) uplatńıme na pravé straně vyjádřeńı z Rov.(1.51). Na pravé
straně dále polož́ıme T = US , P = −UV . Na levé straně dosad́ıme vyjádřeńı úplné derivace z
Rov.(1.50). Rov.(1.49) źıská tvar

UV − US
UV V

USV
= −US

UV V

USV
− (−UV ) . (1.52)

Levá strana je na prvńı pohled identicky rovna straně pravě. Vztah (1.49) je univerzálně platná
termodynamická identita.

√

Dosud uvažované identity svazovaly dvě úplné derivace. Pokud se v dokazované
identitě setkáme s v́ıce než dvěma derivacemi, postup je naprosto stejný. Často v
dokazované identitě nevystupuj́ı př́ımo úplné derivace, ale z nich odvozené veličiny.
Setkáme se např́ıklad s veličinami z Tab. 1.5. Ani tato skutečnost nic neměńı na
našem postupu. Prvńım krokem je vždy vyjádřeńı všech veličin v U -formulaci.

PŘÍKLAD 1.6
Dokažte termodynamickou identitu

κS

κT
=

CV

CP
, (1.53)

kde κS (κT ) je izentropický (izotermický) součinitel stlačitelnosti a CV (CP ) je tepelná kapacita při
konstantńım objemu (tlaku). Důkaz proved’te v U -formulaci.
ŘEŠENÍ: Tab. 1.5 uvád́ı vyjádřeńı obou tepelných kapacit a obou součinitel̊u stlačitelnosti po-
moćı jistých úplných derivaćı. Začneme vyjádřeńım těchto derivaćı v U -reprezentaci, tj. aplikujeme
ve všech čtyřech př́ıpadech metodu z Ods. 1.2. Postupně tak dostaneme

κS = − 1

V

(
dV

dP

)
S

=
1

V

1

UV V
, (1.54)

κT = − 1

V

(
dV

dP

)
T

= − 1

V

USS

U2
SV − USSUV V

, (1.55)

CV = T
(
dS

dT

)
V

=
US

USS
, (1.56)

CP = T
(
dS

dT

)
P

= − USUV V

U2
SV − USSUV V

. (1.57)

Nyńı je již vše
”
přeloženo do jednoho jazyka“, tj. vše potřebné je vyjádřeno v U -formulaci. Zbývá

uplatnit toto jednotné vyjádřeńı v dokazované identitě. Po dosazeńı má pravá a levá strana Rov.(1.53)
tvar

κS

κT
= −U2

SV − USSUV V

USSUV V
, (1.58)

CV

CP
= −U2

SV − USSUV V

USSUV V
. (1.59)

Levá strana Rov. 1.53 je tedy identicky rovna straně pravě. Vztah (1.53) tedy skutečně představuje
termodynamickou identitu.

√

Podobným zp̊usobem lze termodynamické identity dokázat i v jiných formu-
laćıch. Výběr formulace záviśı na nás. Je ovšem pravdou, že při volbě nevhodné
formulace mohou být algebraické úpravy o něco komplikovaněǰśı. Ideálńı formulace
je ta, ve které má většina zúčastněných úplných derivaćı jednoduché vyjádřeńı po-
moćı druhých parciálńıch derivaćı zvoleného potenciálu.
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1.5 Volná energie a F -formulace

Kombinace U − TS je nepochybně stavovou funkćı. Je totiž sestavena ze stavových
funkćı a tedy jej́ı č́ıselná hodnota je určena stavem termodynamického systému.
Ukazuje se, že v pr̊uběhu vratných izotermických děj̊u hraje právě tato kombinace
roli potenciálńı energie v mechanice: jej́ı úbytek nás informuje o vykonané práci.
Uvedenou kombinaci budeme označovat ṕısmenem F a nazveme ji volná energie
Je tedy F = U − TS.

Fyzikálńı význam volné energie F : v pr̊uběhu vratného izotermického děje D1 →
D2 je vykonaná práce Wizoterm,rev(D1 → D2) rovna úbytku volné energie F1 − F2 =
F (T1, V1) − F (T2, V2). V pr̊uběhu takového děje jsou všechny stavy rovnovážné a
lež́ı na jedné a téže izotermě: T1 = T2 = TR. Úbytek volné energie je tedy přesněji
F1−F2 = F (TR, V1)−F (TR, V2). V pr̊uběhu děje je systém v kontaktu s rezervoárem
o teplotě TR a vyměňuje si s ńım teplo. Př́ır̊ustek entropie systému je určen celkovým
takto (vratně) vyměněným teplem:

S2 − S1 =
∫ D2

D1

dQizoterm,rev

TR
=

1
TR

∫ D2

D1

dQizoterm,rev =
Qizoterm,rev(D1 → D2)

TR
.

(1.60)

Přitom budeme uvedené křivkové integrály poč́ıtat obvyklým zp̊usobem, tj. vhodnou
parametrizaćı křivky děje a převodem na Newton̊uv integrál. Entropie nevzniká ani
nezaniká, pouze se přesouvá z rezervoáru do systému, nebo naopak.

V pr̊uběhu obecného (vratného i nevratného) izotermického děje přecháźı systém
opět mezi dvěma rovnovážnými stavy: D1 → D2. Přitom si opět vyměňuje teplo s
jediným rezervoárem o teplotě TR. Počátečńı a koncový rovnovážný stav lež́ı opět
na jedné a téže izotermě, tj. nutně plat́ı T1 = T2 = TR. Avšak v obecných sta-
vech v pr̊uběhu děje systém neńı v rovnováze, teplota systému neńı definována,
neplat́ı stavové rovnice, pr̊uběh děje nelze zaznamenat křivkou v rovině dvou sta-
vových parametr̊u. Protože volná energie je stavová funkce, je jej́ı úbytek v pr̊uběhu
tohoto obecného izotermického děje tentýž, jako u vratného izotermického děje.
Skutečně, úbytek je určen právě jen počátečńım a koncovým stavem a ty jsou v
obou př́ıpadech stejné. Avšak nyńı je vykonaná práce obecně jiná, než úbytek volné
energie F (TR, V1) − F (TR, V2). Ztráćı se korespondence mezi vykonanou praćı a
úbytkem volné energie. Úbytek volné energie však přece jen o vykonané práci něco
vypov́ıdá. Skutečně, v d̊usledku Druhé Věty Termodynamiky pro nevratné procesy
může být vykonaná práce nejvýše rovna úbytku volné energie.
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V pr̊uběhu obecného (vratného i nevratného) izotermického děje p̌redstavuje
úbytek volné energie horńı hranici pro možnou vykonanou práci:

Wizot(D1 → D2) ≤ F (TR, V1)−F (TR, V2). Hranice je dosaženo tehdy a jen tehdy,
je-li izotermický děj vratný: Wrev,izot(D1 → D2) = F (TR, V1)− F (TR, V2).

V předchoźıch úvahách jsme stav systému specifikovali stavovými proměnnými T
a V . Mohli jsme použ́ıt i jiných dvou stavových proměnných. Tak např́ıklad znalost
mistrovské funkce v U -formulaci, tj. znalost funkcionálńı závislosti U(S, V ), posky-
tuje okamžitě závislost F (S, V ). Skutečně, v U -formulaci je absolutńı teplota T = US

jistou funkćı proměnných S a V a pro volnou energii máme

F (S, V ) = U − T (S, V )S = U − USS . (1.61)

To neńı překvapivé, protože znalost mistrovské funkce U(S, V ) poskytuje úplnou
informaci o termodynamickém systému a tedy muśı dávat i volnou energii. Avšak
plat́ı také opačná implikace? Jinými slovy, lze z funkce F (S, V ) dostat funkci U(S, V )
a t́ım i úplnou termodynamickou informaci? Odpověd’ je záporná. Skutečně, vztah
(1.61) představuje nyńı parciálńı diferenciálńı rovnici

U(S, V )− S
∂

∂S
U(S, V ) = F (S, V ) , (1.62)

kde na pravé straně je známá funkce proměnných S a V .
Shrnut́ım předešlých úvah je závěr: přirozenými proměnnými pro volnou energii

jsou teplota T a objem V . Znalost explicitńı funkcionálńı závislosti volné energie na
proměnných T a V pro daný termodynamický systém (jisté množstv́ı plynu, kapaliny,
jistá pevná látka, polymer, termálńı zářeńı, povrchová vrstva, magnetikum, dielek-
trikum, apod.) představuje úplnou a neredundantńı termodynamickou informaci pro
tento systém. Speciálně lze z funkce F (T, V ) deduktivně určit modifikované termo-
dynamické koeficienty, studované v Ods. 1.2. Dostáváme se tak přirozeně k pojmu
F -formulace, ve které roli mistrovské funkce hraje funkce F (T, V ). F -formulace zna-
mená přijet́ı následuj́ıćı úmluvy.

• Preferovanými proměnnými, ve kterých budeme vyjadřovat všechny výsledky,
jsou přirozené proměnné volné energie, tedy absolutńı teplota T a objem V .

• Volnou energii chápeme vždy jako funkci svých přirozených proměnných. Neńı
tedy nutné explicitně vypisovat F (T, V ), použijeme prostě symbol F .

• Pro parciálńı derivace vnitřńı energie podle přirozených proměnných budeme
použ́ıvat zápisu FT , FV (prvńı parciálńı derivace) a FTT , FTV = FV T , FV V
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(druhé parciálńı derivace). Tyto symboly tedy představuj́ı opět jisté funkce
proměnných T a V . Použit́ı zkráceného zápisu parciálńıch derivaćı pomoćı
spodńıho indexu omeźıme výhradně na parciálńı derivace vnitřńı energie podle
přirozených proměnných.

• Pro všechny ostatńı derivace použijeme zápisu
(
dA
dB

)
C

a budeme se snažit je
vyjádřit pomoćı volné energie a jej́ıch parciálńıch derivaćı.

Výchoźı relaćı pro F -formulaci je vztah

dF (T, V ) = −S(T, V ) dT − P (T, V ) dV , (1.63)

ze kterého ihned ṕı̌seme S(T, V ) = −FT a P (T, V ) = −FV .

1.6 Entalpie a H-formulace

1.7 Gibbs̊uv potenciál a G-formulace

1.8 Vybrané aplikace

U-formulace F -formulace H-formulace G-formulace

U(S, V ) F (T, V ) H(S, P ) G(T, P )

dU = T dS − P dV dF = −S dT − P dV dH = T dS + V dP dG = −S dT + V dP

T = US , P = −UV S = −FT , P = −FV T = HS , V = HP S = −GT , V = GP

(
dT
dV

)
S

= −
(
dP
dS

)
V

(
dS
dV

)
T

=
(
dP
dT

)
V

(
dT
dP

)
S

=
(
dV
dS

)
P

(
dS
dP

)
T

= −
(
dV
dT

)
P

Tabulka 1.6: Přehled formálńıch vlastnost́ı jednotlivých potenciál̊u. V druhém řádku je zapsána

mistrovská funkce v dané formulaci jako funkce svých přirozených proměnných. Ve třet́ım řádku

je úplný diferenciál pro daný potenciál. Ve čtvrtém řádku jsou výrazy pro prvńı parciálńı derivace

daných potenciál̊u. V pátém řádku jsou Maxwellovy relace.
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U-formulace F -formulace H-formulace G-formulace

U = U F − FT T H −HP P G−GT T −GP P

F = U − USS F H −HSS −HP P G−GP P

H = U − UV V F − FT T − FV V H G−GT T

G = U − USS − UV V F − FV V H −HSS G

Tabulka 1.7: Vyjádřeńı jednotlivých termodynamických potenciál̊u v jednotlivých formulaćıch.

Jestliže např́ıklad pracujeme v G-formulaci a potřebujeme vyjádřit úplný diferenciál entalpie postu-

pujeme takto. Východiskem je vyjádřeńı samotné entalpie v G-formulaci, tj. vztah H = G−GT T .

Takto je skutečně entalpie vyjádřena jako funkce přirozených proměnných Gibbsova potenciálu, tj.

proměnných T a P . Nyńı je již jednoduché sestavit parciálńı derivace, které potřebujeme k vyjádřeńı

úplného diferenciálu dH v G-formulaci. Parciálńı derivace H podle T bude GT −GTT T −GT · 1, tj.

−GTT T . Parciálńı derivace H podle P bude GP − GTP T . Konečně celý hledaný diferenciál bude

dH = −GTT T dT + (GP −GTP T ) dP .

mmm

Cvičeńı
mmm

C1: Převed’te následuj́ıćı rovnici do přirozených proměnných S, V , tj. vyjádřete ji
jako parciálńı diferenciálńı rovnici pro funkci U(S, V ).

U = −a
P

V
.

Zde a je daná konstanta.
C2: Převed’te následuj́ıćı rovnici do přirozených proměnných S, V , tj. vyjádřete ji
jako parciálńı diferenciálńı rovnici pro funkci U(S, V ).

T = −b
P

V
.

Zde b je daná konstanta.
C3: Převed’te následuj́ıćı rovnici do přirozených proměnných S, V , tj. vyjádřete ji
jako parciálńı diferenciálńı rovnici pro funkci U(S, V ).

PV = RT .

Zde R je daná konstanta.
C4: Převed’te následuj́ıćı rovnici do přirozených proměnných S, V , tj. vyjádřete ji
jako parciálńı diferenciálńı rovnici pro funkci U(S, V ).
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S = − R

2PV 3
.

Zde R je daná konstanta.
C5: Převed’te následuj́ıćı rovnici do přirozených proměnných S, V , tj. vyjádřete ji
jako parciálńı diferenciálńı rovnici pro funkci U(S, V ).

S

R
= AP + (Ac + 1)V .

Zde R, A, a c jsou dané konstanty.
C6: Vyjádřete totálńı derivaci

(
dP
dT

)
S

v U -formulaci. Popǐste experiment, při kterém
je uvedená totálńı derivace měřena.
C7: Vyjádřete totálńı derivaci

(
dP
dU

)
T

v U -formulaci.

C8: Vyjádřete totálńı derivaci
(
dV
dP

)
S

v U -formulaci.

C9: Vyjádřete totálńı derivaci
(
dU
dP

)
S

v U -formulaci.

C10: Vyjádřete totálńı derivaci
(

dS
dP

)
T

v U -formulaci.

C11: Vyjádřete totálńı derivaci
(

dS
dU

)
V

v U -formulaci.

C12: Vyjádřete totálńı derivaci
(
dT
dU

)
V

v U -formulaci.

C13: Vyjádřete totálńı derivaci
(

dT
dV

)
U

v U -formulaci.

C14: Vyjádřete totálńı derivaci
(
dP
dS

)
V

v U -formulaci.

C15: Vyjádřete totálńı derivaci
(
dU
dT

)
P

v U -formulaci.

C16: Vyjádřete totálńı derivaci
(
dU
dS

)
P

v U -formulaci.

C17: Vyjádřete totálńı derivaci
(
dT
dP

)
S

v U -formulaci.

C18: Vyjádřete totálńı derivaci
(
dV
dU

)
S

v U -formulaci.
C19: Proved’te výpočty, nutné k sestaveńı Tab. 1.2, tj. vyjádřete všechny termo-
dynamické koeficienty z Tab. 1.1 v U -formulaci.
C20: Vyjádřete všechny veličiny uvedené v Tab. 1.3 v U -formulaci.
C21: Dokažte termodynamickou identitu

(
dU

dV

)

P
= T

(
dP

dT

)

S
− P .

Důkaz proved’te v U -formulaci.
C22: Dokažte termodynamickou identitu

(
dU

dS

)

P
+ P

(
dT

dP

)

S
= T .

Důkaz proved’te v U -formulaci.
C23: Dokažte termodynamickou identitu
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(
dP

dT

)

V
=

P

T −
(

dU

dS

)

T

.

Důkaz proved’te v U -formulaci.
C24: Dokažte termodynamickou identitu

(
dP

dV

)

T
=

(
dP

dV

)

S
+

[(
dP

dT

)

V

]2 (
dT

dS

)

V
.

Důkaz proved’te v U -formulaci.
C25: Dokažte termodynamickou identitu

(
dP

dV

)

U
=

(
dP

dV

)

S
− P

T

(
dT

dV

)

S
.

Důkaz proved’te v U -formulaci.
C26: Dokažte termodynamickou identitu

(
dP

dV

)

T

(
dS

dT

)

P
=

(
dP

dV

)

S

(
dS

dT

)

V
.

Důkaz proved’te v U -formulaci.
C27: Dokažte termodynamickou identitu

(
dP
dV

)
T(

dP
dV

)
S

= 1 +
[(

dT

dP

)

S

]2 (
dS

dT

)

V

(
dP

dV

)

S
.

Důkaz proved’te v U -formulaci.
C28: Dokažte následuj́ıćı geometrickou vlastnost Legendreovy transformace. Tečna
ke grafu funkce y = f(x) sestrojená v tečném bodě A = [x0; f(x0)] vytýká na ose y
úsek f(x0)− x0p(x0), kde p(x) = f ′(x) je derivace funkce f(x).
C29: Je dána funkce jedné proměnné U(S) = S2 + 1. Nalezněte jej́ı Legendreovu
transformaci F (T ).
C30: Je dána funkce jedné proměnné U(S) = eλS , kde λ je daná konstanta. Na-
lezněte jej́ı Legendreovu transformaci F (T ).
C31: Je dána funkce jedné proměnné U(S) = 1

mSm, kde m je dané přirozené č́ıslo.
Nalezněte jej́ı Legendreovu transformaci F (T ).
C32: Pro jistý termodynamický systém má vnitřńı energie v přirozených proměnných
tvar U(S, V ) = V −aebS . Zde a, b jsou známé konstanty. Nalezněte volnou energii
F (T, V ) tohoto termodynamického systému.
C33: Pro jistý termodynamický systém má vnitřńı energie v přirozených proměnných
tvar U(S, V ) = ASaV b. Zde A, a, a b jsou dané konstanty. Nalezněte volnou energii
v přirozených proměnných.
C34: Vyjádřete totálńı derivaci

(
dT
dP

)
S

v F -formulaci.

C35: Vyjádřete totálńı derivaci
(

dT
dV

)
U

v F -formulaci.
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C36: Vyjádřete totálńı derivaci
(

dS
dP

)
U

v F -formulaci.

C37: Vyjádřete totálńı derivaci
(
dU
dS

)
V

v F -formulaci.

C38: Vyjádřete totálńı derivaci
(
dU
dS

)
P

v F -formulaci.
C39: Dokažte termodynamickou identitu

(
dS

dT

)

P
−

(
dS

dT

)

V
=

(
dP

dT

)

V

(
dV

dT

)

P
.

Důkaz proved’te nejprve v F -formulaci a potom v U -formulaci. V které formulaci
je d̊ukaz snazš́ı a proč? Nakonec vyjádřete dokazovanou identitu pomoćı tepelných
kapacit CP , CV a součinitel̊u αP , βV .


