Poznamky k prednasce Klasicka elektrodynamika,

Uvod

Fyzikdlni pole je naslednikem principu pusobeni na dalku. V klasické predstavé zprostiedkovava pole
vytvarené jednim zdrojem pusobeni na druhy zdroj. Jiz v této primitivni verzi musi polni teorie popsat
jak zdroj pole vytvari, jak se pole §iii z bodu do bodu a jak pusobi pole na jiny zdroj. Hezkd teorie pak
musi toto vSe ucinit v souladu s obecnymi fyzikalnimi principy. V této pfednésce budeme zkoumat jak de-
tailni vlastnosti polni teorie popsané Maxwellovymi rovnicemi, tak nalézat feseni téchto polnich rovnic pro
ruzné situace. Obecné vlastnosti jste z hledisek nejvznesenéjsich probirali predevsim v pfednédsce Specidlni
Teorii Relativity. My nastoupime do konkrétni inercidlni soustavy a v ni budeme hledat detailnéjsi pochopeni
vyznamu téchto polnich rovnic.

Pro zvyseni zmatku ale casto budeme polem minit i pouhou funkci tii prostorovych a piipadné jesté
jedné ¢asové soutadnice. Napiiklad budeme mluvit o poli bazovych vektort abychom zvyraznili, Zze v ruznych
bodech prostoru maji uvazované bazové vektory ruzné zmeény.

Skalarni pole

je tedy v nejvétsi obecnosti termin oznacujici skalarni funkci t¥i prostorovych a jedné ¢asové souradnice. V
této prednasce budeme az na vyjimky pracovat v 3+1 notaci, vektory budeme rozumét vektory tiirozmérné,
¢as bude samostatnou “soufadnici”’, podobné jako tomu bylo tieba v teoretické mechanice. Skalarni pole je
tedy néjaka funkce ®(Z,t).

V predmétech, které se néjak odkazuji na dynamiku, je zapotiebi studovat zmény pole. V nasem 3+1
pojeti odlisujeme ¢asové a prostorové zmény. Proto v teoriich budou vystupovat ¢asové derivace 0; a pros-
torové derivace, napiiklad 9,0y, 0,. Protoze soufadnice v prostoru budeme ¢asto volit i jiné, nez kartézské,
budeme se snazit uzivat pro prostorové derivovani symbol V. To, ze vystacime s timto symbolickym zapisem
misto explicitniho derivovani podle jednotlivych soufadnic je dusledek kvalit studované teorie. Ma-li byt
teorie nezavisla na volbé soufadného systému, nemohou v ni vystupovat libovolné kombinace 9,9y a 9., ale
jen takové, které lze zapsat s pomoci V. Pro pripomenuti, ze specialni teorii relativity vite, ze v lozertzovsky
invariantni teorii se i prostorové a casové derivace museji vyskytovat ve vhodnych kombinacich.

Isoplocha (Ekvipotenciila)

Znézornovat hodnoty skaldrntho pole 1ze rizné, nejstarsi a pro védecké ucely nejintuitivnéjsi je zakresleni
tzv. isoploch (ekvipotencidl) — mist stejné hodnoty pole. Ve tfech dimenzich predstavuje rovnice ® (&) = P
rovnici plochy. Casto zakreslujeme priseciky isoploch odpovidajici riznym hodnotdm @y s né&jakou jinou
plochou, ¢imz dostavame sadu car spojujici mista se stejnou hodnotu.

Vektorové pole

Vektorové pole se od skalarniho odlisuje tim, ze jde o vektorovou funkci. To znamend, ze jde o tii funkce

skaldrni popisujici slozky pole v néjaké bazi. Formélné piseme E(Z,t). Pfi praci budeme ale potfebovat umét

zapsat hodnoty konkrétné. Prvni moznosti je konstruovat vyraz pro hodnotu jako vektorovy vyraz z vektoru
pruvodice, feknéme
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Z praktickych divodu budeme ale nejcastéji postupovat tak, ze pouzijeme nekartézskou soufadnici (feknéme
r) a také pomocna vektorovd pole (v tomto pifpadé &, = 7/|7] — pole jednotkovych vektori mificich ve sméru
pruvodice) a vyslednou vektorovou funkci zapiSeme pomoci jejich kombinace

B@) = L _¢& . (3)
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Figure 1: Ekvipotencidly a silocary elektrostatického pole dvou vodivych kouli. Prava je uzemnéna.

Rovnice silocary

Pii znéazorinovéni vektorového pole je nejobvyklejsim zpusobem kresleni silo¢ar. Tento termin neni zcela
presny, kdyz mluvime o poli, pro které nejsou silové icinky rovnobézné s vektorem polni veli¢iny, tfeba u
pole vektort rychlosti mluvime o proudo¢érdch. Jde o kiivky Z(s), které jsou v kazdém bodé rovnobézné s

vektorovym polem:
d =
SLH(s) = As) B(i(s)) (4)

Koeficient imeérnosti A(s) je libovolnd funkce a volime ji tak, aby tato soustava ti{ obycejnych diferencidlnich
rovnic byla co nejsnéze Tesitelna.

Je-li vektorové pole gradientem néjakého skaldrniho potencialu, jsou silocary na ekvipotencialy kolmé, jak
uvidime az se budeme zabyvat operaci grad.

Slozky nebo nabla tecka?

Pii obecnych tvahach v elektromagnetismu muzeme vzdy volit mezi dvéma zépisy. To Ze, napiiklad, v
elektrostatice je elektrické pole nevitivé muzeme ekvivalentné zapsat jako

GijkajEk =0 (5)

nebo . .
rot E=VxE=0. (6)

Protoze druha varianta je obvykle ¢itelnéjsi, budeme ji pii obecnych ivahach upfednostinovat, zatimco prvni
prijde vhod pfi chdpéni podstaty nékterych tprav, feknéme

rot grad ® =0 oproti €100, =0 . (7)
Postupne si ale vybudujeme seznam identit, pii jejichz uziti jiz nebudeme muset prechazet do slozek. Napft.

grad fg =V(fg) =gVf+ fVg=ggrad f+ f grad g (8)



nebo
div fJA=V.(fA) = fVA+AVf=fdivA+A grad f . (9)

Elektrostatika ve vakuu

Protoze uplné Maxwellovy rovnice predstavuji relativné komplikovanou soustavu linedrnich parcidlnich difer-
encialnich rovnic, soustifedime se nejdiive na dulezitou soucast Maxwellovy teorie — popis neménnych ¢isté
elektrickych poli ve vakuu. Jak vime je tato redukce moznd jen v konkrétnim inercidlnim systému, nebot
rozdéleni na elektrické a magnetické pole je dano projekci tenzoru elektromagnetického pole na ¢tyirychlost
pozorovatele.

Zakladni veli¢inou v elektrostatice je elektrickd intenzita E. Jdeo veli¢inu, ktera byva obvykle definovana
operacionalisticky: vlozime-li v misté Z do elektrického testovaci(!) nédboj ¢, je polem tlacen silou

F = q¢E@) . (10)

Elektrickd intenzita tedy predstavuje veli¢inu polni (muze se lisit bod od bodu) a vektorovou (mé velikost a
smeér; nesmime ovSem zapomenout, ze o vektoru mluvime jen z hlediska prostorovych transformaci).

Jak se lisi elektrickd intenzita bod od bodu? To urcuji polni rovnice — pro elektrostaticka pole ve vakuu
maji tvar

div E = —p (11)
rot £ = 0 (12)

Tyto rovnice predstavuji soustavu 4 rovnic pro 3 neznamé slozky vektorového pole E (Z) anabddaji k otdzkam:
Je mozné aby takova soustava nebyla preurcena? Jak se déli operatorem div?
P#i hledédni feSeni téchto rovnic uvdzime nejdiive naivnf ale velmi uzite¢nou prestavu zdroju jako seskupeni
spousty bodovych néboju.
Zacénéme obvyklym uvazenim Coulombova zdkona ve vakuu
/ = =

B@) = ¢ F =1 "2

(13)
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Tento vztah popisuje jednak silu ﬁ7 jiz na naboj velikosti ¢ nachdzejici se v misté & pusobi ndboj ¢’ nachazejici
se v misté Z'. Zéroven ale také popisuje elektrickou intenzitu v misté misté & jiz zde budi ndboj ¢’ nachédzejict
se v misté &’. Pro uréen{ elektrické intenzity tu ale jiz mame rovnice (11-12). Budeme tedy muset zkoumat,
zda jsou obé urceni v souladu.

Nejdiive si povsimneme, co maji oba vztahy spoleéné — tzv. princip superpozice. Pro polni rovnice plati,
7e elektrické pole zpiisobené nabojovou hustotou p1 (&) + p2 (&) je souctem poli Ey(Z) + Ea(7), kde Ey () je
fedeni (11-12) s pravou stranou danou nabojovou hustotou p1 () a podobné pro E, (7). Podobné Coulombiiv
zékon zobecnime tak, Ze elektrické pole buzené soustavou ndboju je souc¢tem poli od jednotlivych nédboju.

Pii zkoumani souladu Coulombova zdkona a polnich rovnic nardzime na piekazku danou rozdilnou po-
vahou néboju v obou piistupech. V polnich rovnicich je zdrojem v prostoru rozlozend nabojova hustota, v
Coulombové zdkoné je to bodovy naboj. Pro pfipomenuti nejdiive velmi stru¢né zopakujeme postup obvykly
v ucebnicich pro tvodni kurz. Nébojovou hustotu si pfedstavime tvofenou velkym mnozstvim bodovych
naboju. Soucet elektrickych intenzit od jednotlivych ndboju je pak misto sumy dan integrdlem
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Nyni je tfeba ovérit, ze takovéto pole spliiuje polni rovnice. Kupodivu to ale neni pfimocaré — matematici
ndm totiz nepovoli prohodit derivace z operatoru divergence a rotace a integral vyskytujici se v (14). Kdy-
bychom jejich zdkaz ignorovali dostaneme, ze takto definované elektrické pole ma divergenci nulovou. Proto
prichazi na fadu



Gaussova véta

Nenf bez zajimavosti, ze Gaussovu vétu (pro gravitacni pole) objevil o padesét let diive Lagrange. S pouzitim
moderniho znaceni ji zapisujeme takto

divE(2)d*7 = E(Z) . dS . (15)
Q o0
Slovy fec¢eno: objemovy integral skaldrni veliciny dané divergenci vektorového pole pies objem 2 je roven
plognému integrélu, tj. toku této vektorové veli¢iny skrze plochu 09X, kterd tvoii hranici uvazovaného objemu.
V elektrostatice se rovnost téchto veli¢in 1épe vyjadii vztahem
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Q= [ paris = [dvaB@is = § wf@. s, (16)

ktery fikd, ze ndboj Qq libovolné rozlozeny uvniti objemu € vytvaii takové elektrické pole, jehoz tok skrze
hranici uvazovaného objemu je roven tomuto néboji.

Figure 2: Tlustrace ke Gaussové vété — vyruseni se piispévkiu pies vnitini plogky.

V limité vétsich a vétsich objemu majicich tvar koule s povrchem rostoucim jako kvadrat jejtho poloméru
dostavame tak zndmé chovan{ coulombického pole ~ 1/72, v limité nekoneéné malych krychli¢ek ¢i kulicek
obsahujicich bod &, jejichz objem ozna¢ime Vo, pak dostavame alternativni definici divergence vektorového
pole

e . 1 (= U
divE(Z) = Vlérilo Vo Do E(@) .dS". (17)
S jeji pomoci je Gaussova véta velmi nazornd: Velky objem si pfedstavime jako hromadu velmi malych
krychlicek. Pravé strana (15) md vyznam souctu pfes objem vsech krychlicek, levd souctu pfes orientovany
povrch vech krychlicek. Pravé to ze, jde o orientované plosky zpusobi vyruSeni piispévki uvniti velkého
objemu, zustane jen integral pfes jeho povrch. To, Ze (17) opravdu predstavuje diferencidlni operaci tvaru
V.E , ukdzeme v ¢asti vénované kiivocarym souiadnicim.

Aplikaci takto definované divergence za pouziti Gaussovy véty pro bodovy ndboj (21) snadno nahlédneme,
7e elektrickd intenzita uréend vztahem (14) splituje rovnici divE = p/eo. Splnéni vztahu (12) lze podobné
ovéfit po zavedeni alternativni definice operatoru rotace, coz vsak odlozime. Misto toho se spokojime s
prirozenym argumentem, ze superpozici poli s nulovou rotaci (tzv. polf nevifivych) dostaneme také nevifivé
pole. Navic v urcitych situacich lze elektromagnetickou indukci chapat jako zdroj pro rotE a tak budeme
pozdéji tuto ¢ast diskutovat podrobnéji.

Vime jiz, ze elektrickd intenzita spoctena podle (14) spliiuje rovnice elektrostatiky. Ignorujeme-li prozatim
otazku existence piislusnych integralu, znamenda to, Zze polni rovnice nejsou preurcéené: pro vSechny pravé
strany — nabojové hustoty existuje pole v souladu s polnimi rovnicemi. Jsou tu jesté néjaka dalsi feseni
odpovidajici stejné nabojové hustoté, nejsou ndhodou polni rovnice nedouréené? A pokud ano, co rozhoduje,
které feSeni “ve skute¢nosti” opravdu nastane?

Jsou-li Ey a Fy dvé feSeni odpovidajici téZze ndbojové hustoté p, muzeme pii uplatnéni linearity polnich
rovnic dojit k zavéru, ze obé TeSeni se mohou odlisovat o libovolné feseni homogennich polnich rovnic



popisujicich pole bez naboju. Existuji takova pole v elektrostatice? Ukéze se, ze jich jsou spousty. Abychom
o nich mohli pofadné mluvit budeme ale muset pockat. Spokojime se s jedinym piikladem, jimz je homogenni
elektrické pole vypliujici cely vesmir, a budeme doufat, ze i ostatni feSeni homogenni rovnice pochazeji od
naboju pfesunutych za hranice vesmiru. Polni rovnice zde pouzivané jsou zbytecné slozité na piesnéjsi formu-
laci jednoznacnosti feseni a tak uzavieme naSe zkoumani: poc¢itame-li elektrickou intenzitu jako superpozici
coulombickych poli vztahem (14), dostaneme jedno z feSeni polnich rovnic — to, které predpokldda neexistenci
dalsich naboju a to i za hranicemi vesmiru.

Na cvicenich poslouzi Gaussova véta jako nastroj pro urceni pole v symetrickych situacich. Nalezneme
pole rovnomeérné nabité koule, nekonecné dlouhého valce a nekone¢né veliké rovnomérné nabité vrstvy.

Diracova d-funkce

Ukazuje se, ze chdpani bodového naboje jakozto specidlniho prubéhu ndbojové hustoty a nédsledujici zobecnéni
tohoto vede k dulezitym metoddm pro feSeni{ linedrnich (parcidlnich) diferencidlnich rovnic. Pfedevsim,
nabojova hustota jednotkového bodového naboje neni slusna funkce — sama nula a v jednom bodé nekonecno.
To nekonecno ale neni jen tak obycejné, je jednotkové. Nabojova hustota dvakrat takového bodového nédboje
mé to nekoneéno dvakrat vétsi (... pocitdni s nekoneény je vyzva pro matematiky).
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Figure 3: Tlustrace k zavedeni §-funkce jako ndbojové hustoty bodového néboje.

Chceme-li tedy pracovat s témito zobecnéniymi funkcemi, budeme muset obétovat jednu dulezitou vlastnost
funkci — funkéni hodnotu. Za tuto cenu bude mozno ponechat v platnosti jiné dulezité vlastnosti funkei,
predevsim pravidla jez funkce spliiuji pii integraci. To neni ndhoda — ndboj, tedy integralni veli¢ina je
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zavedeme tzv. zobecnéné funkce neboli distribuce:

e Nébojovou hustou jednotkového bodového nédboje v pocatku soutadnic oznacéime §2(Z), nééim, co je
nula pro vSechna & # 0 a vhodné nekoneéné v pocatku.

e Sidli-li takovy jednotkovy naboj v bodé &, bude ndbojova hustota popsana distribuci 63 (% — &), prave
pro & = Z bude totiz argument §-funkce nulovy.

e Integral nabojové hustoty pfes objem 2

1 Z uvnitt Q
8% — & )d*xr = 0 & vné Q (18)

Q nedef. 2’ na hranici Q

e Nebude-li ndboj jednotkovy, ale bude mit velikost ¢’, vyjadifme hustotu jako ¢’ 63 (% — 7).



e Protoze d-funkce je nulova s vyjimkou bodu, kde ma nulovy argument, jsou totozné nasledujici ndbojové
hustoty f(%) 63(% — ') a g(¥) 63(& — 7’) pravé kdyz se dvé (obycejné) funkce f a g rovnaji v bodé 7,

tj. f(@) = g(&).

e Nasobeni §-funkce obycejnou funkci se tedy shoduje s ndsobenim obycejnou konstantou a tedy

f(@)8% (% — 2)d3x = f(@)e3(z — &)dPx = f(2) /R 83z — &Pz = f(T) (19)

R3 R3

e Hezké funkce jsou distribuce, d-funkce je distribuce, distribuce vynédsobend hezkou funkci je distribuce,
soucet distribuci je distribuce.

e Pii integraci distribuce spliiuji vétu o substituci, o souc¢tu integrala atp.

e Vystupuje-li distribuce v integrdlech ndsobend dostate¢né hezkou funkei, spliuje pravidla integrace per
partes a ji podobnd vicerozmérnd zobecnéni.

e Rovnost dvou distribuci se pozna podle rovnosti jejich vlastnosti pod integralem.

e Prostor zobecnénych funkci je iplnéjsi. Specidlné plati, Ze bodovy naboj jako vysledek zmensovéni
napf. homogenné nabitych kulicek ma mezi distribucemi obdobu v J-funkei jako limité na jednotku
normovanych funkei imérnych charakteristické funkei téchto kulicek — viz. Obr. 3

Polni rovnice s distribuci na pravé strané

Je snadné se presvédcit, ze elektrické pole bodového néboje spliiuje vSude podminku nulové divergence,
jakkoli pouzité tipravy nedavaji smysl v misté, kde tento bodovy naboj lezi — tam musi byt ndbojova hustota
nekoneénd. Tuto vlastnost muzeme zapsat vztahem

— —
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div jﬂﬁ = ¢ BE-T). (20)
Tento vztah je tvrzenim o rovnosti dvou distribuci a nedokazuje se porovnavanim funkénich hodnot, nybrz
rovnost{ obou stran pod integra¢nim znaménkem, piipadné duvérujeme-li v iplnost prostoru distribuci jako
limita poli nebodového naboje.

Vyznam rovnosti dvou distribuci si pfiblizime z pohledu a) fyzikdlné motivovaného a b) matematic¢téji
presnéjsiho. a) V jednom z boda, jimiz jsme zavedli distribuce se bez dalsich podrobnosti #ik4, Ze rovnost
distribuci se pozné podle jejich rovnosti pod integra¢nim znaménkem. Budeme-li na distribuce nahlizet jako
na jisty druh nespojitého rozlozeni naboje, lze kritérium rovnosti distribuci chapat tak, ze paklize poc¢itame
mnozstvi ndboje v néjakém objemu (coz je integrél z téchto distribuc{) daji obé distribuce stejné vysledky
pro stejné objemy. Leva strana mé tvar uplné divergence, takze ji pfevedeme na plosny integral a protoze
plati

1 7 uvniti V

1 #-& - 1 d 1
f fim.dS:]{ %: f —dQ = 0 &  vneV (21)
o 1¢] | 3]

A |7 — 23 A |& — T 47 ~ ..
v | | 14 | 4 nedef &' na hranici V

vidime, ze levd strana se chovd jako bodovy naboj v bodé &, tedy jako strana prava.
b) ProtoZe je prostor distribucf bohatéi nez jen kombinace prostoru spojitych funkci a o-funkci je z

platit || rs V(T) f(Z) = | R V(T g(Z)d®>x. Nam jak uvidime staéi aby funkce 1 byla hladkd a nulovd v
nekoneénu, pro seri(')zni préici potfebuji matematici testovaci funkce jesté o néco hezéi. Zatimco prava strana
(20) okamzité déva [ ()¢ 6*(Z — T')d*x = ¢'¢(Z), levou stranu

¢ T-F

upravime pomoci identity V.@[}/_l' = /T.Vw + z/)V./T na rozdil dvou integrala, pficemz prvni ma tvar uplné
divergence:

= / 7 _ 5
/le [ q— ; - } d*x — qTr gradiy(7) . 2Ty (23)



Protoze podle Gaussovy véty piejde prvni integral na plosny integral ptes hranici integra¢ni oblasti, jiz je
nekonecné velikd sféra na niz ¢ vymizi, zbyde jen druhy z integrali. Po zavedeni posunutych soutadnic
7 = ¥ — @ (jakobidn téhle transformace je jedna) a zdpisu integrace d3y = r2dr dQ0 a zavedeni funkce
O(y) = (7§ + &) = ¥(F) se ukaze, ze skalarni soucin gradientu v a radidlniho vektorového pole §/|7]® d4
soucin radidlni derivace (9,®) a velikosti zminéného vektorového pole, tj. r~2. Proto miizeme psat

_ —Z—W/@fb(r,&,qﬁ).dr a0 — —j—ﬁ/@ﬁ?(r,@,d)) dr / i = —q [BE)F = —q v(@) (24)

Protoze se tedy oba integrély rovnaji pro vSechny hezké funkce (%) (jez spliuji ¥)(co) = 0), predstavuji obé
strany (20) tutéz zobecnénou funkci. Pozn. Povsimnéte si vyznam dukazu, kdyz ve vSech vztazich polozite

¢ =1 a (@) = p(Z)/eo.

Aplikaci divergence na (14) pak za pouziti rovnosti (20) dostdvdme potvrzen{ splnéni polnich rovnic

—’/

div E(7) = dlv— /d?’x’p ') ‘; I
1 1 72-2
— d3 ! di
€0 / @ () Vir |7 — &3
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Jinak feCeno, zjisténi, ze divergence pole bodového naboje je distribuce imérnd Jd-funkci ndm umoznuje
prohazovat diferencidlni operator div a integra¢ni znaménko.

Obdobné bychom zjisténim, ze elektrické pole bodového naboje ma nulovou rotaci ve smyslu distribuci
dokézali, Ze i druhd polnf rovnice je feSenim (14) splnéna.

Potencial elektrostatického pole

Rovnice rot E = 0 znamena, ze elektrostatické pole je gradientem néjaké skalarni funkce. S pfihlédnutim ke

konvenci se zavadi .
E(X) = — grad ®(%) (25)

Toto tvrzeni je silngjsi nez pouhd identita rot grad u(Z¥) = 0, protoze iika, ze v elektrostatice lze kazdé
elektrické pole pséat jako gradient jisté skalarni funkce. Zda je to opravdu mozno ucinit v celém prostoru
je nelehkd otazka, jejiz vyjasnéni spadd do pokrocilé matematiky. Budeme zatim predpokladat, ze v ramci
elektrostatiky jsou pfiislusné matematické pozadavky splnény a pii vykladu elektromagnetické indukce si
ukazeme, jak tyto pozadavky souvisi s fyzikou.

Samoziejmé také vidime, ze rovnice (25) neurcuje potencidl ®(Z) jednoznaéné, pii jeho vypoctu z E méme
dan jen rozdil potencidlu mezi libovolnymi body vztahem

B(Zy) — B(7) = — /x E .dl. (26)

Libovile budeme vyuzivat k tomu, ze dulezitym mistim, jako je nekoneéno nebo povrch jistého vodice
prifadime nulovy potencidl.

Vyse uvedenou primou integraci elektrické intenzity 1ze nalézt, ze potenciél elektrostatického pole bodového
naboje je
¢ 1

dmeg | — &|

(27)

o(7) =

Zavedenim potencidlu jsme jednu polnf rovnici splnili automaticky (tu homogenni), z druhé pak dosazenim
za E podle (25) dostdvdme rovnici Poissonovu

AB(7) = —%p@). (28)



Protoze vime, Ze nabojova hustota bodového naboje je imérna J-funkci, nepiekvapi Laplacetv operator
A = V.V pusobici na 1/|Z — Z'| je opét distribuce a ze plati nésledujici dulezity vztah
AL _ 4 83z - 1) (29)
|7 — 2| '
Stoji za to pochopit tento vztah z hlediska limitniho procesu. Pfedevsim s vyuzitim translacni invariance
operatoru A staci kdyz budeme zkoumat pusobeni laplacidnu na funkei 1/r. Abychom se vyhnuli nekone¢nu
v bodé r = 0 nahradime v blizkosti nuly (uvniti koule o poloméru a) funkei 1/r kvadratickou funkef tak,
abychom mohli bez potizi spocist druhé derivace obsazené v laplacianu

2_ 2
3a2a3r r<a
% r>a

u(r) = (30)

Takto definované vylepseni (funkce u(r) mé spojité funkéni hodnoty a prvni derivace) prejde pro a = 0 ve
funkei 1/r. Vime-li, ze Au(r) = (ru(r))” /r, snadno spocteme, ze

=3 _ o1
Au(r) = o3 47TVk(a) r<a ’ (31)
0 r>a

kde Vi(a) oznacuje objem koule o poloméru a, tedy oblasti, kde je Au(r) nenulové a nabyva konstantnf
hodnoty —4m/Vi.(a). Z toho je vidét, ze tato funkce ptedstavuje piiblizeni funkce —47 63(#). Na cviceni
tentyz piiklad fesime jako problém prubéhu potencidlu ®(r) = —%u(r) rovnomérné nabité koule a jeji
limity jako bodového naboje — pii zachovani celkového naboje @ musi jit v této limité nabojova hustota do
nekone¢na jako Q/Vi(a).

S pouzitim (29) v souladu s pfedstavou o spojitém nabojovém rozlozen{ jako soustavé bodovych naboju
dostavame z potencidlu jednoho bodového nédboje potencial buzeny spojitym rozlozenim naboje

(7)) = /‘Lq/ L _ /p(f') LI (32)

dreg |T— 2| dmeg | — 7|

Misto integralu z vektorové veliciny nyni staci pii hledani pole buzeného nabojovou hustotou p pocitat
jiz jen jediny trojny integrdl. Presto je diky pfitomnosti odmocnin ve jmenovateli jeho analytické nalezeni
vzécné. A to i v piipadé, kdy uvazujeme plosné ( a nékdy dokonce jen linedrni ) ndbojové hustoty.
Metoda Greenovy funkce

Ackoli (32) pfedstavuje znamy vztah, je vhodné zminit, ze patii do jisté dulezité tiidy formulek. V linedrni
algebfe se zkouma feseni konecné-rozmérné lohy

AT = b (33)

mimo jiné lze tuto ulohu fesit tak, ze pro vsechny bazové vektory €; nalezneme konkrétni feSeni tilohy

Agi = € . (34)
Rolozime-li pak vektor b = b;€;, kde b; predstavuji koeficienty b v dané bézi, muzeme pro feSeni psat
T = b g . (35)

—

Resfme-li v elektrostatice tilohu (28), piedstavuji funkce pz (&) = 6*(# — &) obdobu bézovych vektorti &;
s tim, Ze diskrétni index 4 je pro tento problém nahrazen “spojitym indexem” #’. Rozklad pravé strany do
béze mé pak misto sumy tvar integralu

pa) = [ old) 8@~ 7) s (36)

Za povsimnut{ stoji, Ze bazové funkce §(Z — &) jsou jistou obdobou diskrétniho &;;, nebot koeficienty v
této bézi jsou rovny pfimo funkénim hodnotdm. Nalezneme-li pro kazdou bédzovou funkci pz (Z) piislusny
potencial &z (Z) takovy, ze
o 1 "
M) = — = po(@). (37)



muzeme jejich slozenim ziskat FeSeni Poissonovy rovnice

p(@) 1
dmeg | —F|

O(%) = / p() @z (T) d*z’ = / d3z’ (38)

Funkce
1 1

() = — ——
# (&) deg | T — &

(39)

tedy potencidl buzeny jednotkovym bodovym nébojem se proto téz nazyva Greenovou funkef (diferencidlniho)
operatoru —egA. Pozdéji uvidime, ze ruzné hraniéni podminky povedou k jeho riznym Greenovym funkeim.

Plosné a linearni nabojové hustoty

V integrélech, které jsme doposud napsali je mirou pfispévku k integraci mnozstvi nédboje, nikoli samotny
objem a tak kromé nabojové hustoty p zavadime jesté hustotu plosnou o a linearni A vztahem

df = p(@)dV(Z) = o(@)dS(F) = M@ )dI(T) . (40)

Naptiklad plocha nabitd danou plosnou nédbojovou hustotou budi pole

. o(@) 1 ,
) = . 41
(@) / dmeq |2 — 2 s (41)

Pole buzené soustavou objemovych, plosnych, linedrnich a bodovych naboju tak dostaneme jako soucet
prislugnych tii-, dvou- a jednorozmérnych integréli a potencidlu piislusnych bodovych nédboju. Pojem dis-
tribuce jsme zavedli abychom dokézali reprezentovat bodové naboje jako zldstni druh objemové nabojové
hustoty 63(& — #'). Podobné je mozno distribucemi popsat i plogné a linedrni nabojové hustoty. Ukézeme si,
jak to vypada pro plo$né rozlozeni naboje.

Plocha na niz je ndboj rozlozen necht je pro jednoduchost popséna explicitni rovnici » = a tedy plocha je
totozna se soufadnicovou plochou v néjakych kiivocarych souradnicich (pro jednoduchost vybrany soufadnice
sférické). Nébojovd hustota je pak popsdna distribuci o (6, ¢)d(r — a), tedy nula viude kromé stéry r = a. S
vyuzitim vztahu [ §(z — a)f(z)dz = f(a) ! mizeme pro celkovy ndboj psat

Q = /p(f’) 3z’ = /p(r,@,d)) r? dr dQ = /U(H,d))é(r—a) 2 dr dQ (42)

= /0—(9@) dQ /5(r—a) r?dr = a2/0(0,¢)dﬂ = 4na’7 (43)

tedy ndboj je (samozfejmé) roven sou¢inu povrchu koule a pramérné ndbojové hustoty 6. Pokud je plocha
popséna implicitn{ rovnici napt. f(z,y,z) = 0 je vypocet komplikovanéjs{ (viz Prosemindi teoretické fyziky).

Jesté jedna vlastnost jednorozmérnych d-funkei ndm ptijde vhod — jsou to totiz derivace skokovych funkci.
Ve smyslu distribuci totiz plati

%%sgn(m—a) = %@(x—a):d(x—a). (44)

Provést dukaz této rovnosti opét znamend ukédzat rovnost obou stran pod integra¢nim znaménkem

< d

< i
dx

[ Y@)]dz = (a),
(45)
pro pochopeni je ale lepsi studovat limitu spojitych aproximaci skokové funkce a jejich derivaci, (chdpana
jako limita plosného naboje popisuje tento limitni proces zten¢ovani nabité oblasti pii zachovani celkového
naboje).
Vime-li, ze ndbojova hustota nabité roviny z = 0 je 0d(z), vidime, Ze elektrické pole nabité roviny uvedené
v nésledujicim odstavci mé divergenci rovnou této zobecnéné funkci.

/Z Wx)% O(z—a)dr = [(x) @(x—a)]gooo_/

— 00

W(2)] O(z—a)dz = o—/

a

1Vztahy platici pro jednorozmérné §-funkce jsou piehledné uvedeny v dodatku II v [Kvas]



Nabita rovina z = 0 s konstantni ndbojovou hustotou ¢ budi v prostoru pole popsané

@) = —5-lel . E@) = - sen(z) & . (46)
€0
Protoze rozumnou plochu a na ni sidlici ndbojovou hustotu si v dostatetné blizkosti muzeme nahradit
rovinou s konstantni ndbojovou hustotou ma predchézejici feseni §irsi vyznam. Specidlné je ilustraci znamého
dusledku Gaussovy véty: elektricky potencial pii prechodu nabitou plochou je spojita funkce, jeho derivace
se ale skokem mén{ o o/e.
V tvodni pifednésce Elektiina a Magnetismus jste zavedli plosnou divergenci

Div E = @.(Ey, — Ey) , (47)

v

kde 77 je jednotkova normadla k plose oddélujici oblasti 1 a 2 mifici z oblasti 1 do 2. S jeji pomoci se pak pise

= 1
DivE = —o. (48)
€0

I v pfipadné plosnych naboju zustava v platnosti vztah E(i") = — grad ®(Z) pouze je vyslednd elektrickd
intenzita nespojitd. Podrobnéji se budeme zabyvat nespojitostmi poli pii studiu chovani Maxwellovych
rovnic na rozhrani dvou prostfedi. V prednésce se naopak nesetkdme s nespojitym elektrickym potencidlem,
ktery si ndzorné muzeme piedstavit jako limitu kondenzatoru s nekonecné tenkym dielektrikem, kdy pfti
ztencovani neménime napéti a tedy zvysujeme naboj. Vysledkem je nekonecnd elektricka intenzita v misté
skoku potencidlu — vice napf. v [SeSt, odst. Elektrickd dvojvrstva).

Linedrni naboje jsou na rozdil od plosnych obklopeny nekoneéné silnym polem. V jistém ptiblizeni
muzeme na linedrni ndboj zblizka pohlizet jako na piimku s konstantni ndbojovou hustotou a tak stoji uvést
vlastnosti poli zde.

Nabita pfimka tvofend osou z na niz je rozprostiena konstantni ndbojova hustota A je obklopena polem

. 1
ANNG M@ZA — R . (49)

®(7) = 2meg R

27meg

Oba vztahy lze snadno ziskat z Gaussovy véty zvolime-li integra¢ni objemy respektujici symetrii problému.
Oproti bodovému néboji E ~ r~2 jde intenzita pole do nekoneéna s pievracenou hodnotou vzdalenosti.

Na cvicenich spoc¢teme za pouziti pfimé integrace potencidl rovhomérné nabité tsecky a kruznice, tato
pole nam pfi vykladu multipélového rozvoje poslouzi jako piiklady axidlné symetrickych poli.

Symetrie

Symetrie daného problému je dédna operacemi, které muze nékdo s poli a zdroji uc¢init za nasimi zady, aniz
bychom to poznali. Tolik definice symetrie dle Prof. Kvasnici. Z této definice je zfejmé, ze symetrie problému
tvori grupu — mohu neudélat nic, u¢inénou zménu mohu vratit a nebo k ni pridat dalsi. Pro naSe potieby
nebude piilis vyznamnd sama struktura symetrii, spiSe dopad jistych symetrii na tvar poli.

Pro nase potieby vystacime s nékolika symetriemi: transla¢ni, axidlni a sférickou.

Translacni symetrie odpovida situaci, kdy po posunuti zdroji a poli o libovolny nasobek jistého sméru
7 dostaneme tutéz situaci. Jde o piipad, kdy je pole vytvdfeno objemovou nabojovou hustotou spliujici
podminku p(Z + sfi) = p(Z) nebo soustavou navzdjem rovnobéznych vodi¢t neménného prutezu. Vysledné
pole (nevnucuji-li ndm okrajové podminky néco jiného) bude mit podobnou vlastnost. Zapiseme ji snadno
jak pro potencidl ® (& + sit) = ®(Z), tak pro elektrickou intenzitu E(Z + sii) = E(Z). Rovnost dvou vektori v
ruznych bodech tu nezpusobuje komplikace. Obvykle volime smér 7i = €, a tak muzeme psat p(z,y), ®(z,y)
a E (z,y), tedy, ze zaddnd veli¢ina nezavis{ na soufadnici z. Adaptace souradnic: Pii volbé soufadnic jsme
vzali v ivahu symetrii problému. Pro jinou volbu by symetrie problému nebyla tak dobte vidét. Navic —
méné proménnych znamena méné netrividlnich parcidlnich derivaci v polnich rovnicich a to usnadnuje jejich
feseni.

Axzidlni symetrie odpovidd situaci, kdy po otoceni zdroju a poli o libovolny thel kolem dané osy
dostaneme tutéz situaci. Tentokrat je pole vytvérené nédbojovou hustotou, kterd spliuje p(RsZ) = p(Z),
kde R, predstavuje oto¢eni koncového bodu pruvodice o thel s kolem dané osy. Potencidl spliiuje stejnou
rovnici, ovSem symetrie vektorového pole elektrické intenzity je nyni popsdna vztahem E(Rsf) = R,E (Z)
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— vektor pole je tfeba pti prechodu z bodu do bodu otoc¢it. Hned vidime, Ze véci se velmi komplikuji ne-
prochéazi-li osa poc¢atkem soutradnic — jen tehdy je otaceni koncového bodu pruvodice Rs¥ totozné s operaci
otaceni vektortu Rsﬁ .

Adaptaci soufadnic tak aby respektovaly axidlni symetrii si opét muzeme zjednodusit praci. Osu otdéeni
ztotoznime s osou z a jako soufadnice pouzijeme soufadnice vélcové R,¢ a z. Pak pro skaldrni veli¢iny
podminka symetrie zni ®(R, ¢ + s,2) = ®(R, ¢, z), a iikd, ze skaldrni veli¢ina nezavisi na souradnici ¢, tj
piseme ®(R, z).

Pro snadné zapséni symetrickych vlastnosti vektorovych poli ale musime ucinit o krok vic. Neni totiz
pravda, ze E(R, z). Zde pomuze adaptace bdzovych vektori: zvolime takovou bazi, Ze slozky pole v ni nebudou
zaviset na ¢: .

E(R,¢,z) = E-(R,2)€-(R,¢) + E4(R, 2)€p(R, ) + E.(R, 2)€; . (50)

(vice o €, souvislosti poli bazovych vektoru a piisludnych souradnic ve vykladu o kiivoc¢arych souradnicich).
Vidime, ze pro obé vyse uvedené symetrie lze shrnout tak, ze transla¢ni a axidlni symetrie vedou ke zmizeni
zavislosti poli na jedné, vhodné zvolené soutadnici.

Sférickd symetrie se pak odrazi ve zmizeni dvou soufadnic, tedy alespon pokud pracujeme v soufadnicich
sférickych. Skalarni sféricky symetrickd funkce je pouze funkei radidlni soutadnice r, tj. napf. potencial
®(r). Sféricky symetrickd vektorovd pole pak jsou obzvlasté jednoduchd

E(r,0,0) = E.(r)é.(r,0,0) . (51)

Bazova pole €y a €4 jsou pouze axidlné symetricka. Ani zadné jiné pole te¢nych vektort ke kouli nemiize byt
sféricky symetrické (lze snadno nahlédnout z Hairy Ball Theorem — kazdé spojité pole tecnych vektoru na
sféte je nékde nulové, diky pozadavku sférické symetrie musi byt nulové vsude, nenf to tedy bédze).

Vodice v elektrostatice

Vymizeni magnetickych poli v elektrostatice je svazano s vymizenim proudi. Proto v elektrostatice musi
uvniti vodivého télesa byt elektricka intenzita nulova. Po zavedeni elektrického potencidlu tak mame uvnits
a na povrchu vodi¢u

(X)) = Uy TeVy . (52)

Jednotlivé, navzijem izolované vodice V4 jsou ocislovany indexem A. Poissonova rovnice zde nabyvé nového
smyslu — hleddme takovy potencidl, aby jeho hodnota byla na povrchu vodi¢u konstantni (rozsiteni tohoto
konstantniho potencidlu dovnitt vodi¢u nestojf za fec). I pii jinak nepiftomné ndbojové hustoté mezi vodici
prestdvd byt metoda piimé integrace uzite¢nd — nevime jak se nédboje po povrchu vodi¢u rozdéli. To, zZe
povrch vodice je ekvipotencialni plocha znamend, ze d® = grad d.dl=—Ed = 0 pro vS8echna posunuti dl
po povrchu vodice, tedy, ze elektrickd intenzita je kolmé k povrchu (zndmé relace silocar a ekvipotencidl). Z
Gaussovy véty pak za uvazeni nulového pole uvniti vodic¢e vyplyva

E=27, (53)
€0
kde 7 je vnéjsi norméla k povrchu vodice. S vyjimkou dostateéné jednoduchych situaci lze pole buzené
nabitymi vodiéi hledat jen ptibliznymi (obzvlasté numerickymi) metodami. Na této prednésce se soustiedime
na vyse uvedené vyjimky. Pujde obvykle o “kulatd” télesa, a feSeni nedokdzeme nalézt s pouzitim kartézskych
soufadnic.

Priklad: Koncentrické vodivé sféry s vyuzitim A®(r) = r~1(r®(r))”. Vyznam integraénich konstant.

Krivocaré souradnice

Polohu bodu muzeme udévat pomoci vhodné trojice soufadnic — ne nezbytné kartézskych (napf. zemépisné
soufadnice + “nadmoiskd” vyska tvorl docela komplikované, nicméné praktické soufadnice). V elektrody-
namice az na vyjimky vystacime se soufadnicemi kartézskymi, valcovymi a sférickymi. Protoze budeme
potfebovat v danych soufadnicich vyjadfovat i vektorové velic¢iny a také umét pocitat s nabla, nevystacime s
pouhym zavedenim soufadnic. Nejdiive pfipomeneme zavedeni valcovych a sférickych souradnic kde uvedeme
i veli¢iny jejichz vyznam se vyjasni az poté, co se vratime k vektorové analyze v libovolnych ortogonalnich
kiivocarych soutadnicich.
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Vime, Ze ptizpusobeni souradnic symetrii problému vede k zjednoduseni rovnic. Protoze v nasich rovnicich
vystupuji také vektorova pole, je potieba zavést bazova vektorova pole a symetrickd vektorova pole popisovat
koeficienty vzhledem k této bézi.

Dulezitym poznatkem bude skuteénost, ze na rozdil od kartézskych béazovych vektorovych poli bazova
pole respektujici symetrie nemusi byt konstantni vektory, jen jejich velikost budeme pozadovat rovou jedné.
V dusledku toho pole s konstantnimi koeficienty v kfivoc¢aré bazi neni konstantni vektorové pole!

Ozna¢me kiivocaré souradnice obecné q1, g2, g3. Jaké mame kandidaty na nase bazova pole v kiivocarych
soutadnicich?

(1) Ménime-li vybranou soufadnici ¢; opisuje bod pfislusnou soufadnicovou ¢éru. Pro trojici souradnic
tak mame v kazdém bodé 3 tecné vektory k soutadnicovym ¢ardam prochézejicim timto bodem g—i,g—i,g—i

(2) Protoze souradnice ¢, g2, g3 lze chépat jako skaldrn{ pole mdme tu i druhou sadu vektoru — gradienty
kfivocarych soutfadnic V1, Vgs, Vgs.

Jak spolu obé sady vektoru souvisi objasni jejich zapis ve slozkach

(9.Ti GQj

. — 4
94, Vs B2, (54)

tedy jde o Jakobidny navzdjem inverznich transformaci qi,q2, g3 — x,y, z resp. x,y,2z — q1, q2, q3, tedy

dzr Om Oy 9¢1  9q1  Oqu
9 d d B 2 b
Laq:; Laq:z ng S 85; 832 832 (55)
0q1  Oq2  Ogqs VS. Oz, Ozy  Oxs :
9z  Ozz  Ozs 9q3 Oqs  9gs
9q1 9q2 9q3 oz, Oxo Oxs3
To, ze jde o navzajem inversni matice se dé zapsat téz jako Vg; . 0Z/0¢q; = 0;;. Z tohoto vztahu

vyplyvajici kolmost, feknéme, Vq; a 0%/Jqy neiikd ovSem nic o tom jestli vektory Vg a 0Z/dq1 jsou
navzdjem rovnobézné. Abychom vektory vzniklé derivaci polohy podle parametru (tfeba rychlost) a vek-
tory (formy) vzniklé derivaci podle polohy (gradient potencidlu) nemuseli odliSovat a mohli je vyjadfovat
pohodlné ve stejné bazi budeme pozadovat aby i v kfivocarych souradnicich zustala pfece jen zachovana
néjaka vlastnost kartézskych soutfadnic — rovnobéznost gradientu soufadnic a te¢en k soufadnicovym cardm.
Abychom toho dosahli, potfebujeme aby soufadnicové ¢ary byly na sebe navzdjem kolmé. Plati totiz, ze
jsou-li ¥} 1L ¥y L ¥/3 L v pak pro matici slozenou z vektoru ¢, v2, U3 plati

—

e
=

——

[0, T U] , (56)

T:
<L

Y
wl V]

¥

S

z ¢ehoz je srovnanim s vySe uvedenymi Jacobiho maticemi ziejmé, ze v ortogondlnich kiivocariyjch souradicich,
pro néz plati, ze v kazdém bodé jsou soufadnicové ¢dry na sebe navzajem kolmé 0%/0qy L 0%/0qa L 0Z/0qs L
0% /0qq se vektory 0% /0q; a Vg, 1isl jen svou velikosti. Jejich shodny smér oznacime €; a zvolime jej za bazovy
vektor. PiSeme oz )
X N -
a témito vztahy zavadime Laméovy koeficienty h;, které urcuji skutecnou velikost posunuti pfi zméné
kiivocaré soutadnice o dg;. (Také plati, ze pokud je néjakd kiivocard soufadnice bezrozmérnd, ma piislusny
Laméuv koeficient rozmér délky.)
Pro vektor posunuti pii zméné kiivocarych soutadnic plati

B i oF oOF .
= g+ Zdge + Ldgs = by & dgi + ho & dgo + hs & dgs (58)
oq 0qz 0q3
a pro kvadrat velikosti tohoto posunuti pak
di* = h?dgi + h3 dgs + h3 dg3 . (59)

Na tomto vztahu je pozoruhodné, Ze chapeme-li Laméovy koeficienty jako funkce kiivocarych soufadnic,
nejsou v tomto vztahu patrné zadné pozustatky kartézského soufadného systému z néjz jsme vychézeli a
pritom popisuje vzdalenosti v prostoru. V kontextu této prednéasky tato metrika tiirozmérného euklidovského
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Figure 4: Béazové vektory a délky oblouku soufadnicovych ¢ar ve sférickych soufadnicich.

prostoru v kiivoc¢arych souradnicich predstavuje predevsim nejkompaktnéjsi zpusob jak si pro dané souradnice
zapamatovat jejich Laméovy koeficienty.

Samoziejmym dusledkem ortogonality souradnic je také moznost transformovat vektory z jedné baze
do druhé prostiednictvim skaldrniho sou¢inu s bézovymi vektory — skaldrni souciny bézovych vektoru s
rozkladanym vektorem totiz déavaji prislusné koeficienty, napiiklad

€, = (€,.€,) € + (€,.89) € + (€,.€p) €y = cos b€, — sinfbey + 0¢, . (60)

Samoziejma vlastnost kiivocarych bazovych poli — to, Ze nejsou konstantni, ale jde o funkce soutadnic
— zpusobi bazové vektory nemuzeme vytykat pred derivace a integraly, jak jsme zvykli u baze kartézské. V
pripadé derivaci ndm toto nepohodli vynahradi dale uvedené vzorce pro vypocet gradientu, divergence atd.,
pii integraci vektorové veli¢iny ndm ovSem nezbyde nez se tim ¢ onim zpusobem vratit k integraci slozek
vzhledem k néjaké konstantni bazi.

Pifklad: Pokud pii vypo¢tu polohy tézisté polokoule poéitdme [7dV = [(ré,)r?drdQ) = é.2n [r3dr = ...

dospéjeme rychle k vysledku, ovsem §patnému. Pole €. méni v objemu télesa (i mimo néj) smer.

r=r sinf cos¢p |r=/z2+y?+ 22 r €<0,00)
y=r sinf sin¢ 9=arccos\/ﬁ 0 e<0,m >
z=r1 cosf ¢ = arg(x + 1y) ¢ €<0,27)
dl = GEdr+ 95d0 + §5d¢ = dré, + rd6cs + rsin 0dgés
di2 = dr?+r? df? + r?sin® 0 dp?
h,=1 €, = [sinfcosd , sinfsing , cosb)
hg =1 €p = [cosBcosp , cosfsing , —sinb)]
hg =rsind €y =[—sing , cos¢ , 0]
grad @ = G2 + 158 @ + 559 %
div E = 5Z(PE,) + +5g & (sin0Fy) + 5 & Ey
A = %% rq)) + T12 sirlxe%(Sine%@) + 515208%&¢

Table 1: Sférické soufadnice a souvisejici vztahy.

V naésledujicich tabulkach jsou pro sférické soutradnice a valcové soutradnice shrnuty transformace
mezi témito soufadnicemi a soufadnicemi kartézskymi, kartézské komponenty bézovych vektoru, Laméovy
koeficienty a vztahy pro vypocet gradientu, divergence a Laplaceova operatoru na skalarni funkci.
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Pro tuplnost je jesté tfeba uvést, ze ¢asto budeme ve sférickych souradnicich poéitat plosné integraly pies
plochu sféry r = konst., kde m4 plosny element smér a velikost dS = dSé. = r2sinf do do e.. Objemovy
element ve sférickych soufadnicich je dV = r? dQ2 = r%sinf dr df d¢. Ve valcovych soutadnicich jsou
plosné elementy na plose R = konst. pfipadné z = konst. rovny dS = dSég = R d¢ dz €g, resp.
dS = dSé. = Rd¢ dRé..

r=R cos¢ |R=+/22+y> R €<0,00)
y=R sing |¢=arg(z+iy) ¢ €<0,2m)
2=z z=2z z € (—00,00)

dl = 9% dR+ 92 dp+ 5% dz = dR &p + Rd¢ €, + dz €.
di? = dR?+ R2%d¢? + dz?

hr=1 €r =[cos¢ , sing , 0]
hg=r e¢—[—51nqb, cos¢ , 0]
h,=1 =10, ]
gradq) = + a e¢+% €,
div E = L2 (REg) + %a@(E(z,)—i-a—Ez

R

( 2
o (pd %y 8
75 (Bar®) + RL() P+ 520

Table 2: Vélcové soutadnice a souvisejici vztahy.

Gradient

Operace oznacovand grad se objevuje ptirozené v prvnim diferencidlu skaldrni funkce soufadnic

of

al’i |Z=1o

f(@o +dZ) = f(Zo) + dx; = f(Zo) +dEVP = f(Zy) + dZ.gradd (61)

a tedy oznacuje-li 7 jednotkovy vektor ma 7i.grad® vyznam derivace v tomto sméru. V této piedndsce
neodlisujeme vektory a formy a tak V® muzeme chapat jako vektorové pole vzniklé ze skalarniho. V kazdém
bodé ma gradient smér nejvétsiho vzrustu skaldrniho pole a velikost rovnou derivaci v tomto sméru.

S vyuzitim véty o uplném diferencialu dostavame vyraz pro gradient v kiivocarych soutfadnicich

10 10 10
Vf<qi(xj>>:' Zaq (W>_ fo LOf ., 10f

Y a2 gy 2 Y 62
hy 0q1 “ ha Oqo “ hs Oqs3 s (62)

Piitomnost Laméovych koeficientu ve jmenovateli si zapamatujeme tak, ze gradient je zména na jednotku
délky ne na radian.
Piiklad: Pro funkci f = z = rcosf dostavame tato alternativni navod na transformaci €, = Vz do
sférickych soutadnic
1 9(r cosb) 19(rcosb) 1 O(rcosf) -

“: 9:77H _—— —_— = ‘0‘;,,—.0“ “.
e, V(r cos @) 1 5 e,«+r 20 69+rsin9 96 o) cosf €, —sinf €y +0 e, . (63)

Divergence

Divergenci je mozno chapat jako objemovou hustotu vytoku pole z okoli néjakého bodu

. 1 . .
divE(Z) = lim — E(@).dS . 64
@ = Jm =4 B@) (64
Za téleso Vg, jehoz objem posleme k nule zvolime kvadiik < q; — Aql g1+ A‘h > X < go— %, g2+ A‘” >
X < q3— % ,q3+ A% > v prostoru kiivoc¢arych soutadnic u néjz se pti hmltnlm procesu nebude ménit pomer

stran, tedy Aq = Qle ..Agz = Qze pfi € = 0. Jemu v prostoru odpovidd objem ohranic¢eny Sesti (obecné
kiivymi) souradnicovymi plochami ¢, = g; AQQ" . Normaly k témto plocham jsou pravé vektory kiivocaré béze
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Figure 5: Piiklad ve dvou dimenzich: funkce a vektorové pole jejiho gradientu.

a tak na kazdé ze stén k toku vektorového pole piispéje prévé jedna z (kiivocarych) komponent vektorového
pole E. Pro takto zvoleny objem bude piimo vidét geometricky vyznam vztahu pro divergenci vektorového

pole v kiivocarych soufadnicich.

Pii odvozeni diferencialniho vyrazu pro divergenci v ortogonalnich kiivocarych soufadnicich pouzijeme

vlastnost stfedni hodnoty hladké funkce na obdélniku Q =< x — %,x + % > X < y— %,y + % >

o strandch Az a Ay se stfedem v bodeé [z, y]
[ e dedy = (1.9 +o(0) Ar Ay (65)

kde o(e€) popisuje limitn{ chovéni, kdyz polozime Az = Xe, Ay = Ye a jdeme s ¢ — 0.

Figure 6: K odvozeni divergence v kiivocarych soutadnicich.

Pfi vypoctu toku pole podle (64) budeme integrovat pies Sest stén ohranic¢ujicich uvazovany kvadr
f B(@) . d§ = ﬁ.d§1++/ﬁ.d§;+/ﬁ.d§;+/é.d§;+/ﬁ.d§;+/ﬁ.d§; (66)
o 1+ 1- 2+ 2- 3+ 3-
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Indexy u integalu oznacuji, kterd z souradnicovych ¢ar k ni tvofi normélu a jak je orientovana. Napiiklad

- ox 83:
dsS} = 9 3 ad, dqh dqy = ho € X hg & dqh dgy = hahg €1 dgh dqy (67)
zatimco JS; = — hohg €1 dqo dgs se lisi orientaci. OvSem fﬁ pocitame pfes pravou sténu kvadru, zatimco

Ji- pies levou. Proto nesmime zapomenout, ze Laméovy koeficienty se ruznygch koncich kvadru L. V

kazdém z bodii stén 1% je vnéjsi norméla rovna +€; a tak jen prvni komponenta pole E bude pri integraci
hrat roli. Pro integrandy muzeme psat

E . dS| = (Ey haohs ddh dqg)‘ - (68)
a vysledek integrace ptes obdélnik [¢4, ¢5] €< g2 — qu ,q2 + qu > X < q3 — A‘B ,q3 + Aq3 > bude
/1 E.dSf = [(Elhghg)‘i:[qﬁ%%%] + o(e)} Ags Ags (69)
a je tedy aZ na zanedbatelné opravy uréen hodnotou Eihohs ve stfedu stény 1. Podobné
B oas = - (Bihahs) oy 2wy, o+ 00)] Az Aas (70)

je ur¢eno hodnotou Fyhohs ve stfedu stény 17. Cyklickou zdménou pak dostavame hodnoty toku pole ptes
zbylé stény kvadru

niptal 1 »q2, 1,92 > 1,42,93 24
fEdS = [Ethh ][q +A2ql q: qj]qu Aq3+[E2h h ][q q +A2qQ QJ]Aql AQ3+[E3h1h ][q q qdi_AZq:;]Aql AqQ .
lg1— =51 ,q2,q3 [q1,92— [q1,92,93—=52]
(71)

Pro urcéeni hustoty potiebujeme znat hodnotu objemu kvadiiku, kterd je jak snadno nahlédneme

VQ = /dV = / h1 h2 hg dql dQQ dQ3 = (h1h2h3)|f:[qhqz7qz] —|—O(€) Aql AQQ AQ3 (72)

Nyni se ukaze pro¢ je mozno v limité ptiblizit tok sténami hodnotou sou¢inu délky stran a norméalové slozky
pole. Po vydéleni objemem télesa je tieba zanedbat vyraz
o(e) Ags Ag o9 oe)

~ — =0, 73
[(h1h2h3) + 0(6)] Aql AQQ Aq?, Aql € ( )

kde je pouzit predpoklad o stejnomérném smritovani kvadru ve viech smérech. Za pouziti definice parcidlni

derivace A A
f(CI1+%7Q27(J3)—f(‘J1—%ﬂza%) af

(74)
Aql aql\w lq1,92,93]
dostaneme limitu stfedni hodnoty toku pole z objemu §2 jako
- 1 0 0 0
divE = ——— E1hsh — (Eahih: —(Eshih 75
v h1h2h3{8q1(123)+3 (213)4—8 (312)} (75)

Tento vzorec vyjadiuje navod ke spocteni divergence vektorového pole zname-li slozky pole v kiivocaré a
nikoli kartézské bazi. Samoziejmé v piipadé kartézskych soufadnic s h, = hy = h, = 1 pfejde na 0, F, +
oy E, + 0, E,.

Piiklad: Divergenci vektorového pole €. muzeme spocist jak ptimo

L T L L1 1 3 - 2
div e, = V.T = V.(rr) = V.(r)r +(f’).Vr = + 7 = = (76)
a nebo s pouzitim pravé odvozeného vztahu
1 0 0 0 1 0 2
dive, = —— 1lhgh hr-h hyh = —  —~ (r?®sinfh) = =
v hrhohy {67"( ho) ¥ 9 (Ohrhg) + 8¢(0 0)} r2sin @ Or (rsinf) r (")
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Rotace

Vyjdeme ze Stokesovy véty

/rotﬁ.d§:]{ﬁ.df. (78)
> ()3

Pokud plochu ¥ rozdélime na mnoho “Gtverecku” tak, ze ty sousedni spolu sdileji opacné orientované strany,
je mozno Stokesovu vétu chépat jako dusledek vyruseni se vSech prispévku k cirkulaci pole E pres tyto sdilené
strany. Jen ty strany ¢tvereckt, jez lezi na hranici ¥ se nemaji s ¢im vyrusit a “pospojovanim” daji cirkulaci
E pres hranici X.

Projekci rotace do smeéru 7 pole tedy muzeme spocist jako plosnou hustotu cirkulace pole

A ot B(7) = lim — ?{ B . b (79)

kolem plogky ¥z 7 s normalou ve sméru 7, jez se v limité smrituje do bodu Z.

Pro nazlezeni (diferencidlnfho) vyrazu pro rotaci pole v kiivoc¢arych soufadnicich zvolime za ploskou Sy
obdélnik (v prostoru kfivocarych souradnic) ¥ =< ¢ — AQE“ ,q1 + % > X < qg — Azqz,qg + % > jenz
v prostoru lezi na plose q3 = konst., je ohrani¢en ptislusnymi tseky soufadnicovych car a v kazdém bodé
ma normalu 7 = €3. Pro zjednoduseni budeme opét predpoklddat neménny pomér stran béhem limitniho
procesu Ag; ~ €.

Figure 7: K odvozeni rotace v kiivocarych soufadnicich.

Cirkulaci pole okolo této plochy vyjadiime jako soucet

B@).dl — [ B.dir+ E.dm/ﬁ.dm/ B . di; (80)
ox 1+ 1- 2+ 2=

Protoze all_%E = +hi€1dq, je kiivkovy integral podél protilehlych stran 1+

R
/1i BLdif = £ [(By by, et g+ 0€)] Aar (81)

a podél protilehlych stran 2+

R
By =+ (B2 1) oy 01, 0y 0(0)] B (82)

Po dosazen{ plosky obdélnicku Sy, = h1he Agr Ags + o(€) mdme plosnou hustotu ve sméru €3

= 1 _ Aay +ﬂ
e . Tot F = ——————— < [E1h A 2 EshoA 2 A A 83
€3 . IO huhs A1 A {[ 1h1 Q1]+¥ + [Exho Ago] 20 + 0(€)Aq1 + o(e) Q2} (83)
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tedy po limité, kterd vede k parcidlnim derivacim, vlozeni jednotky ve tvaru 1 = €3.€3 a rozsifeni zlomku
koeficientem hs

- 1 0 0
é3 .tot B = €3 . ——— hsé3 < ——(FE1h — (Esh 84
10 G hihohy O { 8Q2( ' 1)+3Q1( ? 2)} (8
Tento vztah muzeme zapsat s pouzitim determinantu jako
1 0 0 h3€3
. = s 0
€3 .ot E = €3 . Il R 92 0 (85)

hl E1 hg E2 0
a nepiekvapi, ze vSechny slozky rotace ziskdme vycislenim determinantu

1 hl 51 hg gg h3 53
rot £ = e o = (86)
hl El h2 EQ h3 E3

Tento vzorec také ilustruje axialni charakter pole V x E - prohozenim soufadnic a piislusnych vektortu baze
zméni rotace znaménko. Protoze jsme pii odvozeni predpokladali, ze kiivka na obrazku mé orientovanou
normélu ve sméru €3, plati tento vztah pouze pro orientovanou bazi spliiujici €; x € = €3. To znamena, ze
u soufadnic je dulezité poradi. Proto volime g1, g2, q3 jako x,y, z pro kartézské | r, 0, ¢ pro sférické a R, ¢, z
pro valcové soutadnice.

Laplacetiv operator na skalarni funkci

V elektrostatice budeme pracovat predevsim s operatorem A
AP = V.V® = div grad ¢ (87)

slozenim jiz zndmého kiivocarého vyjadieni obou operdtoru dostdvame

. 1 0 [ hahs 8@) 0 (hlhg 8@) 0 (hlhg (9(1))}
AP = divgradd = ——— < — — )+ = — )+ = il 88
8 hihohs {5971 ( hi Oq O0g2 \ h2 Oqgo Ogqz \ hs Ogz (88)

Priklad: Pole nabitého kruhového disku

Zavedeme zplostelé sferoidalni (nékdy zvané elipsoidaln{) souradnice

T V82 4+ a2 sinv cos ¢
y = +/s2+a? sinv sing

r = SCOSv

jejich jméno je dano faktem, ze plocha s = konst. je rotacni elipsoid s polarnim polomérem mensim nez
rovnikovym

2
x Y z\2
Y S T (7) =1. 89
<\/$2—|—a2> <\/82—|—a2> s (89)
V nekoneénu, kde v/s2 4+ a? ~ s prechdzeji v souradnice sférické (s — r, v — ). Plocha s = 0 je disk o
poloméru a. Inverzni transformace s(z,y, z) resp. cosv(zx,y, z) ziskdme se¢tenim resp. odectenim vyrazu

V(@2 + 12 +22—a2)? +422a2 = % +a’cos?v

x2+y2+227a2 = % —a%cos?v

Tecné vektory k soutadnicovym ¢aram jsou

ox s s
— = hg€s = |——— sinv cos¢ , ————— sinv sin¢ , cosv 90
o = by 5. coso] (90)

0%
- hy € = {\/SQ—I—a2 cosv cos¢ , \/s2+a? cosv sing, —s sinv} (91)

v
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07 hy €5 = {f\/52+a2 sinv sin¢ , V/s2 + a2 sinv cos¢p, 0 (92)

5 =

Laméovy koeficienty jsou

oz 52 +a? cos?v
e = 0ol TN e (93)
hy, = oz| _ Vs +a? cos?v (94)
Y Ov

Figure 8: Sferoidalni{ soufadnice v poloroviné z —z. Soufadnice v prostoru vzniknou jejich rotaci, tj. pfidanim
soufadnice ¢. Oblouky elips na obrézku ptejdou na rotacni sferoidy (povrchy elipsoidi). Ty pro potenciél
®(s) zavisejici jen na souradnici s predstavuji zarover i ekvipotencidlni plochy.

Budeme hledat obdobu pole bodového ndboje ve sférickych souradnicich, kde ®(r), tedy potencidl ®(s)
zévisejici jen na soufadnici s. Az uspéjeme, ziskdme pole tvorené vodi¢i ve tvaru zplostélého rotaéniho
elipsoidu, pfipadné kruhového disku, protoze to je tvar ploch s = konst. a potencidl, jenz zavisi jen na této
soutadnici musi mit ekvipotencialni plochy stejné.

Laplaceova rovnice pro potencidl ®(s) m4 tvar

1 0 _hvh¢> 0
0 = AP = — — 96
) = Jhhy 85 | hy 2500 (%6)
tedy po dosazeni Laméovych keficientl a vykrdceni faktoru hshy,he
0 9 9, 0 1

Protoze uvazujeme zavislost potencidlu na jediné soufadnici musime fesit jen obycejnou diferencidlni
rovnici a jeji feSeni s dvéma integra¢nimi konstantami o a 3 je

D(s) = « (arctanz + ﬁ) (98)
Hodnotu 8 = —7/2 uréime z podminky ®(s = co) = 0. Ur¢it hodnotu o muzeme nékolika zpusoby. Jed-

nou moznosti je spoéist naboj jako tok elektrického pole skrze plochu s = konst.. Zde je dS = (hydv) (hpdo)és
a elektrické pole spocteme zndmym vztahem pro gradient a ziskdme tak

QR = %(EOVQ)).dS: = .. = /—aeoa sinv dv d¢p = —4wegan (99)
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Druhou moznosti je rozvinout v okoli nekone¢na funkci

. /3C dx /‘”dw 1 /mdx 1 1 n /xd 1 1 n T 1+ 1
arctanzx = | —— = | = —_ = =4+ .| = el —— — 1 | =2_Z2
2 +1 x21+xi2 2 2 2 ot 2 =z 3:63$

(100)
tedy

B(s) ~ a (6 + g - g + ) (101)

a uvazit, ze potencial se zde musi chovat jako ﬁ% nebot pro velks s tato soufadnice splyva se sférickou
soufadnici r. Tedy vysledny potencidl ma tvar

Q

T s
B(s) = (5 - arctan®) 102
(s) Treoa \2 arctan— (102)

Budeme-li uvazovat, ze plocha s = sy je vyplnéna vodic¢em a spocteme skok elektrické intenzity na jeho
povrchu dostavame plosnou nédbojovou hustotu

o 1 1
Am /st + a% \/st + a? cos?v

o = ¢Div E = 60€S'Evné = —¢ (103)

190

— —P(5)5=s, =
hs Os (8)s=s0
Piipad sg # 0 popisujici pole nabitého rota¢niho elipsoidu nabizi cviceni: jak souvisi plosnd nabojové

hustota na rovniku a na pdlech s poloosami elipsoidu? Zde si v§imneme situace, kdy se pro sy = 0 elipsoid
redukuje na nabity vodivy disk. Tehdy roste nabojova hustota na kraji disku do nekone¢na

Q 1

-~ - 104
4ma a2 — 2 — y2 ( )

o(z,y) =

Integraci muzeme ovérit, ze celkovy naboj na disku je stale @, pficemz tak jak disk vznikl zplosténim télesa,
je uvedena nabojova hustota piitomna z obou stran disku.
Kapacitu kruhového disku dostavame

Q

¢ = D(s = sp)

= 8¢pa (105)

tedy /2 krat mensi nez je kapacita koule stelného prumeéru. H. Cavendish roku 1773 experimentdlné uréil
tento pomér jako 1.541 !

Greenovy véty
Kdyz v identité div f/f = ff.grad [+ fdiv A polozime A= grad g dostavame
fAg = V.(fVg) - Vf.Vyg (106)

s pouzitim Gaussovy véty pak prvni Greenovu vétu (identitu) IGV/[f,g]

/ng Pr = 7{ fvg.dﬁ—/w.vg P . (107)
Q o0 Q

Druhé Greenova véta vznikne jako rozdil IIGV[f,g]=IGV|f,g]-IGV|g,f]
| rag—oan #z = § (199—gv1) 5. (108)

Stredni hodnota feseni Laplaceovy rovnice

Necht funkce ® spliuje Laplaceovu rovnici A® = 0. S pouzitim druhé Greenovy identity dokdzeme, zZe
hodnota ® ve stiedu koule 2 = K,(0) je rovna pruméru hodnot na jejim povrchu, tedy sféie 992 = S,(0).
Pak IIGV[1/r,®] dava

/(lAcb—chl) Pr = f (lvq>—<1>v1).d§. (109)
Q r b r

T o T
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Piislusné ¢tyfi integraly (zleva doprava) jsou 0, +47®(0) (proto jsme volili funkei 1/7), 0 (disledek nepiftomnosti
néboje v kouli) a % [ ®dS, a tedy plati

dsS
d(0) = % P . 110
(©) S.0) A4ma? (110)

Samoziejmé tato zajimava vlastnost feSeni Laplaceovy rovnice plati i pro sféry se stfedem mimo pocatek
soufadnic a mé za dusledek, ze FeSeni Laplaceovy rovnice na néjaké oblasti muze nabyvat extrému jen na jeji
hranici. (Jednoduchy dukaz sporem).

Formulace tlohy v elektrostatice

Protoze predem nevime jak se naboje ve vodi¢i rozmisti, vyjmeme oblast vyplnénou vodi¢em z prostoru a
Poissonovu rovnici fesfme jen na zbytku, oblasti Q, kde je ndbojové hustota zndma. Na hranici (okraji) této
oblasti, jiz tvofi nekoneéno (nebeskd sféra) a hranice jednotlivych vodi¢u pak predepiSseme hodnoty potencidlu
— uréime okrajové podminky.

Ezistence reSend takto zadané ulohy neni samoziejmé. Jako piiklad Spatné zadané ulohy muze poslouzit
hledani potencialu jez v nekoneénu vymizi ale v poc¢atku soufadnic ma kone¢nou hodnotu. Protoze symetrie
dlohy davé feseni ®(r) = A + B/r, vidime, ze pro B # 0 nemuZze byt v pocatku soufadnic feseni konecéné.
Podobné ze cviceni znamé feseni popisujici pole protdhlého rota¢niho elipsoidu jasné tika, ze ani na tusecka
neni dobrou oblasti, kde bychom mohli urcit potencial. Jako pouéeni z toho plyne, ze z ploch, jez tvoii hranici
oblasti € a na nichz chceme zadat potencidl (obvykle to jsou povrchy vodi¢u), nesméji vycuhovat tseckdm
podobné hroty.

Jednoznaénost

Mame-li dvé feseni ®; a P, stejné elektrostatické tlohy, vime ze jejich rozdil spliiuje Laplaceovu rovnici a
vymizi na hranici. Tyto dvé vlastnosti anuluji dva ze ti{ integralt v prvn{ Greenoveé vétée IGV[®1 — Py, &1 — Py
a tak plati, ze integral kvadrdtu gradientu rozdilu obou potencidli pies objem oblasti [ |V(®1 — o) |2d3x je
nulovy. Protoze se oba potencialy hranici shoduji, jsou tedy stejné i kdekoli uvnitf.

Matice kapacit soustavy vodict

Pokud se mimo povrch vodi¢iu nenachézeji zadné ndboje jsou pii daném tvaru a poloze vodicu jedinym
volnym parametrem hodnoty potencidlu na povrchu vodicu V4. Kazdé z feseni ® muzeme slozit kombinaci
Y 4Ua¥ 4 “bézovych” feseni W4 (Z) splnujicich okrajové podminky Wa(Z € 0Vg) = dap. Samoziejmé,
nalézt tato bazova feseni je stejné obtizné jako vyfesit puvodni zadani. Pomohou ndm ale pochopit vyznam
matice kapacit. Ta popisuje souvislost napéti na vodi¢ich a kapacit na nich.

Qs = f (—egV®).dS = ]{ (VY Ualy).dS = ZUAjf (—€0VWa).dS = Y CpalUa,
Vs Vi P 1 oVp 1

(111)
kde jsme zavedli matici kapacit Cga = favB (—egVU A).dg . A-ty sloupec matice kapacit udava, jaky naboj
je tfeba umistit na vodice uréené indexem B, aby na vodi¢i V4 byl jednotkovy potencidl a na ostatnich
nula. Tato souvislost koeficienti matice kapacit a funkei ¥ 4 umoziuje nahlédnout, ze diagonélni koeficienty
museji byt kladné, zatimco koeficienty nediagonalni museji byt zaporné, piipadné nulové. To proto, ze FeSeni
Laplaceovy rovnice ¥ 4 nabyvé extrému na vodicich. V okoli toho z vodi¢ti, na némz je jednotkovy potencidl,
je potencial nizsi nez na jeho povrchu a nédbojova hustota na jeho povrchu musi byt kladna, v okoli vodici
s nulovym potencidlem je naopak vyssi potencidl nez na jejich povrchu a nabojova hustota zde musi byt
zdpornd (piip. nulovd, je-li cely obklopen jinym uzemnénym vodi¢em). Jinymi slovy, silo¢dry pole ¥ 4 vedou
z jediného vodice s nenulovym potencidlem V4 do nekoneéna nebo na néktery z jinych vodi¢u. Pokud nékteré
ze silo¢ar kon¢i na vodic¢i B, musi tento byt nabit zdporné.

S vyuzitim vztahu W 4 (Z € OVg) = d4p a druhé Greenovy identity je vidét, ze matice kapacit je symetricka

CBA—CAB 27{ (—Gov\IfA).dg— (—CQV\I/B).dg = 7{ \I’B (—eov\I/A).dg— \I/A (—Gov\I/B).dg =
Vs OVa Jovx Uovx
(112)
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= +60/ (Vg AU, — Ty AVp) d®z = 0, (113)
Q

pritemz zména znaménka pied objemovym integralem je zapfi¢inéna opa¢nou orientaci hranice oblasti 02 a

hranice vodicu | JOVx.

Energie elektrostatického pole

Energie soustavy bodovych naboja se v ramci elektrostatiky konstruuje jejich postupnym stéhovanim
z nekonecna, kde predpokladdame, ze jsou od sebe natolik vzdaleny abychom mohli poc¢atecni energii takto
rozptylené soustavy zanedbat. Pii stéhovani A-tého néboje z nekoneéna do bodu x4 na néj pusobi jiz
prestéhovanych A — 1 néboju a vykondme praci (diky rot E = 0 nezévislou na cesté) proti sildm pole na
naboj jenz stéhujeme

Wy = —/ gaBa . dl = / ga(+grad ®41) . dl = / ga d®a1 = qa Pa_y . (114)
Pro prestéhovani vsech ndboju je potieba vykonat praci

4B 44 9B
W o= 4 L 115
g sy Ao |foxB| §B§44ﬂ'60 |Za — 2| (115)

Tentyz vztah lze psét
1 -
3 > qa (i) (116)
A

kde @', (Z4) oznacuje elektricky potencidl v bodé 4 pokud by tam nebyl néboj g4.
Vyjadrit energii elektrostatického pole spojitého rozlozeni naboji mizeme po ndhradé g4 — p(&')d>z’

1 =/ =/ 3,/ 1 1 p(f’) (f) 3. 43
WfQ/p(x)fl)(x)dx 72// Ireg 77| &’z d°x (117)
pritemz pro spojité rozlozeni nemdme zapotiebi vynechdvat z potencidlu @ (&) vliv ndbojové hustoty v
bodé #’. Toto nevynechdni je ovSem zdrojem rozdili mezi timto vztahem a vySe uvedenym vztahem pro
soutavu bodovych naboji. Napiiklad soustava tvofend jedinym ndboje mé kvuli ) ,, 5 nulovou energii.
Ovsem, pokusime-li se spocist energii tohoto jediného néboje integraci (singuldrni) ndbojové hustoty §(Z—a”),
neuspéjeme.

Pokud misto bodového naboje zkouméame pole rovnomérné nabité kulicky o poloméru a a naboji Q budici
okolo sebe pole

Q 3a®—1?
<
o(r) :{ Ty 2 "0 (118)
4megr r Z a
dostévame energii W = 1 [@pd’z = 3 02260% N

ol

Bodové naboje tedy podle tohoto vztahu maji nekonetnou vlastni energii a to i kdyz sedi opusStény
v nekonecnu. Tak lze chapat nesoulad mezi spojitym a diskrétnim vztahem pro energii v elektrostatice.
ProtoZe proces vzniku reélnych protéjékﬁ bodovych nébojﬁ - tf"eba elektronﬁ - nespadé do elektrostatiky

VVVVVV

nezapada.

V misté bodovych a linedrnich ndboju je hodnota potencidlu nekoneénd a tak muzeme ocekdvat nekoneénou
energii takovychto objektu. Energie plosného rozlozeni ndboje jiz muze byt koneénéa. Dobte to vidime u en-
ergie soustavy vodi¢u popsanych matici kapacity

W= %/qmd% = %ZZCABUAUB = ;%:XB:CZEQAQB (119)

A B
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Energie elektrostatického pole
Prozatim jsme mluvili o energii ndboju. S pouzitim Poissonovy rovnice a IGV[®,®] dostadvame

1 1 1 = 1
W= _-|[ ¢pd’z = 7/ B(—eoAD) d®z = 7/ O (—¢VP).dS—= | V. (—¢Vd)d*r. (120)
Pokud plati, ze ®(00) = 0 a méme jen koneéné mnozstvi ndboje (v tom smyslu, ze existuje néjaké K takové,
7e |0,®| < K/r? pro dostateéné velkd r), vymiz{ pifslusny plosny integrdl a energii mizeme vyjadiit jako
objemovy integral hustoty energie elektrostatického pole w = eg|E|?

W= 6—0/ IVO|2d3z. (121)
2 Js

V ramci elektrostatiky nelze rozhodnout, zda tato energie pole mé samostatny vyznam — pole bude v kazdém
okamziku svazano s naboji.

Zajimava je tato rovnost napiiklad pro soustavu vodicu, kdy energie je popsana jednak kvadratickou
formou potencidlu na vodicich (119), jednak integrdlem z hustoty energie elektrického pole — nabiz{ se tu
analogie z mechaniky, kde energie deformace télesa [(deformace)?dV déva potencidlni energii soustavy
pruzinami pospojovanych téles Y Vapzaxp charakterizovanou posunutimi z rovnovazné polohy x 4.

Piiklad: Spoctéte energii pole nabité sféry obéma zpusoby. Muzete zkusit i pro pole nabitého disku.

Piiklad: Sila mezi deskami kondenzatoru (kde se vezme faktor 1/2, pole jedné nabité desky a jeho pusobeni
na druhou desku).

Nehomogenni iiloha

Vlozime-li do blizkosti vodic¢e nédboj, pfeskupi se nosice ndboje ve vodici tak aby jejich pole vyrusilo tecnou
slozku elektrického pole buzeného nabojem. Proto je za pfitomnosti vodi¢u feseni Poissonovy 1lohy mnohem
obt{zngjsi. Pokud bychom znali hodnoty pole G(7,7) v bodé 7, jaké budi jednotkovy bodovy néboj s
p = 03(F—7") umistény do bodu 7, mizeme vysledné pole popsat jako jejich superpozici. Potencidl bodového
nédboje G(7, ") spliiuje Poissonovu (Greenovu) rovnici
" 1 "
AG(T,7) = " B (F—7) (122)

s nulovymi okrajovymi podminkami G(7 € 9§, ) = 0 Reseni Poissonovy rovnice s hustotou p(&) pak ziskame
jako

O(r) = /p(f’) G(7,7) d*r , (123)

coz piedstavuje obdobu vztahu (32), pficemz ovSem takto spocteny potencidl nyni navic splituje nulové
okrajové podminky na hranici uvazované oblasti.
Problém: Jakd zajimavé vlastnost vyplyne z IIGV[G(7,@),G(7,b)] ?
O funkci G vime, Ze protoze jde o pole bodového naboje ovlivnéné piitomnosti nadboju vné Q je mozno
psat
1

G(F,7) = yrr F(7,) (124)

kde F(7,#") popisuje pole od ndboju ve vodicich.

Metoda zrcadleni

Hledani funkce F' neni snadné a analytické vysledky je mozné ziskat jen pro specidlni tvar vodi¢a. V piipadé
bodového naboje v blizkosti nekonetné uzemnéné roviny z = 0 je mozné za funkci F' zvolit pole bodového
néboje s opaénym znaménkem v misté zrcadlového obrazu bodu #, 7 = [/, y’, —z']. Takto zvolend poloha

fiktivniho néboje zpusobi, ze

1 1 1
G(r ) =— -
(7, 7) A | o=+ (y—y)2+ (2202 Jo—2V2+(y—y)2+(z+2) (125)
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jen nulovd v z = 0 nezdvise na I’.
Cviceni: ukazte, ze na povrchu roviny sidli ndbojova hustota

Q 22
AT (= a')? + (y — y')? + 27

o(z,y) = - (126)

3/2
umistime-li do bodu 7" néboj Q.

Kulova inverze

Jesté jeden tvar vodice umoziuje explicitné nalézt G(7,7) — koule. Mame-1i funkci ¥(r, 8, ¢) spliiujici rovnici

AV =x (127)
spliiuje funkce ,
O(r,0,¢) = — W(T,e,(b) (128)
roviicl a5 a2
AD(r,0,9) = 5 X(7,0,¢) (129)

Specialné tak kulovou inversi

7 = (%)277 (130)

prechazi jedno feSeni Laplaceovy rovnice na druhé tak, ze vnitfek prejde na vnéjsek a naopak a navic se
hodnoty na povrchu koule nezméni (proto faktor a/r).

Piiklad: Funkce ¥ = 1 je trividln{ feSeni Laplaceovy rovnice, jeho kulové inverse ® = a/r pak pfedstavuje
Coulombické pole. Zatimco funkce ¥ = z = r cosf popisuje homogenni elektrické pole. Jeji kulovd inverse
® ~ cosf/r? je potencidl elektrického dipélu.

Cviceni: Vsimnéte si, ze rozdil ¥ — @ je nulovy na sféfe o poloméru a. Nenechaji-li se zdroje potencidlu
U ovlivnit vlozenim vodivé koule, lze vysledny potencidl nalézt pravé jako tento rozdil. Ukazte, ze po
vlozeni vodivé koule o poloméru a do homogenniho pole ¥ = Er cosf ma vysledny potencial tvar ¥ — & =
E(r —a®/r?) cos . Spoététe plosnou ndbojovou hustotu na povrchu této vodivé koule.

Je zajimavé, ze kulovou inverzi pole bodového naboje vznikne téz pole bodového néboje a tak

. 1 1 |,E-L/| a \?
G 7)) = — - =2 131
") = 1 [IF—FI |F—F”|] " <|f” > " (131)

kde 7' je poloha fiktivniho ndboje nachdzejictho se uvniti koule. S rostouci vzdédlenost{ od vodice klesd i jeho
naboj ﬁ To 1ze popsat tak, ze s rostouci vzdalenosti od vodice klesd pocet silocar, které skoné¢i na vodiéci s

nulovym potencidlem a roste pocet téch, které skon¢i v nekoneénu.

Reseni Laplaceovy rovnice ve sférickych souradnicich

Velky prakticky vyznam méa studovat pole vytvafené zdrojem s omezenym objemem. Tusime, ze daleko
od zdroje si takové muzeme predstavit jako zndmé feseni Laplaceovy rovnic — pole bodového ndboje 1/r.
Jako proménnd charakterizujici vzdalenost od télesa se zde ptirozené objevi sférické soufadnice. Nez zjistime
jak vypadd dalsi ¢len, jehoz piitomnost muzeme v potencidlu daleko od zdroje ocekdvat, zkusime se blize
seznamit s prostorem funkci, které predstavuji dalsi feseni Laplaceovy rovnice ve sférickych souradnicich.

Uloha s predepsanym potencidlem na sféfe

Ptredpokladejme, ze uvniti jednotkové koule spliiuje pole ® Laplaceovy rovnici. Vime, ze zaddme-li jeho
hodnoty na jeji hranici — jednotkové sfére, mame nejvyse jedno reseni. Predpokladejme, ze hrani¢ni podminka
zni

®(0,¢) = Ucos?8 , (132)
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tedy zvolili jsme konkrétni hladkou funkci na sféfe. Plati, ze na sféfe je zadany potencidl roven
o(0,9) = Uz?, (133)

tedy je dmeérny kvadratu souradnice z. Za pokus tedy stoji hledat feseni{ ®(z,z,y) na prostoru polynomu
stupné < 2 v kartézskych soufadnicich. VyfeSeni téhle tlohy vyzaduje nalézt vSechny rovnice pro neznamé
koeficienty. Pro polynomy takto nizkého stupné vyjde jen jedna rovnice z podminky A® = 0, zatimco
zbylé jsou dany prubéhem hodnoty potencidlu na hranici, kde je tfeba sféru parametrizovat pomoci 6 a ¢ a
pozadovat rovnost koeficientu u vSech nezavislych trigonometrickych funkci. Po uréeni vsech koeficientu jako
feSeni soustavy linedrnich rovnic nalezneme feseni uvnitt koule

U
O(x,y,2) = §(1 +222 — 22 —y?) . (134)
Protoze kulovou inversi se vSe, co bylo uvniti dostane ven a zaroven se hodnoty na povrchu koule nezménti,

tento invertovany potencial , , ,
, U/1 22¢ —x* —y
O(z,y,2) = 3 <|r| + RE ) (135)
popisuje pole vné koule s vySe predepsanymi okrajovymi podminkami.

Pocet polynomu ve tfech proménnych z, y a z stupné pravé L je ny, = (L+1)(L+2)/2. Napiiklad mame 6
polynomt stupné prave 2 — 22, y2, 2%, vy, yz a zx. Pocet polynomi stupné < L je Np, = > np = (L+1)(L+
2)(L 4 3)/6. Laplaceuv operédtor snizi fad polynomu od dva, a tak Laplaceova rovnice predstavuje nr_o
resp. Ny_o podminek. Uvazujeme-li polynomy stupné pravé L, bude mezi nimi pravé ny, —np_o = 2L+ 1
nezgvislych polynomt fesicich Laplaceovu rovnici. Pusobeni Laplaceova operédtoru na kvadratické polynomy
dava konstantu a tedy dimenze oboru hodnot na tomto prostoru je 1. Proto mame 6 — 1 = 5 nezavislych
kvadratickych polynomii splitujicich Laplaceovu rovnici, napt. 222 — 2~ y?, 22 — 2, zy, yz a zz. Uvazujeme-li
polynomy stupné < L bude mezi nimi

L
(L+1)? = ) (2+1) = 1+3+5+...+(2L+1) (136)
=0

nezavislych feseni Laplaceovy rovnice.

Tato feSeni nelze katalogizovat ve tvaru s rovnopravné zastoupenymi souradnicemi x,y a z. Naptiklad ti
funkce 2% 4y — 222, 2 4+ 22 — 222 a 2% 4+ 2% — 2y? daji nulovy soudet a pii vylucovani “té zavislé” vneseme do
seznamu asymetrii. Nejuspornéjsi je pak néasledujici zépis katalogu polynomidlnich feseni Laplaceovy rovnice

$00 1
$10 = z p141 = Ty
P20 = 222 —22 —y? dou1 = z(xtiy) doys = (zEiy)?

(137)

v némz je vyuzito komplexni kombinace x + iy pro dosazeni co nejSetrnéjsiho zapisu. Samoziejmé Redy,
a Imdy, predstavuji alternativu k ¢pm a ¢pm = ¢—m. Komplexni zpis ale piijde vhod pii pocitani Ay,
protoze Au(x + iy) = 0 pro kazdou holomorfn{ fuknci u, tedy i m-tou mocninu (x + iy)™. Navic v takto
uspoifddaném seznamu je tvar kazdé z bazovych funkci ¢y, az na jeji normovani jednozna¢né urcen, protoze
mé tvar soucinu polynomu (z + iy)!™! stupné |m| a polynomu Q}ml (2,22 4+ y?) stupné [ — |m| a pro takovéto

funkce predstavuje Laplaceova rovnice pravé odpovidajici pocet rovnic pro neznamé koeficienty polynomu
|m]
[

Separace Laplaceovy rovnice ve sférickych souiadnicich

Laplacian ve sférickych soufadnicich ma tvar

2 2 2
10 L[ L0 gfg L 0 19

Ad = 20

82(¢)+ sin @ 00

1
Lol =18 o)+ Lage,
sin? § 962 S5 r®) ghe®,  (138)

zde definujeme 1ihlovou ¢ast Laplacidnu Ag. Oddélime zavislost na jednotlivych proménnych do tvaru sou¢inu

®(r,0,0) = f(r) g(0) h(¢®) . (139)
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¢imz Laplaceova rovnice ziska tvar

AUF() 9(6) @) = T07)'ah+ 7 | < soinda') fh+

r2

fg } =0. (140)
n’4
Rovnici vydélime sou¢inem fgh a v souladu s principem separace proménnych funkei h(¢) zvolime tak, aby
splitovala rovnici h”/h = konst. tedy h = e*®. Pro nutné periodickou funkci h(¢) periodické soutadnice ¢
zvolime \ = im, tedy h(¢) = e'™?. Poté prepiseme Laplacovu rovnici A® do tvaru

1 " 1 1 . N m?

—r(r = ——|—= sinfg') — ——g| . 141

Fried) = =2 | ety - (141)
Na levé strané vystupuji pouze funkce (a derivace podle) r, na pravé strané pouze funkce (a derivace podle) 6,
ob¢ tedy musi predstavovat néjakou konstantu. Jeji zapis je ziejmy z faktu, ze leva strana %7‘(7“ £)" = konst.

predstavuje diferencidlni rovnici s polynomidlnimi fesenimi a tak tuto konstanu zapiSeme jako [(I+1) a FeSeni
i s integracnimi konstantami mé tvar

filr) = arl + T% . (142)

Ocividné jde o dvé navzajem kulové inverzni funkce.
Naopak prava strana (141) piedstavuje netrividlni Legenderovu diferencidlni rovnici a nalézt a analyzovat
jeji Teseni nenf snadné. Proto maji svoje oznaceni P/"(cosf). Vysledné separované feseni mé tvar

b .
b = <a7"l 4+ /r-l"rl) P)lm(COS 0) elm‘b (143)

Zatimco pro kazdé [ existuje alespon jedno v pocdtku reguldrni feseni f;(r), funkce sin 6 vystupujici ve
jmenovateli ¢lenu v Legenderové rovnici je nulovd na obou pélech § = 0,7 a pozadavek na reguldrni g(6)
omezuje hodnoty [ na celd nezdpornd ¢isla a m na celd ¢isla takovd, ze |m| < 1. Misto feSeni diferencidlnf
rovnice muzeme Legenderovy funkce P/"(cosf) az na normalizaéni faktor nalézt srovnanim separovaného
feseni s jiz difve nalezenymi polynomidlnimi fesenimi, jez odpovidaji volbé f(r) = r!. Napiiklad pro | =
2,m = 1 mame

$po1 = z(x +iy) = (rcosf) (rsinfcos¢ +irsinfsing) = (r2)(cosf sin@)(cos $ + isin ¢) (144)

kde mizeme jasné identikovat funkce f(r),g(6) a h(¢), tedy i hledany tvar Pj (cosf) ~ cos@ sin@.

Pfipomenme, Ze nalezeni separovaného feSeni ma prakticky vyznam. Bude-li mnozina feseni f;(r) tvorit
hustou bazi ve vhodném prostoru funkcf jedné proménné r, mnozina feseni g (¢#) tvorit hustou bazi v prostoru
funkef jedné proménné ¢ a podobné pro A, (¢), budou funkce Uy, (7) = f1(r) gr(F) him (@) tvofit hustou bézi
v prostoru funkci vSech tfi proménnych. Nalezeni separovanych feseni laplaceovy rovnice pak umozni pro
kazdé I, m nalézt takové k(I,m)m, ze @pp (7) = fi(r) gim (9) hi (@) je hustou bézi prostoru fesen{ Laplaceovy
rovnice. V nasledujicich odstavcich ukazeme, ze tato separovand feseni maji jesté hlubsi matematicky i
fyzikalni vyznam, specidlné, ze koeficienty v pole spliujiciho Laplaceovu rovnici vné omezeného zdroje jsou
pfimo urceny rozlozenim naboje uvnitt zdroje.

Pole daleko od zdroje

Reseni Poissonovy rovnice v celém prostoru ma znamy tvar

p(r’)
4reg®(7) = e md%«’ . (145)

V situaci, kdy jsou zdroje umlbteny v ohrani¢ené oblasti V', pro niz plati |F] > || V7' € V, se nabizl
pouzit Tayloruv rozvoj funkce 1/|7 — 7’|

1 1 1, 1 +18 1
P T =

1 1
vl +—8zgkr7 rirlr + .. (146)

=1 )
= 3! ‘ =0
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Prislusné parcidlni derivace

1 M () 1)
/ i o

8l|7:‘—77/| =0 - r3 ’ Mi (F) =T,
1 M (7) 2) /-

gjﬁ = :"757 MZ(] )(r) = 3TLTJ 7‘25137

|T 7| #1=0
1 M) () 3
Do F— ey — 2 ME)(F) = 15riryrk — 3(0i7k + Ojri + g )12 = 15riryE — 9 8y 7,
r'=

prestavaji byt pro vétsi rady [ pouzitelné pro praktické pocitani. Protoze jsou to uplné symetrické tenzory
mize byt z jejich s 3! slozek, nanejvys (14 1)(I + 2)/2 nezavislych. Navic spliuje kazdy z polynomi-tenzorii
MZ(]L ( ) podminku nulové stopy, nebot v uvazované oblasti |7] > |7’| je splituje (146) Laplaceovu rovnici,
coz snizi pocet nezavislych komponent tohoto tenzoru na pouhych 2/ 4+ 1. To je vidét nejsnaze z toho, ze
kulovou inversi funkce MI(JZ;C(F) /r?*1 dostdvame polynom Ml(]l;C(F) stupné [. Pocet nezdvislych polynomu
tohoto stupné, jez splnuji Laplaceovu rovnici jsme jiz diive urcili jako 21 + 1.

Nulovost stop miizeme vyuzit k tomu, ze taylorovské polynomy napi. r; r; rj nahradime 1/15M, (3)(_" )
atp., ¢imz rozvoj ziska symetricky tvar

s = 2) /- 2) /> 3) 3) />
et I et
‘,,:*_ 7:'/| r r3 21.3 rd 31.15 r7

(147)

Piestoze pro vyssi fady jde o velmi neefektivni vzorec, muzeme rozvoj dosadit do (145). Zavedeme oznaceni
pro tenzorové momenty nédbojové hustoty, tedy pro integraly souc¢inu polynomu v soufadnicich a nabojové

hustoty Qfé)k = Ml(jk (F")p(F")d3r" a poté pro potencial daleko od zdroje miizeme psat

(1) 5 /(1) )0 (7 3) 1f®) (7
Areq®(7) = g Q ]‘fB (1), 9 - (4)+Q”’€r7”k(q) TR (148)

Jde o soucet, v némz [-ty ¢len ubyva do nekoneéna jako 1/r!*1 a koeficienty v tomto rozvoji jsou:

e koeficient u ¢lenu s I = 0 je skaldr a mé vyznam celkového ndboje Q = [ p(7 P d3r.

e koeficient u ¢lenu s [ = 1 je vektor a jde o celkovy dipélovy moment zdroje QZ(- = [rip(F")d>r

e koeficient u ¢lenu s [ = 2 je tenzor druhého fadu (symetricky, bezestopy) a jde o tzv. kvadrupdlovy
moment soustavy Qg) = & [ Brjrl —17205)p(7")dPr’
Pozndmka. ¢leny vech vyse uvedenych rozvoju pro 1/|# — 7’| spliiuji Laplaceovu rovnici v 7 vSude kromeé
pocdtku. Jak je mozné, zZe jejich poskldddnim vznikne funkce 1/|7 — 7’|, kterd nespliiuje Laplaceovu rovnici
pro ¥ = 7'? Za timto nesouladem stoji otdzka konvergence uvazovanych fad. Jak mnohem ztetelnéji uvidime
déle, rozvoje 1/|F — 7/| konverguji jen vné (¢i uvnitt) koule o poloméru |7’| a tedy rozvoje potencidlu maji
smysl jen vné koule obsahujici vSechny naboje.

Multipélovy rozvoj v kulovych funkcich

Stéle plati, ze v rozvoji (148) jsou prislusné souciny tenzoru formalné souctem 3" ¢lent, i kdyz se dd ukazat,
ze v kazdém takovém souctu je jen 2] + 1 nezavislych scitanci. Pfi jejich hledéani bychom museli ucinit
velkou spoustu objevi, abychom nakonec zjistili, ze kli¢ lezi v nésledujici formuli, ktera predstavuje konecny
dokonale optimalizovany tvar Taylorova rozvoje funkece 1/|7 — 7’|

LIS (P an - (PN (T y
|F—F/|‘?l§ T nglmzl tm 7 ) Y\ L (149)

kde kulova funkce Y;,,, (¥, ¢) je az na normalizaci ddna vztahem
Gim = Qiojm|(z, 2> +97) (i)™~ Yy, (:) , (150)
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kde ¢y, jsou jiz diive zminéna béaze polynomu v kartézskych soufadnicich x,y, z stupné pravé [, jez splnuji
Laplaceovu rovnici.
Integraci (149) s ndbojovou hustotou dostdvame

SR A Yo (9,
are®(™ =3 Y am ,/2111 ZTZ(H ¢) (151)

=0 m=—1

s koeficienty ¢;,,, udavajicimi jak rozlozené jsou naboje vytvarejici pole

- am « =
Qi = /V PN gy ™ Vi (9,0 & (152)

Vyznam tohoto rozvoje tyz jako u (148), pouze misto tenzorovych, ve vyssich fadech silné nadbyteénych,

koeficientu Qg)k maéme koeficienty multipdlové ¢, Diky vhodnému normovani kulovych funkci je koeficient
oo roven celkovému ndboji @ télesa a prvni ¢len rozvoje tak iika, ze ® ~ Q/(4megp r). Podobné s kvadratem
vzdalenosti ubyva piispévek dipélového momentu ndboje daného trojici velic¢in ¢1,-1,q1,0 & q1,1-

Kulové funkce

Predevsim, kulové funkce jsou komplexni funkce redlnych sférickych proménnych ¢ a ¢. Duvod je stejny,

jako v piipadé fourierovské baze na intervalu z €< 0,27 >, kterou v teoretickych tivahdch volime e!"® spige

nez 1,v/2 cos(nx), v2sin(nz) a to kvili jednoduchosti. V pifpadé kulovych funkef je to zavislost tvaru e™™®.
Jiz v oddile vénovaném separaci proménnych v kulovych soutadnicich jsme vidéli, ze nalézt ¢ast feseni

zévisejici na 9 znamenalo zkoumat slozitou diferencidlni rovnici. Jeji Feseni P/™(cos#) lze nalézt pomoci

Rodriguesovy formule

(1 _ x2)m/2 lerm

P (@) = g g @

—1) (153)

Piidanim separované ¢asti zavislé na ¢ a dodanim normovacicho a fazového koeficientu dostdvame z pridruzeného
Legenderova polynomu kulovou funkci

@20+ 1)1 —m

1/2
Vin(0.0) = (-1 (ZE SR T e cosoperms (154)

Pro takto normované kulové funkce plati

Yiem(0,0) = (—1)™ Y75 (9,9) - (155)

Pozn. Pfi hledédni separovaného feeni Laplaceovy rovnice jsme zjistili ze P/™(cos 9)e?™? je vlastn{ funkef
thlové ¢dsti Laplacidnu Agq s vlastni hodnotou —I(l + 1). To méd za ndsledek, ze kulové funkce tvoii
ortonormalni bazi na prostoru funkci na sfére.

Priiklad Pouzijeme pfedchézejici vztahy k vypoctu tvaru funkce Ys. Pro zjednoduSeni budeme pocitat
nejdifve Y3_o k ¢emuz ndm stacf jen jedenkrat derivovat pii vypoctu P/™ podle (153).

—2_(1_332)71 2 sy _ 1. 9
B =T (07 - =glem e (156)
.51 . 1 _
Y55 = Zw51!§ sin? 9 cos® e 2 = % sin? 9 cos® e2 (157)
Tedy
_ J205 o o 105z (2 +iy)?
Y3o = 33 S ¥ cosV (cos ¢+ ising)® = o 5 (158)

Poznamka: Vykreslime-li na povrch koule znaménko redlné ¢i imaginarni ¢asti této funkce uvidime étyfi
kladné a étyii zdporné oblasti. Uvazujeme-li feseni Laplaceovy rovnice 7~4Y35(1, ¢), vime, Ze nem4 v oblasti
r > 0 extrém. Proto z extrému na néjaké sfére po radidle dojdeme az do pocatku, kde si muzeme ptedstavit
natésnané ¢tyfi kladné a Gtyfi zdporné naboje. Proto? se ifkéd ¢leniim rozvoje s | = 3 oktupdlové. Podobné

2Toto pojmenovani &islovkou 2! pochézi z toho, ze nejjednodussi zpiisob, jak zkonstruovat pole ubyvajici jako 1/r!*1 je vazit
superpozici dvou opaénych ale prostorové posunutych poli ubyvajici jako 1/rl. Takto dostaneme z dvojice opa¢nych monopélu
dipdl, z dvou dipéla kvadrupdl atp. Na model zdroje pole s | = 10 ovSem nepotfebujeme 1024 ndboju, nékdy staci i 11.
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mame Cleny kvadrupdlové [ = 2 a dipdlové [ = 1. Zadéani ulohy do sbirky Péstujeme kulové funkce: Zkuste
vymyslet kolikapdl odpovida | = 4 a pro¢ je bézné uzivané oznaceni hexadekapdl obecné Spatné?

Kulové funkce diky svym zazra¢nym vlastnostem napiiklad umoziuji okamzité fesit ilohu, kdy na povrchu
koule je predepsdn prubéh napét{ U(d, ¢) a je tieba urcit pole daleko od ni. My jsme to dokédzali v pripade,
kdy potencial byl na povrchu koule roven ngjakému polynomu v kartézskych souradnicich tim, ze jsme Tesili
soustavu linedrnich rovnic danou z ¢asti okrajovymi podminkami a z ¢asti Laplaceovou rovnici. Protoze
multipdlovy rozvoj automaticky fesi polni rovnice, staci urcit koeficienty v rozvoji tak aby byly splnény
okrajové podminky. Proto s pomoci kulovych funkei zapiseme potencidl prostoru okolo hraniéni sféry ve
tvaru multipélového rozvoje

0 =3 3 vy Ym0 (159)

=0 m=—1

a jedna z mnoha kouzelnych vlastnosti kulovych funkci
[ ¥in (0.0, 0. 49 = G5 (160)

zvand relace ortogonality ndm umoznuje spocist piimo koeficienty rozvoje pro libovolny prubéh funkce U (19, ¢)
takto

> Yim (0
(=) = U0.0) =3 3 Ui R R A (161)
=0 m=—1
a tedy
U’m/
[ 00,0 ¥ (0.6) a0 = Dzt (162)
neboli
Ut = a1 / U(9,6) Vi (0, 6) S . (163)

Axialné symetricka pole

- « o . s -0 < s . 2 . v -
Protoze pro osové soumérné rozlozeni ndboju vymiz{ integrél fo e™?d¢ pro m # 0, zjednodusi se soucet
pfes m na jediny ¢len, odpovidajici momentim

q = / p(7") ' Py(cos ') d3F, (164)
v

kde jsme zavedli ¢, = qi0 a P(z) = P?(x). Za predpokladu axidln{ symetrie rozlozen{ ndboju tak pro potencidl
plati

(cos ¥
47T6()¢ fj Z qi ')"71) (165)
1=0
Jak je z definice vidét, jsou P;(x) polynomy stupné [. Napiiklad
Py(z) = 1 (166)
P(z) = = (167)
Poa) = Sa?— (168)
A
Py(z) = gsc?’ - ;x (169)
35 15 3
P, = gt a4 C 1
1 () g ¥ 2 + 3 (170)
Také je na misté uvést vztah
20— 1 -1
Pz) = 2 Lap (@) - LR o) ()

l l

ktery umoziuje ze snadno zapamatovatelnych hodnot Py(xz) =1 a Pj(x) = x uréit vSechny dalsi, stejné tak,
jako dokézat uzitetnou vlastnost
P(1) = (+1) (172)
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Priklad. Spoctéte momenty ¢; nédboje o velikosti Q = 4meg umisténého na ose z ve vzddlenosti 2’
od pocatku a z toho, ze budi zndmé coulombické pole, odvodte zndmy generujici vzorec pro Legenderovy
polynomy

1
V1 —2xcos?) + 22

= i z'Py(cos V) (173)
=0

Legendrovy polynomy jsou vzorovym piikladem ortogonalni baze funkci, na rozdil od kulovych funkeci je
jejich normalizace a fize volena vztahem P;(1) = 1 a tak relace ortogonality vypadd nasledovné

1r g
/ Pi(2)Py(2)dz = / P;(cos )Py (cos¥)dcos ) = 2 O (174)
-1 0 20+ 1
a uplnost dokladé vzorec
2041 N N1 /
; 5 P;(cos )P (cos ') = §(cosv) — cosv') = sinﬁd(ﬂ 9 (175)

Zde je explicitné pripomenut vztah 6(f(z)) = 1/f" §(z — zp).
Priklad. Jako prototyp netrividlniho elektrostatického pole ndm nyni poslouzi rovnomérné nabitéd tycka
(ndboj @, délka 2a):
—a— /2 — )2
47reo<I>(F):Q1nZ a P2+ (z—a)
20 z2+4+a—+/p*+(2+a)?

(176)

Uvazujme hodnoty potencidlu na poloose z > 0

dregd(z) = L itetvEtat Q) zha Q) 1+ (177)

2 z—a+(z—a)? 20 z—a 2a 1-%¢

Pii uvazeni rozvoje Inl 4+ x =z — %acQ + %J;?’ — ix‘l + %m5 + ... dostaneme

e = 2 (103 (1) 3(2)+.) s

Protoze plati, ze P(cos0) = 1, musi Q,Qa?/3,Qa*/5 atd. byt koeficienty qo,g2,q4 atd. v rozvoji (165).
Pokud plati (164),(165) musi tyto koeficienty souhlasit s piimo spo¢tenymi multipdlovymi koeficienty
(164)

Q. z
aQ / 5 |z|" P(cos¥) dz, cos E sgn z (179)

Pro lich4 [ je integrand lichd funkce (nebot Paii1(41) = £1) a tak nenulové ziistanou jen sudé koeficienty

—a

Q
n — " 1
Pn =5 1% (180)

coz jsme védéli jiz z Taylorova rozvoje potencialu podél osy z.
Piiklad Elektrostatické pole rovnomérné nabité kruznice. Integraci je tento ptiklad feSen v Kvasnicové

uéebnici a vede na elipticky integral. (Pozor na tiskovou chybku na str. 328, spravné je A = [r? + a? +
2ar sin®]'/2.) My si povsimneme, ze integral (145) lze snadno spocist na ose Z, kde plati
dreg®(Z) = @ (181)
va?+ 72
Protoze »
1 v(z z<1
_ : 182
ea= Rl BN (182
o (-)M185..(2k ~ 1)
B 1, 13 , 135 4 —1)F135..(2k — 1) o,
VB =1- 5P s T paass T 2k o (183)
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zndme rozvoj ®(Z) v okoli nuly i nekoneéna:

dreo®(Z) = % [1 - % (f)Q +§ (f)4 .
- 2[15(2)2%(2)4} Z>a (185)

Vime, ze feSeni Laplaceovy rovnice lze psat jako

Z <a (184)

(o)
_ Q@ : 0="=
dmeg®(7) = ; mPl(COb 9), cos® = . (186)
pro dostatecné velka r a podobné
4dmeg®(7) = Z qir'Py(cos ), (187)

1=0
v okoli pocatku, plati-li tam, ze AP = 0.
Proto miizeme v (184-185) nahradit ¢leny Z! vyrazem R!Pj(cos©) ve vnitinim rozvoji a éleny Z~!~1
vyrazem R™!"1P(cos ©) v rozvoji vnéjsim, tedy plati

dreg®(7¥) = % [1 - % (f>2 Py(cos©) + g (f>4P4(cos 0)—..| Z<a (188)
= % [1 - % (%)2 P5(cos©) + g (%)4P4(COS@) — } Z>a (189)

Uvazujeme-li soucet az do ¢élentt (R/a)® resp. (a/R)®, dopadne porovnani souétu fady a presného fesen{
takto:

U ekvipotencidl pfiblizného feseni na Obrdzku 9 muzeme pozorovat poruchy pobliz koule r = a. Ty jsou
zpusobeny koncem konvergence rady, muzeme se na né také ale divat jinak.

Cviceni: Reknéme, ze budeme studovat vyse zkonstruované pole jez ziskdme uvnitf i vné rozvojem do
néjakého konecného [. Jaké nédbojové hustoté odpovida? Navod: Nejsnéaze lze vysledek spocist spoctenim
skoku elektrické intenzity na povrchu sféry r = a bereme-li uvnitt (188) a vné (189).
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Poznamky k prednasce Klasicka elektrodynamika — Magnetické pole

Maxwellovy rovnice — stacionarni pole

V situaci, kdy vymizi casové derivace polnich veli¢in E, B a nabojové hustoty p, rozpadnou se Maxwellovy
rovnice ve vakuu na jiz znamou sadu rovnic elektrostatiky a sadu rovnic rovnic pro magnetické pole

-

rot B = HoJ (1)
divB = 0. (2)

Pokud jediné zdroje pole jsou ty, jenz urcuji divergenci, mluvime o ziidlovém charakteru pole. Pokud
jediné zdroje pole jsou ty, co urcuji jeho rotaci, jde o pole virové. Elektrostatickd pole maji ten prvni
charakter, magneticka pole naopak ten druhy.

Je zajimavé, ze identity div rot A =0 a rot grad f = 0 umoziuji rozdélit libovolné pole na virovou
a zridlovou c¢ast. Tento roklad je jednoznaény pro pole, které je definovdno v celém prostoru a ubyva i
derivacemi dostate¢né rychle smérem k nekoneénu, jak lze ukézat z jednoznac¢nosti feseni Laplaceovy rovnice,
na kterou se problém diky identitam div grad f = Af a rot rot A= grad div A—AA prevede.

Integralni verse Ampérova zakona

Ze Stokesovy véty okamzité plyne Ampéruv zakon
7{ B.dl = pols . (3)
Js

Za vélcové symetrie (kdy jsou pole invariantn{ vii¢i posunut{ a rotaci kolem osy z) lze za pouziti{ Ampérova
zdkona ihned uréit pole proudové hustoty j = j(R)e,, jakd dobfe popisuje proudy v koaxidlnim vedeni.
Specidlné tak dostdvame pole tenkého primého vodice (ve vdlcovych soutadnicich)

5 _ kol €y
2r R )

Biotuv-Savartuv-Laplacetv vzorec

1. Studiem tc¢inku tohoto pole na stielku nalezli jiz Biot, Savart a Laplace za pouziti analogie s polem nabité
ptimky vyraz pro magnetické pole buzené proudem a tedy nalezli feSeni polnich rovnic magnetizmu, které
dnes zapisujeme

5 _ Ho 71 r—r

B= in dJ' x T (5)
a kde podle povahy proudu bereme dJ = jdV pro objemovou proudovou hustotu f, dJ = deS pro plosnou
proudovou hustotu fg pripadné dJ =1dl pro proud protékajici nekoneéné tenkym vodicem.
2. Lze opravdu magnetické pole stacionarniho proudu chéapat jako soucet pfispévku od jednotlivych el-
ementarnich proudua dJ? Tzv. pomald Lorentzova transformace elektromagnetického pole rovnomérné
pifmocare se pohybujiciho bodového naboje vysvétluje, ze u takového naboje pozorujeme magnetickou slozku
pole. Z dvou opa¢nych ndboju, z nichz jeden se pohybuje lze sestavit jednoduchy model elementu proudu
dJ. Uvazujeme-li superpozici poli takovychto dvou opaénych ndboju @ a —@Q z nichz ten prvni se pohybuje
rovnomeérné piimocafie rychlosti ¥, pro jejich pole plati

!

—y

Q i ) -
== =1[0;J
47eg | F’|3] 1037

13; B) = [Bos O — (o3 0] = [y 5 x o] — 1Bo0] = [05 5 0

95
S s

Fml e

kde J = Qv a g = (c*ep) L. Ackoli proudova hustota takovéhoto zdroje nenf staciondrni, pieci jen vysvétluje
v jakém smyslu je magnetické pole staciondrniho proudu rovno souétu poli jednotlivych naboju.
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3. Protoze v priblizeni stacionarnich proudu musi j splnovat staciondarni rovnici kontinuity div ; = 0,
predstavuje staciondrni proudové hustota virové pole (jednozna¢né) urcené veli¢inou rotj, kterd je tedy
zéroven i zdrojem magnetického pole. Aplikaci rotace na (1) za pouziti (2) dostdvdme

AB = —pgrot j (7)
a tedy s pouzitim jiz znamé metody pro feseni Poissonovy rovnice

V' x ] Ho / j/ Ho , 1 2
47r T |dV_47T \% xlF_de—E (V |F—F’|>dev' (8)
Ackoli Ize tedy magnetické pole spocist z rotace pole proudové hustoty, lze za situace, kdy proud vymizi vné
néjaké oblasti, prvni integral, ktery mé tvar iplné divergence tenzoru druhého fadu, pfevést na integral po
povrchu na kterém proudy vymizi a z druhého se po provedeni gradientu vyklube Biotuv-Savartuv-Laplaceuv
vzorec.

4. Splnéni rovnice div B =01z automaticky zajistit za pouziti vektorového potencialu

B=

-

B=rot A . (9)

Libovolné feseni rovnice, B
AA —grad div A = —pupj , (10)

jenz vznikne dosazenim definice A do (1), vede k feseni obou polnich rovnic pro B.
Nejprve zkusime piedpokladat, ze vektorovy potencial spliuje podminku div A = 0. Poté souvislost
vektorového potencidlu a proudové hustoty ziska tvar

a feSeni muzeme psét
E:ﬂ/ g (12)
dr | |7 — 7|

Divergence takto spoc¢teného pole

N O 1 Ho / Mo i 1 i
div A= — N—-—"rdV = — = — | ——dV (13
A= [y IV = [V [ e o)

je nulovd, pokud proudy vymizi v nekoneénu (prvni integrél lze s pouzitim Gaussovy véty psét jako integral
plosny pres velmi vzdélenou sféru) a pokud vsude Hlajl nulovou divergenci (pfedpoklad stacionarity), kdy
vymizi druhy integral. Nyni vime, ze rot rot A = —AA a proto s pouzitim (9) A(1/|F—7|) = —476®) (F—7)
magnetické pole spliiuje Ampéruv zékon (1).

V situaci, kdy mdme vektorovy potencidl A" | kterj ma nenulovou divergenci div A’ # 0, nalezneme
nedivergentni vektorovy potencial A tak, ze vyfesime rovnici

Ay = divA’ (14)
pro neznamou funkci x a A opravime dle piredpisu
A=A —vVy (15)

V magnetostatice je vektorovy potencial veli¢ina, pro niz neni mozno urcit hodnotu v néjakém bodé,
ovsem cirkulace po libovolné uzaviené kiivce ma hodnotu magnetického toku touto kiivkou a pfedstavuje
veli¢inu nezavislou na volbé kalibrace. Omezime-li se na vektorové potencidly spliujici div A= 0, musi se
potencidly odpovidajici témuz magnetickému poli lisit o gradient harmonické funkce (funkce fesici Laplaceovu
rovnici). Jedind harmonickd funkce, jejiz gradient vymizi v nekoneénu je konstanta. Proto za podminky, ze
rot B vymiz{ v nekone¢nu, predstavuje vztah (12) jediny vektorovy potencidl, ktery vymizi v nekoneénu a
splnuje uvedenou kalibra¢ni podminku.



Silové ucinky magnetického pole

7 Lorentzovy sily . R .
F = QE+7xB) (16)

vyplyva sila jiz ptusobi magnetické pole na médium protékané proudem

F- /dfxé. (17)

Silové pusobeni proudového pole 3’ uvniti télesa V'’ na téleso V uvniti kterého tece proud j z Lorentzovy
sily vychazi

ﬁ:/dfxé S0 fx/f’xidV' av (18)
47T 1% ’ |F_ 'F’|3
tedy po upravé dvojného vektorového soucinu
= Ho = - =1 ;Mo // =7 22 ’
F = — = dV| dV' — — —— (j.j) dV dV 19
2 i ] - [ e 69 1)
ziskdvame dva vyrazy. Ten prvni je ovSem nulovy, protoze
i - 1 j v.j
j.ﬂidV:—/j.Va dV:—/ V.— - — dV=-040, (20)
/v [r =7 v r=7 v\ IF=rfF =7

kde prvni integrdl vymizi kvili nepfitomnosti proudu vné télesa a druhy diky zachovéni ndboje. Proto je
sfla mezi dvéma proudy popsana symetrickym vyrazem

= Ho r—7 2=
Fuse = =2 | [ e G avav. (21)

Tento vyraz popisuje ptusobeni “na dalku” a respektuje zdkon akce a reakce. Diky jeho podobnosti s elektro-

statickou silou
»

_ 1 F—7
Ferstar = —— ==
dreg Jyo Sy |7 — 7

(pp') AV V"’ (22)

uhodl Ampére snad jiz béhem demonstrace Oesterdova experimentu, pficemz permanentni magnetismus ma-

teridlu si vysvétloval “molekularnimi proudy”. V piipadé proudovych smycek dostavame zéménou (;5’) dv dV’' —

IT'dl.dl’ dvojnésobny kiivkovy integral popisujici silu mezi dvéma vodiéi.

Skutecnost, ze princip akce a reakce neplati pro vziajemné silové pusobeni dvou proudovych elementt, ale
jen pokud vyintegrujeme podél celé smycky je pripomenutim, ze tyto proudové elementy budi nestacionarni
pole a to vyzaduje pouziti iplnych Maxwellovych rovnic.

Pole daleko od lokalizovanych proudi

Vztah (4) zatim predstavuje zatim jediny piiklad magnetického pole proudu a poskytuje piedstavu o tvaru
magnetického pole v blizkosti tenkého vodice. ( Mimochodem, pfi praktickych vypoctech muzeme tvar obecné
proudové smycky priblizit pomoci lomené ééry, pricemz piispévek od kazdé tisecky lze presné spocist. )

Jak vypada pole daleko od proudové smycky ¢i permanentniho magnetu? ZapiSeme-li Biot-Savartuv
vzorec ve slozkach

1o S, TE—T Ho 1
B; = E/Eijk];ﬁ av' = — 47T/617kak| 7 ]J av’, (23)

muZzeme pouZit piiblizeni platné pro r > r’

1 1 rr
_ = -4l (24)

|7 — | r 73

Protoze pod integralem je tfeba ponechat jen ¢arkované veliciny, staci spocist za prvé celkovy proud

J; —/jjdV’*/a’ T dn)dV’ *jlédSn(r;j;) =0, (25)



ktery vymizi pokud proudy splnujici rovnici kontinuity vymizi vné néjakého objemu. Za druhé pak moment
proudové hustoty [ jérde’ . Tento tenzor druhého tadu, lze rozdélit na symetrickou a anitisymetrickou ¢ast,

) 1 , , 1 , ,
Iy = / Jrav' = 3 / Gyt + dir)av’ + 5 / (iyrf — Gir)dv” (26)

pficemz podobné jako u (25) je symetrickd ¢4st nulovd, nebof ji Ize psat jako tiplnou divergenci Jim gy =
0y, (r713y,). Proto predstavuje J; antisymetricky tenzor a ten vyjadiime za pomoci vektoru 1

-/ !
Jj = /jjTldV = €jinMn , (27)
jehoz vyznam se ukdZze po zuzeni této rovnice s €, kdy dostdvame

extj il = /Ekzjj]/-TidV/ = €4l €LinMn = —€klj€jinMn = — (01010 — OknO1)Mn = —(1 — 3)my = 2my, ,  (28)
tedy m predstavuje magneticky dipélovy moment zdroje

1 -
m:§/f"><j'dV’. (29)
Vzpomeneme-li si, ze plochu rovinné smycky muzeme psat S = % f 7 X dﬁ je magneticky moment proudové
smycky B
m=1S. (30)

S pouzitim vysledku, ze z prvnich dvou ¢lent rozvoje pole (23) v 1/r je az ten druhy nenulovy dostdvédme

Ho r1Jj1 Ho T1€Ljn M
B; = —7—¢€ijk0k Tsj = —Eéijkak% ; (31)
tedy po pfislugném pierovnani indexu
B»; ,LL()T?LXT?i u03FFT?L—T?LT2 9
ST T s (32)

Tento vztah popisuje jak vektorovy potencidl, tak jeho magnetické pole dipélu, které je k nerozliseni od
pole dipdlu, jaky zname z elektrostatiky — v tomto piipadé by ale slo o dvojici velmi blizkych magnetickych
naboju. Protoze velkou proudovou smycku si muzeme piedstavit, jako slozenou z mnoha malych, jejichz
proudy se uvniti navzdjem rusi tak, jak jsme to vidéli u “dukazu” Stokesovy véty, je pole velké proudové
smycky souctem poli vSech téch malych. Jde o pouhé séitdni ploch ve vztahu (30). Protoze kazdé takova
smycka budi stejné pole jako dvojice opa¢nych magnetickych naboju, budi velkd smycka pole stejné jako tzv.
magnetickd dvojvrstva — dvé opacéné plosné (magneticky) nabité plochy tésné nad sebou. Pfislusné odvozeni
nejdete v ucebnicich pod nazvem “ekvivalence proudové smycky a magnetické dvojvrstvy”. Zajimaveéjsi je ale
nasklddat hodné smycek a nebo hodné dvojvrstev na sebe a ukdzat, ze vnéjsi pole solenoidu (a jak uvidime
tak i idedlniho vélcového permanentniho magnetu) je totozné s vnéjsim polem dvou rovnomérné (magneticky)
nabitych kruhovych desek.

Silové pusobeni na magneticky dip6l

Zatimco v elektrostatice predstavuji elementarni objekty bodové naboje, zdkladnim magnetickym objektem
je magneticky dipdl, napf. mald proudova smycka. Silové pusobeni magnetického pole na magneticky dipél
ziskdme opét rozvojem, tentokrat vnéjsitho pole v misté malé proudové smycky

F; = /eijkjjBde = /éijkjj (Bkji=o + 1101 Bij7=0) AV = €ijJ; Brjreo + Jj101 Brji=o - (33)

Opét nulty moment proudu je nulovy a prvni moment Jj;; je ddn (27), tedy

Fi = eijreijnmy OBy = (6i10kn — 0indi)mn O, By (34)

Protoze druhy ¢len (imérny dx;) je tmérny div B, je sila na pisobici na magneticky dipdl déna nehomogeni-
tami magnetického pole vztahem

F = grad m.B (35)



.

Obrézek 1. Pole vélce s nabitymi podstavami a pole plosného proudu tekouctho po plasti téhoz vélce. Pole
vné véalce se nijak nelisi. To souvisi i s tim, Ze levy resp. pravy obrazek pfedstavuje pole H resp. B vné i
uvniti permanentniho magnetu s konstantni magnetizaci rovnobéznou s osou valce.

Moment sil pusobici na magneticky dipdl spoc¢teme podobné
M; = élmi/rmdFi = 61mi/Tm€ijkjjBde = €mi€ijkBrJim = €mi€ijk Br€mjinMn , (36)

pficemz po pouziti ee = 0§ — §6 a za nulové stopy pmj€mjn vychdzi

M=mxB. (37)
Tato rovnice popisuje moment sil, ktery v homogennim poli “otaci” stielkou kompasu. Zkouménim jejiho
rovnovazného sméru a frekvence kmitu stelky okolo néj méfili Biot a Savart veli¢inu E, aniz by tou dobou
existoval pojem magnetické pole.

Tyto vztahy byly odvozeny za predpokladu, Ze za magneticky moment télesa a za silové pusobeni vnéjsiho
magnetického pole na néj jsou odpovédné proudy uvniti télesa. Pii zkoumani zédkona zachovani hybnosti a
momentu hybnosti elektromagnetického pole zjistime, ze veli¢ina m charakterizujici magnetické pole buzené
télesem je tataz, jako velicina m charakterizujici silové ptisobeni vnéjsiho pole na téleso nezavisle na materidlu
télesa, tedy i v pripadé, ze puvod magnetismu télesa nepatii do klasické fyziky.

Elektrické a magnetické pole v prostredi

Uvazime-li, ze vidény svét je vlastné obrazem elektromagnetickych vlastnosti materiali, je z jeho pestrosti
ziejmé, ze nasledujici odstavce budou jen velmi zjednoduSenym vykladem. Piedevsim se budeme zabyvat
prostiedim ve staciondrnim piiblizeni Maxwellovych rovnic. Dale pouzijeme naivni predstavu, ze latka je
sloZena z velmi malych atomu a jejichz vlastnosti jsou dostateéné presné zapsatelné v podobé (po ¢dstech)
spojitych prostorovych funkei.

Nejprve stoji za povSimnuti, Ze jsou-li takovéto neutralni “atomy” o rozméru a zdroji elektrického a
magnetického pole, jsou to jen jejich dipélové momenty, které ptirozené piispivaji k makroskopickému poli.
Uvazujme téleso o hrané délky L = Na. K poli vné takovéhoto télesa prispiva -ty multipdlovy clen rozvoje
zhruba jako Fy (a/r)"*? piicemz uvniti télesa je cca N3 atomt a Ey piedstavuje velikost pole na atomové
gkéle. Celkové pole v typické makroskopické vzdalenosti L ma tedy velikost zhruba

E ~ N3 FEy (a/L)""? = Ey N*! (38)

Zatimco prispévek napfr. kvadrupdlového momentu atomu je na makroskopickych skédlach tedy zanedbatelny,
mikroskopické dipélové pole se na makroskopickych skaldch projevi.

Elektrické naboje stojici na pravé strané vakuovych Maxwellovych rovnic rozdélime na dva typy. Naboje
vazané budou tvofené svazanymi kladnymi a zdpornymi navzajem posunutymi naboji, které budou vytvaret
v kazdém malém objemu dV elektricky dipdl

dp = P(P)dV . (39)



Zbylé néboje nebudou takto sparované a jsou popsdny ndbojovou hustotou p, (7). Dipdl v misté # budi

elektrické pole
. 1 p(F—7) 1
E = -V ip — \Y% = 2 - - \Y
diw dmeg |7 — 7|3 4reg

AV (40)
kde ¢ = 1/|# — #|. Elektrické pole buzené ndbojovou hustotou je

E:—wp:—vl Q@ _ lew. (41)

dreg |7 — 7| U dre

Slozenim obou polf pfi pouziti Q — p,dV’ a p— P'dV’ 1ze ziskat pole vytvarené volnymi a vézanymi néboji
dohromady

. 1
E= -V

/ [+ P vy | av (42)

Pfedpoklddame, ze télesa uvniti kterych se vyskytuji vdzané nédboje jsou kone¢na a lze je tedy obklopit
plochou, na které P vymiz{. Proto tupravou P'.V'¢) = V'.(P'¢) — ¢ V'. P’ dostavame

4meq

. 1 .
F= -v / (0, — V' By v (43)
4eq
jako feseni Maxwellovy rovnice . .
div e = p, —div P, (44)
tedy L .
div (egE+P) = divD = p,, (45)

kterymzto vztahem je definovana elektrickd indukce D. Rozdéleni na volné a vézané naboje je na vasem
uvazeni, obvykle ale vektor polarizace chdpeme jako vlastni danému prostredi (fero- a piezo-elektrika) nebo
jako projev reakci prostiedi na elektrické pole — nejsnéze a nejcastéji vyjadritelny linedrnim vztahem

D = eE+P = e E . (46)

Podobneé i proudy stojici na pravé strané vakuovych Maxwellovych rovnic rozdélime na dva typy. Vazané
budou tvofené malymi proudovymi smyckami a budou vytvéaiet v kazdém malém objemu dV magneticky
dipdl

dm = M(F)dV . (47)

Ostatni proudy jsou popsany proudovou hustotou fv (7). Magneticky dipdl v misté # budi pole

N o T Ho -, ’

B = Vx Ay, = vx XU "T) _ ghom vy, 48
4P dr |7 =73 i v (48)

kde opét ¢» = 1/|F — 7'|. Slozenim tohoto pole s magnetickym polem buzenym proudovou hustotou v (7) pii

pouziti m — M'dV’ lze ziskat celkové magnetické pole

EZVXZ—O/Fwa—f—M'XV/dJ v | (49)
T
Predpoklddame, ze télesa jsou konecné a lze je tedy obklopit plochou, na které M vymizi. Pov§imneme-li si,

ze V X (]\7[¢) predstavuje iplnou divergenci jistého tenzoru druhého fadu, upravou M.Vw = -V x (Mw) +
YV x M dostavame

B = —vZ—O/(j;Jrv’xM’)wdv, (50)
T
tedy feseni Maxwellovy rovnice . . .
rot B = po(jy +rot M), (51)
a tedy konecné L B
rot (ug'B— M) = rot H = j, . (52)

Timto vztahem je definovana magnetickd intenzita H. Opét vektor magnetizace M chapeme jako vlastni
danému prostiedi (tvrdd feromagnetika) nebo jako projev reakci prostiedi na magnetické pole — v nej-
jednodussim pfipadé vyjadritelny linearnim vztahem

B = po(H+ M) = pop, H . (53)



Je tieba dodat, Ze takto definované veli¢iny vystupuji i v plnych Maxwellovych rovnicich, ve kterych
casova derivace polarizace vystupuje jako dalsi proud, pro pochopeni zavedeni DaH je ale stacionarni
problém dostacujici.

Alternativné lze napf. pii zavedeni D postupovat tak, ze polozime Pviz = —divP, kde P je zatim
neznamé vektorové pole nenulové uvnitt télesa. Tuto volbu lze zduvodnit tak, ze celkovy naboj télesa dé az
na znaménko z Gaussovy véty tok pole P plochou za hranicemi télesa. Zde je P=0a tedy takovéto zavedeni
je vhodné pro popis polarizovanych ale celkové elektricky neutralnich téles. Poté spo¢teme dipélovy moment
buzeny takovouto ndbojovou hustotou v libovolném objemu V'

pl:/vn( 0;P))dV = / —0; (ri P )dV—&-/(Bn ) PjdV = /@dev (54)

kde integral z uplné divergence tenzoru r;P; pfes objem zahrnujici celé téleso vymizi (plosny integrél za
hranicemi télesa je nulovy) a tedy

P = /ﬁdv. (55)
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Tento vztah tika, ze P predstavuje objemovou hustotu dipélového momentu.
Cviceni: Ukazte analogické zavedeni H.

Maxwellovy rovnice na rozhrani prostiedi

Na rozhran{ dvou prostfedi s ruznymi materidlovymi vztahy nebo pokud zdroje pole maji plosny charakter
vyplyvaji z Maxwellovych rovnic podminky pro nespojitosti poli. Vznik téchto podminek lze snadno pochopit
z uvahy, ze kdyz ztréceji kvuli neexistenci derivaci vyznam operace div a rot, integralni verse Maxwellovych
rovnic museji zustat v platnosti.

Alternativné lze pole v okoli plochy nespojitosti u(7) = 0 rozdélit na reguldrni a nespojitou ¢ast, napiiklad

D = Do+ [D]O(u() (56)
kde
o ={ 4 #5 o

je Heavisideova skokové funkce. Funkce prostorovych souradnic u(7) predstavuje (obecné kiivocarou) souradnici
na jejiz soutradnicové plose u = 0 dochézi ke skoku polnich veli¢in.

Protoze budeme chtit popisovat plosné hustoty zdroju, vyplati se pFedpokladat, ze funkce u(7) je zvolena
tak, ze normélovy vektor k plose u(7) = 0, ktery spo¢teme podle pfedpisu

7 = grad u(7) (58)
je jednotkovy, tedy Laméuv koeficient h, = 1. Kdyz totiz napf. plosnou nabojovou hustotu zapiseme

p = o(F)s(u(r)) (59)

a zavedeme spolu s u jesté dalsi dvé ortogonalni soufadnice v a w, snadno se presvédéime, ze vyraz pro naboj
uvnitf néjakého objemu

du dv dw dv dw
Q /p v /U(u’v’w)é(u)|Vu||Vv||Vw| /U(O,v,w)|vv||vw| / o dS (60)

dokazuje, ze o(F) predstavuje plosnou ndbojovou hustotu. (Pouzito bylo vztaht dV = hihohsdqidgadgs,
dS1 = hahsdgadgs, |Vai| = 1/h; a specidlni volby soufadnice u takové, ze h, = 1.)

Jak vypad4 derivace Hevisideovy skokové funkce? Samoziejmé, prave vztah d/dzO(x) = §(z) predstavuje
nejsrozumitelnéjsi definici Diracovy d-funkce. Protoze V.(Af) = fV. A+ AV f

V.D = V.Dy + V.([D)O(u)) = V.Dy+ O(u)V.[D] + .[Dld(u) = po+ od(u) . (61)

Posledni rovnost v tomto vztahu tika, ze regularni ¢ast nabojové hustoty je urcena divergenci D v mistech,
kde derivace existuje, zatimco -funkci imérné ¢leny vedou k druhé z nasledujicich Maxwellovych rovnic na
nepohybujicim se rozhrani dvou prostiedi

-

Rot H = #Ax[H = J (62)
DivD = #@[D] = (63)
Rot £ = #@x[E] = (64)
DivB = #[B] = (65)



Pokud se rozhrani ¢i plosny zdroj pohybuji, je pfislusna nespojitost tvaru [X 1©(u — vt) a parcidlni derivace
podle ¢asu, které stoji v uplnych Maxwellovych rovnicich, pfispéji také clenem tmeérnym J-funkci, ktery
nesmime opomenout.

Na rozhrani prostredi dévaji tyto vztahy hodnoty plosnych vdzanych naboju ¢ = —Div Pa proudu.
jQ = Rot M. Pokud oviem vychézime z_velic¢in D a H jsou v mistech skoku polarizace ¢i magnetizace
ploénym zdrojem téchto poli naopak Rot P a Div M.

Priklad. Hleddame-li pole permanentniho magnetu vyrobeného z materidlu s pevné danou konstantni
magnetizaci, muzeme postupovat dvéma cestami. Jednak lze spocist magnetickou indukci buzenou plosnym
proudem 52 —qix M , ktery netece po povrchu permanentniho magnetu jen v mistech, kde je magnetizace s
povrchem rovnobézna. Proto pole B vypadé jako pole solenoidu pfislusného tvaru.

Také ovem mizeme za hledanou veli¢inu vzit H a Fesit rovnice

rot H =0 div (H+M)=0.

Pro uvazovany magnest s konstantni magnetizaci vymizi objemovy zdroj —div M a jedinym zdrojem (nevifivé)
magnetické intenzity je skok kolmé slozky magnetizace na povrchu télesa, Div H = —Div M. Tento vztah je
analogicky s elektrostatickou tlohou pro pole plosného naboje na povrchu polarizovabného télesa. Siloc¢ary
poli B i H vélcového permanentniho magnetu jsou na obr. 1.

Cwicent: Odvodte rovnici (62).

Cvicend: Zjistéte, kdy je E = EgO(z —vt) a B = ByO(z — vt) feSenim tplnych vakuovych Maxwellovych
rovnic bez (plosnych) ndboju i proudu.

Cviceni: Presvédcte se, ze permanentni magnet ve tvaru koule s M = konst. budi okolo sebe presné
dipdlové pole, zatimco uvniti je pole homogenni.

Silové pusobeni na plosné proudy a naboje

Protoze v mistech, kde tecou plosné proudy, neni magnetické pole spojité, neni jasné, jaky vyznam mé vztah
urcujici silu

ﬁ:/fgxédS (66)

a podobné je to i plosnym nébojem. Vime, ze kdyz pocitdme silu pusobici na bodovy nédboj, rozdélime
elektrické pole na pole tohoto bodového ndboje (divergujici v misté ndboje) a na pole zbylych ndboju. Jen
jejich pole pak pouzijeme k vypoctu sily. Protoze plosny proud ¢i ndbojova hustota jsou zdrojem skoku pole,
zapiseme pole v okoli plosného zdroje

— —

B = S(Bit Bo) + 4 (Bo — Bo)sien(u(()) (67)

Bez ditkazu uvedme, ze druhy €len lze chépat pole jako buzené plosnym proudem v daném misté a tedy jej
Ize vyloucit z vypoctu sily ptusobici na dany kus plosného proudu. Ten se tedy z hlediska Vypoctu sily jakoby
nachdzi v priméru poli z obou stran. Proto zavedeme priméry { B} = (B1 + By) a {E} = (E1 +E) a
Lorentzovu silu na plosné naboje a proudy zapiSeme

F = / (o{B) + 3o x (BY) ds . (68)

Cviceni: Spoctéte silu, jiz na sebe pusobi desky idealizovaného rovinného kondenzatoru. Totéz spoctéte
s pouzitim zdkona zachovani energie, pficemz uvazujte jak kondenzator piipojeny ke zdroji napéti, tak
kondenzator odpojeny.

Cicens: Spoctéte silu, jiz je namahano vinuti idealizovaného solenoidu.

Cwiceni: Po nastudovédni zékona zachovan{ hybnosti elektromagnetického pole dokazte (68). PFi integraci

toku Maxwellova tenzoru plochou obepinajici rozhrani prostiedi 1 a 2 se muze hodit identita H Z-(2)BJ(-2) —

HYBY = [H;{B;} + {H;}B;] a odpovidajici vyraz pro D;E;.



Kvazistacionarni priblizeni

Kvazistacionarni ptiblizeni

rot H = J (69)

div D P (70)

rot E + 8,8 0 (71)
divB = 0 (72)

(73)

svazuje elektrické pole s magnetickym. Jesté doneddvna bylo zanedbani ¢lenu 8tﬁ (tzv. Maxwellova proudu)
mozné ve vétsiné aplikaci Maxwellovych rovnic. Rozhodnout, do jaké miry lze konkrétni problém fesit v
kvazistaciondrnim ptiblizeni neni snadné. To, zda je Maxwelluv proud zanedbatelny oproti ostatnim proudum
se obvykle poznd tak, ze charakteristické rozméry 1lohy jsou po vydéleni rychlost{ svétla zanedbatelné proti
charakteristickym ¢astum, jenz se v tloze vyskytuji.

Predpokladejme nejprve, ze proudy a ndboje jsou uréeny pfedem a nejsou ovlivnény jimi buzenym polem.
Protoze v kvazistacionarnim piiblizeni jsou rovnice urcujici magnetické pole totozné s rovnicemi pro pole
staciondarni, lze pfi zadaném proudu pouzit tytéz metody feseni. Elektrické pole oviem nyni ma predepsanou
jak divergenci, tak i nenulovou rotaci.

I kdyz bychom mohli takovou tlohu rozdélit na dvé — tedy pocitat zvlast virovou a ziidlovou édst
elektrického pole, lze si problém zjednodusit automatickym vyfesenim homogenni rovnice (71). Protoze
B = ot fi dostavame

rotE + d;rotA = rot (E + 8&) =0 (74)

protoZe rotace E + 8th je nulovd musi to byt gradient néjaké skalarni funkce. Pfi téchto upravéch jsme

nevyuzili zanedbani Maxwellova proudu a tedy i v obecném ptipadé zavadime elektromagnetické potencidly
vztahy

B = rot A, (75)

E = —grad®—0, A. (76)

—

P#i pouziti kalibra¢ni podminky div A = 0 tak ze zbylych Maxwellovych rovnic dostdvdame pro potencialy

AX = — o, (77)
A = — 2 (78)
€0

Tyto rovnice pro elektromagnetické potencidly v kvazistaciondrnim ptiblizeni za pfedpokladu, ze proudy
a naboje jsou dédny, predstavuji dvé (eliptické) rovnice popisujici okamzité vytvafeni pole zdroji v celém
prostoru najednou (pusobeni na délku).

Elektromagnetické pole v kvazistacionarnim ptiblizeni nema vlastni dynamické stupné volnosti, jen posloucha
co mu néboje a proudy poroudi.

Energie pole stacionarnich prouda

Zatimco v elektrostatice jsme energii soustavy nédboji uhodli na zdkladé prace nutné k jejich pfeneseni z
nekone¢na, je v magnetismu tfeba proudy pomalu zapinat. Tento proces ale vede k vzijemné i vlastni
indukci a tedy energii magnetického pole 1ze odvodit az v rdmci kvazistacionarniho piiblizeni. Tehdy je
vykon potfebny k vzniku magnetického pole — fjﬁ dV za pouziti V(ﬁ X E) = E(V X ﬁ) - ﬁ(v X E) a
zékona indukce (71)

—/j'.Edv = —/(VXH).EdV = —/v.(ﬁxﬁ) dv—/H.(VxE) v = /v.(Exﬁ) dV+/ﬁ.8t§dV.

(79)
Za pouziti stejného postupu, jaky budeme pouzijeme u iplnych Maxwellovych rovnic a za stejného prepokladu
linearity vztahu B = puH dostavame, ze z kvazistacionarniho pfiblizeni Maxwellovych rovnic vyplyva jisty
zékon zachovani energie

o (%ﬁg)mw (Bxd) = —Ej. (80)



Zanedbani ¢lenu atﬁ jednak zptusobi, ze pole izolovanych zdroju slabnou pro r — oo natolik, ze plo$ny integral
Ize pti integraxci pres cely objem zanedbat. V kavzistacionarnim p#iblizeni maji zdroje energii jimi buzeného
pole beze zbytku “pod kontrolou”. Absence Maxwellova proudu také zpusobila, ze v (80) neni zahrnuta
energie eklektického pole. Kvazistacionarni pfiblizeni tedy popisuje problémy, kde elektricka slozka hustoty
elektromagnetické energie je zanedbatelnd. (Kondenzitory, v jejichz dielektriku z principu tato nerovnost
neplati, se do kvazistacionarniho pfiblizeni zavedou jako prvky, u nichz je ¢asova zména energie popsana
pravou stanou této rovnice — fﬁ.jdV =-UIl =-9,0U?%/2.)

Podobné jako v elektrostatice, lze i u magnetického pole ustdlenych proudu misto energie pole mluvit o
potencidlni energii zdroje. S pouzitim V.(H x A) = A.(V x H) — H.(V x A) a (69) dostdvéme

1 B 1 — > 1 | -
E/H.BdV:E/H.(VXA)dV: —5%(H>< ).dS+§/A.jdV. (81)
a tedy po zanedbani povrchového ¢lenu

Ajav . (82)

N | =

Indukénost
Spolu s elektromagnetickou indukei se objevuji pojmy vlastni a vzdjemnd indukénost. Napéti indukované
podél uzaviené proudové smycky C 4 ohranic¢ujici plochu S4 je rovno zméné magnetického toku —W 4
Uas=¢ Edl = -y = -0, | B.dS = —at/ rot A.dS = -8, [ A(Ip).dl = —Laplg. (83)
Ca Sa Sa Ca

Linearni zavislost pole na zdroji tedy podobné jako v elektrostatice vede na matici koeficient L 4 5. Konkrétné,

o o I dr’ - dl’.dl
UiA:_at/ Adl = _at/ “OB/ — | dl = Lap = / / 7 (84)
Ca ca |G A7 Jop | — 7| cadoy IF=7|

Ze vztahu (82) déle pro linedrni proudy vyplyva, ze

- 1
Winag = ZIB/ Adl = §LABIAIB- (85)

Bohuzel, diagondlni prvky takto definované matice indukénosti soustavy nekoneéné tenkych vodic¢i jsou
nekone¢né. Zdrojem potizi je nekonecné silné pole v blizkosti takto tenkého dratu. Napiiklad na tseku
ptimého vodice lze ukazat, ze proudem buzeny magneticky tok stejné taj jako energie tohoto pole logaritmicky
diverguje s polomérem vodice jdoucim k nule.

Za povsimnuti stoji, ze zdkon zachovani energie vyzaduje jev vlastni induk¢nosti: Magnetické pole je
kvuli linearité polnich rovnic imérné budicimu proudu, a tedy energie pole % f H.B dV musi byt tmérna
kvadratu proudu. Je-li proudova smycka chapana jako ¢ast elektrického obvodu, musi zménu proudu smyckou
doprovazet vznik indukovaného napetl tak, aby dodavany vykon souhlasil s rychlosti zmény energie pole.

Cwviceni: Jak vypadaji pole A B Eadv homogennim stiidavém magnetickém poli?

Cuiceni: Ukazte, ze (82) je invariantni v rdmei kalibra¢ni volnosti kvazistaciondrniho piiblizeni.

Cviceni: Jak zhruba vypadaji pole /_1', B , E a ®, kdyz do homogenniho stfidavého magnetického pole
vlozite (hodné dlouhou) spirélu z tenkého vodice , kterym neprotékd proud a tedy teéné slozky elektrického
pole (coz u tenkého vodice je jedind slozka podélnd) jsou nulové? Hledejte jako superpozici puvodniho pole
a nového pole @’.

Cvic¢eni: Studujte elektrické a magnetické pole v transformdtoru. Za nejjednodussi model muzete vzit
dva koaxialni idealni dlouhé solenoidy. Jaky vyznam ma pouziti jadra s p, >> 1 7 Uvazujte transformator
naprazdno (ten mé sekundérni obvod rozpojeny) a nakratko (zde lze pro jednoduchost sekundarni vinuti
povazovat za plosny vodi¢, tedy kazdy zavit zkratovat zvlast).

Skinovy jev

Charakter prvni z rovnic se ale zméni, pokud proud zavisi na elektrickém poli. Nejjednodussim a pfitom
naprosto béznym ptipadem je linearni zavislost popsand Ohmovym zdkonem v nepohybujicim se izotropnim
a homogennim prostiedi

j=E. (86)

10



Zanedbame-li volné nédboje a tedy polozime ® = 0, stdle je pfitomno indukované elektrické pole —(“)t/f. Jsou-li
proudy urceny Ohmovym zdkonem dostdvame (v kalibraci div A = 0) pro vektorovy potencidl rovnici

AL = +ppyd, A, (87)
Rotaci této rovnice ziskavame rovnici pro difuzi magnetického pole
AB = + pugyd:B | (88)

naprosto stejné povahy. Tyto rovnice v mistech, kde v > 0 maji charakter evolu¢ni (parabolické) rovnice,
zatimco tatdz rovnice v mistech s v = 0 predstavuje (eliptickou) Laplaceovu rovnici okamzitého nabyvan{
rovnovahy pole se zdroji. Tento dvoji charakter 1ze chdpat téz tak, ze (87) i (88) neptedstavuji evoluéni rovnice
pro magnetické pole, nybrz pohybové rovnice pro jakousi kapalinu nosi¢i ndboje podléhajici Ohmovu zdkonu.
To nejsnéze uvidime z ¢asové derivace (87)

Aj = + o0 (89)

kterd predstavuje rovnici difuze pole proudové hustoty. Ani v této situaci tedy nema elektromagnetické pole
vlastni dynamické stupné volnosti, ty nédlezi jen proudovému poli ve vodicich.

Jako nejjednodussi piiklad poslouzi tenkd (x €< —a,a >) vodivé desticka vlozend podélné do magnet-
ického pole B = B, (z)é..

Problém muzeme chépat jako evoluéni tlohu se zadanou pocatecni konfiguraci magnetického pole.
Predpoklad B=B, ()€, znamend vné desticky, kde nete¢ou zaddné proudy zdvislost B, (z) = konst. Budeme
zkoumat situaci, kdy desticka je vlozena v homogennim magnetickém poli Bgy€,, které je ndhle vypnuto.
Procesy, které nebudeme blize studovat pole vné desticky vymizi, a tak za pocateéni podminky vezmeme
nulové pole vné a konstantni pole uvniti (oprdvnénost bude diskutovdna pozdéji).

Diky velmi zjednodusené situaci je vnéjsi magnetické pole nulové a uvniti zbyva splnit jedinou skalarni
rovnici

AB.(z,t) = + puoy0iB.(z,t) . (90)
Pii jejim TeSeni, si povSimneme, ze
_ T o, T\?2 o 0 _ 9
Afp = Acos(nZQ:E) = (2(1) n cos(n2a:§) = —Xfn, (91)

pricemz tyto funkce byly vybrdny proto ze, (1) jsou to vlastni funkce Laplaceova operdtoru, (2) spliuji
hrani¢n{ podminku danou nulovym vnéjsim polem a (3) tvoii uplnou bazi (ve smyslu uplnosti Fourierovych
fad).

Zbyva rozvinout pocatecni data do této baze s pomoci znamé Fourierovy tady

1 1 1 1 T
cos(t) — = cos 3t + — cos bt — — cos Tt + — cos 9t F ... — —sign(cost) . (92)
3 5 7 9 4
Konkrétné .
4 (—1) T
B.(t=0,z) = Byy — % + 1) — 93
(1=0.0) = BY Cpr iy cosh ) (99)
Koeficienty nyni prohlasime za funkce casu,
= 7r
B.(t,z) = ;Oak(t) cos(2k +1) 5= (94)

a dosazenim do rovnice (90) dostaneme evoluén{ rovnici pro jednotlivé koeficienty rozvoje

_ (21)2 (2k +1)%ar(t) = poydrar(t) - o

a

Reseni této jednoduché linearni rovnice prvniho fadu maji charakter

_t T 20\
ag(t) = ar(t =0) e ™ Tk = (2k+1)2 To = KoY <?) (96)

a popisuji disipaci jednotlivych fourierovskych slozek poc¢ateéniho magnetického pole. Pouziti slova disipace
je na misté nejen kvuli tomu, Ze studujeme rovnici difuze, ale téz proto, ze energie pole se preménuje na
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Obrazek 2. Rozlozeni podélné slozky magnetického pole v tenké vodivé desce v Casech
t/70 =0,0.1,0.2,...,1.9,2 od vypnuti budiciho pole.

jouleovské teplo. V souladu s ocekavanim, se prodluzuje doba zaniku pole s jeho rostoucimi rozméry télesa.
Zde jde tloustku vodivé desky, oviem 7y roste s jeji druhou mocninou a tak nelze u rovnice difuze mluvit o
rychlosti sifen{ informace (o zméné pole na kraji desky). Podobné se relaxa¢ni doba prodluzuje s rostouci
vodivost{ (az na nekoneéno u supravodicu).

Nyni jsme odhalili ¢asovou skalu 7y, na niz pole uvniti vodivé desticky zanikd. Pokud zanik budiciho
pole je mnohem rychlejsi, byl predpoklad o po¢ateénich podminkach difuzni rovnice opravnény.

Reseni ve frekvenénim obraze spociva v prechodu k harmonickym ¢asovym zavislostem. To mé smysl
jak pfi teoretickych uvahédch tak i v praxi. Skrze Fourierovu transformaci lze takto popsat i slozity casovy
vyvoj, zde budeme ale zkoumat situaci, kdy budici pole ma harmonicky prubéh a po odeznéni prechodovych
jevu (to se ohraje na casové skdle 7o) maji harmonicky prubeéh i ostatni veliciny

—
—

Bt = B e ™ jFt) = j(7) et (97)

Ptedpoklddame kvuli symetrii opét jedinou nenulovou komponentu magnetického pole. Pole vné musi
byt kvuli rot B = 0 konstantni

B.(7) = By lz] > a (98)

Uvnitf se fidi rovnici (90), tedy
9..B.(x) = —iwpeyB.(x) lz] < a . (99)
Hleddme tedy sudéd feSeni rovnice f” = —kf (nase hraniéni podminky (98)jsou sudé) coz jsou funkce

AcosVEkz a tedy A
B.(z) = Acosy/iwpeye . (100)

Zavedeme-li redlné ¢islo 6§ vztahem

1+ 2
Viwpoy = Z—Z = 0 =4/ . (101)
wyHo

a splnime-li okrajové podminky, které ziskdme dosazenim z = +a do (100), dostavéame

N cos(1+41)% e~ %els +eSeis e ST eI 4 e T el T
BZ(:C) = By ~a By—= iz a _,a — Do —oa o9;a |I| <a. (102)
cos(1+1)% e"sels +ese s 1+ e #5e*s

Obrézek 3. Efektivni a vybrana okamzita hodnota podélné slozky magnetického pole v tenké vodivé desce
pii hloubce vniku §/2a = 1,0.3,0.1,0.03,0.01.

Uvniti vodivé desky v okoli pravého okraje z = a dominuje ¢len e, zatimco u druhého okraje e,
Je vidét, ze vnéjsi harmonické pole pronika dovnitf vodice jen do hloubky ~ § a proto se této veliciné zavislé
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na frekvenci a vodivosti fika hloubka vniku. Je vidét, ze smérem dovniti vodic¢e nejen exponencidlné klesa
amplituda magnetického pole, ale téz se méni faze. Pokud uvazujeme frekvence, kdy 6 >> 2a, vitivé proudy
jen nepatrné méni magnetické pole ve vodi¢i. Naopak, pro velmi malé hloubky vniku muzeme uvazovat
ploéné proudy tekouci jen na povrchu vodicu.

Doposud jsme mluvili o magnetickém poli ve vodi¢i. Protoze stejnou parabolickou rovnici se fidi i
proudova hustota, je proud harmonického prubéhu ve vodiéi také soustiedén u povrchu. Jako ptiklad
uvazujme vodi¢ ve tvaru vélce. Protoze vlastni funkce Laplaceova operatoru respektujici vdlcovou symetrii
problému je Besselova funkce Jo(kR), spliujici AJo(kR) = —k?Jo(kR), po vynasoben{ vhodnou konstantou,
jejiz hodnotu ur¢ime z celkového proudu vodicem, dostavame pole proudové hustoty

B 1+¢J0((1+i)§)g
N I27ra5 Ji(1+4)2) 7 (103)

<.

odpovidajici celkovému proudu I tekoucimu ve valcovém vodi¢i o poloméru a. Protoze pro mala ¢ plati

Ju (%) = %cos (% - S+ %)), proud tekouci vodicem se soustiedi v blizkosti povrchu stejné, jako

v jednoduchém piikladé s destickou. Magnetické pole lze uréit piimo z Ampérova zdkona s pouzitim
[ zJo(z)dx = xJi ()
. ol (A+)E)
B = 27a Jl((1+i)%)' € R<a

pol >
52564 R>a

(104)

Ve obou vyse uvedenych piipadech bylo magnetické pole tecné k povrchu vodice. Takovéto magnetické
pole muze lokélné vyrusit povrchovy proud a skinovy jev lze tedy chapat jako lokdlni jev. Ukazuje se ovSem,
ze i kolma slozka magnetického pole je z vodice vytlacovana. V tomto pfipadé je vnéjsi pole odstinéno
slozenym polem proudu tekoucich blizko povrchu vodice. Jako nejjednodussi model popisujici tento jev
1ze vzit dokonale vodivou kouli. V tomto pfipadé staci uvazovat nulové pole uvniti a vné vzit superpozici
budiciho homogenniho magnetického pole a magnetického pole dipélu. Zvolime-li takovy magneticky dipdlovy
moment, jenz vyrusi budici pole na obou pdlech, zaruc¢i symetrie ilohy splnéni podminky DivEB = 0 viude
na povrchu koule.
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Poznamky k prednéasce Klasicka elektrodynamika — Nestacionarni
pole

Maxwellovy rovnice — nestacionarni pole

Na zakladé skutecnosti, ze rotace vektorového pole mé nulovou divergenci usoudil Maxwell, ze v diferencilni
verzi Amperova zdkona je tfeba v nestaciondrnim ptipadé, kdy div j # 0 nahradit proudovou hustotu kom-
binaci j + 8tD jejiz divergence vymizi v dusledku Gaussovy véty a zdkona zachovani elektrického néboje.
Divergence toho “opraveného proudu” je nulova proto, ze za pouziti Gaussovy véty prechazi na rovnici
kontinuity pro elektrickou nabojovou hustotu

dp+divy = 0. (1)

Od té doby chovani elektromagnetického pole popisuji Maxwellovy rovnice

rot H—8,D = 7J, (2)
divD = p, (3)
rot E + 8,8 0, (4)
divB = 0. (5)

Ty je samoziejmeé tieba doplnit materidlovymi vztahy. Budeme predopokladat, ze D= ﬁ(E) aH=H (E),
se slozitéjsimi vztahy jste se sezndmili v optice u dispersnich médii — komplikované vztahy jsou zapficinény
komplikovanym materidlem. Naboje a proudy vystupujici na pravé strané Maxwellovych rovnic jsou dany
vlastnostmi hmoty a skrze né elektromagnetické pole na hmotu pusobi. Nepfeberné mnozstvi jevi s tim
souvisejicich patii do jinych prednasek.

Pro ujasnén{ si vyznamu rovnic (2-5) budeme az na explicitné uvedené vyjimky piedpoklddat, ze ma-
teridlové vztahy jsou popsany skaldrni permitivitou € a permeabilitou . Charakter rovnic muze, jak jsme
na prikladu skinového jevu vidéli, také ovlivnit zavislost zdroju na poli samotném. Proto prozatim budeme
proudy a nabojové hustoty povazovat za dané funkce ¢asu a prostoru.

Maxwellovy rovnice — pocatecni tloha

Vezmeme-li elektromagnetické pole v néjakém okamziku, feknéme ¢t = 0, muzeme se ptét, co pro jeho hodnoty
vyplyva z Maxwellovych rovnic. Okamzité vidime, ze rovnice udavajici divergence BaD piikazuji, jakd pole
jako funkce prostorovych soutadnic jsou v libovolny okamzik povolena. Napft. ziridlovd magnetickd pole
nejsou mozna. Rovnice (3) a (5) predstavuji vazby.

Oproti tomu rovnice, kde vystupuji rotace poli maji jiny charakter. Pokud pozorujeme, Zze v daném
okamziku rot E # 0, je takové pole pripustné, oviem znamend to, ze bud

— ménici se magnetické pole je zdrojem cirkulace elektrického pole a nebo

— nenulova cirkulace elektrického pole zapiicini zménu magnetického pole.

Jak rozhodnout, kterd z obou moznosti je spravné? Jaky experiment by to mohl rozhodnout? V kazdém
piipadé rovnice (4) svazuje ¢asové a prostorové zmény elektromagnetického pole. Nestaci na to ale sama — o
jejim vyznamu rozhoduje, ¢im tuto rovnici doplnime (viz cvicen{ nize).

Nejprve si povsimmneme, ze obé vazby (3) a (5) se zachovavaji. Casovéd derivace

9, divB = divd, B = div (—rot E) = 0 (6)

a podobné je to diky rovnici kontinuity elektrického néboje i s rovnici (3).
Nabizi se nésledujici interpretace: Vazby (3) a (5) urcuji jaka pole pFichdzeji do dvahy v ¢ase t = 0.
Rotace elektrického pole a rotace magnetického pole opravend o proud
- 1 15 12

O0F = -rot —B-— =7 (7)
¢ n



OB = —rot E , (8)
(9)

pak uddvaji zmény pole. Jsou to pohybové rovnice pro elektromagnetické pole, které zachovavaji vazby.
Tato soustava prestavuje tzv. hyperbolicky systém parcidlnich diferencidlnich rovnic — tato celed rovnic je
pojmenovana podle znamének — + ++ ve vlnové rovnici.

Cvicens. Predpokladejte, ze zdroje jsou dané fukce ¢asu a prostoru a ze prostiedi je homogenni. Uvazujte
fourierovsky rozklad do prostorovych vin charakteru R 7 yiech velicin a dosadte jej do rovnic (7) a (8).
Naleznéte obdobu téchto rovnic pro fourierovské komponenty E (]; t) a E(E, t). Ukazte, ze jde o soustavu
obycejnych linearnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty (E je vzhledem k ¢asu samoziejmé
konstanta). Na zjednoduseném prikladé s j(k, ) = 0 tuto soustavu vyfeste pro zadané E(k,t = 0) a B(k,t =
0) a ukazte, co by znamenalo opaéné znaménko v Lenzové principu. Pfi feSen{ soustavy Sesti linedrnich

diferenciglnich rovnic pro est neznémych je vyhodné zavést proménné b* (k,t) = B(k,t) & ﬁé x E(k,1),

nebot predstavuji (levé) vlastni vektory piislusné matice, v nichz ma homogenni soustava Maxwellovych
rovnic pro prostorové Fourierovy komponenty tvar 9;b% = :|:z'c|l;:‘|l;i a lze ji snadno Fesit.

Cuicend. Vezméte rotaci (7) a ukazte, ze z{skdte vlnovou rovnici pro B. Vysvétlete, pro¢ po boku této
rovnice, se otd¢{ vyznam (4) — casovd derivace magnetické indukce je zdrojem virové slozky elektrického pole.

Pozn. Evoluéni rovnice (7) a (8) méni mimo oblast zdroju jen vifivou slozku elektrického i magnetického
pole, nebot tam je jedinym zdrojem zmény obou polf rotace toho druhého, coz je oviem neziidlové vektorové
pole. Jak je mozné, ze kdyz pfemistime naboj a tedy ziskame nové zfidla elektrického pole, je zména mimo
zdroje pouze virové povahy?

Vysvétleni na konkrétnim prikladé poskytuje Obrazek 1 z poznamek k magnetismu: Zména elektrického
pole od stavu, kdy nabitd deska sidli na dolni podstavé vélce, na elekrické pole téze desky sidlici na horni
podstaveé — tedy rozdil téchto poli je zfidlového charakteru a je na levém obrazku. Na pravé strané ale vidime,
ze totéz (rozdilové) pole vné trajektorie zdroje lze popsat jako pole virové.

Relaxaéni mechanismy v elektromagnetismu

Jaky je vztah técho evolucnich rovnic k rovnicim, které jsme doposud studovali? Jak jsme ukézali, poc¢inaje
rovnicemi elektrostaiky a konce kvazistaciondarnim pfiblizenim, pfedstavovali doposud zkoumané rovnice
rovnovahu poli se statickymi, stacionarnimi a kvazistaciondrnimi zdroji.

Této rovnovahy nabyde elektromagnetické pole ruznymi relaxa¢nimi procesy. Nejprve zminime dva sou-
visejici s ohmickou vodivosti. Prvnim, jiz zminénym, je skinovy jev, konkrétné skuteénost, ze (a to i v plném
elektomagnetismu) dochdz{ k difuzi magnetického pole smérem k rovnovdzemu stavu. Dals{ mechanismus
souvisejici s vodivost{ je dédn evoluci ziidlové ¢dsti elektrického pole. Ta se F{di rovnici kontinuity (1) a po
dosazeni Ohmova zakona j = WE =/ eD mame

op+divj = 0p+ div v/eﬁ =0 — 8tp+1p: —ﬁ.grad X (10)
€ €

Uvniti vodice, kde pravé strana vymizi tak dochazi k exponencidlnimu zaniku volné ndbojové hustoty —
naboj se stéhuje na povrch vodice. Relaxaéni ¢as u béznych vodicu je velmi maly a je dan jen materidlovymi
konstantami, narozdil od skinového jevu, kde souvisi i s rozméry a tvarem vodice.

Oba zminéné disipativni procesy ve vodic¢ich vedou k ustaveni statického stavu j = 0 a v dasledku Ohmova
zékona i E = 0 uvniti vodice. To je elektrostatika. Za pusobeni vnéjsich zdroju ¢ jinych sil se rovnovdha
ustanovi v souladu s buzenim, pro pomalu se ménici zdoje tak dostaneme kvazistaciondrni pole.

Predbéhneme-li dalsi vyklad, je tu jesté jeden relaxa¢ni mechanismus. Odchylka od kvazistacionarniho
priblizeni je, jak uvidime, dana pfitomnosti elektromagnetického vinéni. Pokud to situace dovoli, jsou tyto
vlny bud pohlceny disipativnim prostiedim, nebo odleti do daleka, v obou pifpadech je tu tendence feseni
blizit se (kvazi) staciondrnimu stavu. To je samoziejmé vylou¢eno, kdyz zdroje samy se méni v casech
kratsich, nez jaké zatreni potiebuje k vytraceni se.

Prvni experimnetalni dukaz opravnénosti Maxwellovy konstrukce — Hetrzuv experiment dokazal, ze pii
jiskrovém vyboji se ¢ast z puvodné elektrostatické energie misto na teplo preméni v eletromagnetické viny.

Elektromagnetické potencialy pro nestacionarni pole

Jiz vime, ze homogenn{ Maxwellovy rovnice (5) a (4), lze automaticky vy¥esit za pomoci zavedeni potencidla.
Neztidlové B davda B = rot A a tak dostdvame

rotE + d;rotA = rot (E + 8,5/1) =0 (11)



a protoze rotace souctu E+ 8,514? je nulovd musi to byt gradient néjaké skaldrni funkce. Proto zavadime
elektromagnetické potencidly vztahy

B = rot A, (12)
E = —grad®—9, A. (13)
Jejich dosazenim do zbyvajicich rovnic dostavame

1 - - -

rot —rot A — Ore(—grad ® —9; A) = 3, (14)
I

dive(—grad ® — 8, A) = p, (15)
(16)

V homogennim prostfedi mizeme vytknout piislusné materidlové konstanty pe = ¢~2 a za pouziti Z.L.V.A.
dostavame polni rovnice pro elektromagnetické potencidly

1w (17)

A®+ 9, div A = —lp. (18)
€

(—AA"F lzatt g) + grad (le A"i‘ %aﬁb)
C C

Magnetické pole B je virové povahy a je dano rotaci vektorového potencidlu. Ziidlova ¢ast vektorového
potecidlu je velicina kterd se na magnetickém poli nijak neprojevi. Tato veli¢ina je urcitelnd z div A a
tedy tato divergence vektorového potencidlu neni nijak dana. Protoze ovSem casova derivace vektorového
potencidlu vystupuje v (13) je tfeba opravit po zméné vektorového potencidlu i potencidl ®. Zména kalibrace
je dana vztahy

i = A+Vy (19)
(I)/ = b — (915)( (20)

Dosazenim do (12) a (13) lze ovéfit, ze tato zména potencidlii neménf elektrické ani magnetické pole. Také
vidime, ze div @’ — div A = Ax a dand zména div A vede na Poissonovu rovnici.

Maxwellovy rovnice v Coulombové kalibraci

Pii fesent (17) a (18) si nejprve vybereme postaru moznost div A = 0. Po zavedeni d’Alembertidnu

1
a dosazen{ div A = 0 je
> - 1
OA = —uj + c_28t grad @, (22)
1
Ad = ——p. (23)
€

Toto jsou Maxwellovy rovnice pro potencialy v tzv. Coulombové kalibraci. Potencial ® se ridi Poissonovou

rovnici, zatimco vektorovy potecidl splinuje vA(f,t = 0) vlnovou rovnici se zdrojem na pravé strané. V
nestacionarim piipadé je div j # 0 a z rovnice kontinuity je vidét, Ze poziistatek Maxwellova proudu zajistuje,
tak jako dfive, aby zdroj mél ¢isté virovy charakter. Jinak by nebylo mozno vybranou kalibra¢ni podminku
dodrzet. Lze ukézat, ze ackoli v této kalibraci jsou hodnoty potenciali v celém prostoru okamzité ovlivnény
zménou zdroje (nadsvételné siteni), jde o zmény, které maji povahu zmény kalibrace a zmény elektrického i
magnetického pole se Siii praveé rychlosti svétla.

Z rozboru vlnové rovnice Cu = 0 (napf. jako limity mechanického systému) je zndmo, ze feSeni v Case
t > 0 je ddno zadédnim hodnoty u(Z,¢ = 0) a jeji ¢asové derivace u(Z,t = 0). Tyto dvé funkece piedstavuji
libovuli, jiz pfipousti vlnova rovnice — jejich hodnota je libovolnd ale ddny v néjakém okamziku jiz plné Fikaji
jak feseni vypadd v libovolném case.

Vidime, ze pii danych Edrojfch Maxwellovy rovnice dovoluji zadat dvé vektorové funkce ¢isté virového

charakteru ff(f,t =0)a A(f,t = 0) a ty jiz plné urcuji elektomagnetické pole ve vsech casech. Hodnota

/Y(f,t = 0) skrze rotaci uréuje pocateéni hodnotu magnetického pole. Hodnota A(Z,t = 0) opravend o



gradient FeSeni Poissonovy rovnice (to zddnou libovuli pfi danych zdrojich nepfipousti) uréuje pocateéni
hodnotu elektrického pole.

Libovile pii zaddvani pocatectnich podminek elektromagnetického pole spoc¢ivd v zadéni virové casti
elektrického a magnetického pole. Co se tyce libovile pii zaddavani ziidlové ¢asti poli, magnetické pole
zadnou nemd, elektrické sice ano, ale ta je fixovdna Gaussovou vétou. Libovile pti umistovani ndboji nés
ted nezajima, nebot ta souvisi s pohybovymi rovnicemi této nabité litky. Ty, stejné jako evoluéni rovnice
elektromagnetického pole, museji zarucovat zachovani ndboje.

Kalibraéni liboviile se v Coulombové kalibraci smrstuje na funkce y fesici v kazdém okamziku Laplaceovu
rovnici.

Maxwellovy rovnice v Lorenzové kalibraci
Pohledem na rovnici (17) je vidét, ze kalibra¢ni podminka
- 1
divA+ 0% = 0, (24)
c
zvana Lorenzova, okamzité zjednodusi rovnici pro vektorovy potencial na rovnici vlnovou. Za ¢len 9; div ff,

jenz se objevuje v rovici pro ® dosadime z Lorenzovy kalibra¢ni podminky a dostaneme druhou ¢asovou
derivaci. Proto v Lorenzové kalibraci maji Maxwellovy rovnice pro elektromagnetické potencidly tvar

OA = —uj, (25)
o¢ = —lp . (26)
€

Na rozdil od podminky Coulombovy je ve vakuu Lorenzova kalibra¢ni podminka specidlné relativisticky
kovariantni a stejné tak i vySe uvedené rovnice pro potencidly. Také je na prvni pohled vidét, ze informace
o zdrojich se §ifi rychlosti svétla. V této kalibraci se nabizi vétsi mira kalibra¢ni volnosti — vSechny y
splitujici homogenni vlnovou rovnici vedou nezmén{ (24). Protoze v oblastech, kde nejsou ndboje spliuje
také homogenni vlnovou rovnici, lze zde obvykle polozenim y = fot ®dt prejit do kalibrace, kde &' = 0 a

diva’ =0.

Zakon zachovani energie

Maxwellovy rovnice (7) a (8) popisuji to, jak “torzni napéti éteru” je zdrojem ¢asové zmény pole. V analogii
s mechanickym vInénim lze ocekavat, ze bude existovat veli¢ina dand kvadratem poli, popisujici hustotu
energie elektromganetického pole.

-
—

S pouzitim vztahti @.(b x @) = Z.(@ x b) a (fg)' = f'g+ fg' si nejprve spocteme
V(ExH) = H(V x E)—E.(V x H) , (27)
pro jistotu jesté ve slozkach
Oi(eijnEjHy) = €iji0i(EjHy) = €ijn(0:Ej) Hr + €inE;(0iHy) = Hi€ijndjEy — EieijpOjHy . (28)

Mechanicky vykon, jakym pusobime proti (tedy —) Lorentzove sile je

dP = —TdQ(E+7xB) = —dQV.E = —dJ.E, (29)
tedy objemovd hustota mechanického vykonu je s pouzitim Maxwellovych rovnic a pfipravené identity (27)
—JE = —(VxH-9,D)E = V(ExH)—H.(VxE)+E8D = ED+H.0B~+V.(ExH) (30)
Tento vyraz pro hustotu vykonu lze integrovat pfes néjaky objem a ziskat vztah
Vykon mech. sil = Vykon potfebny ke zméné el. a mag. pole + vykon odchéazejici povrchem
konkrétné
/Q jEav = /Q (oD + i.0,5) av + 72 (B x s (31)

Clen popisujici vykon potiebny ke zméné elektrického a magnetického pole obsahuje i energii potfebnou ke
zméné magnetizace a polarizace prostiedi. V linedrnim nedisperznim prostiedi vede vztah E.0;D = E.0ie E =
%(%E eE = %&E .D a podobny vztah pro magnetické pole k zavedeni hustoty energie

ED+ -H.B (32)

N =
N =

w =



splnujici rovnici kontinuity se zdrojem
dw+divExH = —EJ. (33)

Pokud chceme podobny vztah ziskat i napf. v magneticky tvrdém materidlu, je tfeba vazané magnetizacni
proudy piesunou do j a chapat je jako proudy tekouci v prostiedi s B= Moﬁ .

Soutin § = E x H se nazyvé Poyntinguv vektor. Jde o vektorové pole které urcuje elektromagneticky
vykon odchéazejici z objemu, pticemz jen ziidlova ¢ast tohoto pole vystupuje v zdkonu zachovéani energie.
Vztah (27) tikd, Ze napf. vloZzenim permanentniho magnetu do elektrostatického pole ziskdme Poyntingovo
vektorové pole jehoz ziidlova ¢ast je nulova, ovsem ¢iselnd velikost virové slozky S mize byt ohromna.

Ve vakuu mé w vyznam hustoty energie elektromagnetického pole, az se sezndmime s elektromagnetickymi
vlnami, uvidime, Ze ta se muze prelévat z jednoho mista do druhého, aniz jsou tam néjaké zdroje. Definitivné
tak konéi interpretace elektrostatické energie, jako potencidlni energie naboju. Poyntingov véta #ikd, zZe ta je
jen zdani vzniklé z toho, ze pti zméné polohy naboje dochézi k rekonfiguraci pole, k niz potfebujeme vykonat
praci pravé rovnou zméné elektromagnetické energie (a mozné i vic, pokud s néboji postrkujeme pfilis zbrkle
a Cast nasi prace se pfeméni na elektromagnetické vlnéni, jenz odleti pryc).

Cviceni. Spoctéte energii magnetického pole kulového permanentniho magnetu s konstatni magnetizaci.

Zakon zachovani hybnosti a momentu hybnosti

Ze specidlni relativity vime, ze muzeme téz otekavat zachovani hybnosti. Rychlost zmény mechanické hyb-
nosti udava Lorentzova sila, pro jejiz objemovou hustotu v homogennim linedrnim prostiedi plati

fi = pE; + €1 j; B = E;Ox Dy, + €ij1(€jim Oy Hypy — 0; D) By, = E;Or Dy, + €j1€5im BrOHp, — €1 Br0: D =

= E;0, Dy + €iji€jimBrOHm — €;10:(D;By) + €5 D;0: B, =
= E;0x Dy, + €iji€jimBrOHm — €ijk€kim D01 Eny — €510, (D;By) =
= E;0; Dy, + €iji€jimBrOHpm, + €ij1€5im DO By — €510, (D;By) =
= EiOk Dy, + (0imOki — 0i10km ) (BrO Hyn + DOy Eyy) — Op(€i51. D By,)

Po pri¢teni nulového clenu H;0; By a za pouziti predpokladu o linedrnim prostiedi tak dostavame
1
fi = Ok (Eka + H;By, + §5ik(ElDz + Hsz)> — O(€ijxD;By) (34)

Za zakladé zkusenosti se zachovanim hybnosti v mechanice kontinua identifikujeme
= DxB (35)
coby hustotu hybnosti elektromagnetického pole a Maxwelliv tenzor
1
Tix = EiDy+ H;By — §5ik(ElDl + H,B;) (36)

jako obdobu tenzoru mechanického napéti, coz znamend, ze udava plosnou hustotu toku zmény hybnosti.
Specidlné u staciondrnich poli mé tato veli¢ina vyznam plosné hustoty sily (tedy tlaku) jimz nitky elektro-
magnetického pole tahaji za naboje.

S pouzitim téchto veli¢in dostavame zdkon zachovani hybnosti ve tvaru

o (ﬁmcch(v)+ /V gdv) = j{aVT.dg (37)

Pozn. V zakonu zachovani energie, kde vystupovala ¢asova derivace soucinu H .§7 jsme ptredpoklédali
prostiedi linedrni a nedispersni, kdy tatdz permeabilita plati ve vSech ¢asech (a tedy i pro pole vsech
frekvenci). Pfi upravach vedoucich k Maxwellovu tenzoru se provadéji prostorové derivace tohoto soué¢inu a
vyuziva se predpokladu o linedrnim a homogennim prostiedi, jenz vede na rovnost By0; Hy = %(?inH k- V
nehomogennim materidlu bude na mista ménici se permitivity, ¢i permeability, pfesnéji na zde se nachéazejici
véazané proudy a naboje pusobit nenulova sila. V takovém ptipadé je nejjednodussi uvazovat vazané proudy
a naboje za volné, jenz se nachazeji v prostiedi s materidlovymi konstantami vakua.

Ve vakuu je

L. L 1 -
gZDXB:€0u0EXH:c—28, (38)



tedy hustota hybnosti je svazdna s tokem energie.
Piiklad. Uvazujme bodovy néboj nachdzejici se v homogennim poli E°. Elektrické pole v okoli ndboje je
popsano superpozici obou poli
T —
@ + EY .

4eg 13

E— B +B —

Maxwelluv tezor ma tvar
1
Ti = (B} + E;)(D} + Dy) — 50u(E{ D} + 2B} D} + E} Dy)
a jeho tok pres sféru se sttedem v pocatku, kde sidli uvazovany naboj po spocteni

]{E?ngsk = fE,SngSi = ]{E}D}cdSk = ]{E,iD}cdSi =0,

7{ E’D}dS, = E? 7{ D}dSy = QFE?
fﬁlﬁo.dﬁ = j{ﬁlﬁo.dﬁ = %EO cos? 0dQ | %EO pas = & f{ E%¢.¢,dQ = %onécoﬁ 0d$)
™ I8

vychézi F= QEO.

Hybnost elektromagnetického pole jsme jiz jednou potkali. Pfi odvozovani silového pusobeni mezi dvéma
proudovymi smyckami se ukdzalo, ze princip akce a reakce je splnén jen pokud proudy smyckou jsou sta-
cionani. Budi-li proudovy element J' ve svém okolf magnetické pole, je sila na jiny proudovy element J

o 7 Ko 7 =7 (o 7 T—1 po T —1" 7
F =J JX—0——) = |- | ———= ] J.J . 39
(57 w=em) = 7 (57r=rs) - (r=rm) (39

Zatimco ¢len mérny J.J spliiuje princip akce a reakce, prvni ¢len ne. Jeho puvod souvisi pravé s hyb-
nosti elektromagnetického pole. Uvazovany proudovy element J nespliiuje podminku stacionarity. V nej-
jednodussim priblizeni jde napt. o dvojici navzajem se pOhybquClCh naboju jejichz proudové hustota j ma
nenulovou divergenci, a tak clen oD Je nezanedbatelny. Proto, at jiz budeme pouzivat jakykoliv model
proudoveho elementu J v témétf homogennim poli B’ vzdileného proudoveho elemntu J' znamen4 nesta-
cionarita j potfebu zapocist i hybnost elektromagnetického pole v blizkost J.

Pro moment sily reprezentovany antisymetrickym tenzorem

My =[Gty = s f)av (40)

dostavame na zakladé dprav
xifj —xjfi = 20 Tj — 2;0t(€imDi1Bm) — 0k Tik, + ;0 (€im D1 Brm) = (41)
= Op(x;Tjk — xjTi) — 0Tk + Ok Tik — Or(Xi€jtm D1 Bm — Tj€itm D1 Bm) (42)

opét rovnici kontinuity, pokud pfedpoklédéme, ze Maxwellv tenzor je symetricky. Po zizZenis €,;; dostdvame
zakon zachovani momentu hybnosti

0, (Emcch(V)+ / Fxgdv) - jé Fx T.dS . (43)
1% ov

Rovinna elektromagneticka vlna

Maxwellovy rovnice pfedstavuji v Lorenzové kalibraci vlnovou rovnici pro oba potencidly. Mezi nepiebernym
mnozstvim feSeni vlnové rovnice vynika svoji jednoduchosti tzv. rovinna vlna. Na ni uvidime, ze splnéni
vlnovych rovnic nestaci. Jak vime, Maxwellovy rovnice davaji volnost jen virové slozce obou poli a tak urcuji,
jak uvidime, ze vlnéni je pii¢né.

Na zakladé poznamky o 8siroké moznosti volby Lorenzovky kalibrovaného potencidlu bude rovinnd elek-
tromagneticka vlna urcena jen vektorovym potencidlem

A(Ft) = @(ir—ct), a ®Ft)=0. (44)



Samoziejmeé, to ze jsme A zvolili ve tvaru rovinné viny automaticky zarucuje, ze zvoleny potencial spliiuje
vlnovou rovnici

- 1 - —c)?
AA— C_QattA = |i|)*a” - ( 02) a’ =0, (45)
pokud velikost vektoru 7 urc¢ujiciho smér Siteni viny je jedna.

Lorenzova kalibra¢ni podminka vyzaduje, aby

- 1 oL
div A + 0—28,5(1) = d;ai(ngry —ct) = na, =n.a’ = 0, (46)
kde @’ pfedstavuje derivaci podle parametru vektorové funkce jedné proménné d. Integraci této podminky
dostavame, ze pokud @ = 0 nebo d.7i = 0 aspon v jediném bodé prostoru, musi pak jiz v celém prostoru musi
platit

A =0. (47)

Pokud spocteme
E = —-9A = ca (48)
B=-VxA = #axa, (49)

vidime, ze v kazdém bodé prostoru jsou 72, E a B nasebe navzajem kolmé a plati ¢B = fix E. Tato Giméra mezi
elektrickym a magnetickym polem obsahuje jako koeficient smér sifeni 7. Proto, pokud je elektromagnetické
pole superpozici rovinnych vln vice sméru, tento vztah nemusi platit. Napiiklad u nejjednodussi verze
stojatého vInéni jsou sméry dvou harmonickych rovinnych vin opa¢né a magnetické pole v daném misté
vymizi pravé v okamzicich, kdy je elektrické pole maximalni a naopak.

Pozn. Mluvime o rovinné viné proto, ze mista, kde E a B nabyvaji stejné hodnoty, tedy mista kde
parametr 7.7 — ct nabyva konstantni hodnoty, jsou urtena rovnici 7.7 = konst., coz je rovnice roviny.
Maxwellovy rovnice tedy zaroven urcuji analytické (jde o vinéni) i algebraické vlastnosti feseni (vlnéni je
pricné).

Smér vektoru E charakterizuje polarizaci viny. Pokud je neménny, mluvime o linedrni polarizaci. U viny
harmonického prubéhu se zavadi téz kruhovd ptip. eliptickd polarizace (viz optika).

Pro rovinnou vlnu je snadné spocist jak hustotu energie

1 = - 1 . .
w = —e (E*+ —DB?) = Ze (E2+CQBQ) = ec?d’|?, (50)
2 €o Lo 2
i Poyntingav vektor
- 1
S = cd x (—ﬁxa”) = S@'1% = we. (51)
Ho Ho

Tuto umeéru lze chépat tak, ze rovinnd vina predstavuje transport energie w rychlosti ¢ = 7ic doprovazeny
hybnost{ elektromagnetického pole § = wii/c.
Pro

E = _ei‘g‘(ﬁ'ﬂ_‘:t) (52)
dostavame harmonickou rovinnou vlnu

B = feilki—wt) cB = iEeiki—wt) (53)



Poznamky k prednasce Klasické elektrodynamika —
Elektromagnetické viny II

Rovinna vlna - opakovani

Ukazali jsme, ze predepsani prubéhu elektromagnetického pole ve tvaru rovinné monochromatické viny

E(rt) = R B(7t) = Be'FTe) (1)

vede skrze Maxwellovy rovnice k podminkam transversality
k=0, Bk=0, (2)

k dispersni relaci
w? = c2k? (3)

a k souvislosti sméru sfeni viny 7@ = k/|k| a poli
cB=fixE, E=-iixcB. (4)

Hodnota elektrické a magnetické slozky hustoty energie této elektomagnetické vlny byla stejna a tak

w=el|B, S=ExH=fcw, §=DxB=n2. (5)
C

Tyto vztahy si vykladame, jako ilustraci pfesnosu hustoty energie (w ¢) a hustoty hybnosti (% ¢) v poli
rovinné viny.

Telegrafni rovnice

Ve vodivém prostiedi bez volnych naboji dava rotace Faradayova indukéniho zdkona
1 0%\ = 0 -
A——— ) FE=uy—j 6
< 2 5t2> Ho at] ( )
a po uvazeni ohmické vodivosti ; = WE ziskdme telegrafni rovnici
0 1 0%\ =
A — ——=—=|E=0. 7
( Ho7y ot 2 5t2> ( )

Nez prikroc¢ime ke studiu této rovnice z hlediska Sifeni vin, stoji za zminku pfipomenout jeji podobnost
s rovnici tlumeného harmonického oscildtoru. Tato analogie plati tehdy, kdyZ okrajové podminky zajistuji,
7Ze mame co do ¢inéni se stojatymi vlnami. To nastane za situace, kdy AE = —K?E a tedy prostorovy
prubéh E je vlastni funkci Laplaceova operatoru. Rovnice pro amplitudu £ takového stojatého vinéni ma
pak jednoduchy tvar

1. .
§6+uw6+ﬁszo. (8)

Pfi nulové vodivosti tato rovnice popisuje harmonicky oscilator s frekvenci ck a detailnéji se mu budeme
vénovat v posledni ¢asti této prednasky. Kdyz v > 0 a vlnova rovnice pfejde na rovnici telegrafni a evo-
luéni rovnice (8) vede na v ¢ase exponencidlné tlumené oscilace elektromagnetického pole v duting vyplnéné
vodivym prostfedim.

Rovnice (7) se z historickych divodi nazyva rovnice telegrafni, jeji spravné chdpéni totiz ucinilo z W.
Thomsona lorda Kelvina a nejspis nejbohatsiho fyzika své doby. Nejen proto neni bez zajimavosti, jak se tato
rovnice objevi pfi studiu §ifeni signélu podél fenomenologicky chipaného elektrického vedeni. Necht jeho



parametry na jednotku délky jsou: Kapacita C7, indukénost L1, odpor R; a svod G;. Rodélime-li vedeni na
kousky délky dz pak pro kazdy kousek plati L = Lidz, C = C1dz atd. Pro napéti ve vedeni mizeme psat

0 0
Un=Uny1 = (R+ Lat)I"+1 = dz(R1 + Ll%)ln-i-l 9)
a pro proud podél vedeni
0 0
+1 (G+Oat) dZ(G1+018t)U (10)
a tedy po vydéleni obou rovnic délkou tiseku vedeni mame
oU 0
— = —(Ri+Li=—)I 11
9- (1 +Lngp) (11)
ol 0
— = —(Gi+Ci=)U 12
92 (G1+Cy 875) 5 (12)
kde jsme pouzili pfiblizeni U,, — U, 41 = —dz%—g. Zderivovanim prvni z rovnic podle z a naslednym pouzitim
druhé rovnice dostavame
02U 0%U oU
92 a7 — L1C1—= 2 (RlCl + LlGl)E —RGU=0. (13)
L °S L 1’3
—YVm I
= —_—
Iun I\“‘

Uv\-\ — G U'\ Uw,\

\ I8 J

Obrazek 1: Nahradni schéma kratkého tseku dlouhého (koaxidlniho) vedeni se spojité rozlozenymi parametry.

A7 v oddile o TEM vlnach zjistime, Ze podél dokonalého vedeni konstatniho prufezu se vlny 8ifi rychlosti
svétla ¢, porovnanim s touto rovnici zjistime, ze L;C; = 1/c2. Podminkou je, aby proudy ve vedeni tekly po
povrchu, coz pro ideédlni vedeni je jasny dtsledek skinového jevu.

Pouzitim predpisu

g E’F wt) (14)

prejde telegrafni rovnice na dispersni vztah
,  w?
—k + ) +iwyup = 0 (15)

Ten Ize chapat jako rovnici pro komplexni proménné k a nebo w. Nejuzitecnéjsi je piipad, kdy w je redlna
frekvence uréena harmonickym zdrojem s pevnou amplitudou, zatimco viny se $ifi s komplexnim vinovym

vektorem
2 Xo \? 2
72 Ptilalil] f 1+ —0 . o= (16)
c 27T6 Lo yw

kde 0 je hloubka vniku (elektro-) magnetlckeho pole do vodivého matridlu dle skinového jevu. V optice se
studuje dopad elektromagnetické viny na rovinné rozhrani mezi vakuem a vodivym materidlem. Zatimco
ve vakuu dopadajici i odrazend vlna vykazuje netlumené Sifeni s redlnym vinovym vektorem k= fiw /¢,
prochazejici vina je charakterizovana vyse uvedenym komplexnim vlnovym vektorem. Zajimavé jsou dveé
limity, A > §, kdy jde vlastné o skinovy jev a pfipad A < ¢, kdy je vlna tlumena jen pomalu. Tehdy s
pouzitim /1 + z ~ 1+ /2 mame

- w i oy i Ao\’
ki ~ ar—(1+=-——) = 75— |1+ = =— 1
T nrc( —|—2 » ) .7 +2<27T5) (17)
a tedy
ez(E F—wt) ei(fi.f‘fct)w/c efﬁ.Fcyg’y/Q ) (18)

—

Faktor e~ ¢07/2 yréuje, na jaké charakteristické vzdalenosti je uvnit¥ (7.7 > 0) vodivého materidlu vlna
utlumena.



Plasmova frekvence

-----

Piedpoklddédme, ze v prostiedi jsou s koncentraci n pfitomny nédboje ¢ s hmotnosti m4, oviem jsou
vyvazeny stejné koncentrovanymi nehybnymi naboji opa¢ného znaménka. Pohybova rovnice pro zrychleni
¢astice pod vlivem elektrického pole mé tvar

my v = Eq. (19)

Zatimco uvazované naboje nevytvaieji podstatnou ndbojovou hustotu, jejich (soucasny) pohyb vytvaii prou-
dovou hustotu
j = ngv, (20)

a tak je pravd strana rovnice (6) dana vztahem

2 2
(A—ia——“‘)nq>1§_o. (22)

w® —w 2 2
k2= _—F W=t " (23)

2 ’ D -
my €0Myg

Obrazek 2: Siteni viny v prostedi bez disperse a v prostiedi s dvéma riizné vysokymi plasmovymi frekvencemi.

vy

Z tohoto vztahu vidime, Ze prostfedi s naboji dovoluje $ifeni elektromagnetickych vin (k redlné) pouze
nad plasmovou frekvenci, jeZ roste s koncentraci téchto naboji. Na Obrazku 2 je vidét jak v prostiedi, v
némz neplati iméra w = ck dochézi k rozsifovani vlnovych baliki. Skutecnost, Ze na nejvyssich frekvencich
w > wy, dodrzuje dispersni relace (23)tuto tméru, vede k tomu, Ze éela vin na obrazku se $ifi stejnou rychlosti
— rychlosti svétla.

TEM vlna podél vedeni

Rovinna vlna, lhostejno zda harmonického ¢i obecného profilu, pro nas predstavuje zatim jediné znamé feSeni
A
tuplnych Maxwellovych rovnic ve vakuu. Kolmo ke sméru §ifeni je ovSem hodnota poli £ a B rovinné viny

konstantni. Chceme-li nalézt vlnu Sifici se podél pfimého vedeni tvoreného dvéma vodici, bude se elektricka
intezita v kolmém sméru ménit a tak ocekavame

—

E = E(x,y)e’*=—eb (24)

V analogii s elektrostatickym polem piedpoklédéme &| (z,y) = Vi(z,y) (a oekdvame, Ze 1) bude na povrchu
vodi¢i konstanti) a tedy

E = Vij(z,y)e'* (25)



Nezndmou funkci znaéime ¢ proto, %e nepfedstavuje elektricky potencidl (ten napf. Coulombovské kalibraci
vymizi). Cvidens: Naleznéte A a ® pro uvedené pole.
Pozadavek divE = 0 dava s pouzitim €.V (z,y) = 0 rovnici

Ap(z,y) = 0. (26)
Magnetické pole nalezneme z rovnice ~0,B=V xE pri pouziti 0y — —iw
Lk .
B = Z& x Vi(z,y)e k==t (27)
w

To, ze elektrické i magnetické pole je ptficné vzhledem ke sméru Sifeni viny vede k oznaceni tohoto pole —
TEM. Takovéto pole automaticky spliiuje V.B=0az Ampérova zdkona 6tE = 2V x B dostavame dispersni
vztah

W2 = 22

: (28)

tedy stejnou rovnici jakou mame pro rovinné vlny.

Abychom mohli mluvit o vinich SiFicich se podél vodice, musi elektrické pole E ~ V1 na povrchu vodice
byt kolmé na jeho povrch. Timto povrchem tedy muZe byt libovolnd vélcova plocha ¢ (z,y) = konst. Z
elektrostatiky znédme feSeni Laplaceovy rovnice uvnitf koaxidlniho vedeni a z matematiky pak konstrukci
potencidlu skrze holomorfni funkce popisujici paralelni vedeni ze dvou vodi¢t kruhového priitezu [Kvasnica,
tloha IT1.16]. Oba tyto pfipady muzZeme skrze (25,27) povysit na elektromagnetické pole §ifici se podél vedeni.
Vyjme-li z koaxialniho vedeni vnitini vodi¢, je prislusné feseni Laplaceovy rovnice ¥ = konst., Vi = 0 a
tedy TEM vlna se nemuze §ifit vlnovodem.

Helmholtzova rovnice

VlInové rovnice ve frekvenénim obraze, tedy po nahrazeni 9, — —w?

(A + “;—22) w(Z,w) =0 (29)

se jmenuje po Helmholtzovi. Pokud by na pravé strané rovnice vystupoval zdroj vInéni, $lo by o tlohu
pri niz bychom hledali §ifeni vln dané frekvence na néjaké oblasti. Homogenni verse Helmholtzovy rovnice
predstavuje tlohu na hledani vlastnich funkci a vlastnich hodnot Laplaceova operatoru na néjaké oblasti
za danych okrajovych podminek. Ty pfi hledani feseni homogenni Helmhotzovy rovnice hraji kli¢ovou roli
a Uzce souviseji s tim, jaky fyziklni problém Fesime. Pokud u(#,w) predstavuje vychylku membrény tvaru
Q, je obvyklé pfedpokladat, Ze na kraji 9Q membrény je vychylka nulova (v analogii s membranou bubnu).
Reseni Helmholtzovy rovnice v tomto pt¥ipadé méa pro obdélnikovou membranu x € (0,a), y € (0,b) tvar

2

u(z,y) = uo sin(%m:c) sin(%ny) , Ymn _ (mg)2 + (n%)2 (30)

zatimco pro kruhovou membrénu o poloméru a

2
Y _ 2 (31)

’LL(T, ¢) = UOJm (k’nﬂnr)el’m(Zb ) 2

kde k., se voli tak, aby na okraji memrany r = a vymizela Besselova funkce J,, (knma), tzn., Ze soudin aky,m,
nabyva hodnoty n-tého kofene funkce J,,. Protoze tyto funkce pfedstavuji téz amplitudu stojatého vlnéni
Ctvercové a kruhové membrany, lze jim dobfe porozumét jsou-li znazornény graficky, ako napi. na Obrazku
5, kde je jasem znazornéna amplituda stojatého vinéni. Vidime, Ze pocet uzlti v obou smérech je dan indexy
m a n.

Hledani vlastnich funkci operatoriu jako je ten Laplaceiv je dulezitou partii matematiky a ukazuje se,
zZe kli¢ovou roli hraji okrajové podminky. U vinéni membrany (a také struny s pevnymi konci) jde o tzv.
Dirichletovu hraniéni podminku u(9Q) = 0. Budeme-li zkoumat $ifeni zvuku v objemu s pevnymi sténami,
zjistime, Ze rychlost tekutiny (pfesnénji zrychleni, ale to pro v ¢ase harmonické priibéhy neni tfeba pfilis
odlisovat) je tmérnd gradientu tlaku. Popisuje-li tedy $ifeni zvuku vlnova rovnice pro skalarni veli¢inu (tlak)
je hrani¢ni podminka takové, ze derivace tlaku na hranici musi k ni byt te¢na — te¢na musi byt totiz rychlost
tekutiny u stén nddoby. Napiiklad v duting tvaru kvadru = € (0,a),z € (0,b),z € (0,¢) mame pak vlastni
funkce (a prislusné rezonanéni frekvence)

u(x,y, z) = uo cos(gm:r) cos(%ny) cos(%qz) , Ymng _ (mz)2 + (nz)2 + (qz)2 (32)



Obrazek 3: Priklad stojatého vinéni membrany obdélnikového a kruhového tvaru.

Podminka 7.Vu(99) = 0 se nazyvid Neumannova hraniéni podminka.

Tyto odstavce maji za cil pfipomenout jisté partie mechaniky a souvisejici oblasti matematiky, predev§im
ale maji ilustrovat skutecnost, ze Feseni homogenni Helmholtzovy rovnice predstavuji stojaté vinéni. Frek-
vence stojatého vlnéni v rizné tvarovanych dutinich a membranach pak velmi souviseji s vlastnimi funkcemi
Laplaceova operatoru na dané oblasti za konkrétnich okrajovych podminek. Pro komplikovanéjsi tvary oblasti
¢asto neni mozné presnd feseni nalézt a prichazeji na fadu ptiblizné metody.

TM vlna
Oproti TEM vlné se ligi jistou podélnou slozkou elektrického pole x(z,y)é>
. 1 .
E = <V¢@40+5Ex@40é>6““_m), (33)

priemz to, Zze pozadujeme neménny pii¢ny profil viny podél celého vedeni vede k tomu, Ze obé funkce ¥ a x
nezavisi na z.
Misto ¢ty Maxwellovych rovnic mtzeme pozadovat splnéni néasledujicich tii rovnic

VE =0 (34)
UJ2 =
<A+§)E_ (35)
L1 .
w

kde (36) predstavuje Faradaytv zikon pro harmonickd pole a automaticky vede na nedivergentni pole B.
Podminka (34) vede na
Ap+x =0 (37)

a vyjasiiuje piftomnost faktoru ik pfed x v (33). Protoze na soufadnici z zévisi jen faze vlny, ve vztahu
Afg=fAg+2VFNVg+ gAf, kde g = eF*=“Y  yymizi soucin gradienti a dostavame

o ) 1 ) X 1
AE :zuvwa@%mm+jEAua@%mwa :YNA¢—k%ma“#mf+ﬁﬁAx—kﬁﬁ. (38)

Aby byla splnéna vlnova rovnice (35) musi platit

w2
A¢-H¢+§w:o (39)
a zaroven
w2
AX—WX+§W:0, (40)

protoze tyto dvé rovnice pfedstavuji vlnové rovnice pro pri¢nou resp. podélnou slozku elektrického pole.
Nejprve vyfesime rovnici (39) tim, Ze budeme pozadovat, aby funkce v byla feSenim homogenni Helmholtzovy
rovnice

Ay + 2\ =0 (41)



a platil dispersni vztah

2
2 _ W 2
A° = i k= . (42)
Z rovnic (41) a (37) vidime, ze
X(x,y) = N(z,y) (43)
a x tedy samoziejmé spliiuje (40). Koneéné mizeme spocist pribéh magnetického pole z (36)
I D A
B = Z(l—kﬁ)esz, (44)

nebot s pouzitim V x fA = (Vf) x A+ fV x A, V x Vf =0 a Veilkz=«t) — ik, ¢i(k==wt) dostavame

1 ; 1 - A2 -
V x (w(m,y) + %x(ﬂmy)é’z) elkz=wt) — (jké, x Vip + 2 VX % & )eltF= et — k(1 + 73)% x B (45)
i i
Tato vlna ma predstavovat elektromagnetické pole sirici se podél pfimého dutého vodice. Hraniéni podminky
jsou a) vymizeni te¢nych slozek E b) kolmgch slozek B. Prvni podminka vede na Dirichletovu podminku pro

(4
(@) =0, T (46)

a ze vztahu (44) vidime, Ze tatdz podminka zaru¢i vymizeni kolmé slozka magnetického pole na hranici. Te¢néd
slozka magnetického pole dava proudy tekouci po povrchu vodice.

Dosadime-li za ¢ zndmé feSeni Helmholtzovy rovnice pro obdélnik (32) nebo kruh (31) dostaneme tvar
TM vlny ve vlnovodu s piislusnym priifezem.

Dispersni vztah (42) je tentyz jako pro dispersi v diisledku nenulové plasmové frekvence — opét existuje
nejnizsi frekvence, jez se vlnovodem mize sifit. Misto koncentrace ndboji nyni rozhoduji rozméry vinovodu,
z rozmérovych diivodl totiz plati, ze A ~ D1, kde D je charakteristicky rozmér priifezu vinovodu.

\
I
Lt
[
[
Vo
Vo

Obrézek 4: Pticné slozky elektrické intenzity (vlevo) a magnetického (vpravo) pole TMss. Tyto slozky jasné
spliuji pfislusné okrajové podminky.

TE vlna

Ve vakuu jsou Maxwellovy rovnice symetrické vi¢i dualni transformaci
E — ¢B, (47)
B — —%E : (48)

S pouzitim této transformace dostavame, ze také elektromagnetické pole

5] )\2 — i(kz—w

B = (Vo) + e ) e (49)
. 2 A2 .
E = —%(1+ﬁ)é’sz, (50)

je TeSenim polnich Maxwellovych rovnic, spliiuje-li ¢’ Helmholtzovu rovnici (41) a plati-li dispersni vztah
(42). Tentokrat je na smér $ifeni kolm4 elektrické slozka. Aby na povrchu vodi¢e vymizela tecné slozka, je



tFeba, aby zde vymizela normdlova derivace 71.V1)'. To proto, Ze €, x 7 je vektor teény k povrchu vodice
a B ~ €, x Vi'. Zéroven tato podminka je nezbytnd pro vymizen{ norméalové slozky magnetického pole
na povrchu vodide. I kdyZ 1’ musi byt podobné jako u TM vlny FeSenim Helmholtzovy rovnice, okrajové
podminky se 1i§{ — misto Dirichletovy ted médme podminku Neumannovu.

Uvézime-li feseni fesenim Helmholtzovy rovnice na obdélniku x € (0, a),y € (0,b) za Neumannovy okra-
jové podminky

2 2 2
¥/(2.y) = vhoos(oma)cos(Tny) . Bt = (m2) + (nT) (51)

vidime, Ze pfes zna¢nou podobnost s feSenim (32), je tu podstatnd ta odliSnost, Ze zatimco pro (32) a tedy
TM vlnu bylo potfeba aby soucin mn > 0, sta¢i pro nenulovost TE vlny, aby m + n > 0. Specialné tedy
existuje TEqg vlna pro pfipad m = 1,n = 0. Je-li a ten vétsi z rozméra obdélnikového prurezu, urcuje tato
vlna nejnizsi frekvenci wig, jez se mize obdélnikovym vlnovodem Sifit.

Za zminku stoji, ze TE, vlnu v obdélnikovém vlnovodu lze ziskat slozenim pouhych dvou rovinnych vin
shodné polarizace a amplitudy, ale s mirné odchylenymi vinovymi vektory lgi = k,€, + k,€, (viz piiklad na
cvideni). To umoziiuje chapat netrivialni dispersni vztah pro §ifeni viny jako disledek odrazi vin na sténach
vlnovodu — ¢ast pole podléha stojatému vinéni — pak nepiekvapi, ze viny ve vlnovodu souvisi s Helmohotzovou
rovnici.

Poyntingtiv vektor TE i TM vlny lze snadno spocist a predstavuje kombinaci toku vykonu podél osy z
vlnovodu a pfelévéani (jalové slozky vykonu) v p¥iéném sméru.
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Obrazek 5: Pri¢né slozky elektrické intenzity (vlevo) a magnetického (vpravo) pole TEss.

Elektromagneticky rezonator

Podobné jako zvukové vlny v uzaviené dutin€, mohou i elektromagnetické viny vytvorit ve vodivé dutiné
stojaté vlnéni. Pro jednoduchost budeme uvazovat duty vodic¢ konstantniho profilu. Ten tvoii vinovod délky
h, jenz je na obou koncich uzavien kolmou vodivou rovinou. Okazmzité vidime, Ze vhodnym slozenim TE
resp. TM vin stejné polarizace ale s opaénymi vlnovymi vektory ki = —ko, jim# kvili pfitomnosti k2 v
dispersnim vztahu prislusi tataz frekvence, dostaneme stojaté vlnéni. Proces je totiz naprosto tentyz jako v
pfipadé stojatého vinéni struny. ProtoZe pro TE i TM vlnu ve vlnovodu plati k2 = “g—j — A2 a zarovei piiéna
slozka elektického pole stojatého vIinéni podél vinovodu musi na koncich mit uzly, vychazi, ze soucin kh = qm
musi byt celo¢iselnym nasobkem 7, tedy w? = ¢? ((¢qm/h)? + A?). Pouzijeme-li vztah (32) pro obdélnikovy

vinovod A2 = (mm/a)? + (n7/b)? dostaneme

T I (R ¢ )

kde alespon dvé z celych ¢isel m,n, g museji byt nenulovd — TE vlna potiebuje aspon jedno nenulové, druhé
nenulové potfebujeme na rezonanci podél sméru siteni této viny. Kvili symetrii problému jsou ovSem jed-
notlivé sméry zaménné a ne nezbytné musi byt ¢ nenulové a souviset s poctem uzlti ve smeéru sifeni. Detaily
naleznete napf. v [Kvasnical.



Nehomogenni vlnova rovnice

Vidéli jsme, ze ve vakuu lze s pouzitim Lorentzovy kalibrace soustavu 4 Maxwellovych rovnic pfevést na soustavu dvou

vlnovych rovnic
1 92 7t
(A — 8) O(7t) = _p(r, ) (1)

62 8t2 €0
102\ - 25
(A - 628t2> A(T,t) = —pogj (7, t) (2)

Podobné jako tomu bylo v elektrostatice je mozné hledat feSeni téchto rovnic ve tvaru integralu souc¢inu vhodné (Greenovy)
funkce soufadnic 7 a 7 a, feknéme, nadbojové hustoty v bodé 7. Jakkoli je mozné vzhledem k jedinec¢nosti tohoto Feseni
piimo vysledek napsat a poté ovéfit (viz dilezity pfiklad X.1 v [1]), zkusime pouzit postup z [1] abychom vidéli, kde
se vezme znamy tvar feSeni s retardovanymi zdroji. I kdyz je v casové proménném piipadé tento pfistup v rozporu se
zachovanim naboje, budeme si Greenovu funkci i v tomto pfipadé predstavovat jako feSeni polnich rovnic s bodovym
zdrojem na pravé strané.

Pouzivame-li nasledujici konvenci pro Fourierovu transformaci

1 ° —iwt _L > eiwt
10 =50 [ f@ede f@) = o= [ et (3)

prejde ve frekvenénim obraze ¢asova derivace na nasobeni
2 —
w L pFw)
(A + 62) (I)(T,w) = — (4)

Po vzoru Greenovy funkce pro Poissonovu rovnici rozlozime zdroj na “bodové naboje”

Pl w) = / P w) 67 — 7) dF (5)

—

a budeme hledat potencidl G, (7, ), ktery kazdy z téchto “bodovych ndboji” (nachazi se v bodé ) budi:

(A + “;22) Go(7,7) = —6(7 —7) (6)

a pak Teseni slozime z potenciali od jednotlivych “naboju”

1
_ 1 / Gu (7,7 pl ) &7 (7)
€0
Pro w = 0 pfechéazi problém na Poissonovu rovnici a pfislusnéd Greenova funkce je
1 1
Go(7, 7 8
o) = g (8
S vyuZzitim transla¢ni symetrie tlohy, mizeme hledat G, (7, 7) = (7" 7) a stejné jako v piipadé w = 0 diky izotropii
d’Alembertova operatoru pfedpokladat zavislost jen na G, (F ™) = G, (|7 — 7). MiZeme tedy vzit ¥ = 0 a za pouziti

vztahu Af(r) = (rf)"/r psat pro r # 0, kde hleddme FeSeni homogenni rovnice,

PG ) + S G =0 o)
coz je znama diferencialni rovnice s dvéma nezavislymi feSenimi

[rGo(r)] = AeT'e" 4 Be e" (10)
Budeme uvaZzovat obé feSeni zv1ast a polozime A = B = 1/(4x) aby FeSeni byla spravné normovana Greenova funkce.

1 exi2li—7|

Gu(F ) = ——=——=— (11)



Zvlasté v technickych vypoctech, kdy pro zdroje predpokladdme harmonické Casové zavislosti, muze predstavovat tato
Greenova funkce vlnové rovnice vychozi bod vypocti. Pro porozuméni povaze feseni nehomogenni vlnové rovnice ale
prevedeme tuto funkci zpét do ¢asového obrazu.

Speciélni tvar zavislosti na w odpovida posunuti v ¢ase:

1 1 —tw WwT 1 —tw T
fw) = fow)eT™®™ — f(t) = 7/6 tfo(w)eF“Tdw = 7/6 F7) fo(w)dw = fo(t F 7) (12)
s 27
Proto tedy
B(7 w) = l/G (7 ) p( s w) P = — /eﬂiw (7 w) &7 (13)
T g w5 TIPS T Areg |7 — 7] AT
ma Casovy obraz
G Ea
(7, t) = £ a7 14
(1) 47r60/ |7 = 7| ' -
Podobé pro vektorovy potencidl mame
z |7—7"]
T Ho ](Flvt + ) 3 -
A(rit) = — | ————=—d 15
0=t / e ' (15)

Rozdilna znaménka reprezentuji retardovany a avancovany potencial. Jakéakoli jejich vhodné normovana linedrni kom-
binace splnuje ptivodni nehomogenni vinové rovnice. Pokud ale neméame zavazné diivody ¢init jinak, bereme vzdy za feSeni
potencialy retardované, a naboje chapeme jako zdroje a pric¢inu pole.

Jakkoli vzorce s retardovanym zdrojem vypadaji velmi podobné vztahtim z elektro-magneto-statiky, je pro konkrétni
zdroje zavislé na Case Casto tézké spocist jiz jen retardovany ¢as, natoz prislusny integral. Pro praktické vypocty se tak casto
musime pfejit do frekvenéniho obrazu (nap¥. pfedepiSeme harmonicky pritbéh proudi v anténé vysilajici elektromagnetické
vlny). Pro pohybujici se bodovou €4stici 1ze ale uvedené potencidly spoéist.

Pole nerovnomérné se pohybujici nabité ¢astice

Prikladem, na kterém se ¢asto ilustruje pojem J-funkce je bodovy naboj, zde navic ukdzeme, Ze spravna manipulace s
d-funkcemi pfinasi zfejmé usnadnéni vypocti, a tedy, Ze takovy popis je nékdy vyhodny.
Bodovy naboj g pohybujici se po trajektorii 7 (t) je popsan hustotou

p(7,t) = q 8°(7 — 7o ()

Pro potencial tedy piseme

! /q53<ﬂ—fo<t— =) o

|7 = 7|

O(7,t) =

= 16
4meg (16)

Abychom mohli integraci pres prostorové soufadnice provést, museli bychom pocitat Jacobian parametru §-funkce,
misto toho ale miZeme tak jako dosud pouzit postup z [1]. Protoze

flr,t—r/c) :/f(r,t’)é(t—t’—r/c)dt'

muizeme psat

- [
. q 03 (" — o (t') ot — ' — ) B
O(r)t) = £ d°r dt 17
= | Ea— 7 (1)
tedy po jiz jednoduché integraci pres 7
[7—70 ()]

- q 5(t —t - ) !
(1, t) = £ dt 18
70 = G / 7= 7o) 1



V tomto vztahu 7 a t oznacuji udalost kde+kdy “zkoumédme” potencial a 7(¢') a ¢’ oznacuji udalost “vyzafeni informace”

smérem k vyzkumnikovi potencialu, tedy kde ten ¢astici v dobé vyzkumu “vidi” skrze vlnéni sitici se rychlosti ¢, jenz mu
o ni pfinasi informaci. Udalost ¢, 7 lezi na budoucim svételném kuzeli udélosti t',7%(t’) , coz je popséno rovnici

=0 (19)

Misto vypoctu Jacobidnu ted vystacime s jedinou derivaci, kterou dosadime do vztahu

1
6(f(x)) = T——70(x — o)
|f/ (o)
kde pfedpokladdme, ze f(x) =0 m4 jediny kofen x.
Protoze integra¢éni proménna je ', musime spo¢ist derivaci levé strany (19) podle ¢':

d P =m0 7 =
(= — =T - (- )
kde jsme pouzili vztah
0% _ X 0% 0
a zavedli oznaceni pro rychlost ¢astice a smér od jeji polohy v retardovaném c¢ase do bodu 7
-~ U 1d_,, L F=To(t)
= — _— t =
b car o) o = TR
Oznacime-li feSeni rovnice (19) t(,, pak dosazenim dostavame
g [Se-v-IEREh g o) 1
B(F ) = / T o) gy / fo) 1y (21)
4reg |7 — 7o (t)] dreg 1— 6.7 |7 —7o(t)]
Pro elektromagnetické potencidly pohybujiciho se bodového naboje tedy dostavame
1 q 1
(7, t) = - ~ 22
T = e o)l 1 22)
a -
. Uo (¢ 1 1 1

Cdr [Pt 1- G 4meo P70l 1—Fa
jenz lze spocist z proudu

=

() = top = quo(t) 8*(7 — 7o (t))
ktery je sou¢inem nabojové hustoty a rychlosti a tak je vipodet vektorového potenciélu az na faktor pgeqy = v /c? zcela
schodny.

Jak jsme prave vidéli znamena vyskyt retardovanych ¢ast jistou komplikaci ve vypoctu, ktera se pak ve vysledku projevi
neéekanym faktorem (1 —5 .) 1. Co vic, protoze pracujeme s obecné éasové zavislymi potencidly, nemame dostecnou intuici
(jako tomu bylo v elektrostatice) abychom z tvaru potencialt vidéli vlastnosti pole E, natoz B. Proto si jako ilustraci
zkusime spocist z vyse uvedenych potenciala dilezitou ¢ast vyrazu pro E , jenz je imérna zrychleni ¢astice, a, jak uvidime,
ubyva se vzdalenost! mnohem pomaleji, nez vlastni Coulombické pole naboje.

Zarivé pole bodového naboje

Plati



V potencidlech (22-23) se vyskytuji nésledujici veli¢iny zavislé na 7 a t

Derivaci vztahu

or 1 dno(t)or _

podle ¢asu za pouziti (20) dostavame
1—— + -7 —
ot T T
tedy
a1
ot 1-4i’
zatimco gradient téze rovnice da
0, 1 d(ro);(t") 0
——t =y (6 -~ ) =0
or; ¢ ( I dt'  Or;
tedy
v — e
1—p0n
Derivace 7 nastésti nebudeme potfebovat, protoze klesaji jako 1/R, kde R = |7 — 7|. Prostorové a ¢asové derivace veli¢in
jako je napt. vy spocteme podle vztahu
0 of —n
Vi) = Loy = 9 e
ot o1 — pi
0 oy 01OV _0f 1
oot o1 fn

i !

5/ ()
Celkem tfi ¢leny ve vyrazu pro E obsahuji derivaci rychlosti, jenz da zrychleni. Zaroven si lze pov§imnout, Ze ¢leny,
které zanedbavame ubyvaji s R rychleji, nez ty jenz uvazujeme. Detailné si to ale komentovat nebudeme, nebot vime, Ze

pole nezrychleného naboje je jen Lorentzovsky transformované Coulombické pole a tedy klesa jako 1/R2.

V potenciadlu @ se rychlost vyskytuje jednou
1 1 1 1- 4. 1 G
ve-v 1 4 1 _ 4 y¥AZpm _ 1 a CARG/)
dreg R 1 - 5.7 ey R (1— 3.7)2 dmeg R (1 — B.i1)3

Pfi vypoctu Casové derivace A narazime na rychlost v ¢itateli i jmenovateli
57
1

1 q Ble 1 q
7 — 7ol

oA _ 0
ot Otdmey [F—7o| 1—FGa 4me
A é 1 S Ao 1
oA _ _ i 1 q c1-f.i _|_é A5z
3t 47‘(‘60 |F_ F0| 1-— Eﬁ c (1 _Eﬁ 2
Sectenim ziskame
o (‘9/{ q 1 1 2 - . i
E:_vq)_iz— _ — (_ ._‘_' 1— = _.>
ot dme Re (1 - foi)s (B.7)7 + B(1 — B.71) + B(B-7)



Protoze plati 7 x [(7i — ) x 8] = (7 — B)(3.7) — B(1 — (.7) mitzeme ast pole E zavislou na zrychleni &stice psét
B 17 x [(— F) x 3 Ui x [(7 — /e) x 7] . -3
oy LAXG=RxA a1 axlE-noxi . | o < o)
dmeg Re (1 — B.)3 4dmey Re (1—-v.1/c) 4meg Re

kde jako posledni je uvedeno nerelativistické pfiblizeni, v némz je pouzito oznafeni v =7 x (7 X 0).
Podrobnym vypoctem lze ukazat, jak vypada ¢ast pole nezavisejici na zrychleni a také, ze magnetické pole se ridi
vztahem zndmym z rovinné elekromagnetické viny

E:%ﬁxﬁ (26)
Diky tomu a faktu, ze uvazovana ¢ast elektrického pole je kolmé na 7i, dostavame, Ze Poyntingtuv vektor spliuje relaci
znémou pro viny S = citw , kde w = (Eﬁ +B.H )/2 je hustota energie elektromagnetického pole.
Navic faktor 1/R zarucuje, Ze tok energie pres sféru o nekoneéném poloméru je nenulovy (to kvazistaciondrni pole
lokalizovanych nédbojt a proudt nedokazi).
Zatimco vynechand ¢ast elektrického pole poybujiciho se naboje odpovidd Coulombickému poli a ubyva jako 1/R2,
ndmi studovand slozka zdvisla na zrychleni ubyva jako 1/R. Z rozmérovych divodt musi jit elektrické pole psat jako

B~ (1 - 1) :
4meg \ R?  RH
kde H je veli¢ina s rozmérem délky néjak souvisi se zrychlenim ¢astice. Pro R <« H prevlada coulombické pole, naopak
pro R > H pfevlada zafeni. Pro takto velkd R mluvime proto o radiacni zéné, kde mtizeme ostatni ¢leny zanedbat.
Pokud stale uvazujeme jednu ¢astici, z kinematiky zjistime, ze velikost H je zhruba vzdalenost na niz by s uvazovanycm
zrychlenim c¢éastice nabyla relativistickych rychlosti. I v pfipadé, ze zareni vzniké kolektivnim pfespénim mnoha néboji,
feknémé v anténé, ma smysl mluvit o radiacni zéné jako o oblasti, kde pole mé jiz prevazné podobu elektromagnetické
vlny. Jak uvidime v néasledujicim ptikladé, zacina radiacni zéna obvykle blize zdroji nez bychom z vyse uvedeného cekali.

Vyzarovaci charakteristika a elektrické dipdlové zareni
V radia¢ni zéné muzeme pro Poyntingtv vektor s psat

g_ AL f L= iz = 12

S=ExH=FEx —(fxFE)=—|E|*=cii e |E|*,

CHo CHo
kde, stejné jako u rovinné vlny, jsme vyuzili kolmost E na 7 a vztahu c?eopp = 1. Dosazenim konkrétniho tvaru E
dostavame .
¢ |Ax[(@—7/c) x 9] |° ¢

S| = ~ oL |? 27
&l 1672eg R2c3 (1—4.17/c) 167?260R203|UJ'| (27)

Sest4 mocnina vyrazu 1 — 4.7 /c souvisi s aberaci a Dopplerovym jevem a miize pii vyssich rychlostech ¢astice rozhodujicim

zplisobem urcovat smeér, kterym je zafeni vysilano. V nerelativistickém ptipadé je smér toku energie dan vyrazem \17 ?=
|7 x (7t x 0)|2 = |02 sin? ¥, kde ¢ je thel mezi (retardovanym) smérem k pozorovateli a smérem zrychleni.

Jako nejjednosussi pripad si vybereme vyzafovani nepohybujiciho se v ¢ase proménného dipélu tvoreného opacné
nabitymi ¢asticemi. Protoze je vysledné pole linedrni superpozici poli obou naboji, stejné jako dipélovy moment soustavy,
miuZeme pro zjednodusSeni jeden z naboju ponechat v klidu v pocatku, zatimco druhy se bude v jeho blizkosti pohybovat
po ose z. Pfi tomto modelu bude dip6lovy moment systému p(t) = ¢7(t) = p(t)€,. Proto v nerelativistickém vztahu pro

elektrické pole v radia¢ni z6né miizeme kombinaci ¢o | nahradit p, . Velikost |, | = () sin 0] tedy
a I .2
S = sin” @ ¢
16m2eqR2c3 "

ProtoZe pro integral pfes povrch koule o poloméru r plati [ sin?#dS = (8/3)7r?, bude za piedpokladu, ze r = R, tedy
ze amplituda pohybu naboje v nasem modelu dipdélu je mnohem mensi nez vlinova délka, platit

I 1 20p]?
I=|[S8.dS =
/ 4dmeq  3c3




ProtoZe plati princip superpozice, popisuje tento vysledek vykon zafeni, jenz opousti velmi malou (v porovnéni s
vlnovou délkou) soustavu néboji s dominujicim elektrickym dipélovym momentem a to i v pfipadé, kdy se smér dipSlového
momentu libovolné méni, v nerelativistém priblizeni jsme vidéli, Ze zéfeni je ¢lenem sin? @ koncentrovano do roviny kolmé k
vektoru zrychleni. Diilezité je vidét, Ze zatimco pole dipélu kles4 jako R~3, tedy dokonce rychleji, nez pole bodového naboje,
radiaéni ¢4st pole stle prendsi energii do nekoneéna diky chovani E ~ 1/R. Podobné vyzafuji zafeni az do nekonecéna
i systémy s dominujicimi vy$$imi multipélovymi momenty, kazdy chybé&jici faktor 1/R se ve vztazich pro intezity pole,
hustotu energie ¢ vyzafeny vykon nahradi ¢asovou derivaci (1/c)d/dt.

Jestlize je zdroj nezanedbatelné velky dochéazi k interferenci poli od jeho jednotlivych ¢asti, coz obvykle vyrazné méni
vyzafovaci charakteristiku oproti dipdlové |5" | ~ sin? . Za soudast zdroje také musime povazovat jakékoli vodi¢e ¢ nap.
objekty s €, # 1 nachazejici se v jeho blizkosti.

Sila putisobici na vyzarujici ¢astici
Zatimco pole v radia¢ni zéné ma docela prehledny tvar

—

S = ciw(d,¢) = cil w(i)

v blizkosti zdroje zafeni je tvar Poyntingova vektoru velmi komplikovany. Kdybychom dokézali nalézt pole v blizkosti zdroje
splitujici pFislusné okrajové podminky (obvykle tam jsou néjaké vodice), dokdzali bychom uréit kolik z energie pfivadéné,
feknéme do rozlehlého deskového kondenzatoru se moté v jeho okoli a slouZi jen k vyrobé blizkych poli (jalové proudy) a
kolik energie systém opusti a v podobé zafeni odleti pryc. Nalézt takové feSeni lze v podstaté ale jen pro nejjednodussi
problémy a to jen za silné omezujicich predpokladii, napf., Ze rozméry museji byt mnohem mensi, nez uvazovana vlnova
délka. To znamend, Ze tfeba rozlozeni poli v okoli antény je analyticky nezvladnutelné, protoze dobra anténa nemiize byt
mnohem mensi nez vlnova délka.

Podobé je ale velmi komplikovany i problém zdanlivé nejjednodussi — energetickad bilance v okoli urychlované bodové
Castice. Divodem pro to je, Ze klasickd bodova ¢éstice je fyzikalnim obrazem matematického objektu popsaného J-funkci
a prislusnymi Greenovymi funkcemi. Ty maji velmi dobry smysl v ramci linearni teorie svazujici pole a jeho zdoje. Energie
a jejl toky jsou ale popsany kvadratickymi vyrazy a tam jistota s niz pouzivame J-funkce atp. konci.

Jako priklad uvazujme nabitou ¢astici, ktera se nejfive v ¢ <= t; nachazi v rovhomérném pfimocarém pohybu, pak
na ni chvili ptisobi vselijaké sily, které ji urychluji a brzdi, aby ji nakonec v ¢ > t5 ponechaly ve stejném rovnomérném
primocarém pohybu. Takova ¢astice podle (27) vyzari energii

E = /k\f}|2dt = k/ﬁ.ﬁdt =k ([6.6]@3 - /5.77(115)

Predpokladame, ze tuto energii dodala sila F pusobici na ¢astici

—

E= [ FJdt
Protoze okrajové ¢leny jsou za daného pocatecéniho a koncového stavu nulové a ze zachovani energie dostavame
/(ﬁ+ k©).T dt =0

coz by mohlo vést k doménce, ze pohybova rovnice pro nabitou ¢astistici musi vypadat

—

m(@—ra) = F

To je ovSem jen stézi pfijatelné: (1) je to diferencidlni rovnice tfetiho fadu, (2) ta feSeni na néZ jsme z Newtonovské
dynamiky zvykli se ztraceji mezi velmi ogklivymi FeSenimi exponencidlné rostoucimi v ¢ase, (3) kdybychom chtéli vybrat
mezi feSenimi to spravné (to pozndme podle toho, ze dobfe dopadne — viz nase podminky na koncovou rychlost ¢astice)
mame jasné nekausalni teorii.

Pro néas z toho plyne, Ze feseni tiplnych Maxwellovych rovnic pro rozlehla télesa neumime kvili obtiznosti nalézt, a ani
klasické bodové naboje naboje nejsou tim ¢im byvaly.



Klasicka elektrodynamika

Elektrostatika. Redukce Maxwellovych rovnic pro elektrostaticka reseni. Elektricky potencial, elektricka intenzita,
silové piisobeni. Poissonova rovnice. Laplaceova rovnice. Reseni Poissonovy rovnice ve volném prostoru. Gaussova
véta v elektrostatice. Jeji uZiti pii hleddni symetrickijch reseni* Bodovy naboj jako d-funkce. Vztah Al/|F] =
—4776(3)(77), potencidl rovnomérné nabité koule, rovnost ve smyslu distribuci?. Vodide v elektrostatice, hrani¢ni
podminky . Plogna ndbojovéa hustota. Matice kapacit ze superpozice feSeni. Formule [(uAv —vAu)dV = ¢(uVv —

vVu).d§ a jeji uziti®. Energie v elektrostatice. Kapacita jako kvadraticks forma energie nabitjch vodi¢t. Extremalita
energie pro teseni Laplaceovy ulohy pTi fixovaném potencidlu na hranici.

Kfivocaré ortogonalni soufadnice, bazové vektory, Lameovy koeficienty. Vyjadieni vektorového pole pomoci
béazovych vektorti. Gradient, divergence, A a rotace v kiivocarych soufadnicich?. Rovnice silo¢ary a ekvipotencialy.

Pole bodového naboje s Dirichletovymi okrajovymi podminkami, feSeni Poissonovy rovnice. Kulovéa inverze
a TeSeni Laplaceovy rovnice. Potencidl bodového ndboje pobliz vodiveé koule. Matice kapacit dvou vodivych kouli.
Polynomy v kartézskych soutadnicich jako teseni Laplaceovy rovnice. Jejich kulovd inverse. Holomorfni funkce
jako potencialy a silo¢ary FeSeni 2D Laplaceovy rovnice.’

Multipélovy rozvoj. Princip. Souvislost Legenderovych polynomt a multipélového rozvoje pole axidlné symet-
rického zdroje. ¢ DipSlovy moment. Potencil a elektricks intenzita elektrického dipdlu.

Casové neménna magneticka pole. Maxwellovy rovnice pro stacionarni proudy. Vektorovy potencial. Kalibrace ve
stacionarnim pfipadé. Ampéruv zdkon. Biotiv-Savarttv vzorec. Pole daleko od izolovaného stacionarniho proudu.
Magneticky dipdlovy moment a dipdlové pole. Silové piisobeni proudd a magnetického pole. Energie magnetického
pole. Indukénost.

Materialové vztahy. PaM.D a H. Ohmiv zékon. Tenzor elektromagnetického pole, Lorentzovy trans-
formace.”

Podminky na rozhrani dvou prosttedi, plosné naboje a proudy.

Kvazistacionarni pfiblizeni. Vyjadfeni E aB pomoci potenciali. Kvazistacionarita a okamzité Sifeni pole od
zdroje. Indukénost a elektromagneticka indukce. Svizani rovnic pfes Ohmuv zékon. Skinovy jev a rovnice
difuse, hloubka vniku, relaxacni doba zaniku magnetického pole. Indukované elektrické pole v casové proménném
homogennim a dipolovém magnetickém poli. Toky energie v kvazistaciondrnim pribliZeni.

Nestacionarni pole. Kalibra¢ni volnost a Lorentzovska kalibrace. VInové rovnice pro potencialy.

Rovnice kontinuity pro elektricky naboj. Zakon zachovani energie. Hustota energie elektromagnetcikého pole a
Poyntingtv vektor. Maxwellav tenzor a zakon zachovani hybnosti.

Homogenni vlnova rovnice. Rovinné vlna, polarizace, tok a hustota energie. TEM vlna podél dlouhého idedlniho
vedeni®. Helmholtzova rovnice na tise¢ce, obdélniku a uvnit¥ kvadru. Dirichletova a Neumannova hraniéni podminka.
Princip vlnovodu, odlisnost od TEM vlny podél vedeni, TE a TM vlny, hrani¢ni podminky. Stojaté vinéni jako
superpozice vln opa¢nych smért, elektromagneticky rezonator. TE, o vina jako superpozice dvou rovinnych linedrné
polarizovangch vin.

Elektromagnetickd vina ve vodivém prostiedi. Telegrafni rovnice. Dispersni relace s atlumem.

Nehomogenni vlnova rovnice. Retardované feseni pro potencidly. Lienardovy-Wiechertovy potencialy. Zareni
zrychlené se pohybujiciho nidboje. Radia¢ni zéna. Vyzareny vykon. Dipdlové elektrické zareni.
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1Diilezité piiklady z cviceni jsou uvedeny kurzivou.

2T.j. po vynasbeni rozumnou funkci a pfeintegrovani a pouziti pravidel integrace per partes

3 Jednoznaénost feseni Poissonovy rovnice, sttedni hodnota feseni Laplaceovy rovnice ptes sféru (a jeho monoténost), symetrie matice
kapacit.

4Hodi se znat Lameovy koeficienty pro zminéné kiivocaré soufadnice a pamatovat si aspoti zapis gradientu skalarni funkce

5Problémy, které patii do jingch predméti ale vazi se k elektrodynamice, nebo se, jako v pipadé zakona zachovani hybnosti, nestihly,
jsou vyznaceny tucné.

6Prestoze vatah 4me®(7) = Zio q Py (cos®) /rtt1 je jen tézko odvodit, hodi se o ném védét.

7Uziti Lorentzovych transformaci pti piechodu do takového systému, v némz lze snadno psit materidlové vztahy.

8Pole tvaru E = Vw(az,y)eiszi‘“t, odpovidajici é, hrani¢ni podminky na vodié¢ich, tok energie.



