
Poznámky k přednášce Klasická elektrodynamika

Úvod

Fyzikálńı pole je následńıkem principu p̊usobeńı na dálku. V klasické představě zprostředkovává pole
vytvářené jedńım zdrojem p̊usobeńı na druhý zdroj. Již v této primitivńı verzi muśı polńı teorie popsat
jak zdroj pole vytvář́ı, jak se pole š́ı̌ŕı z bodu do bodu a jak p̊usob́ı pole na jiný zdroj. Hezká teorie pak
muśı toto vše učinit v souladu s obecnými fyzikálńımi principy. V této přednášce budeme zkoumat jak de-
tailńı vlastnosti polńı teorie popsané Maxwellovými rovnicemi, tak nalézat řešeńı těchto polńıch rovnic pro
r̊uzné situace. Obecné vlastnosti jste z hledisek nejvznešeněǰśıch prob́ırali předevš́ım v přednášce Speciálńı
Teorii Relativity. My nastouṕıme do konkrétńı inerciálńı soustavy a v ńı budeme hledat detailněǰśı pochopeńı
významu těchto polńıch rovnic.

Pro zvýšeńı zmatku ale často budeme polem mı́nit i pouhou funkci tř́ı prostorových a př́ıpadně ještě
jedné časové souřadnice. Např́ıklad budeme mluvit o poli bázových vektor̊u abychom zvýraznili, že v r̊uzných
bodech prostoru maj́ı uvažované bázové vektory r̊uzné změny.

Skalárńı pole

je tedy v největš́ı obecnosti termı́n označuj́ıćı skalárńı funkci tř́ı prostorových a jedné časové souřadnice. V
této přednášce budeme až na výjimky pracovat v 3+1 notaci, vektory budeme rozumět vektory tř́ırozměrné,
čas bude samostatnou “souřadnićı”, podobně jako tomu bylo třeba v teoretické mechanice. Skalárńı pole je
tedy nějaká funkce Φ(~x, t).

V předmětech, které se nějak odkazuj́ı na dynamiku, je zapotřeb́ı studovat změny pole. V našem 3+1
pojet́ı odlǐsujeme časové a prostorové změny. Proto v teoríıch budou vystupovat časové derivace ∂t a pros-
torové derivace, např́ıklad ∂x, ∂y, ∂z. Protože souřadnice v prostoru budeme často volit i jiné, než kartézské,
budeme se snažit už́ıvat pro prostorové derivováńı symbol ∇. To, že vystač́ıme s t́ımto symbolickým zápisem
mı́sto explicitńıho derivováńı podle jednotlivých souřadnic je d̊usledek kvalit studované teorie. Má-li být
teorie nezávislá na volbě souřadného systému, nemohou v ńı vystupovat libovolné kombinace ∂x, ∂y a ∂z, ale
jen takové, které lze zapsat s pomoćı ∇. Pro připomenut́ı, ze speciálńı teorii relativity v́ıte, že v lozertzovsky
invariantńı teorii se i prostorové a časové derivace musej́ı vyskytovat ve vhodných kombinaćıch.

Isoplocha (Ekvipotenciála)

Znázorňovat hodnoty skalárńıho pole lze r̊uzně, nejstarš́ı a pro vědecké účely nejintuitivněǰśı je zakresleńı
tzv. isoploch (ekvipotenciál) – mı́st stejné hodnoty pole. Ve třech dimenźıch představuje rovnice Φ(~x) = Φ0

rovnici plochy. Často zakreslujeme pr̊useč́ıky isoploch odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným hodnotám Φ0 s nějakou jinou
plochou, č́ımž dostáváme sadu čar spojuj́ıćı mı́sta se stejnou hodnotu.

Vektorové pole

Vektorové pole se od skalárńıho odlǐsuje t́ım, že jde o vektorovou funkci. To znamená, že jde o tři funkce
skalárńı popisuj́ıćı složky pole v nějaké bázi. Formálně ṕı̌seme ~E(~x, t). Při práci budeme ale potřebovat umět
zapsat hodnoty konkrétně. Prvńı možnost́ı je konstruovat výraz pro hodnotu jako vektorový výraz z vektoru
pr̊uvodiče, řekněme

~E(~x) =
q′

4πε0

~x

|~x|3
. (1)

Jiná možnost je použ́ıt zápisu kartézských složek pole

~E(~x) =

[
q′

4πε0

x

(x2 + y2 + z2)3/2
,
q′

4πε0

y

(x2 + y2 + z2)3/2
,
q′

4πε0

z

(x2 + y2 + z2)3/2

]
. (2)
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Z praktických d̊uvod̊u budeme ale nejčastěji postupovat tak, že použijeme nekartézskou souřadnici (řekněme
r) a také pomocná vektorová pole (v tomto př́ıpadě ~er = ~r/|~r| – pole jednotkových vektor̊u mı́̌ŕıćıch ve směru
pr̊uvodiče) a výslednou vektorovou funkci zaṕı̌seme pomoćı jejich kombinace

~E(~x) =
q′

4πε0r2
~er . (3)
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Figure 1: Ekvipotenciály a siločáry elektrostatického pole dvou vodivých kouĺı. Pravá je uzemněná.

Rovnice siločáry

Při znázorňováńı vektorového pole je nejobvykleǰśım zp̊usobem kresleńı siločar. Tento termı́n neńı zcela
přesný, když mluv́ıme o poli, pro které nejsou silové účinky rovnoběžné s vektorem polńı veličiny, třeba u
pole vektor̊u rychlosti mluv́ıme o proudočárách. Jde o křivky ~x(s), které jsou v každém bodě rovnoběžné s
vektorovým polem:

d

ds
~x(s) = λ(s) ~E(~x(s)) . (4)

Koeficient úměrnosti λ(s) je libovolná funkce a voĺıme ji tak, aby tato soustava tř́ı obyčejných diferenciálńıch
rovnic byla co nejsnáze řešitelná.

Je-li vektorové pole gradientem nějakého skalárńıho potenciálu, jsou siločáry na ekvipotenciály kolmé, jak
uvid́ıme až se budeme zabývat operaćı grad.

Složky nebo nabla tečka?

Při obecných úvahách v elektromagnetismu můžeme vždy volit mezi dvěma zápisy. To že, např́ıklad, v
elektrostatice je elektrické pole nev́ı̌rivé můžeme ekvivalentně zapsat jako

εijk∂jEk = 0 (5)

nebo
rot ~E = ∇× ~E = 0 . (6)

Protože druhá varianta je obvykle čitelněǰśı, budeme ji při obecných úvahách upřednostňovat, zat́ımco prvńı
přijde vhod při chápáńı podstaty některých úprav, řekněme

rot grad Φ ≡ 0 oproti εijk∂j∂kΦ ≡ 0 . (7)

Postupně si ale vybudujeme seznam identit, při jejichž užit́ı již nebudeme muset přecházet do složek. Např.

grad fg = ∇(fg) = g∇f + f∇g = g grad f + f grad g (8)
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nebo
div f ~A = ∇.(f ~A) = f∇. ~A+ ~A.∇f = f div ~A+ ~A. grad f . (9)

Elektrostatika ve vakuu

Protože úplné Maxwellovy rovnice představuj́ı relativně komplikovanou soustavu lineárńıch parciálńıch difer-
enciálńıch rovnic, soustřed́ıme se nejdř́ıve na d̊uležitou součást Maxwellovy teorie – popis neměnných čistě
elektrických poĺı ve vakuu. Jak v́ıme je tato redukce možná jen v konkrétńım inerciálńım systému, neboť
rozděleńı na elektrické a magnetické pole je dáno projekćı tenzoru elektromagnetického pole na čtyřrychlost
pozorovatele.

Základńı veličinou v elektrostatice je elektrická intenzita ~E. Jde o veličinu, která bývá obvykle definována
operacionalisticky: vlož́ıme-li v mı́stě ~x do elektrického testovaćı(!) náboj q, je polem tlačen silou

~F = q ~E(~x) . (10)

Elektrická intenzita tedy představuje veličinu polńı (může se lǐsit bod od bodu) a vektorovou (má velikost a
směr; nesmı́me ovšem zapomenout, že o vektoru mluv́ıme jen z hlediska prostorových transformaćı).

Jak se lǐśı elektrická intenzita bod od bodu? To určuj́ı polńı rovnice – pro elektrostatická pole ve vakuu
maj́ı tvar

div ~E =
1

ε0
ρ (11)

rot ~E = 0 (12)

Tyto rovnice představuj́ı soustavu 4 rovnic pro 3 neznámé složky vektorového pole ~E(~x) a nabádaj́ı k otázkám:
Je možné aby taková soustava nebyla přeurčená? Jak se děĺı operátorem div?

Při hledáńı řešeńı těchto rovnic uváž́ıme nejdř́ıve naivńı ale velmi užitečnou přestavu zdroj̊u jako seskupeńı
spousty bodových náboj̊u.

Začněme obvyklým uvážeńım Coulombova zákona ve vakuu

~E(~x) = q−1 ~F =
q′

4πε0

~x− ~x′

|~x− ~x′|3
. (13)

Tento vztah popisuje jednak śılu ~F , j́ıž na náboj velikosti q nacházej́ıćı se v mı́stě ~x p̊usob́ı náboj q′ nacházej́ıćı
se v mı́stě ~x′. Zároveň ale také popisuje elektrickou intenzitu v mı́stě mı́stě ~x již zde bud́ı náboj q′ nacházej́ıćı
se v mı́stě ~x′. Pro určeńı elektrické intenzity tu ale již máme rovnice (11-12). Budeme tedy muset zkoumat,
zda jsou obě určeńı v souladu.

Nejdř́ıve si povšimneme, co maj́ı oba vztahy společné – tzv. princip superpozice. Pro polńı rovnice plat́ı,
že elektrické pole zp̊usobené nábojovou hustotou ρ1(~x) + ρ2(~x) je součtem poĺı ~E1(~x) + ~E2(~x), kde ~E1(~x) je

řešeńı (11-12) s pravou stranou danou nábojovou hustotou ρ1(~x) a podobně pro ~E2(~x). Podobně Coulomb̊uv
zákon zobecńıme tak, že elektrické pole buzené soustavou náboj̊u je součtem poĺı od jednotlivých náboj̊u.

Při zkoumáńı souladu Coulombova zákona a polńıch rovnic naráž́ıme na překážku danou rozd́ılnou po-
vahou náboj̊u v obou př́ıstupech. V polńıch rovnićıch je zdrojem v prostoru rozložená nábojová hustota, v
Coulombově zákoně je to bodový náboj. Pro připomenut́ı nejdř́ıve velmi stručně zopakujeme postup obvyklý
v učebnićıch pro úvodńı kurz. Nábojovou hustotu si představ́ıme tvořenou velkým množstv́ım bodových
náboj̊u. Součet elektrických intenzit od jednotlivých náboj̊u je pak mı́sto sumy dán integrálem

~E(~x) =
1

4πε0

∫
dq′

~x− ~x′

|~x− ~x′|3
=

1

4πε0

∫
ρ(~x′)d3x′

~x− ~x′

|~x− ~x′|3
. (14)

Nyńı je třeba ověřit, že takovéto pole splňuje polńı rovnice. Kupodivu to ale neńı př́ımočaré – matematici
nám totiž nepovoĺı prohodit derivace z operátor̊u divergence a rotace a integrál vyskytuj́ıćı se v (14). Kdy-
bychom jejich zákaz ignorovali dostaneme, že takto definované elektrické pole má divergenci nulovou. Proto
přicháźı na řadu
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Gaussova věta

Neńı bez zaj́ımavosti, že Gaussovu větu (pro gravitačńı pole) objevil o padesát let dř́ıve Lagrange. S použit́ım
moderńıho značeńı ji zapisujeme takto∫

Ω

div ~E(~x)d3~x =

∮
∂Ω

~E(~x) . d~S . (15)

Slovy řečeno: objemový integrál skalárńı veličiny dané divergenćı vektorového pole přes objem Ω je roven
plošnému integrálu, tj. toku této vektorové veličiny skrze plochu ∂Ω, která tvoř́ı hranici uvažovaného objemu.
V elektrostatice se rovnost těchto veličin lépe vyjádř́ı vztahem

QΩ =

∫
Ω

ρ(~x)d3~x =

∫
Ω

div ε0 ~E(~x)d3~x =

∮
∂Ω

ε0 ~E(~x) . d~S , (16)

který ř́ıká, že náboj QΩ libovolně rozložený uvnitř objemu Ω vytvář́ı takové elektrické pole, jehož tok skrze
hranici uvažovaného objemu je roven tomuto náboji.

Figure 2: Ilustrace ke Gaussově větě – vyrušeńı se př́ıspěvk̊u přes vnitřńı plošky.

V limitě větš́ıch a větš́ıch objemů maj́ıćıch tvar koule s povrchem rostoućım jako kvadrát jej́ıho poloměru
dostáváme tak známé chováńı coulombického pole ∼ 1/r2, v limitě nekonečně malých krychliček či kuliček Ω~x

obsahuj́ıćıch bod ~x, jejichž objem označ́ıme VΩ, pak dostáváme alternativńı definici divergence vektorového
pole

div ~E(~x) = lim
VΩ→0

1

VΩ

∮
∂Ω~x

~E(~x′) . d~S′ . (17)

S jej́ı pomoćı je Gaussova věta velmi názorná: Velký objem si představ́ıme jako hromadu velmi malých
krychliček. Pravá strana (15) má význam součtu přes objem všech krychliček, levá součtu přes orientovaný
povrch všech krychliček. Právě to že, jde o orientované plošky zp̊usob́ı vyrušeńı př́ıspěvk̊u uvnitř velkého
objemu, z̊ustane jen integrál přes jeho povrch. To, že (17) opravdu představuje diferenciálńı operaci tvaru

∇. ~E, ukážeme v části věnované křivočarým souřadnićım.
Aplikaćı takto definované divergence za použit́ı Gaussovy věty pro bodový náboj (21) snadno nahlédneme,

že elektrická intenzita určená vztahem (14) splňuje rovnici div ~E = ρ/ε0. Splněńı vztahu (12) lze podobně
ověřit po zavedeńı alternativńı definice operátoru rotace, což však odlož́ıme. Mı́sto toho se spokoj́ıme s
přirozeným argumentem, že superpozićı poĺı s nulovou rotaćı (tzv. poĺı nev́ı̌rivých) dostaneme také nev́ı̌rivé

pole. Nav́ıc v určitých situaćıch lze elektromagnetickou indukci chápat jako zdroj pro rot~E a tak budeme
později tuto část diskutovat podrobněji.

Vı́me již, že elektrická intenzita spočtená podle (14) splňuje rovnice elektrostatiky. Ignorujeme-li prozat́ım
otázku existence př́ıslušných integrál̊u, znamená to, že polńı rovnice nejsou přeurčené: pro všechny pravé
strany – nábojové hustoty existuje pole v souladu s polńımi rovnicemi. Jsou tu ještě nějaká daľśı řešeńı
odpov́ıdaj́ıćı stejné nábojové hustotě, nejsou náhodou polńı rovnice nedourčené? A pokud ano, co rozhoduje,
které řešeńı “ve skutečnosti” opravdu nastane?

Jsou-li E1 a E2 dvě řešeńı odpov́ıdaj́ıćı téže nábojové hustotě ρ, můžeme při uplatněńı linearity polńıch
rovnic doj́ıt k závěru, že obě řešeńı se mohou odlǐsovat o libovolné řešeńı homogenńıch polńıch rovnic
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popisuj́ıćıch pole bez náboj̊u. Existuj́ı taková pole v elektrostatice? Ukáže se, že jich jsou spousty. Abychom
o nich mohli pořádně mluvit budeme ale muset počkat. Spokoj́ıme se s jediným př́ıkladem, j́ımž je homogenńı
elektrické pole vyplňuj́ıćı celý vesmı́r, a budeme doufat, že i ostatńı řešeńı homogenńı rovnice pocházej́ı od
náboj̊u přesunutých za hranice vesmı́ru. Polńı rovnice zde použ́ıvané jsou zbytečně složité na přesněǰśı formu-
laci jednoznačnosti řešeńı a tak uzavřeme naše zkoumáńı: poč́ıtáme-li elektrickou intenzitu jako superpozici
coulombických poĺı vztahem (14), dostaneme jedno z řešeńı polńıch rovnic – to, které předpokládá neexistenci
daľśıch náboj̊u a to i za hranicemi vesmı́ru.

Na cvičeńıch poslouž́ı Gaussova věta jako nástroj pro určeńı pole v symetrických situaćıch. Nalezneme
pole rovnoměrně nabité koule, nekonečně dlouhého válce a nekonečně veliké rovnoměrně nabité vrstvy.

Diracova δ-funkce

Ukazuje se, že chápáńı bodového náboje jakožto speciálńıho pr̊uběhu nábojové hustoty a následuj́ıćı zobecněńı
tohoto vede k d̊uležitým metodám pro řešeńı lineárńıch (parciálńıch) diferenciálńıch rovnic. Předevš́ım,
nábojová hustota jednotkového bodového náboje neńı slušná funkce – samá nula a v jednom bodě nekonečno.
To nekonečno ale neńı jen tak obyčejné, je jednotkové. Nábojová hustota dvakrát takového bodového náboje
má to nekonečno dvakrát větš́ı ( ... poč́ıtáńı s nekonečny je výzva pro matematiky).

Figure 3: Ilustrace k zavedeńı δ-funkce jako nábojové hustoty bodového náboje.

Chceme-li tedy pracovat s těmito zobecněnými funkcemi, budeme muset obětovat jednu d̊uležitou vlastnost
funkćı – funkčńı hodnotu. Za tuto cenu bude možno ponechat v platnosti jiné d̊uležité vlastnosti funkćı,
předevš́ım pravidla jež funkce splňuj́ı při integraci. To neńı náhoda – náboj, tedy integrálńı veličina je
jistě d̊uležitěǰśı, nežli hodnota nábojové hustoty v nějakém konkrétńım bodě. V následuj́ıćım rychlokursu
zavedeme tzv. zobecněné funkce neboli distribuce:

• Nábojovou hustou jednotkového bodového náboje v počátku souřadnic označ́ıme δ3(~x), něč́ım, co je
nula pro všechna ~x 6= 0 a vhodně nekonečné v počátku.

• Śıdĺı-li takový jednotkový náboj v bodě ~x′, bude nábojová hustota popsána distribućı δ3(~x−~x′), právě
pro ~x = ~x′ bude totiž argument δ-funkce nulový.

• Integrál nábojové hustoty přes objem Ω

∫
Ω

δ3(~x− ~x′)d3x =

 1 ~x′ uvnitř Ω
0 ~x′ vně Ω

nedef. x′ na hranici Ω
(18)

• Nebude-li náboj jednotkový, ale bude mı́t velikost q′, vyjádř́ıme hustotu jako q′ δ3(~x− ~x′).
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• Protože δ-funkce je nulová s výjimkou bodu, kde má nulový argument, jsou totožné následuj́ıćı nábojové
hustoty f(~x) δ3(~x− ~x′) a g(~x) δ3(~x− ~x′) právě když se dvě (obyčejné) funkce f a g rovnaj́ı v bodě ~x′,
t.j. f(~x′) = g(~x′).

• Násobeńı δ-funkce obyčejnou funkćı se tedy shoduje s násobeńım obyčejnou konstantou a tedy∫
R3

f(~x)δ3(~x− ~x′)d3x =

∫
R3

f(~x′)δ3(~x− ~x′)d3x = f(~x′)

∫
R3

δ3(~x− ~x′)d3x = f(~x′) (19)

• Hezké funkce jsou distribuce, δ-funkce je distribuce, distribuce vynásobená hezkou funkćı je distribuce,
součet distribućı je distribuce.

• Při integraci distribuce splňuj́ı větu o substituci, o součtu integrál̊u atp.

• Vystupuje-li distribuce v integrálech násobená dostatečně hezkou funkćı, splňuje pravidla integrace per
partes a j́ı podobná v́ıcerozměrná zobecněńı.

• Rovnost dvou distribućı se pozná podle rovnosti jej́ıch vlastnost́ı pod integrálem.

• Prostor zobecněných funkćı je úplněǰśı. Speciálně plat́ı, že bodový náboj jako výsledek zmenšováńı
např. homogenně nabitých kuliček má mezi distribucemi obdobu v δ-funkci jako limitě na jednotku
normovaných funkćı úměrných charakteristické funkci těchto kuliček – viz. Obr. 3.

Polńı rovnice s distribućı na pravé straně

Je snadné se přesvědčit, že elektrické pole bodového náboje splňuje všude podmı́nku nulové divergence,
jakkoli použité úpravy nedávaj́ı smysl v mı́stě, kde tento bodový náboj lež́ı – tam muśı být nábojová hustota
nekonečná. Tuto vlastnost můžeme zapsat vztahem

div
q′

4π

~x− ~x′

|~x− ~x′|3
= q′ δ3(~x− ~x′) . (20)

Tento vztah je tvrzeńım o rovnosti dvou distribućı a nedokazuje se porovnáváńım funkčńıch hodnot, nýbrž
rovnost́ı obou stran pod integračńım znaménkem, př́ıpadně d̊uvěřujeme-li v úplnost prostoru distribućı jako
limita poĺı nebodového náboje.

Význam rovnosti dvou distribućı si přibĺıž́ıme z pohledu a) fyzikálně motivovaného a b) matematičtěji
přesněǰśıho. a) V jednom z bod̊u, jimiž jsme zavedli distribuce se bez daľśıch podrobnost́ı ř́ıká, že rovnost
distribućı se pozná podle jejich rovnosti pod integračńım znaménkem. Budeme-li na distribuce nahĺıžet jako
na jistý druh nespojitého rozložeńı náboje, lze kritérium rovnosti distribućı chápat tak, že pakliže poč́ıtáme
množstv́ı náboje v nějakém objemu (což je integrál z těchto distribućı) daj́ı obě distribuce stejné výsledky
pro stejné objemy. Levá strana má tvar úplné divergence, takže ji převedeme na plošný integrál a protože
plat́ı ∮

∂V

1

4π

~x− ~x′

|~x− ~x′|3
. d~S =

∮
∂V

1

4π

dS⊥

|~x− ~x′|2
=

∮
∂V

1

4π
dΩ =

 1 ~x′ uvnitř V
0 ~x′ vně V

nedef ~x′ na hranici V
(21)

vid́ıme, že levá strana se chová jako bodový náboj v bodě ~x′, tedy jako strana pravá.
b) Protože je prostor distribućı bohatš́ı, než jen kombinace prostoru spojitých funkćı a δ-funkćı je z

ve skutečnosti rovnost distribućı f a g potřeba dokazovat složitěji – pro všechny “hezké” funkce ψ muśı
platit

∫
R3 ψ(~x)f(~x)d

3x =
∫
R3 ψ(~x)g(~x)d

3x. Nám jak uvid́ıme stač́ı aby funkce ψ byla hladká a nulová v
nekonečnu, pro seriózńı práci potřebuj́ı matematici testovaćı funkce ještě o něco hezč́ı. Zat́ımco pravá strana
(20) okamžitě dává

∫
ψ(~x)q′δ3(~x− ~x′)d3x = q′ψ(~x′), levou stranu∫

ψ(~x)div
q′

4π

~x− ~x′

|~x− ~x′|3
d3x = (22)

uprav́ıme pomoćı identity ∇.ψ ~A = ~A.∇ψ + ψ∇. ~A na rozd́ıl dvou integrál̊u, přičemž prvńı má tvar úplné
divergence:

=

∫
div

[
ψ(~x)

q′

4π

~x− ~x′

|~x− ~x′|3

]
d3x− q′

4π

∫
gradψ(~x) .

~x− ~x′

|~x− ~x′|3
d3x (23)
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Protože podle Gaussovy věty přejde prvńı integrál na plošný integrál přes hranici integračńı oblasti, j́ıž je
nekonečně veliká sféra na ńıž ψ vymiźı, zbyde jen druhý z integrál̊u. Po zavedeńı posunutých souřadnic
~y = ~x − ~x′ (jakobián téhle transformace je jedna) a zápisu integrace d3y = r2dr dΩ a zavedeńı funkce
Φ(~y) = ψ(~y + ~x′) = ψ(~x) se ukáže, že skalárńı součin gradientu ψ a radiálńıho vektorového pole ~y/|~y|3 dá
součin radiálńı derivace (∂rΦ) a velikosti zmı́něného vektorového pole, tj. r−2. Proto můžeme psát

= − q′

4π

∫
∂rΦ(r, θ, φ) . dr dΩ = − q′

4π

∫
∂rΦ(r, θ, φ) dr

∫
dΩ = − q′ [Φ(r)]∞0 = − q′ ψ(~x′) (24)

Protože se tedy oba integrály rovnaj́ı pro všechny hezké funkce ψ(~x) (jež splňuj́ı ψ(∞) = 0), představuj́ı obě
strany (20) tutéž zobecněnou funkci. Pozn. Povšimněte si význam d̊ukazu, když ve všech vztaźıch polož́ıte
q′ = 1 a ψ(~x) = ρ(~x)/ε0.

Aplikaćı divergence na (14) pak za použit́ı rovnosti (20) dostáváme potvrzeńı splněńı polńıch rovnic

div ~E(~x) = div
1

4πε0

∫
d3x′ ρ(~x′)

~x− ~x′

|~x− ~x′|3

=
1

ε0

∫
d3x′ ρ(~x′)div

1

4π

~x− ~x′

|~x− ~x′|3

=
1

ε0

∫
d3x′ ρ(~x′)δ3(~x− ~x′)

=
1

ε0
ρ(~x) .

Jinak řečeno, zjǐstěńı, že divergence pole bodového náboje je distribuce úměrná δ-funkci nám umožňuje
prohazovat diferenciálńı operátor div a integračńı znaménko.

Obdobně bychom zjǐstěńım, že elektrické pole bodového náboje má nulovou rotaci ve smyslu distribućı
dokázali, že i druhá polńı rovnice je řešeńım (14) splněna.

Potenciál elektrostatického pole

Rovnice rot ~E = 0 znamená, že elektrostatické pole je gradientem nějaké skalárńı funkce. S přihlédnut́ım ke
konvenci se zavád́ı

~E(~x) = − grad Φ(~x) (25)

Toto tvrzeńı je silněǰśı než pouhá identita rot grad u(~x) ≡ 0, protože ř́ıká, že v elektrostatice lze každé
elektrické pole psát jako gradient jisté skalárńı funkce. Zda je to opravdu možno učinit v celém prostoru
je nelehká otázka, jej́ıž vyjasněńı spadá do pokročilé matematiky. Budeme zat́ım předpokládat, že v rámci
elektrostatiky jsou př́ıslušné matematické požadavky splněny a při výkladu elektromagnetické indukce si
ukážeme, jak tyto požadavky souviśı s fyzikou.

Samozřejmě také vid́ıme, že rovnice (25) neurčuje potenciál Φ(~x) jednoznačně, při jeho výpočtu z ~E máme
dán jen rozd́ıl potenciálu mezi libovolnými body vztahem

Φ(~x2)− Φ(~x1) = −
∫ ~x2

~x1

~E . d~l . (26)

Libov̊ule budeme využ́ıvat k tomu, že d̊uležitým mı́st̊um, jako je nekonečno nebo povrch jistého vodiče
přǐrad́ıme nulový potenciál.

Výše uvedenou př́ımou integraćı elektrické intenzity lze nalézt, že potenciál elektrostatického pole bodového
náboje je

Φ(~x) =
q′

4πε0

1

|~x− ~x′|
. (27)

Zavedeńım potenciálu jsme jednu polńı rovnici splnili automaticky (tu homogenńı), z druhé pak dosazeńım

za ~E podle (25) dostáváme rovnici Poissonovu

∆Φ(~x) = − 1

ε0
ρ(~x) . (28)
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Protože v́ıme, že nábojová hustota bodového náboje je úměrná δ-funkci, nepřekvaṕı Laplace̊uv operátor
∆ = ∇.∇ p̊usob́ıćı na 1/|~x− ~x′| je opět distribuce a že plat́ı následuj́ıćı d̊uležitý vztah

∆
1

|~x− ~x′|
= − 4π δ3(~x− ~x′) . (29)

Stoji za to pochopit tento vztah z hlediska limitńıho procesu. Předevš́ım s využit́ım translačńı invariance
operátoru ∆ stač́ı když budeme zkoumat p̊usobeńı laplaciánu na funkci 1/r. Abychom se vyhnuli nekonečnu
v bodě r = 0 nahrad́ıme v bĺızkosti nuly (uvnitř koule o poloměru a) funkci 1/r kvadratickou funkćı tak,
abychom mohli bez pot́ıž́ı spoč́ıst druhé derivace obsažené v laplaciánu

u(r) =

{
3a2−r2

2a3 r < a
1
r r ≥ a

. (30)

Takto definované vylepšeńı (funkce u(r) má spojité funkčńı hodnoty a prvńı derivace) přejde pro a = 0 ve
funkci 1/r. Vı́me-li, že ∆u(r) = (ru(r))′′/r, snadno spočteme, že

∆u(r) =

{
−3r2

a3 = −4π 1
Vk(a)

r < a

0 r ≥ a
, (31)

kde Vk(a) označuje objem koule o poloměru a, tedy oblasti, kde je ∆u(r) nenulové a nabývá konstantńı
hodnoty −4π/Vk(a). Z toho je vidět, že tato funkce představuje přibĺıžeńı funkce −4π δ3(~x). Na cvičeńı
tentýž př́ıklad řeš́ıme jako problém pr̊uběhu potenciálu Φ(r) = − Q

4πu(r) rovnoměrně nabité koule a jej́ı
limity jako bodového náboje – při zachováńı celkového náboje Q muśı j́ıt v této limitě nábojová hustota do
nekonečna jako Q/Vk(a).

S použit́ım (29) v souladu s představou o spojitém nábojovém rozložeńı jako soustavě bodových náboj̊u
dostáváme z potenciálu jednoho bodového náboje potenciál buzený spojitým rozložeńım náboje

Φ(~x) =

∫
dq′

4πε0

1

|~x− ~x′|
=

∫
ρ(~x′)

4πε0

1

|~x− ~x′|
d3x′ . (32)

Mı́sto integrálu z vektorové veličiny nyńı stač́ı při hledáńı pole buzeného nábojovou hustotou ρ poč́ıtat
již jen jediný trojný integrál. Přesto je d́ıky př́ıtomnosti odmocnin ve jmenovateli jeho analytické nalezeńı
vzácné. A to i v př́ıpadě, kdy uvažujeme plošné ( a někdy dokonce jen lineárńı ) nábojové hustoty.

Metoda Greenovy funkce

Ačkoli (32) představuje známý vztah, je vhodné zmı́nit, že patř́ı do jisté d̊uležité tř́ıdy formulek. V lineárńı
algebře se zkoumá řešeńı konečně-rozměrné úlohy

A~x = ~b (33)

mimo jiné lze tuto úlohu řešit tak, že pro všechny bázové vektory ~ei nalezneme konkrétńı řešeńı úlohy

A~gi = ~ei . (34)

Rolož́ıme-li pak vektor ~b = bi~ei, kde bi představuj́ı koeficienty ~b v dané bázi, můžeme pro řešeńı psát

~x = bi ~gi . (35)

Řeš́ıme-li v elektrostatice úlohu (28), představuj́ı funkce ρ~x′(~x) = δ3(~x− ~x′) obdobu bázových vektor̊u ~ei
s t́ım, že diskrétńı index i je pro tento problém nahrazen “spojitým indexem” ~x′. Rozklad pravé strany do
báze má pak mı́sto sumy tvar integrálu

ρ(x) =

∫
ρ(~x′) δ3(~x− ~x′) d3x′ (36)

Za povšimnut́ı stoj́ı, že bázové funkce δ(~x − ~x′) jsou jistou obdobou diskrétńıho δij , neboť koeficienty v
této bázi jsou rovny př́ımo funkčńım hodnotám. Nalezneme-li pro každou bázovou funkci ρ~x′(~x) př́ıslušný
potenciál Φ~x′(~x) takový, že

∆Φ~x′(~x) = − 1

ε0
ρ~x′(~x) , (37)
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můžeme jejich složeńım źıskat řešeńı Poissonovy rovnice

Φ(~x) =

∫
ρ(~x′)Φ~x′(~x) d3x′ =

∫
d3x′

ρ(~x′)

4πε0

1

|~x− ~x′|
. (38)

Funkce

Φ~x′(~x) =
1

4πε0

1

|~x− ~x′|
(39)

tedy potenciál buzený jednotkovým bodovým nábojem se proto též nazývá Greenovou funkćı (diferenciálńıho)
operátoru −ε0∆. Později uvid́ıme, že r̊uzné hraničńı podmı́nky povedou k jeho r̊uzným Greenovým funkćım.

Plošné a lineárńı nábojové hustoty

V integrálech, které jsme doposud napsali je mı́rou př́ıspěvku k integraci množstv́ı náboje, nikoli samotný
objem a tak kromě nábojové hustoty ρ zavád́ıme ještě hustotu plošnou σ a lineárńı λ vztahem

dq′ = ρ(~x′)dV (~x′) = σ(~x′)dS(~x′) = λ(~x′)dl(~x′) . (40)

Např́ıklad plocha nabitá danou plošnou nábojovou hustotou bud́ı pole

Φ(~x) =

∫
σ(~x′)

4πε0

1

|~x− ~x′|
dS′ . (41)

Pole buzené soustavou objemových, plošných, lineárńıch a bodových náboj̊u tak dostaneme jako součet
př́ıslušných tř́ı-, dvou- a jednorozměrných integrál̊u a potenciál̊u př́ıslušných bodových náboj̊u. Pojem dis-
tribuce jsme zavedli abychom dokázali reprezentovat bodové náboje jako zláštńı druh objemové nábojové
hustoty δ3(~x− ~x′). Podobně je možno distribucemi popsat i plošné a lineárńı nábojové hustoty. Ukážeme si,
jak to vypadá pro plošné rozložeńı náboje.

Plocha na ńıž je náboj rozložen nechť je pro jednoduchost popsána explicitńı rovnićı r = a tedy plocha je
totožná se souřadnicovou plochou v nějakých křivočarých souřadnićıch (pro jednoduchost vybrány souřadnice
sférické). Nábojová hustota je pak popsána distribućı σ(θ, φ)δ(r − a), tedy nula všude kromě sféry r = a. S
využit́ım vztahu

∫
δ(x− a)f(x)dx = f(a) 1 můžeme pro celkový náboj psát

Q =

∫
ρ(~x′) d3x′ =

∫
ρ(r, θ, φ) r2 dr dΩ =

∫
σ(θ, φ)δ(r − a) r2 dr dΩ (42)

=

∫
σ(θ, φ) dΩ

∫
δ(r − a) r2 dr = a2

∫
σ(θ, φ)dΩ = 4πa2σ̄ , (43)

tedy náboj je (samozřejmě) roven součinu povrchu koule a pr̊uměrné nábojové hustoty σ̄. Pokud je plocha
popsána implicitńı rovnićı např. f(x, y, z) = 0 je výpočet komplikovaněǰśı (viz Proseminář teoretické fyziky).

Ještě jedna vlastnost jednorozměrných δ-funkćı nám přijde vhod – jsou to totiž derivace skokových funkćı.
Ve smyslu distribućı totiž plat́ı

1

2

d

dx
sgn(x− a) =

d

dx
Θ(x− a) = δ(x− a) . (44)

Provést d̊ukaz této rovnosti opět znamená ukázat rovnost obou stran pod integračńım znaménkem∫ ∞

−∞
ψ(x)

d

dx
Θ(x−a)dx = [ψ(x) Θ(x−a)]∞−∞−

∫ ∞

−∞
[
d

dx
ψ(x)] Θ(x−a)dx = 0−

∫ ∞

a

[
d

dx
ψ(x)]dx = ψ(a) ,

(45)
pro pochopeńı je ale lepš́ı studovat limitu spojitých aproximaćı skokové funkce a jej́ıch derivaćı, (chápána
jako limita plošného náboje popisuje tento limitńı proces ztenčováńı nabité oblasti při zachováńı celkového
náboje).

Vı́me-li, že nábojová hustota nabité roviny z = 0 je σδ(z), vid́ıme, že elektrické pole nabité roviny uvedené
v následuj́ıćım odstavci má divergenci rovnou této zobecněné funkci.

1Vztahy plat́ıćı pro jednorozměrné δ-funkce jsou přehledně uvedeny v dodatku II v [Kvas]
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Nabitá rovina z = 0 s konstantńı nábojovou hustotou σ bud́ı v prostoru pole popsané

Φ(~x) = − σ

2ε0
|z| , ~E(~x) =

σ

2ε0
sgn(z) ~ez . (46)

Protože rozumnou plochu a na ńı śıdĺıćı nábojovou hustotu si v dostatečné bĺızkosti můžeme nahradit
rovinou s konstantńı nábojovou hustotou má předcházej́ıćı řešeńı širš́ı význam. Speciálně je ilustraćı známého
d̊usledku Gaussovy věty: elektrický potenciál při přechodu nabitou plochou je spojitá funkce, jeho derivace
se ale skokem měńı o σ/ε.

V úvodńı přednášce Elektřina a Magnetismus jste zavedli plošnou divergenci

Div ~E = ~n.( ~E2 − ~E1) , (47)

kde ~n je jednotková normála k ploše odděluj́ıćı oblasti 1 a 2 mı́̌ŕıćı z oblasti 1 do 2. S jej́ı pomoćı se pak ṕı̌se

Div ~E =
1

ε0
σ . (48)

I v př́ıpadně plošných náboj̊u z̊ustává v platnosti vztah ~E(~x) = − grad Φ(~x) pouze je výsledná elektrická
intenzita nespojitá. Podrobněji se budeme zabývat nespojitostmi poĺı při studiu chováńı Maxwellových
rovnic na rozhrańı dvou prostřed́ı. V přednášce se naopak nesetkáme s nespojitým elektrickým potenciálem,
který si názorně můžeme představit jako limitu kondenzátoru s nekonečně tenkým dielektrikem, kdy při
ztenčováńı neměńıme napět́ı a tedy zvyšujeme náboj. Výsledkem je nekonečná elektrická intenzita v mı́stě
skoku potenciálu – v́ıce např. v [SeSt, odst. Elektrická dvojvrstva].

Lineárńı náboje jsou na rozd́ıl od plošných obklopeny nekonečně silným polem. V jistém přibĺıžeńı
můžeme na lineárńı náboj zbĺızka pohĺıžet jako na př́ımku s konstantńı nábojovou hustotou a tak stoj́ı uvést
vlastnosti poĺı zde.

Nabitá př́ımka tvořená osou z na ńıž je rozprostřena konstantńı nábojová hustota λ je obklopena polem

Φ(~x) = − λ

2πε0
lnR , ~E(~x) =

λ

2πε0

1

R
~eR . (49)

Oba vztahy lze snadno źıskat z Gaussovy věty zvoĺıme-li integračńı objemy respektuj́ıćı symetrii problému.
Oproti bodovému náboji E ∼ r−2 jde intenzita pole do nekonečna s převrácenou hodnotou vzdálenosti.

Na cvičeńıch spočteme za použit́ı př́ımé integrace potenciál rovnoměrně nabité úsečky a kružnice, tato
pole nám při výkladu multipólového rozvoje poslouž́ı jako př́ıklady axiálně symetrických poĺı.

Symetrie

Symetrie daného problému je dána operacemi, které může někdo s poli a zdroji učinit za našimi zády, aniž
bychom to poznali. Tolik definice symetrie dle Prof. Kvasnici. Z této definice je zřejmé, že symetrie problému
tvoř́ı grupu – mohu neudělat nic, učiněnou změnu mohu vrátit a nebo k ńı přidat daľśı. Pro naše potřeby
nebude př́ılǐs významná sama struktura symetríı, sṕı̌se dopad jistých symetríı na tvar poĺı.

Pro naše potřeby vystač́ıme s několika symetriemi: translačńı, axiálńı a sférickou.
Translačńı symetrie odpov́ıdá situaci, kdy po posunut́ı zdroj̊u a poĺı o libovolný násobek jistého směru

~n dostaneme tutéž situaci. Jde o př́ıpad, kdy je pole vytvářeno objemovou nábojovou hustotou splňuj́ıćı
podmı́nku ρ(~x + s~n) = ρ(~x) nebo soustavou navzájem rovnoběžných vodič̊u neměnného pr̊uřezu. Výsledné
pole (nevnucuj́ı-li nám okrajové podmı́nky něco jiného) bude mı́t podobnou vlastnost. Zaṕı̌seme ji snadno

jak pro potenciál Φ(~x+s~n) = Φ(~x), tak pro elektrickou intenzitu ~E(~x+s~n) = ~E(~x). Rovnost dvou vektor̊u v
r̊uzných bodech tu nezp̊usobuje komplikace. Obvykle voĺıme směr ~n = ~ez a tak můžeme psát ρ(x, y), Φ(x, y)

a ~E(x, y), tedy, že žádná veličina nezáviśı na souřadnici z. Adaptace souřadnic: Při volbě souřadnic jsme
vzali v úvahu symetrii problému. Pro jinou volbu by symetrie problému nebyla tak dobře vidět. Nav́ıc –
méně proměnných znamená méně netriviálńıch parciálńıch derivaćı v polńıch rovnićıch a to usnadňuje jejich
řešeńı.

Axiálńı symetrie odpov́ıdá situaci, kdy po otočeńı zdroj̊u a poĺı o libovolný úhel kolem dané osy
dostaneme tutéž situaci. Tentokrát je pole vytvářené nábojovou hustotou, která splňuje ρ(Rs~x) = ρ(~x),
kde Rs představuje otočeńı koncového bodu pr̊uvodiče o úhel s kolem dané osy. Potenciál splňuje stejnou
rovnici, ovšem symetrie vektorového pole elektrické intenzity je nyńı popsána vztahem ~E(Rs~x) = Rs

~E(~x)

10



– vektor pole je třeba při přechodu z bodu do bodu otočit. Hned vid́ıme, že věci se velmi komplikuj́ı ne-
procháźı-li osa počátkem souřadnic – jen tehdy je otáčeńı koncového bodu pr̊uvodiče Rs~x totožné s operaćı
otáčeńı vektor̊u Rs

~E.
Adaptaćı souřadnic tak aby respektovaly axiálńı symetrii si opět můžeme zjednodušit práci. Osu otáčeńı

ztotožńıme s osou z a jako souřadnice použijeme souřadnice válcové R,φ a z. Pak pro skalárńı veličiny
podmı́nka symetrie zńı Φ(R,φ + s, z) = Φ(R,φ, z), a ř́ıká, že skalárńı veličina nezáviśı na souřadnici φ, tj
ṕı̌seme Φ(R, z).

Pro snadné zapsáńı symetrických vlastnost́ı vektorových poĺı ale muśıme učinit o krok v́ıc. Neńı totiž
pravda, že ~E(R, z). Zde pomůže adaptace bázových vektor̊u: zvoĺıme takovou bázi, že složky pole v ńı nebudou
záviset na φ:

~E(R,φ, z) = Er(R, z)~er(R,φ) + Eφ(R, z)~eφ(R,φ) + Ez(R, z)~ez . (50)

(v́ıce o ~er, souvislosti poĺı bázových vektor̊u a př́ıslušných souřadnic ve výkladu o křivočarých souřadnićıch).
Vid́ıme, že pro obě výše uvedené symetrie lze shrnout tak, že translačńı a axiálńı symetrie vedou ke zmizeńı
závislosti poĺı na jedné, vhodně zvolené souřadnici.

Sférická symetrie se pak odraźı ve zmizeńı dvou souřadnic, tedy alespoň pokud pracujeme v souřadnićıch
sférických. Skalárńı sféricky symetrická funkce je pouze funkćı radiálńı souřadnice r, tj. např. potenciál
Φ(r). Sféricky symetrická vektorová pole pak jsou obzvláště jednoduchá

~E(r, θ, φ) = Er(r)~er(r, θ, φ) . (51)

Bázová pole ~eθ a ~eφ jsou pouze axiálně symetrická. Ani žádné jiné pole tečných vektor̊u ke kouli nemůže být
sféricky symetrické (lze snadno nahlédnout z Hairy Ball Theorem – každé spojité pole tečných vektor̊u na
sféře je někde nulové, d́ıky požadavku sférické symetrie muśı být nulové všude, neńı to tedy báze).

Vodiče v elektrostatice

Vymizeńı magnetických poĺı v elektrostatice je svázáno s vymizeńım proud̊u. Proto v elektrostatice muśı
uvnitř vodivého tělesa být elektrická intenzita nulová. Po zavedeńı elektrického potenciálu tak máme uvnitř
a na povrchu vodič̊u

Φ(~x) = UA ~x ∈ VA . (52)

Jednotlivé, navzájem izolované vodiče VA jsou oč́ıslovány indexem A. Poissonova rovnice zde nabývá nového
smyslu – hledáme takový potenciál, aby jeho hodnota byla na povrchu vodič̊u konstantńı (rozš́ı̌reńı tohoto
konstantńıho potenciálu dovnitř vodič̊u nestoj́ı za řeč). I při jinak nepř́ıtomné nábojové hustotě mezi vodiči
přestává být metoda př́ımé integrace užitečná – nev́ıme jak se náboje po povrchu vodič̊u rozděĺı. To, že
povrch vodiče je ekvipotenciálńı plocha znamená, že dΦ = grad Φ.d~l = − ~E.d~l = 0 pro všechna posunut́ı d~l
po povrchu vodiče, tedy, že elektrická intenzita je kolmá k povrchu (známá relace siločar a ekvipotenciál). Z
Gaussovy věty pak za uvážeńı nulového pole uvnitř vodiče vyplývá

~E =
σ

ε0
~n , (53)

kde ~n je vněǰśı normála k povrchu vodiče. S výjimkou dostatečně jednoduchých situaćı lze pole buzené
nabitými vodiči hledat jen přibližnými (obzvláště numerickými) metodami. Na této přednášce se soustřed́ıme
na výše uvedené výjimky. Půjde obvykle o “kulatá” tělesa, a řešeńı nedokážeme nalézt s použit́ım kartézských
souřadnic.

Př́ıklad: Koncentrické vodivé sféry s využit́ım ∆Φ(r) = r−1(rΦ(r))′′. Význam integračńıch konstant.

Křivočaré souřadnice

Polohu bodu můžeme udávat pomoćı vhodné trojice souřadnic – ne nezbytně kartézských (např. zeměpisné
souřadnice + “nadmořská” výška tvoř́ı docela komplikované, nicméně praktické souřadnice). V elektrody-
namice až na výjimky vystač́ıme se souřadnicemi kartézskými, válcovými a sférickými. Protože budeme
potřebovat v daných souřadnićıch vyjadřovat i vektorové veličiny a také umět poč́ıtat s nabla, nevystač́ıme s
pouhým zavedeńım souřadnic. Nejdř́ıve připomeneme zavedeńı válcových a sférických souřadnic kde uvedeme
i veličiny jejichž význam se vyjasńı až poté, co se vrát́ıme k vektorové analýze v libovolných ortogonálńıch
křivočarých souřadnićıch.
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Vı́me, že přizp̊usobeńı souřadnic symetrii problému vede k zjednodušeńı rovnic. Protože v našich rovnićıch
vystupuj́ı také vektorová pole, je potřeba zavést bázová vektorová pole a symetrická vektorová pole popisovat
koeficienty vzhledem k této bázi.

Důležitým poznatkem bude skutečnost, že na rozd́ıl od kartézských bázových vektorových poĺı bázová
pole respektuj́ıćı symetrie nemuśı být konstantńı vektory, jen jejich velikost budeme požadovat rovou jedné.
V d̊usledku toho pole s konstantńımi koeficienty v křivočaré bázi neńı konstantńı vektorové pole!

Označme křivočaré souřadnice obecně q1, q2, q3. Jaké máme kandidáty na naše bázová pole v křivočarých
souřadnićıch?

(1) Měńıme-li vybranou souřadnici qi opisuje bod př́ıslušnou souřadnicovou čáru. Pro trojici souřadnic
tak máme v každém bodě 3 tečné vektory k souřadnicovým čarám procházej́ıćım t́ımto bodem ∂~x

∂q1
, ∂~x∂q2

, ∂~x∂q3

(2) Protože souřadnice q1, q2, q3 lze chápat jako skalárńı pole máme tu i druhou sadu vektor̊u – gradienty
křivočarých souřadnic ∇q1,∇q2,∇q3.

Jak spolu obě sady vektor̊u souviśı objasńı jejich zápis ve složkách

∂xi
∂qj

vs.
∂qj
∂xi

(54)

tedy jde o Jakobiány navzájem inverzńıch transformaćı q1, q2, q3 → x, y, z resp. x, y, z → q1, q2, q3, tedy
∂x1

∂q1
∂x1

∂q2
∂x1

∂q3
∂x2

∂q1
∂x2

∂q2
∂x2

∂q3
∂x3

∂q1
∂x3

∂q2
∂x3

∂q3

 vs.


∂q1
∂x1

∂q1
∂x2

∂q1
∂x3

∂q2
∂x1

∂q2
∂x2

∂q2
∂x3

∂q3
∂x1

∂q3
∂x2

∂q3
∂x3

 . (55)

To, že jde o navzájem inversńı matice se dá zapsat též jako ∇qi . ∂~x/∂qj = δij . Z tohoto vztahu
vyplývaj́ıćı kolmost, řekněme, ∇q1 a ∂~x/∂q2 neř́ıká ovšem nic o tom jestli vektory ∇q1 a ∂~x/∂q1 jsou
navzájem rovnoběžné. Abychom vektory vzniklé derivaćı polohy podle parametru (třeba rychlost) a vek-
tory (formy) vzniklé derivaćı podle polohy (gradient potenciálu) nemuseli odlǐsovat a mohli je vyjadřovat
pohodlně ve stejné bázi budeme požadovat aby i v křivočarých souřadnićıch z̊ustala přece jen zachována
nějaká vlastnost kartézských souřadnic – rovnoběžnost gradient̊u souřadnic a tečen k souřadnicovým čarám.
Abychom toho dosáhli, potřebujeme aby souřadnicové čáry byly na sebe navzájem kolmé. Plat́ı totiž, že
jsou-li ~v1 ⊥ ~v2 ⊥ ~v3 ⊥ ~v1 pak pro matici složenou z vektor̊u ~v1, ~v2, ~v3 plat́ı

[~v1 ~v2 ~v3]
−1

=


1

|~v1|2~v1
1

|~v2|2~v2
1

|~v3|2~v3

 , (56)

z čehož je srovnáńım s výše uvedenými Jacobiho maticemi zřejmé, že v ortogonálńıch křivočarých souřadićıch,
pro něž plat́ı, že v každém bodě jsou souřadnicové čáry na sebe navzájem kolmé ∂~x/∂q1 ⊥ ∂~x/∂q2 ⊥ ∂~x/∂q3 ⊥
∂~x/∂q1 se vektory ∂~x/∂qi a ∇qi lǐśı jen svou velikost́ı. Jejich shodný směr označ́ıme ~ei a zvoĺıme jej za bázový
vektor. Ṕı̌seme

∂~x

∂qi
= hi~ei ∇qi =

1

hi
~ei (57)

a těmito vztahy zavád́ıme Laméovy koeficienty hi, které určuj́ı skutečnou velikost posunut́ı při změně
křivočaré souřadnice o dqi. (Také plat́ı, že pokud je nějaká křivočará souřadnice bezrozměrná, má př́ıslušný
Lamé̊uv koeficient rozměr délky.)

Pro vektor posunut́ı při změně křivočarých souřadnic plat́ı

d~l =
∂~x

∂q1
dq1 +

∂~x

∂q2
dq2 +

∂~x

∂q3
dq3 = h1 ~e1 dq1 + h2 ~e3 dq2 + h3 ~e3 dq3 , (58)

a pro kvadrát velikosti tohoto posunut́ı pak

dl2 = h21 dq
2
1 + h22 dq

2
2 + h23 dq

2
3 . (59)

Na tomto vztahu je pozoruhodné, že chápeme-li Laméovy koeficienty jako funkce křivočarých souřadnic,
nejsou v tomto vztahu patrné žádné poz̊ustatky kartézského souřadného systému z nějž jsme vycházeli a
přitom popisuje vzdálenosti v prostoru. V kontextu této přednášky tato metrika tř́ırozměrného euklidovského
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Figure 4: Bázové vektory a délky oblouk̊u souřadnicových čar ve sférických souřadnićıch.

prostoru v křivočarých souřadnićıch představuje předevš́ım nejkompaktněǰśı zp̊usob jak si pro dané souřadnice
zapamatovat jejich Laméovy koeficienty.

Samozřejmým d̊usledkem ortogonality souřadnic je také možnost transformovat vektory z jedné báze
do druhé prostřednictv́ım skalárńıho součinu s bázovými vektory – skalárńı součiny bázových vektor̊u s
rozkládaným vektorem totiž dávaj́ı př́ıslušné koeficienty, např́ıklad

~ez = (~ez.~er) ~er + (~ez.~eθ) ~eθ + (~ez.~eφ) ~eφ = cos θ~er − sin θ~eθ + 0~eφ . (60)

Samozřejmá vlastnost křivočarých bázových poĺı – to, že nejsou konstantńı, ale jde o funkce souřadnic
– zp̊usob́ı bázové vektory nemůžeme vytýkat před derivace a integrály, jak jsme zvykĺı u báze kartézské. V
př́ıpadě derivaćı nám toto nepohodĺı vynahrad́ı dále uvedené vzorce pro výpočet gradientu, divergence atd.,
při integraci vektorové veličiny nám ovšem nezbyde než se t́ım či ońım zp̊usobem vrátit k integraci složek
vzhledem k nějaké konstantńı bázi.

Př́ıklad: Pokud při výpočtu polohy těžǐstě polokoule poč́ıtáme
∫
~r dV =

∫
(r~er) r

2 dr dΩ = ~er 2π
∫
r3 dr = ...

dospějeme rychle k výsledku, ovšem špatnému. Pole ~er měńı v objemu tělesa (i mimo něj) směr.

x = r sin θ cosφ r =
√
x2 + y2 + z2 r ∈<0,∞)

y = r sin θ sinφ θ = arccos z√
x2+y2+z2

θ ∈<0, π >
z = r cos θ φ = arg(x+ iy) φ ∈<0, 2π)
d~l = ∂~x

∂r dr +
∂~x
∂θ dθ +

∂~x
∂φdφ = dr~er + rdθ~eθ + r sin θdφ~eφ

dl2 = dr2 + r2 dθ2 + r2 sin2 θ dφ2

hr = 1 ~er = [sin θ cosφ , sin θ sinφ , cos θ]
hθ = r ~eθ = [cos θ cosφ , cos θ sinφ , − sin θ]
hφ = r sin θ ~eφ = [− sinφ , cosφ , 0]

grad Φ = ∂Φ
∂r ~er +

1
r
∂Φ
∂θ ~eθ +

1
r sin θ

∂Φ
∂φ ~eφ

div ~E = 1
r2

∂
∂r (r

2Er) +
1

r sin θ
∂
∂θ (sin θEθ) +

1
r sin θ

∂
∂φEφ

∆Φ = 1
r

∂2

∂r2 (rΦ) +
1
r2

[
1

sin θ
∂
∂θ (sin θ

∂
∂θΦ) +

1
sin2 θ

∂2

∂φ2Φ
]

Table 1: Sférické souřadnice a souvisej́ıćı vztahy.

V následuj́ıćıch tabulkách jsou pro sférické souřadnice a válcové souřadnice shrnuty transformace
mezi těmito souřadnicemi a souřadnicemi kartézskými, kartézské komponenty bázových vektor̊u, Laméovy
koeficienty a vztahy pro výpočet gradientu, divergence a Laplaceova operátoru na skalárńı funkci.
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Pro úplnost je ještě třeba uvést, že často budeme ve sférických souřadnićıch poč́ıtat plošné integrály přes
plochu sféry r = konst., kde má plošný element směr a velikost d~S = dS ~er = r2 sin θ dθ dφ ~er. Objemový
element ve sférických souřadnićıch je dV = r2 dΩ = r2 sin θ dr dθ dφ. Ve válcových souřadnićıch jsou
plošné elementy na ploše R = konst. př́ıpadně z = konst. rovny d~S = dS~eR = R dφ dz ~eR, resp.
d~S = dS~ez = R dφ dR ~ez.

x = R cosφ R =
√
x2 + y2 R ∈<0,∞)

y = R sinφ φ = arg(x+ iy) φ ∈<0, 2π)
z = z z = z z ∈ (−∞,∞)

d~l = ∂~x
∂R dR+ ∂~x

∂φ dφ+ ∂~x
∂z dz = dR ~eR +Rdφ ~eφ + dz ~ez

dl2 = dR2 +R2dφ2 + dz2

hR = 1 ~eR = [cosφ , sinφ , 0]
hφ = r ~eφ = [− sinφ , cosφ , 0]
hz = 1 ez = [0 , 0 , 1]

grad Φ = ∂Φ
∂R ~eR + 1

R
∂Φ
∂φ ~eφ + ∂Φ

∂z ~ez

div ~E = 1
R

∂
∂R (RER) +

1
R

∂
∂φ (Eφ) +

∂
∂zEz

∆Φ = 1
R

∂
∂R (R ∂

∂RΦ) + 1
R2

∂2

∂φ2Φ+ ∂2

∂z2Φ

Table 2: Válcové souřadnice a souvisej́ıćı vztahy.

Gradient

Operace označovaná grad se objevuje přirozeně v prvńım diferenciálu skalárńı funkce souřadnic

f(~x0 + d~x) = f(~x0) + dxi
∂f

∂xi |~x=~x0

= f(~x0) + d~x.∇Φ = f(~x0) + d~x.gradΦ (61)

a tedy označuje-li ~n jednotkový vektor má ~n.gradΦ význam derivace v tomto směru. V této přednášce
neodlǐsujeme vektory a formy a tak ∇Φ můžeme chápat jako vektorové pole vzniklé ze skalárńıho. V každém
bodě má gradient směr největš́ıho vzr̊ustu skalárńıho pole a velikost rovnou derivaci v tomto směru.

S využit́ım věty o úplném diferenciálu dostáváme výraz pro gradient v křivočarých souřadnićıch

∇f (qi(xj)) =
∑
i

∂f

∂qi
∇qi =

∑
i

∂f

∂qi

(
1

hi
~ei

)
=

1

h1

∂f

∂q1
~e1 +

1

h2

∂f

∂q2
~e2 +

1

h3

∂f

∂q3
~e3 (62)

Př́ıtomnost Laméových koeficient̊u ve jmenovateli si zapamatujeme tak, že gradient je změna na jednotku
délky ne na radián.

Př́ıklad: Pro funkci f = z = r cos θ dostáváme tato alternativńı návod na transformaci ~ez = ∇z do
sférických souřadnic

~ez = ∇(r cos θ) =
1

1

∂(r cos θ)

∂r
~er +

1

r

∂(r cos θ)

∂θ
~eθ +

1

r sin θ

∂(r cos θ)

∂φ
~φ = cos θ ~er − sin θ ~eθ +0 ~eφ . (63)

Divergence

Divergenci je možno chápat jako objemovou hustotu výtoku pole z okoĺı nějakého bodu

div ~E(~x) = lim
VΩ→0

1

VΩ

∮
∂Ω~x

~E(~x′) . d~S′ . (64)

Za těleso VΩ, jehož objem pošleme k nule zvoĺıme kvádř́ık < q1− ∆q1
2 , q1+

∆q1
2 > × < q2− ∆q2

2 , q2+
∆q2
2 >

× < q3− ∆q3
2 , q3+

∆q3
2 > v prostoru křivočarých souřadnic u nějž se při limitńım procesu nebude měnit poměr

stran, tedy ∆q1 = Q1ε, ...∆q3 = Q3ε při ε → 0. Jemu v prostoru odpov́ıdá objem ohraničený šesti (obecně
křivými) souřadnicovými plochami q′i = qi±∆qi

2 . Normály k těmto plochám jsou právě vektory křivočaré báze
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Figure 5: Př́ıklad ve dvou dimenźıch: funkce a vektorové pole jej́ıho gradientu.

a tak na každé ze stěn k toku vektorového pole přispěje právě jedna z (křivočarých) komponent vektorového

pole ~E. Pro takto zvolený objem bude př́ımo vidět geometrický význam vztahu pro divergenci vektorového
pole v křivočarých souřadnićıch.

Při odvozeńı diferenciálńıho výrazu pro divergenci v ortogonálńıch křivočarých souřadnićıch použijeme
vlastnost středńı hodnoty hladké funkce na obdélńıku Ω =< x − ∆x

2 , x + ∆x
2 > × < y − ∆y

2 , y + ∆y
2 >

o stranách ∆x a ∆y se středem v bodě [x, y]∫
Ω

f(x, y) dx dy = (f(x, y) + o(ε)) ∆x ∆y (65)

kde o(ε) popisuje limitńı chováńı, když polož́ıme ∆x = Xε, ∆y = Y ε a jdeme s ε→ 0.

Figure 6: K odvozeńı divergence v křivočarých souřadnićıch.

Při výpočtu toku pole podle (64) budeme integrovat přes šest stěn ohraničuj́ıćıch uvažovaný kvádr∮
∂Ω~x

~E(~x′) . d~S′ =

∫
1+

~E . d~S+
1 +

∫
1−

~E . d~S−
1 +

∫
2+

~E . d~S+
2 +

∫
2−

~E . d~S−
2 +

∫
3+

~E . d~S+
3 +

∫
3−

~E . d~S−
3 (66)
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Indexy u integál̊u označuj́ı, která z souřadnicových čar k ńı tvoř́ı normálu a jak je orientovaná. Např́ıklad

d~S+
1 =

∂~x

∂q′2
× ∂~x

∂q′3
dq′2 dq

′
3 = h2 ~e2 × h3 ~e3 dq

′
2 dq

′
3 = h2h3 ~e1 dq

′
2 dq

′
3 (67)

zat́ımco ~dS−
1 = −h2h3 ~e1 dq2 dq3 se lǐśı orientaćı. Ovšem

∫
1+

poč́ıtáme přes pravou stěnu kvádru, zat́ımco∫
1−

přes levou. Proto nesmı́me zapomenout, že Laméovy koeficienty se r̊uzných konćıch kvádru lǐśı. V

každém z bod̊u stěn 1± je vněǰśı normála rovna ±~e1 a tak jen prvńı komponenta pole ~E bude při integraci
hrát roli. Pro integrandy můžeme psát

~E . d~S+
1 = (E1 h2h3 dq

′
2 dq

′
3)|~x=[q1+

∆q1
2 ,q′2,q

′
3]

(68)

a výsledek integrace přes obdélńık [q′2, q
′
3] ∈< q2 − ∆q2

2 , q2 +
∆q2
2 > × < q3 − ∆q3

2 , q3 +
∆q3
2 > bude∫

1+

~E . d~S+
1 =

[
(E1h2h3)|~x=[q1+

∆q1
2 ,q2,q3]

+ o(ε)
]
∆q2 ∆q3 (69)

a je tedy až na zanedbatelné opravy určen hodnotou E1h2h3 ve středu stěny 1+. Podobně∫
1−

~E . d~S−
1 = −

[
(E1h2h3)|~x=[q1−

∆q1
2 ,q2,q3]

+ o(ε)
]
∆q2 ∆q3 (70)

je určeno hodnotou E1h2h3 ve středu stěny 1−. Cyklickou záměnou pak dostáváme hodnoty toku pole přes
zbylé stěny kvádru∮

~E.d~S = [E1h2h3]
[q1+

∆q1
2 ,q2,q3]

[q1−
∆q1
2 ,q2,q3]

∆q2 ∆q3 + [E2h1h3]
[q1,q2+

∆q2
2 ,q3]

[q1,q2−
∆q2
2 ,q3]

∆q1 ∆q3 + [E3h1h2]
[q1,q2,q3+

∆q3
2 ]

[q1,q2,q3−
∆q3
2 ]

∆q1 ∆q2 .

(71)
Pro určeńı hustoty potřebujeme znát hodnotu objemu kvádř́ıku, která je jak snadno nahlédneme

VΩ =

∫
dV =

∫
h1 h2 h3 dq1 dq2 dq3 =

[
(h1h2h3)|~x=[q1,q2,q3]

+ o(ε)
]
∆q1 ∆q2 ∆q3 (72)

Nyńı se ukáže proč je možno v limitě přibĺıžit tok stěnami hodnotou součinu délky stran a normálové složky
pole. Po vyděleńı objemem tělesa je třeba zanedbat výraz

o(ε) ∆q2 ∆q3
[(h1h2h3) + o(ε)] ∆q1 ∆q2 ∆q3

∼ o(ε)

∆q1
∼ o(ε)

ε
→ 0 , (73)

kde je použit předpoklad o stejnoměrném smršťováńı kvádru ve všech směrech. Za použit́ı definice parciálńı
derivace

f(q1 +
∆q1
2 , q2, q3)− f(q1 − ∆q1

2 , q2, q3)

∆q1
→ ∂f

∂q1 |~x=[q1,q2,q3]

(74)

dostaneme limitu středńı hodnoty toku pole z objemu Ω jako

div ~E =
1

h1h2h3

{
∂

∂q1
(E1h2h3) +

∂

∂q2
(E2h1h3) +

∂

∂q3
(E3h1h2)

}
(75)

Tento vzorec vyjadřuje návod ke spočteńı divergence vektorového pole známe-li složky pole v křivočaré a
nikoli kartézské bázi. Samozřejmě v př́ıpadě kartézských souřadnic s hx = hy = hz = 1 přejde na ∂xEx +
∂yEy + ∂zEz.

Př́ıklad: Divergenci vektorového pole ~er můžeme spoč́ıst jak př́ımo

div ~er = ∇.~r
r

= ∇.(~r1
r
) = ∇.(~r)1

r
+ (~r).∇1

r
=

3

r
+ ~r.

−~er
r2

=
2

r
(76)

a nebo s použit́ım právě odvozeného vztahu

div ~er =
1

hrhθhφ

{
∂

∂r
(1hθhφ) +

∂

∂θ
(0hrhφ) +

∂

∂φ
(0hrhθ)

}
=

1

r2 sin θ

∂

∂r
(r2 sin θ) =

2

r
(77)
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Rotace

Vyjdeme ze Stokesovy věty ∫
Σ

rot ~E . d~S =

∮
∂Σ

~E . d~l . (78)

Pokud plochu Σ rozděĺıme na mnoho “čtverečk̊u” tak, že ty sousedńı spolu sd́ılej́ı opačně orientované strany,
je možno Stokesovu větu chápat jako d̊usledek vyrušeńı se všech př́ıspěvk̊u k cirkulaci pole ~E přes tyto sd́ılené
strany. Jen ty strany čtverečk̊u, jež lež́ı na hranici Σ se nemaj́ı s č́ım vyrušit a “pospojováńım” daj́ı cirkulaci
~E přes hranici Σ.

Projekci rotace do směru ~n pole tedy můžeme spoč́ıst jako plošnou hustotu cirkulace pole

~n . rot ~E(~x) = lim
SΣ→0

1

SΣ

∮
∂Σ~x,~n

~E(~x′) . d~l′ (79)

kolem plošky Σ~x,~n s normálou ve směru ~n, jež se v limitě smršťuje do bodu ~x.
Pro nazlezeńı (diferenciálńıho) výrazu pro rotaci pole v křivočarých souřadnićıch zvoĺıme za ploškou SΣ

obdélńık (v prostoru křivočarých souřadnic) Σ =< q1 − ∆q1
2 , q1 + ∆q1

2 > × < q2 − ∆q2
2 , q2 + ∆q2

2 > jenž
v prostoru lež́ı na ploše q3 = konst., je ohraničen př́ıslušnými úseky souřadnicových čar a v každém bodě
má normálu ~n = ~e3. Pro zjednodušeńı budeme opět předpokládat neměnný poměr stran během limitńıho
procesu ∆qi ∼ ε.

Figure 7: K odvozeńı rotace v křivočarých souřadnićıch.

Cirkulaci pole okolo této plochy vyjádř́ıme jako součet∮
∂Σ

~E(~x′) . d~l′ =

∫
1+

~E . d~l+1 +

∫
1−

~E . d~l−1 +

∫
2+

~E . d~l+2 +

∫
2−

~E . d~l−2 (80)

Protože d~l±1 = ±h1~e1dq1 je křivkový integrál podél protilehlých stran 1±∫
1±

~E . d~l±1 = ±
[
(E1 h1)|~x=[q1,q2∓

∆q2
2 ,q3]

+ o(ε)
]
∆q1 (81)

a podél protilehlých stran 2±∫
2±

~E . d~l±2 = ±
[
(E2 h2)|~x=[q1±

∆q1
2 ,q2,q3]

+ o(ε)
]
∆q1 (82)

Po dosazeńı plošky obdélńıčku SΣ = h1h2 ∆q1 ∆q2 + o(ε) máme plošnou hustotu ve směru ~e3

~e3 . rot ~E =
1

h1h2 ∆q1 ∆q2

{
[E1h1∆q1]

−∆q2
2

+
∆q2
2

+ [E2h2∆q2]
+

∆q1
2

−∆q1
2

+ o(ε)∆q1 + o(ε)∆q2

}
(83)
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tedy po limitě, která vede k parciálńım derivaćım, vložeńı jednotky ve tvaru 1 = ~e3.~e3 a rozš́ı̌reńı zlomku
koeficientem h3

~e3 . rot ~E = ~e3 .
1

h1h2h3
h3~e3

{
− ∂

∂q2
(E1h1) +

∂

∂q1
(E2h2)

}
(84)

Tento vztah můžeme zapsat s použit́ım determinantu jako

~e3 . rot ~E = ~e3 .
1

h1h2h3

∣∣∣∣∣∣
0 0 h3~e3
∂

∂q1
∂

∂q2
0

h1 E1 h2 E2 0

∣∣∣∣∣∣ (85)

a nepřekvaṕı, že všechny složky rotace źıskáme vyč́ısleńım determinantu

rot ~E =
1

h1h2h3

∣∣∣∣∣∣
h1 ~e1 h2 ~e2 h3 ~e3

∂
∂q1

∂
∂q2

∂
∂q3

h1 E1 h2 E2 h3 E3

∣∣∣∣∣∣ (86)

Tento vzorec také ilustruje axiálńı charakter pole ∇× ~E – prohozeńım souřadnic a př́ıslušných vektor̊u báze
změńı rotace znaménko. Protože jsme při odvozeńı předpokládali, že křivka na obrázku má orientovanou
normálu ve směru ~e3, plat́ı tento vztah pouze pro orientovanou bázi splňuj́ıćı ~e1 × ~e2 = ~e3. To znamená, že
u souřadnic je d̊uležité pořad́ı. Proto voĺıme q1, q2, q3 jako x, y, z pro kartézské , r, θ, φ pro sférické a R,φ, z
pro válcové souřadnice.

Laplace̊uv operátor na skalárńı funkci

V elektrostatice budeme pracovat předevš́ım s operátorem ∆

∆Φ = ∇.∇Φ = div grad Φ (87)

složeńım již známého křivočarého vyjádřeńı obou operátor̊u dostáváme

∆Φ = div gradΦ =
1

h1h2h3

{
∂

∂q1

(
h2h3
h1

∂Φ

∂q1

)
+

∂

∂q2

(
h1h3
h2

∂Φ

∂q2

)
+

∂

∂q3

(
h1h2
h3

∂Φ

∂q3

)}
(88)

Př́ıklad: Pole nabitého kruhového disku

Zavedeme zploštělé sferoidálńı (někdy zvané elipsoidálńı) souřadnice

x =
√
s2 + a2 sin v cosφ

y =
√
s2 + a2 sin v sinφ

x = s cos v

jejich jméno je dáno faktem, že plocha s = konst. je rotačńı elipsoid s polárńım poloměrem menš́ım než
rovńıkovým (

x√
s2 + a2

)2

+

(
y√

s2 + a2

)2

+
(z
s

)2

= 1 . (89)

V nekonečnu, kde
√
s2 + a2 ∼ s přecházej́ı v souřadnice sférické (s → r , v → θ). Plocha s = 0 je disk o

poloměru a. Inverzńı transformace s(x, y, z) resp. cos v(x, y, z) źıskáme sečteńım resp. odečteńım výraz̊u√
(x2 + y2 + z2 − a2)2 + 4z2a2 = s2 + a2 cos2 v

x2 + y2 + z2 − a2 = s2 − a2 cos2 v

Tečné vektory k souřadnicovým čarám jsou

∂~x

∂s
= hs ~es =

[
s√

s2 + a2
sin v cosφ ,

s√
s2 + a2

sin v sinφ , cos v

]
(90)

∂~x

∂v
= hv ~ev =

[√
s2 + a2 cos v cosφ ,

√
s2 + a2 cos v sinφ , − s sin v

]
(91)
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∂~x

∂φ
= hφ ~eφ =

[
−
√
s2 + a2 sin v sinφ ,

√
s2 + a2 sin v cosφ , 0

]
(92)

Laméovy koeficienty jsou

hs =

∣∣∣∣∂~x∂s
∣∣∣∣ =

√
s2 + a2 cos2 v

s2 + a2
(93)

hv =

∣∣∣∣∂~x∂v
∣∣∣∣ =

√
s2 + a2 cos2 v (94)

hφ =

∣∣∣∣∂~x∂φ
∣∣∣∣ =

√
s2 + a2 sin v (95)

–3

–2

–1

0

1

2

3

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figure 8: Sferoidálńı souřadnice v polorovině x−z. Souřadnice v prostoru vzniknou jejich rotaćı, tj. přidáńım
souřadnice φ. Oblouky elips na obrázku přejdou na rotačńı sferoidy (povrchy elipsoid̊u). Ty pro potenciál
Φ(s) závisej́ıćı jen na souřadnici s představuj́ı zároveň i ekvipotenciálńı plochy.

Budeme hledat obdobu pole bodového náboje ve sférických souřadnićıch, kde Φ(r), tedy potenciál Φ(s)
závisej́ıćı jen na souřadnici s. Až uspějeme, źıskáme pole tvořené vodiči ve tvaru zploštělého rotačńıho
elipsoidu, př́ıpadně kruhového disku, protože to je tvar ploch s = konst. a potenciál, jenž záviśı jen na této
souřadnici muśı mı́t ekvipotenciálńı plochy stejné.

Laplaceova rovnice pro potenciál Φ(s) má tvar

0 = ∆Φ(s) =
1

hshvhφ

∂

∂s

[
hvhφ
hs

∂

∂s
Φ(s)

]
(96)

tedy po dosazeńı Laméových keficient̊u a vykráceńı faktoru hshvhφ

∂

∂s

[
(s2 + a2)

∂

∂s
Φ(s)

]
= 0 . (97)

Protože uvažujeme závislost potenciálu na jediné souřadnici muśıme řešit jen obyčejnou diferenciálńı
rovnici a jej́ı řešeńı s dvěma integračńımi konstantami α a β je

Φ(s) = α
(
arctan

s

a
+ β

)
(98)

Hodnotu β = −π/2 urč́ıme z podmı́nky Φ(s = ∞) = 0. Určit hodnotu α můžeme několika zp̊usoby. Jed-

nou možnost́ı je spoč́ıst náboj jako tok elektrického pole skrze plochu s = konst.. Zde je d~S = (hvdv) (hφdφ)~es
a elektrické pole spočteme známým vztahem pro gradient a źıskáme tak

Q =

∮
(ε0∇Φ).d~S = ... =

∫
−aε0α sin v dv dφ = −4πε0aα (99)
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Druhou možnost́ı je rozvinout v okoĺı nekonečna funkci

arctan x =

∫ x dx

x2 + 1
=

∫ xdx

x2
1

1 + 1
x2

=

∫ x dx

x2

[
1− 1

x2
+ ...

]
=

∫ x

dx

[
1

x2
− 1

x4
+ ...

]
=
π

2
− 1

x
+

1

3x3
∓...

(100)
tedy

Φ(s) ∼ α
(
β +

π

2
− a

s
+ ...

)
(101)

a uvážit, že potenciál se zde muśı chovat jako 1
4πε0

1
s neboť pro velká s tato souřadnice splývá se sférickou

souřadnićı r. Tedy výsledný potenciál má tvar

Φ(s) =
Q

4πε0a

(π
2
− arctan

s

a

)
(102)

Budeme-li uvažovat, že plocha s = s0 je vyplněna vodičem a spočteme skok elektrické intenzity na jeho
povrchu dostáváme plošnou nábojovou hustotu

σ = ε0Div ~E = ε0~es. ~Evně = − ε0
1

hs

∂

∂s
Φ(s)s=s0 =

Q

4π

1√
s20 + a2

1√
s20 + a2 cos2 v

(103)

Př́ıpad s0 6= 0 popisuj́ıćı pole nabitého rotačńıho elipsoidu nab́ıźı cvičeńı: jak souviśı plošná nábojové
hustota na rovńıku a na pólech s poloosami elipsoidu? Zde si všimneme situace, kdy se pro s0 = 0 elipsoid
redukuje na nabitý vodivý disk. Tehdy roste nábojová hustota na kraji disku do nekonečna

σ(x, y) =
Q

4πa

1√
a2 − x2 − y2

(104)

Integraćı můžeme ověřit, že celkový náboj na disku je stále Q, přičemž tak jak disk vznikl zploštěńım tělesa,
je uvedená nábojová hustota př́ıtomna z obou stran disku.

Kapacitu kruhového disku dostáváme

C =
Q

Φ(s = s0)
= 8ε0a (105)

tedy π/2 krát menš́ı než je kapacita koule stelného pr̊uměru. H. Cavendish roku 1773 experimentálně určil
tento poměr jako 1.541 !

Greenovy věty

Když v identitě div f ~A = ~A.grad f + fdiv ~A polož́ıme ~A = grad g dostáváme

f∆g = ∇.(f∇g)−∇f . ∇g (106)

s použit́ım Gaussovy věty pak prvńı Greenovu větu (identitu) IGV[f,g]∫
Ω

f∆g d3x =

∮
∂Ω

f∇g . d~S −
∫
Ω

∇f . ∇g d3x . (107)

Druhá Greenova věta vznikne jako rozd́ıl IIGV[f,g]=IGV[f,g]-IGV[g,f]∫
Ω

(f∆g − g∆f) d3x =

∮
∂Ω

(f∇g − g∇f) . d~S . (108)

Středńı hodnota řešeńı Laplaceovy rovnice

Nechť funkce Φ splňuje Laplaceovu rovnici ∆Φ = 0. S použit́ım druhé Greenovy identity dokážeme, že
hodnota Φ ve středu koule Ω = Ka(0) je rovna pr̊uměru hodnot na jej́ım povrchu, tedy sféře ∂Ω = Sa(0).
Pak IIGV[1/r,Φ] dává ∫

Ω

(
1

r
∆Φ− Φ∆

1

r
) d3x =

∮
∂Ω

(
1

r
∇Φ− Φ∇1

r
) . d~S . (109)
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Př́ıslušné čtyři integrály (zleva doprava) jsou 0, +4πΦ(0) (proto jsme volili funkci 1/r), 0 (d̊usledek nepř́ıtomnosti
náboje v kouli) a 1

a2

∫
ΦdS, a tedy plat́ı

Φ(0) =

∮
Sa(0)

Φ
dS

4πa2
. (110)

Samozřejmě tato zaj́ımavá vlastnost řešeńı Laplaceovy rovnice plat́ı i pro sféry se středem mimo počátek
souřadnic a má za d̊usledek, že řešeńı Laplaceovy rovnice na nějaké oblasti může nabývat extrému jen na jej́ı
hranici. (Jednoduchý d̊ukaz sporem).

Formulace úlohy v elektrostatice

Protože předem nev́ıme jak se náboje ve vodiči rozmı́st́ı, vyjmeme oblast vyplněnou vodičem z prostoru a
Poissonovu rovnici řeš́ıme jen na zbytku, oblasti Ω, kde je nábojová hustota známa. Na hranici (okraji) této
oblasti, již tvoř́ı nekonečno (nebeská sféra) a hranice jednotlivých vodič̊u pak předeṕı̌seme hodnoty potenciálu
– urč́ıme okrajové podmı́nky.

Existence řešeńı takto zadané úlohy neńı samozřejmá. Jako př́ıklad špatně zadané úlohy může posloužit
hledáńı potenciálu jež v nekonečnu vymiźı ale v počátku souřadnic má konečnou hodnotu. Protože symetrie
úlohy dává řešeńı Φ(r) = A + B/r, vid́ıme, že pro B 6= 0 nemůže být v počátku souřadnic řešeńı konečné.
Podobně ze cvičeńı známé řešeńı popisuj́ıćı pole protáhlého rotačńıho elipsoidu jasně ř́ıká, že ani na úsečka
neńı dobrou oblast́ı, kde bychom mohli určit potenciál. Jako poučeńı z toho plyne, že z ploch, jež tvoř́ı hranici
oblasti Ω a na nichž chceme zadat potenciál (obvykle to jsou povrchy vodič̊u), nesměj́ı vyčuhovat úsečkám
podobné hroty.

Jednoznačnost

Máme-li dvě řešeńı Φ1 a Φ2 stejné elektrostatické úlohy, v́ıme že jejich rozd́ıl splňuje Laplaceovu rovnici a
vymiźı na hranici. Tyto dvě vlastnosti anuluj́ı dva ze tř́ı integrál̊u v prvńı Greenově větě IGV[Φ1−Φ2,Φ1−Φ2]
a tak plat́ı, že integrál kvadrátu gradientu rozd́ılu obou potenciál̊u přes objem oblasti

∫
|∇(Φ1 −Φ2)|2d3x je

nulový. Protože se oba potenciály hranici shoduj́ı, jsou tedy stejné i kdekoli uvnitř.

Matice kapacit soustavy vodič̊u

Pokud se mimo povrch vodič̊u nenacházej́ı žádné náboje jsou při daném tvaru a poloze vodič̊u jediným
volným parametrem hodnoty potenciálu na povrchu vodič̊u VA. Každé z řešeńı Φ můžeme složit kombinaćı∑

A UAΨA “bázových” řešeńı ΨA(~x) splňuj́ıćıch okrajové podmı́nky ΨA(~x ∈ ∂VB) = δAB . Samozřejmě,
nalézt tato bázová řešeńı je stejně obt́ıžné jako vyřešit p̊uvodńı zadáńı. Pomohou nám ale pochopit význam
matice kapacit. Ta popisuje souvislost napět́ı na vodič́ıch a kapacit na nich.

QB =

∮
∂VB

(−ε0∇Φ).d~S =

∮
∂VB

(−ε0∇
∑
A

UAΨA).d~S =
∑
A

UA

∮
∂VB

(−ε0∇ΨA).d~S =
∑
A

CBA UA ,

(111)

kde jsme zavedli matici kapacit CBA =
∮
∂VB

(−ε0∇ΨA).d~S. A-tý sloupec matice kapacit udává, jaký náboj
je třeba umı́stit na vodiče určené indexem B, aby na vodiči VA byl jednotkový potenciál a na ostatńıch
nula. Tato souvislost koeficient̊u matice kapacit a funkćı ΨA umožňuje nahlédnout, že diagonálńı koeficienty
musej́ı být kladné, zat́ımco koeficienty nediagonálńı musej́ı být záporné, př́ıpadně nulové. To proto, že řešeńı
Laplaceovy rovnice ΨA nabývá extrému na vodič́ıch. V okoĺı toho z vodič̊u, na němž je jednotkový potenciál,
je potenciál nižš́ı než na jeho povrchu a nábojová hustota na jeho povrchu muśı být kladná, v okoĺı vodič̊u
s nulovým potenciálem je naopak vyšš́ı potenciál než na jejich povrchu a nábojová hustota zde muśı být
záporná (př́ıp. nulová, je-li celý obklopen jiným uzemněným vodičem). Jinými slovy, siločáry pole ΨA vedou
z jediného vodiče s nenulovým potenciálem VA do nekonečna nebo na některý z jiných vodič̊u. Pokud některé
ze siločar konč́ı na vodiči B, muśı tento být nabit záporně.

S využit́ım vztahu ΨA(~x ∈ ∂VB) = δAB a druhé Greenovy identity je vidět, že matice kapacit je symetrická

CBA−CAB =

∮
∂VB

(−ε0∇ΨA).d~S−
∮
∂VA

(−ε0∇ΨB).d~S =

∮⋃
∂VX

ΨB (−ε0∇ΨA).d~S−
∮⋃

∂VX

ΨA (−ε0∇ΨB).d~S =

(112)
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= + ε0

∫
Ω

(ΨB ∆ΨA −ΨA ∆ΨB) d
3x = 0 , (113)

přičemž změna znaménka před objemovým integrálem je zapř́ıčiněna opačnou orientaćı hranice oblasti ∂Ω a
hranice vodič̊u

⋃
∂VX .

Energie elektrostatického pole

Energie soustavy bodových náboj̊u se v rámci elektrostatiky konstruuje jejich postupným stěhováńım
z nekonečna, kde předpokládáme, že jsou od sebe natolik vzdáleny abychom mohli počátečńı energii takto
rozptýlené soustavy zanedbat. Při stěhováńı A-tého náboje z nekonečna do bodu xA na něj p̊usob́ı již
přestěhovaných A − 1 náboj̊u a vykonáme práci (d́ıky rot ~E = 0 nezávislou na cestě) proti silám pole na
náboj jenž stěhujeme

WA = −
∫ xA

∞
qA ~EA . d~l =

∫ xi

∞
qA(+grad ΦA−1) . d~l =

∫ xi

∞
qA dΦA−1 = qA ΦA−1 . (114)

Pro přestěhováńı všech náboj̊u je potřeba vykonat práci

W =
∑
A

qA
∑
B<A

qB
4πε0

1

|~xA − ~xB |
=

1

2

∑
A

∑
B 6=A

1

4πε0

qA qB
|~xA − ~xB |

(115)

Tentýž vztah lze psát

W =
1

2

∑
A

qA Φ′
A(~xA) (116)

kde Φ′
A(~xA) označuje elektrický potenciál v bodě ~xA pokud by tam nebyl náboj qA.

Vyjádřit energii elektrostatického pole spojitého rozložeńı náboj̊u můžeme po náhradě qA → ρ(~x′)d3x′

W =
1

2

∫
ρ(~x′) Φ(~x′) d3x′ =

1

2

∫∫
1

4πε0

ρ(~x′) ρ(~x)

|~x− ~x′|
d3x′ d3x (117)

přičemž pro spojité rozložeńı nemáme zapotřeb́ı vynechávat z potenciálu Φ(~x′) vliv nábojové hustoty v
bodě ~x′. Toto nevynecháńı je ovšem zdrojem rozd́ıl̊u mezi t́ımto vztahem a výše uvedeným vztahem pro
soutavu bodových náboj̊u. Např́ıklad soustava tvořená jediným náboje má kv̊uli

∑
A6=B nulovou energii.

Ovšem, pokuśıme-li se spoč́ıst energii tohoto jediného náboje integraćı (singulárńı) nábojové hustoty δ(~x−~x′),
neuspějeme.

Pokud mı́sto bodového náboje zkoumáme pole rovnoměrně nabité kuličky o poloměru a a náboji Q bud́ıćı
okolo sebe pole

Φ(r) =

{
Q

4πε0
3a2−r2

2a3 r < a
Q

4πε0r
r ≥ a

, (118)

dostáváme energii W = 1
2

∫
Φρd3x = 1

2
Q2

5
3πε0

1
a → ∞ .

Bodové náboje tedy podle tohoto vztahu maj́ı nekonečnou vlastńı energii a to i když sed́ı opuštěny
v nekonečnu. Tak lze chápat nesoulad mezi spojitým a diskrétńım vztahem pro energii v elektrostatice.
Protože proces vzniku reálných protěǰsk̊u bodových náboj̊u – třeba elektron̊u – nespadá do elektrostatiky
nepředstavuje zde nekonečná vlastńı energie vážněǰśı komplikaci. Upozorňuje ale na fakt, že bodový náboj
by měl předevš́ım sloužit jako pomůcka při řešeńı lineárńıch rovnic pole, např. ∆POLE = ZDROJ , kde
jej ještě nav́ıc můžeme nazývat Greenovou funkćı – ale do nelineárńıch vztah̊u, např.

∫
(ZDROJ ∗ POLE)

nezapadá.
V mı́stě bodových a lineárńıch náboj̊u je hodnota potenciálu nekonečná a tak můžeme očekávat nekonečnou

energii takovýchto objekt̊u. Energie plošného rozložeńı náboje již může být konečná. Dobře to vid́ıme u en-
ergie soustavy vodič̊u popsaných matićı kapacity

W =
1

2

∫
Φρd3x =

1

2

∑
A

∑
B

CABUAUB =
1

2

∑
A

∑
B

C−1
ABQAQB (119)
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Energie elektrostatického pole

Prozat́ım jsme mluvili o energii náboj̊u. S použit́ım Poissonovy rovnice a IGV[Φ,Φ] dostáváme

W =
1

2

∫
IR3

φρ d3x =
1

2

∫
IR3

Φ(−ε0∆Φ) d3x =
1

2

∫
∂IR3

Φ (−ε0∇Φ).d~S− 1

2

∫
IR3

∇Φ . (−ε0∇Φ) d3x . (120)

Pokud plat́ı, že Φ(∞) = 0 a máme jen konečné množstv́ı náboje (v tom smyslu, že existuje nějaké K takové,
že |∂rΦ| < K/r2 pro dostatečně velká r), vymiźı př́ıslušný plošný integrál a energii můžeme vyjádřit jako

objemový integrál hustoty energie elektrostatického pole w = ε0| ~E|2

W =
ε0
2

∫
IR3

|∇Φ|2d3x. (121)

V rámci elektrostatiky nelze rozhodnout, zda tato energie pole má samostatný význam – pole bude v každém
okamžiku svázáno s náboji.

Zaj́ımavá je tato rovnost např́ıklad pro soustavu vodič̊u, kdy energie je popsána jednak kvadratickou
formou potenciál̊u na vodič́ıch (119), jednak integrálem z hustoty energie elektrického pole – nab́ıźı se tu
analogie z mechaniky, kde energie deformace tělesa

∫
(deformace)2dV dává potenciálńı energii soustavy

pružinami pospojovaných těles
∑
VABxAxB charakterizovanou posunut́ımi z rovnovážné polohy xA.

Př́ıklad: Spočtěte energii pole nabité sféry oběma zp̊usoby. Můžete zkusit i pro pole nabitého disku.
Př́ıklad: Śıla mezi deskami kondenzátoru (kde se vezme faktor 1/2, pole jedné nabité desky a jeho p̊usobeńı

na druhou desku).

Nehomogenńı úloha

Vlož́ıme-li do bĺızkosti vodiče náboj, přeskuṕı se nosiče náboje ve vodiči tak aby jejich pole vyrušilo tečnou
složku elektrického pole buzeného nábojem. Proto je za př́ıtomnosti vodič̊u řešeńı Poissonovy úlohy mnohem
obt́ıžněǰśı. Pokud bychom znali hodnoty pole G(~r, ~r′) v bodě ~r, jaké bud́ı jednotkový bodový náboj s
ρ = δ3(~r−~r′) umı́stěný do bodu ~r′, můžeme výsledné pole popsat jako jejich superpozici. Potenciál bodového
náboje G(~r, ~r′) splňuje Poissonovu (Greenovu) rovnici

∆G(~r, ~r′) = − 1

ε0
δ3(~r − ~r′) (122)

s nulovými okrajovými podmı́nkami G(~r ∈ ∂Ω, ~r′) = 0 Řešeńı Poissonovy rovnice s hustotou ρ(~x) pak źıskáme
jako

Φ(~r) =

∫
ρ(~r′) G(~r, ~r′) d3r , (123)

což představuje obdobu vztahu (32), přičemž ovšem takto spočtený potenciál nyńı nav́ıc splňuje nulové
okrajové podmı́nky na hranici uvažované oblasti.

Problém: Jaká zaj́ımavá vlastnost vyplyne z IIGV[G(~r,~a),G(~r,~b)] ?
O funkci G v́ıme, že protože jde o pole bodového náboje ovlivněné př́ıtomnost́ı náboj̊u vně Ω je možno

psát

G(~r, ~r′) =
1

4π|~r − ~r′|
+ F (~r, ~r′) (124)

kde F (~r, ~r′) popisuje pole od náboj̊u ve vodič́ıch.

Metoda zrcadleńı

Hledáńı funkce F neńı snadné a analytické výsledky je možné źıskat jen pro speciálńı tvar vodič̊u. V př́ıpadě
bodového náboje v bĺızkosti nekonečné uzemněné roviny z = 0 je možné za funkci F zvolit pole bodového
náboje s opačným znaménkem v mı́stě zrcadlového obrazu bodu ~r′, ~r′′ = [x′, y′,−z′]. Takto zvolená poloha
fiktivńıho náboje zp̊usob́ı, že

G(~r, ~r′) =
1

4π

[
1√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2
− 1√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z + z′)2

]
(125)
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jen nulová v z = 0 nezávise na ~x′.
Cvičeńı: ukažte, že na povrchu roviny śıdĺı nábojová hustota

σ(x, y) = − Q

4π

2z′

[(x− x′)2 + (y − y′)2 + z′2]
3/2

(126)

umı́st́ıme-li do bodu ~r′ náboj Q.

Kulová inverze

Ještě jeden tvar vodiče umožňuje explicitně nalézt G(~r, ~r′) – koule. Máme-li funkci Ψ(r, θ, φ) splňuj́ıćı rovnici

∆Ψ = χ (127)

splňuje funkce

Φ(r, θ, φ) =
a

r
Ψ(
a2

r
, θ, φ) (128)

rovnici

∆Φ(r, θ, φ) =
a5

r5
χ(
a2

r
, θ, φ) (129)

Speciálně tak kulovou inverśı

~r′ =

(
a

|~r|

)2

~r (130)

přecháźı jedno řešeńı Laplaceovy rovnice na druhé tak, že vnitřek přejde na vněǰsek a naopak a nav́ıc se
hodnoty na povrchu koule nezměńı (proto faktor a/r).

Př́ıklad: Funkce Ψ = 1 je triviálńı řešeńı Laplaceovy rovnice, jeho kulová inverse Φ = a/r pak představuje
Coulombické pole. Zat́ımco funkce Ψ = z = r cos θ popisuje homogenńı elektrické pole. Jej́ı kulová inverse
Φ ∼ cos θ/r2 je potenciál elektrického dipólu.

Cvičeńı: Všimněte si, že rozd́ıl Ψ− Φ je nulový na sféře o poloměru a. Nenechaj́ı-li se zdroje potenciálu
Ψ ovlivnit vložeńım vodivé koule, lze výsledný potenciál nalézt právě jako tento rozd́ıl. Ukažte, že po
vložeńı vodivé koule o poloměru a do homogenńıho pole Ψ = Er cos θ má výsledný potenciál tvar Ψ − Φ =
E(r − a3/r2) cos θ. Spočtěte plošnou nábojovou hustotu na povrchu této vodivé koule.

Je zaj́ımavé, že kulovou inverźı pole bodového náboje vznikne též pole bodového náboje a tak

G(~r, ~r′) =
1

4π

[
1

|~r − ~r′|
−

a
|~r′|

|~r − ~r′′|

]
~r′′ =

(
a

|~r′|

)2

~r′ (131)

kde ~r′′ je poloha fiktivńıho náboje nacházej́ıćıho se uvnitř koule. S rostoućı vzdálenost́ı od vodiče klesá i jeho
náboj a

|~r′| . To lze popsat tak, že s rostoućı vzdálenost́ı od vodiče klesá počet siločar, které skonč́ı na vodiči s

nulovým potenciálem a roste počet těch, které skonč́ı v nekonečnu.

Řešeńı Laplaceovy rovnice ve sférických souřadnićıch

Velký praktický význam má studovat pole vytvářené zdrojem s omezeným objemem. Tuš́ıme, že daleko
od zdroje si takové můžeme představit jako známé řešeńı Laplaceovy rovnic – pole bodového náboje 1/r.
Jako proměnná charakterizuj́ıćı vzdálenost od tělesa se zde přirozeně objev́ı sférické souřadnice. Než zjist́ıme
jak vypadá daľśı člen, jehož př́ıtomnost můžeme v potenciálu daleko od zdroje očekávat, zkuśıme se bĺıže
seznámit s prostorem funkćı, které představuj́ı daľśı řešeńı Laplaceovy rovnice ve sférických souřadnićıch.

Úloha s předepsaným potenciálem na sféře

Předpokládejme, že uvnitř jednotkové koule splňuje pole Φ Laplaceovy rovnici. Vı́me, že zadáme-li jeho
hodnoty na jej́ı hranici – jednotkové sféře, máme nejvýše jedno řešeńı. Předpokládejme, že hraničńı podmı́nka
zńı

Φ(θ, φ) = U cos2 θ , (132)
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tedy zvolili jsme konkrétńı hladkou funkci na sféře. Plat́ı, že na sféře je zadaný potenciál roven

Φ(θ, φ) = Uz2 , (133)

tedy je úměrný kvadrátu souřadnice z. Za pokus tedy stoj́ı hledat řešeńı Φ(x, z, y) na prostoru polynomů
stupně ≤ 2 v kartézských souřadnićıch. Vyřešeńı téhle úlohy vyžaduje nalézt všechny rovnice pro neznámé
koeficienty. Pro polynomy takto ńızkého stupně vyjde jen jedna rovnice z podmı́nky ∆Φ = 0, zat́ımco
zbylé jsou dány pr̊uběhem hodnoty potenciálu na hranici, kde je třeba sféru parametrizovat pomoćı θ a φ a
požadovat rovnost koeficient̊u u všech nezávislých trigonometrických funkćı. Po určeńı všech koeficient̊u jako
řešeńı soustavy lineárńıch rovnic nalezneme řešeńı uvnitř koule

Φ(x, y, z) =
U

3
(1 + 2z2 − x2 − y2) . (134)

Protože kulovou inverśı se vše, co bylo uvnitř dostane ven a zároveň se hodnoty na povrchu koule nezměńı,
tento invertovaný potenciál

Φ(x, y, z)′ =
U

3

(
1

|r|
+

2z2 − x2 − y2

|r|5

)
(135)

popisuje pole vně koule s výše předepsanými okrajovými podmı́nkami.
Počet polynomů ve třech proměnných x, y a z stupně právě L je nL = (L+1)(L+2)/2. Např́ıklad máme 6

polynomů stupně právě 2 – x2, y2, z2, xy, yz a zx. Počet polynomů stupně ≤ L je NL =
∑
nL = (L+1)(L+

2)(L + 3)/6. Laplace̊uv operátor sńıž́ı řád polynomu od dva, a tak Laplaceova rovnice představuje nL−2

resp. NL−2 podmı́nek. Uvažujeme-li polynomy stupně právě L, bude mezi nimi právě nL − nL−2 = 2L+ 1
nezávislých polynomů řeš́ıćıch Laplaceovu rovnici. Působeńı Laplaceova operátoru na kvadratické polynomy
dává konstantu a tedy dimenze oboru hodnot na tomto prostoru je 1. Proto máme 6 − 1 = 5 nezávislých
kvadratických polynomů splňuj́ıćıch Laplaceovu rovnici, např. 2z2−x−y2, x2− y2, xy, yz a zx. Uvažujeme-li
polynomy stupně ≤ L bude mezi nimi

(L+ 1)2 =

L∑
l=0

(2l + 1) = 1 + 3 + 5 + ...+ (2L+ 1) (136)

nezávislých řešeńı Laplaceovy rovnice.
Tato řešeńı nelze katalogizovat ve tvaru s rovnoprávně zastoupenými souřadnicemi x,y a z. Např́ıklad tři

funkce x2+y2−2z2, y2+z2−2x2 a z2+x2−2y2 daj́ı nulový součet a při vylučováńı “té závislé” vneseme do
seznamu asymetrii. Nejúsporněǰśı je pak následuj́ıćı zápis katalogu polynomiálńıch řešeńı Laplaceovy rovnice

φ00 = 1
φ10 = z φ1±1 = x± iy
φ20 = 2z2 − x2 − y2 φ2±1 = z(x± iy) φ2±2 = (x± iy)2

...

(137)

v němž je využito komplexńı kombinace x ± iy pro dosažeńı co neǰsetrněǰśıho zápisu. Samozřejmě Reφlm
a Imφlm představuj́ı alternativu k φlm a φ̄lm = φl−m. Komplexńı zápis ale přijde vhod při poč́ıtáńı ∆φlm,
protože ∆u(x + iy) = 0 pro každou holomorfńı fuknci u, tedy i m-tou mocninu (x + iy)m. Nav́ıc v takto
uspořádaném seznamu je tvar každé z bázových funkćı φlm až na jej́ı normováńı jednoznačně určen, protože

má tvar součinu polynomu (x+ iy)|m| stupně |m| a polynomu Q
|m|
l (z, x2 + y2) stupně l− |m| a pro takovéto

funkce představuje Laplaceova rovnice právě odpov́ıdaj́ıćı počet rovnic pro neznámé koeficienty polynomu

Q
|m|
l .

Separace Laplaceovy rovnice ve sférických souřadnićıch

Laplacián ve sférických souřadnićıch má tvar

∆Φ =
1

r

∂2

∂r2
(rΦ) +

1

r2

[
1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
Φ) +

1

sin2 θ

∂2

∂φ2
Φ

]
=

1

r

∂2

∂r2
(rΦ) +

1

r2
∆ΩΦ , (138)

zde definujeme úhlovou část Laplaciánu ∆Ω. Odděĺıme závislost na jednotlivých proměnných do tvaru součinu

Φ(r, θ, φ) = f(r) g(θ) h(φ) . (139)
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č́ımž Laplaceova rovnice źıská tvar

∆(f(r) g(θ) h(φ)) =
1

r
(rf)′′gh+

1

r2

[
1

sin θ
(sin θg′)′fh+

1

sin2 θ
h′′fg

]
= 0 . (140)

Rovnici vyděĺıme součinem fgh a v souladu s principem separace proměnných funkci h(φ) zvoĺıme tak, aby
splňovala rovnici h′′/h = konst. tedy h = eλφ. Pro nutně periodickou funkci h(φ) periodické souřadnice φ
zvoĺıme λ = im, tedy h(φ) = eimφ. Poté přeṕı̌seme Laplacovu rovnici ∆Φ do tvaru

1

f
r(rf)′′ = − 1

g

[
1

sin θ
(sin θg′)′ − m2

sin2 θ
g

]
. (141)

Na levé straně vystupuj́ı pouze funkce (a derivace podle) r, na pravé straně pouze funkce (a derivace podle) θ,
obě tedy muśı představovat nějakou konstantu. Jej́ı zápis je zřejmý z faktu, že levá strana 1

f r(rf)
′′ = konst.

představuje diferenciálńı rovnici s polynomiálńımi řešeńımi a tak tuto konstanu zaṕı̌seme jako l(l+1) a řešeńı
i s integračńımi konstantami má tvar

fl(r) = arl +
b

rl+1
. (142)

Očividně jde o dvě navzájem kulově inverzńı funkce.
Naopak pravá strana (141) představuje netriviálńı Legenderovu diferenciálńı rovnici a nalézt a analyzovat

jej́ı řešeńı neńı snadné. Proto maj́ı svoje označeńı Pm
l (cos θ). Výsledné separované řešeńı má tvar

Φ =

(
arl +

b

rl+1

)
Pm
l (cos θ) eimφ (143)

Zat́ımco pro každé l existuje alespoň jedno v počátku regulárńı řešeńı fl(r), funkce sin θ vystupuj́ıćı ve
jmenovateli člen̊u v Legenderově rovnici je nulová na obou pólech θ = 0, π a požadavek na regulárńı g(θ)
omezuje hodnoty l na celá nezáporná č́ısla a m na celá č́ısla taková, že |m| ≤ l. Mı́sto řešeńı diferenciálńı
rovnice můžeme Legenderovy funkce Pm

l (cos θ) až na normalizačńı faktor nalézt srovnáńım separovaného
řešeńı s již dř́ıve nalezenými polynomiálńımi řešeńımi, jež odpov́ıdaj́ı volbě f(r) = rl. Např́ıklad pro l =
2,m = 1 máme

φ21 = z(x+ iy) = (r cos θ) (r sin θ cosφ+ ir sin θ sinφ) = (r2)(cos θ sin θ)(cosφ+ i sinφ) (144)

kde můžeme jasně identikovat funkce f(r), g(θ) a h(φ), tedy i hledaný tvar P 1
2 (cos θ) ∼ cos θ sin θ.

Připomeňme, že nalezeńı separovaného řešeńı má praktický význam. Bude-li množina řešeńı fl(r) tvořit
hustou bázi ve vhodném prostoru funkćı jedné proměnné r, množina řešeńı gk(ϑ) tvořit hustou bázi v prostoru
funkćı jedné proměnné ϑ a podobně pro hm(φ), budou funkce Ψklm(~r) = fl(r) gk(ϑ) hm(φ) tvořit hustou bázi
v prostoru funkćı všech tř́ı proměnných. Nalezeńı separovaných řešeńı laplaceovy rovnice pak umožńı pro
každé l,m nalézt takové k(l,m)m, že Φkm(~r) = fl(r) glm(ϑ) hm(φ) je hustou báźı prostoru řešeńı Laplaceovy
rovnice. V následuj́ıćıch odstavćıch ukážeme, že tato separovaná řešeńı maj́ı ještě hlubš́ı matematický i
fyzikálńı význam, speciálně, že koeficienty v pole splňuj́ıćıho Laplaceovu rovnici vně omezeného zdroje jsou
př́ımo určeny rozložeńım náboje uvnitř zdroje.

Pole daleko od zdroje

Řešeńı Poissonovy rovnice v celém prostoru má známý tvar

4πε0Φ(~r) =

∫
V

ρ(~r ′)

|~r − ~r ′|
d3r′ . (145)

V situaci, kdy jsou zdroje umı́stěny v ohraničené oblasti V , pro niž plat́ı |~r| � |~r ′| ∀ ~r ′ ∈ V , se nab́ıźı
použ́ıt Taylor̊uv rozvoj funkce 1/|~r − ~r ′|

1

|~r − ~r ′|
=

1

|~r|
+

1

1!
∂′i

1

|~r − ~r ′|

∣∣∣∣
~r ′=0

r′i +
1

2!
∂′ij

1

|~r − ~r ′|

∣∣∣∣
~r ′=0

r′i r
′
j +

1

3!
∂′ijk

1

|~r − ~r ′|

∣∣∣∣
~r ′=0

r′i r
′
j r

′
k + ... (146)
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Př́ıslušné parciálńı derivace

∂′i
1

|~r − ~r ′|

∣∣∣∣
~r ′=0

=
M

(1)
i

(~r)

r3 , M
(1)
i (~r) = ri,

∂′ij
1

|~r − ~r ′|

∣∣∣∣
~r ′=0

=
M

(2)
ij

(~r)

r5 , M
(2)
ij (~r) = 3rirj − r2δij ,

∂′ijk
1

|~r − ~r ′|

∣∣∣∣
~r ′=0

=
M

(3)

ijk
(~r)

r7 , M
(3)
ijk(~r) = 15rirjrk − 3(δijrk + δjkri + δkirj)r

2 = 15rirjrk − 9 δ(ijrk) r
2,

přestávaj́ı být pro větš́ı řády l použitelné pro praktické poč́ıtáńı. Protože jsou to úplně symetrické tenzory
může být z jejich s 3l složek, nanejvýš (l+ 1)(l+ 2)/2 nezávislých. Nav́ıc splňuje každý z polynomů-tenzor̊u

M
(l)
ijk...(~r) podmı́nku nulové stopy, neboť v uvažované oblasti |~r| � |~r ′| je splňuje (146) Laplaceovu rovnici,

což sńıž́ı počet nezávislých komponent tohoto tenzoru na pouhých 2l + 1. To je vidět nejsnáze z toho, že

kulovou inverśı funkce M
(l)
ijk...(~r)/r

2l+1 dostáváme polynom M
(l)
ijk...(~r) stupně l. Počet nezávislých polynomů

tohoto stupně, jež splňuj́ı Laplaceovu rovnici jsme již dř́ıve určili jako 2l + 1.

Nulovost stop můžeme využ́ıt k tomu, že taylorovské polynomy např. r′i r
′
j r

′
k nahrad́ıme 1/15M

(3)
ijk(~r

′)
atp., č́ımž rozvoj źıská symetrický tvar

1

|~r − ~r ′|
=

1

r
+
M

(1)
i (~r)M

(1)
i (~r ′)

r3
+

1

2!.3

M
(2)
ij (~r)M

(2)
ij (~r ′)

r5
+

1

3!.15

M
(3)
ijk(~r)M

(3)
ijk(~r

′)

r7
+ ... (147)

Přestože pro vyšš́ı řády jde o velmi neefektivńı vzorec, můžeme rozvoj dosadit do (145). Zavedeme označeńı
pro tenzorové momenty nábojové hustoty, tedy pro integrály součinu polynomů v souřadnićıch a nábojové

hustoty Q
(l)
ijk... =

∫
M

(l)
ijk...(~r

′)ρ(~r ′)d3r′ a poté pro potenciál daleko od zdroje můžeme psát

4πε0Φ(~r) =
Q

r
+
Q

(1)
i M

(1)
i (~r)

r3
+
Q

(2)
ij M

(2)
ij (~r)

r5
+
Q

(3)
ijkM

(3)
ijk(~r)

r7
+ ... . (148)

Jde o součet, v němž l-tý člen ubývá do nekonečna jako 1/rl+1 a koeficienty v tomto rozvoji jsou:

• koeficient u členu s l = 0 je skalár a má význam celkového náboje Q =
∫
ρ(~r ′)d3r′.

• koeficient u členu s l = 1 je vektor a jde o celkový dipólový moment zdroje Q
(1)
i =

∫
r′iρ(~r

′)d3r′

• koeficient u členu s l = 2 je tenzor druhého řádu (symetrický, bezestopý) a jde o tzv. kvadrupólový

moment soustavy Q
(2)
ij = 1

6

∫
(3r′ir

′
j − r′2δij)ρ(~r

′)d3r′

Poznámka. členy všech výše uvedených rozvoj̊u pro 1/|~r − ~r ′| splňuj́ı Laplaceovu rovnici v ~r všude kromě
počátku. Jak je možné, že jejich poskládáńım vznikne funkce 1/|~r − ~r ′|, která nesplňuje Laplaceovu rovnici
pro ~r = ~r ′? Za t́ımto nesouladem stoj́ı otázka konvergence uvažovaných řad. Jak mnohem zřetelněji uvid́ıme
dále, rozvoje 1/|~r − ~r ′| konverguj́ı jen vně (či uvnitř) koule o poloměru |~r ′| a tedy rozvoje potenciálu maj́ı
smysl jen vně koule obsahuj́ıćı všechny náboje.

Multipólový rozvoj v kulových funkćıch

Stále plat́ı, že v rozvoji (148) jsou př́ıslušné součiny tenzor̊u formálně součtem 3n člen̊u, i když se dá ukázat,
že v každém takovém součtu je jen 2l + 1 nezávislých sč́ıtanc̊u. Při jejich hledáńı bychom museli učinit
velkou spoustu objev̊u, abychom nakonec zjistili, že kĺıč lež́ı v následuj́ıćı formuli, která představuje konečný
dokonale optimalizovaný tvar Taylorova rozvoje funkce 1/|~r − ~r ′|

1

|~r − ~r ′|
=

1

r

∞∑
l=0

(
r′

r

)l
4π

2l + 1

l∑
m=−l

Y∗
lm

(
~r ′

r′

)
Ylm

(
~r

r

)
(149)

kde kulová funkce Ylm(ϑ, φ) je až na normalizaci dána vztahem

φlm = Ql−|m|(z, x
2 + y2) (x± iy)|m| ∼ rl Ylm

(
~r

r

)
, (150)
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kde φlm jsou již dř́ıve zmı́něná báze polynomů v kartézských souřadnićıch x, y, z stupně právě l, jež splňuj́ı
Laplaceovu rovnici.

Integraćı (149) s nábojovou hustotou dostáváme

4πε0Φ(~r) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

qlm

√
4π

2l + 1

Ylm (ϑ, φ)

rl+1
(151)

s koeficienty qlm udávaj́ıćımi jak rozložené jsou náboje vytvářej́ıćı pole

qlm =

∫
V

ρ(~r ′)

√
4π

2l + 1
r′

l
Y∗

lm (ϑ′, φ′) d3~r ′ (152)

Význam tohoto rozvoje týž jako u (148), pouze mı́sto tenzorových, ve vyšš́ıch řádech silně nadbytečných,

koeficient̊u Q
(l)
ijk.. máme koeficienty multipólové qlm Dı́ky vhodnému normováńı kulových funkćı je koeficient

q00 roven celkovému náboji Q tělesa a prvńı člen rozvoje tak ř́ıká, že Φ ≈ Q/(4πε0 r). Podobně s kvadrátem
vzdálenosti ubývá př́ıspěvek dipólového momentu náboje daného trojićı veličin q1,−1, q1,0 a q1,1.

Kulové funkce

Předevš́ım, kulové funkce jsou komplexńı funkce reálných sférických proměnných ϑ a φ. Důvod je stejný,
jako v př́ıpadě fourierovské báze na intervalu x ∈< 0, 2π >, kterou v teoretických úvahách voĺıme einx sṕı̌se
než 1,

√
2 cos(nx),

√
2 sin(nx) a to kv̊uli jednoduchosti. V př́ıpadě kulových funkćı je to závislost tvaru eimφ.

Již v odd́ıle věnovaném separaci proměnných v kulových souřadnićıch jsme viděli, že nalézt část řešeńı
závisej́ıćı na ϑ znamenalo zkoumat složitou diferenciálńı rovnici. Jej́ı řešeńı Pm

l (cos θ) lze nalézt pomoćı
Rodriguesovy formule

Pm
l (x) =

(1− x2)m/2

2ll!

dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l (153)

Přidáńım separované části závislé na φ a dodáńım normovaćıcho a fázového koeficientu dostáváme z přidruženého
Legenderova polynomu kulovou funkci

Ylm(ϑ, φ) = (−1)m
(
(2l + 1)(l −m)!

4π(l +m)!

)1/2

Pm
l (cosϑ)eimφ (154)

Pro takto normované kulové funkce plat́ı

Yl−m(ϑ, φ) = (−1)m Y ∗
lm(ϑ, φ) . (155)

Pozn. Při hledáńı separovaného řešeńı Laplaceovy rovnice jsme zjistili že Pm
l (cosϑ)eimφ je vlastńı funkćı

úhlové části Laplaciánu ∆Ω s vlastńı hodnotou −l(l + 1). To má za následek, že kulové funkce tvoř́ı
ortonormálńı bázi na prostoru funkćı na sféře.

Př́ıklad Použijeme předcházej́ıćı vztahy k výpočtu tvaru funkce Y32. Pro zjednodušeńı budeme poč́ıtat
nejdř́ıve Y3−2 k čemuž nám stač́ı jen jedenkrát derivovat při výpočtu Pm

l podle (153).

P−2
3 =

(1− x2)−1

233!
[(x2 − 1)3]′ =

1

8
(x2 − 1)x (156)

Y3−2 =

√
7 . 5!

4 π 1!

1

8
sin2 ϑ cosϑ e−2iφ =

√
105

32 π
sin2 ϑ cosϑ e−2iφ (157)

Tedy

Y32 =

√
105

32 π
sin2 ϑ cosϑ (cosφ+ i sinφ)2 =

√
105

32 π

z (x+ iy)2

r3
(158)

Poznámka: Vykresĺıme-li na povrch koule znaménko reálné či imaginárńı části této funkce uvid́ıme čtyři
kladné a čtyři záporné oblasti. Uvažujeme-li řešeńı Laplaceovy rovnice r−4Y32(ϑ, φ), v́ıme, že nemá v oblasti
r > 0 extrém. Proto z extrému na nějaké sféře po radiále dojdeme až do počátku, kde si můžeme představit
natěsnané čtyři kladné a čtyři záporné náboje. Proto2 se ř́ıká člen̊um rozvoje s l = 3 oktupólové. Podobně

2Toto pojmenováńı č́ıslovkou 2l pocháźı z toho, že nejjednodušš́ı zp̊usob, jak zkonstruovat pole ubývaj́ıćı jako 1/rl+1 je vźıt
superpozici dvou opačných ale prostorově posunutých poĺı ubývaj́ıćı jako 1/rl. Takto dostaneme z dvojice opačných monopól̊u
dipól, z dvou dipól̊u kvadrupól atp. Na model zdroje pole s l = 10 ovšem nepotřebujeme 1024 náboj̊u, někdy stač́ı i 11.
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máme členy kvadrupólové l = 2 a dipólové l = 1. Zadáńı úlohy do sb́ırky Pěstujeme kulové funkce: Zkuste
vymyslet kolikapól odpov́ıdá l = 4 a proč je běžně už́ıvané označeńı hexadekapól obecně špatně?

Kulové funkce d́ıky svým zázračným vlastnostem např́ıklad umožňuj́ı okamžitě řešit úlohu, kdy na povrchu
koule je předepsán pr̊uběh napět́ı U(ϑ, φ) a je třeba určit pole daleko od ńı. My jsme to dokázali v př́ıpadě,
kdy potenciál byl na povrchu koule roven nějakému polynomu v kartézských souřadnićıch t́ım, že jsme řešili
soustavu lineárńıch rovnic danou z části okrajovými podmı́nkami a z části Laplaceovou rovnićı. Protože
multipólový rozvoj automaticky řeš́ı polńı rovnice, stač́ı určit koeficienty v rozvoji tak aby byly splněny
okrajové podmı́nky. Proto s pomoćı kulových funkćı zaṕı̌seme potenciál prostoru okolo hraničńı sféry ve
tvaru multipólového rozvoje

Φ(~r) =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Ulm
Ylm (ϑ, φ)

rl+1
(159)

a jedna z mnoha kouzelných vlastnosti kulových funkćı∫
Ylm(ϑ, φ)Y ∗

l′m′(ϑ, φ)dΩ = δll′δmm′ (160)

zvaná relace ortogonality nám umožňuje spoč́ıst př́ımo koeficienty rozvoje pro libovolný pr̊uběh funkce U(ϑ, φ)
takto

Φ(|~r| = a) = U(ϑ, φ) =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Ulm
Ylm (ϑ, φ)

al+1
| × Y ∗

l′m′&

∫
dΩ (161)

a tedy ∫
U(ϑ, φ) Y ∗

l′m′(ϑ, φ) dΩ =
Ul′m′

al+1
, (162)

neboli

Ulm = al+1

∫
U(ϑ, φ) Y ∗

lm(ϑ, φ) dΩ . (163)

Axiálně symetrická pole

Protože pro osově souměrné rozložeńı náboj̊u vymiźı integrál
∫ 2π

0
eimφdφ pro m 6= 0, zjednoduš́ı se součet

přes m na jediný člen, odpov́ıdaj́ıćı moment̊um

ql =

∫
V

ρ(~r ′) r′l Pl(cosϑ
′) d3~r′, (164)

kde jsme zavedli ql = ql0 a Pl(x) = P 0
l (x). Za předpokladu axiálńı symetrie rozložeńı náboj̊u tak pro potenciál

plat́ı

4πε0Φ(~r) =
∞∑
l=0

ql
Pl (cosϑ)

rl+1
(165)

Jak je z definice vidět, jsou Pl(x) polynomy stupně l. Např́ıklad

P0(x) = 1 (166)

P1(x) = x (167)

P2(x) =
3

2
x2 − 1

2
(168)

P3(x) =
5

2
x3 − 3

2
x (169)

P4(x) =
35

8
x4 − 15

4
x2 +

3

8
(170)

Také je na mı́stě uvést vztah

Pl(x) =
2l − 1

l
xPl−1(x)−

l − 1

l
Pl−2(x) (171)

který umožňuje ze snadno zapamatovatelných hodnot P0(x) = 1 a P1(x) = x určit všechny daľśı, stejně tak,
jako dokázat užitečnou vlastnost

Pl(±1) = (±1)l (172)

29



Př́ıklad. Spočtěte momenty ql náboje o velikosti Q = 4πε0 umı́stěného na ose z ve vzdálenosti z′

od počátku a z toho, že bud́ı známé coulombické pole, odvoďte známý generuj́ıćı vzorec pro Legenderovy
polynomy

1√
1− 2x cosϑ+ x2

=

∞∑
l=0

xlPl(cosϑ) (173)

Legendrovy polynomy jsou vzorovým př́ıkladem ortogonálńı báze funkćı, na rozd́ıl od kulových funkćı je
jejich normalizace a fáze volena vztahem Pl(1) = 1 a tak relace ortogonality vypadá následovně∫ 1r

−1

Pl(z)Pl′(z)dz =

∫ π

0

Pl(cosϑ)Pl′(cosϑ)d cosϑ =
2

2l + 1
δll′ (174)

a úplnost dokládá vzorec

∞∑
l=0

2l + 1

2
Pl(cosϑ)Pl(cosϑ

′) = δ(cosϑ− cosϑ′) =
1

sinϑ
δ(ϑ− ϑ′) (175)

Zde je explicitně připomenut vztah δ(f(x)) = 1/f ′ δ(x− x0).
Př́ıklad. Jako prototyp netriviálńıho elektrostatického pole nám nyńı poslouž́ı rovnoměrně nabitá tyčka

(náboj Q, délka 2a):

4πε0Φ(~r) =
Q

2a
ln
z − a−

√
ρ2 + (z − a)2

z + a−
√
ρ2 + (z + a)2

(176)

Uvažujme hodnoty potenciálu na poloose z > 0

4πε0Φ(z) =
Q

2a
ln
z + a+

√
(z + a)2

z − a+
√
(z − a)2

=
Q

2a
ln
z + a

z − a
=
Q

2a
ln

1 + a
z

1− a
z

(177)

Při uvážeńı rozvoje ln 1 + x = x− 1
2x

2 + 1
3x

3 − 1
4x

4 + 1
5x

5 + ... dostaneme

4πε0Φ(z) =
Q

z

(
1 +

1

3

(a
z

)2

+
1

5

(a
z

)4

+
1

7

(a
z

)6

+ ...

)
(178)

Protože plat́ı, že Pl(cos 0) = 1, muśı Q,Qa2/3,Qa4/5 atd. být koeficienty q0,q2,q4 atd. v rozvoji (165).
Pokud plat́ı (164),(165) muśı tyto koeficienty souhlasit s př́ımo spočtenými multipólovými koeficienty

(164)

ql =

∫ a

−a

Q

2a
|z|l Pl(cosϑ) dz, cosϑ =

z

|z|
= sgn z (179)

Pro lichá l je integrand lichá funkce (neboť P2k+1(±1) = ±1) a tak nenulové z̊ustanou jen sudé koeficienty

q2n =
Q

2n+ 1
a2n (180)

což jsme věděli již z Taylorova rozvoje potenciálu podél osy z.
Př́ıklad Elektrostatické pole rovnoměrně nabité kružnice. Integraćı je tento př́ıklad řešen v Kvasnicově

učebnici a vede na eliptický integrál. (Pozor na tiskovou chybku na str. 328, správně je A = [r2 + a2 +
2ar sinϑ]1/2.) My si povšimneme, že integrál (145) lze snadno spoč́ıst na ose Z, kde plat́ı

4πε0Φ(Z) =
Q√

a2 + Z2
(181)

Protože
1√

1 + z2
=

{
v(z) z < 1
1
z v(

1
z ) z > 1

, (182)

kde

v(z) = 1− 1

21.1
z2 +

1.3

22.1.2
z4 − 1.3.5

23.1.2.3
z6 + ...+

(−1)k1.3.5...(2k − 1)

2k.k!
z2k + ... (183)
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známe rozvoj Φ(Z) v okoĺı nuly i nekonečna:

4πε0Φ(Z) =
Q

a

[
1− 1

2

(
Z

a

)2

+
3

8

(
Z

a

)4

− ...

]
Z < a (184)

=
Q

Z

[
1− 1

2

( a
Z

)2

+
3

8

( a
Z

)4

− ...

]
Z > a (185)

Vı́me, že řešeńı Laplaceovy rovnice lze psát jako

4πε0Φ(~r) =
∞∑
l=0

ql
rl+1

Pl(cosϑ), cosΘ =
z

r
(186)

pro dostatečně velká r a podobně

4πε0Φ(~r) =
∞∑
l=0

q̄lr
lPl(cosϑ), (187)

v okoĺı počátku, plat́ı-li tam, že ∆Φ = 0.
Proto můžeme v (184-185) nahradit členy Zl výrazem RlPl(cosΘ) ve vnitřńım rozvoji a členy Z−l−1

výrazem R−l−1Pl(cosΘ) v rozvoji vněǰśım, tedy plat́ı

4πε0Φ(~r) =
Q

a

[
1− 1

2

(
R

a

)2

P2(cosΘ) +
3

8

(
R

a

)4

P4(cosΘ)− ...

]
Z < a (188)

=
Q

R

[
1− 1

2

( a
R

)2

P2(cosΘ) +
3

8

( a
R

)4

P4(cosΘ)− ...

]
Z > a (189)

Uvažujeme-li součet až do člen̊u (R/a)6 resp. (a/R)6, dopadne porovnáńı součtu řady a přesného řešeńı
takto:

U ekvipotenciál přibližného řešeńı na Obrázku 9 můžeme pozorovat poruchy pobĺıž koule r = a. Ty jsou
zp̊usobeny koncem konvergence řady, můžeme se na ně také ale d́ıvat jinak.

Cvičeńı: Řekněme, že budeme studovat výše zkonstruované pole jež źıskáme uvnitř i vně rozvojem do
nějakého konečného l. Jaké nábojové hustotě odpov́ıdá? Návod: Nejsnáze lze výsledek spoč́ıst spočteńım
skoku elektrické intenzity na povrchu sféry r = a bereme-li uvnitř (188) a vně (189).
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Figure 9: Ekvipotenciály přibližného a přesného pole prstence.
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Poznámky k přednášce Klasická elektrodynamika – Magnetické pole

Maxwellovy rovnice – stacionárńı pole

V situaci, kdy vymiźı časové derivace polńıch veličin ~E, ~B a nábojové hustoty ρ, rozpadnou se Maxwellovy
rovnice ve vakuu na již známou sadu rovnic elektrostatiky a sadu rovnic rovnic pro magnetické pole

rot ~B = µ0
~j , (1)

div ~B = 0 . (2)

Pokud jediné zdroje pole jsou ty, jenž určuj́ı divergenci, mluv́ıme o zř́ıdlovém charakteru pole. Pokud
jediné zdroje pole jsou ty, co určuj́ı jeho rotaci, jde o pole v́ırové. Elektrostatická pole maj́ı ten prvńı
charakter, magnetická pole naopak ten druhý.

Je zaj́ımavé, že identity div rot ~A = 0 a rot grad f = 0 umožňuj́ı rozdělit libovolné pole na v́ırovou
a zř́ıdlovou část. Tento roklad je jednoznačný pro pole, které je definováno v celém prostoru a ubývá i
derivacemi dostatečně rychle směrem k nekonečnu, jak lze ukázat z jednoznačnosti řešeńı Laplaceovy rovnice,
na kterou se problém d́ıky identitám div grad f = ∆f a rot rot ~A = grad div ~A− ∆ ~A převede.

Integrálńı verse Ampérova zákona

Ze Stokesovy věty okamžitě plyne Ampér̊uv zákon

∮

∂S

~B.d~l = µ0IS . (3)

Za válcové symetrie (kdy jsou pole invariantńı v̊uči posunut́ı a rotaci kolem osy z) lze za použit́ı Ampérova
zákona ihned určit pole proudové hustoty ~j = j(R)~ez , jaká dobře popisuje proudy v koaxiálńım vedeńı.
Speciálně tak dostáváme pole tenkého př́ımého vodiče (ve válcových souřadnićıch)

~B =
µ0I

2π

~eφ

R
. (4)

Biot̊uv-Savart̊uv-Laplace̊uv vzorec

1. Studiem účink̊u tohoto pole na střelku nalezli již Biot, Savart a Laplace za použit́ı analogie s polem nabité
př́ımky výraz pro magnetické pole buzené proudem a tedy nalezli řešeńı polńıch rovnic magnetizmu, které
dnes zapisujeme

~B =
µ0

4π

∫

d ~J ′ × ~r − ~r′

|~r − ~r′|3 , (5)

a kde podle povahy proudu bereme d ~J = ~jdV pro objemovou proudovou hustotu ~j, d ~J = ~j2dS pro plošnou
proudovou hustotu ~j2 př́ıpadně d ~J = Id~l pro proud protékaj́ıćı nekonečně tenkým vodičem.
2. Lze opravdu magnetické pole stacionárńıho proudu chápat jako součet př́ıspěvk̊u od jednotlivých el-
ementárńıch proud̊u d ~J? Tzv. pomalá Lorentzova transformace elektromagnetického pole rovnoměrně
př́ımočaře se pohybuj́ıćıho bodového náboje vysvětluje, že u takového náboje pozorujeme magnetickou složku
pole. Z dvou opačných náboj̊u, z nichž jeden se pohybuje lze sestavit jednoduchý model elementu proudu
d ~J . Uvažujeme-li superpozici poĺı takovýchto dvou opačných náboj̊u Q a −Q z nichž ten prvńı se pohybuje
rovnoměrně př́ımočaře rychlost́ı ~v, pro jejich pole plat́ı

[ ~E; ~B] = [ ~E0; 0]′ − [ ~E0; 0]
.
= [ ~E0;

~v

c2
× ~E0] − [ ~E0; 0] = [0;

~v

c2
× Q

4πε0

~r − ~r′

|~r − ~r′|3 ] = [0; ~J × µ0

4π

~r − ~r′

|~r − ~r′|3 ] , (6)

kde ~J = Q~v a µ0 = (c2ε0)
−1. Ačkoli proudová hustota takovéhoto zdroje neńı stacionárńı, přeci jen vysvětluje

v jakém smyslu je magnetické pole stacionárńıho proudu rovno součtu poĺı jednotlivých náboj̊u.
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3. Protože v přibĺıžeńı stacionárńıch proud̊u muśı ~j splňovat stacionárńı rovnici kontinuity div ~j = 0,
představuje stacionárńı proudová hustota v́ırové pole (jednoznačně) určené veličinou rot~j, která je tedy
zároveň i zdrojem magnetického pole. Aplikaćı rotace na (1) za použit́ı (2) dostáváme

∆ ~B = −µ0rot ~j (7)

a tedy s použit́ım již známé metody pro řešeńı Poissonovy rovnice

~B =
µ0

4π

∫ ∇′ ×~j′
|~r − ~r′| dV =

µ0

4π

∫

∇′ ×
~j′

|~r − ~r′|dV − µ0

4π

∫
(

∇′ 1

|~r − ~r′|

)

×~j′dV . (8)

Ačkoli lze tedy magnetické pole spoč́ıst z rotace pole proudové hustoty, lze za situace, kdy proud vymiźı vně
nějaké oblasti, prvńı integrál, který má tvar úplné divergence tenzoru druhého řádu, převést na integrál po
povrchu na kterém proudy vymiźı a z druhého se po provedeńı gradientu vyklube Biot̊uv-Savart̊uv-Laplace̊uv
vzorec.

4. Splněńı rovnice div ~B = 0 lze automaticky zajistit za použit́ı vektorového potenciálu

~B = rot ~A . (9)

Libovolné řešeńı rovnice,
∆ ~A− grad div ~A = −µ0

~j , (10)

jenž vznikne dosazeńım definice ~A do (1), vede k řešeńı obou polńıch rovnic pro ~B.

Nejprve zkuśıme předpokládat, že vektorový potenciál splňuje podmı́nku div ~A = 0. Poté souvislost
vektorového potenciálu a proudové hustoty źıská tvar

∆ ~A = −µ0
~j , (11)

a řešeńı můžeme psát

~A =
µ0

4π

∫ ~j′

|~r − ~r′|dV . (12)

Divergence takto spočteného pole

div ~A =
µ0

4π

∫

~j′.∇ 1

|~r − ~r′|dV = −µ0

4π

∫

~j′.∇′ 1

|~r − ~r′|dV = −µ0

4π

∫

∇′.
~j′

|~r − ~r′|dV +
µ0

4π

∫ ∇′.~j′

|~r − ~r′|dV (13)

je nulová, pokud proudy vymiźı v nekonečnu (prvńı integrál lze s použit́ım Gaussovy věty psát jako integrál
plošný přes velmi vzdálenou sféru) a pokud všude maj́ı nulovou divergenci (předpoklad stacionarity), kdy

vymiźı druhý integrál. Nyńı v́ıme, že rot rot ~A = −∆ ~A a proto s použit́ım (9) ∆(1/|~r−~r′|) = −4πδ(3)(~r−~r′)
magnetické pole splňuje Ampér̊uv zákon (1).

V situaci, kdy máme vektorový potenciál ~A′ , který má nenulovou divergenci div ~A′ 6= 0, nalezneme
nedivergentńı vektorový potenciál ~A tak, že vyřeš́ıme rovnici

∆χ = div ~A′ (14)

pro neznámou funkci χ a ~A′ oprav́ıme dle předpisu

~A = ~A′ −∇χ (15)

V magnetostatice je vektorový potenciál veličina, pro ńıž neńı možno určit hodnotu v nějakém bodě,
ovšem cirkulace po libovolné uzavřené křivce má hodnotu magnetického toku touto křivkou a představuje
veličinu nezávislou na volbě kalibrace. Omeźıme-li se na vektorové potenciály splňuj́ıćı div ~A = 0, muśı se
potenciály odpov́ıdaj́ıćı témuž magnetickému poli lǐsit o gradient harmonické funkce (funkce řeš́ıćı Laplaceovu
rovnici). Jediná harmonická funkce, jej́ıž gradient vymiźı v nekonečnu je konstanta. Proto za podmı́nky, že

rot ~B vymiźı v nekonečnu, představuje vztah (12) jediný vektorový potenciál, který vymiźı v nekonečnu a
splňuje uvedenou kalibračńı podmı́nku.
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Silové účinky magnetického pole

Z Lorentzovy śıly
~F = Q( ~E + ~v × ~B) (16)

vyplývá śıla j́ıž p̊usob́ı magnetické pole na médium protékané proudem

~F =

∫

d ~J × ~B . (17)

Silové p̊usobeńı proudového pole ~j′ uvnitř tělesa V ′ na těleso V uvnitř kterého teče proud ~j z Lorentzovy
śıly vycháźı

~F =

∫

d ~J × ~B =
µ0

4π

∫

V

~j ×
[
∫

V ′

~j′ × ~r − ~r′

|~r − ~r′|3 dV ′

]

dV (18)

tedy po úpravě dvojného vektorového součinu

~F =
µ0

4π

∫

V ′

~j′
[
∫

V

~j.
~r − ~r′

|~r − ~r′|3 dV

]

dV ′ − µ0

4π

∫ ′

V

∫

V

~r − ~r′

|~r − ~r′|3 (~j.~j′) dV dV ′ (19)

źıskáváme dva výrazy. Ten prvńı je ovšem nulový, protože

∫

V

~j.
~r − ~r′

|~r − ~r′|3 dV = −
∫

V

~j.∇ 1

|~r − ~r′| dV = −
∫

V

(

∇.
~j

|~r − ~r′| −
∇.~j

|~r − ~r′|

)

dV = −0 + 0 , (20)

kde prvńı integrál vymiźı kv̊uli nepř́ıtomnosti proud̊u vně tělesa a druhý d́ıky zachováńı náboje. Proto je
śıla mezi dvěma proudy popsána symetrickým výrazem

~FMAG = − µ0

4π

∫

V ′

∫

V

~r − ~r′

|~r − ~r′|3 (~j.~j′) dV dV ′ . (21)

Tento výraz popisuje p̊usobeńı “na dálku” a respektuje zákon akce a reakce. Dı́ky jeho podobnosti s elektro-
statickou silou

~FELSTAT =
1

4πε0

∫

V ′

∫

V

~r − ~r′

|~r − ~r′|3 (ρρ′) dV dV ′ (22)

uhodl Ampére snad již během demonstrace Oesterdova experimentu, přičemž permanentńı magnetismus ma-
teriál̊u si vysvětloval “molekulárńımi proudy”. V př́ıpadě proudových smyček dostáváme záměnou (~j.~j′) dV dV ′ →
II ′d~l.d~l′ dvojnásobný křivkový integrál popisuj́ıćı śılu mezi dvěma vodiči.

Skutečnost, že princip akce a reakce neplat́ı pro vzájemné silové p̊usobeńı dvou proudových element̊u, ale
jen pokud vyintegrujeme podél celé smyčky je připomenut́ım, že tyto proudové elementy bud́ı nestacionárńı
pole a to vyžaduje použit́ı úplných Maxwellových rovnic.

Pole daleko od lokalizovaných proud̊u

Vztah (4) zat́ım představuje zat́ım jediný př́ıklad magnetického pole proudu a poskytuje představu o tvaru
magnetického pole v bĺızkosti tenkého vodiče. ( Mimochodem, při praktických výpočtech můžeme tvar obecné
proudové smyčky přibĺıžit pomoćı lomené čáry, přičemž př́ıspěvek od každé úsečky lze přesně spoč́ıst. )

Jak vypadá pole daleko od proudové smyčky či permanentńıho magnetu? Zaṕı̌seme-li Biot-Savart̊uv
vzorec ve složkách

Bi =
µ0

4π

∫

εijkj
′
j

rk − r′k
|~r − ~r′|3 dV ′ = − µ0

4π

∫

εijk∂k

1

|~r − ~r′| j
′
j dV

′ , (23)

můžeme použ́ıt přibĺıžeńı platné pro r � r′

1

|~r − ~r′| =
1

r
+
rlr

′
l

r3
+ ... . (24)

Protože pod integrálem je třeba ponechat jen čárkované veličiny, stač́ı spoč́ıst za prvé celkový proud

Jj =

∫

j′jdV
′ =

∫

∂′n(r′jj
′
n)dV ′ =

∮

dSn(r′jj
′
n) = 0 , (25)
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který vymiźı pokud proudy splňuj́ıćı rovnici kontinuity vymiźı vně nějakého objemu. Za druhé pak moment
proudové hustoty

∫

j′jr
′
ldV

′. Tento tenzor druhého řádu, lze rozdělit na symetrickou a anitisymetrickou část,

Jjl =

∫

j′jr
′
ldV

′ =
1

2

∫

(j′jr
′
l + j′lr

′
j)dV

′ +
1

2

∫

(j′jr
′
l − j′lr

′
j)dV

′ , (26)

přičemž podobně jako u (25) je symetrická část nulová, neboť ji lze psát jako úplnou divergenci j ′jr
′
l + j′lr

′
j =

∂′n(r′jr
′
lj

′
n). Proto představuje Jjl antisymetrický tenzor a ten vyjádř́ıme za pomoci vektoru ~m

Jjl =

∫

j′jr
′
ldV

′ = εljnmn , (27)

jehož význam se ukáže po zúžeńı této rovnice s εkjl, kdy dostáváme

εkljJjl =

∫

εkljj
′
jr

′
ldV

′ = εkljεljnmn = −εkljεjlnmn = −(δklδln − δknδll)mn = −(1 − 3)mk = 2mk , (28)

tedy ~m představuje magnetický dipólový moment zdroje

~m =
1

2

∫

~r′ ×~j′ dV ′ . (29)

Vzpomeneme-li si, že plochu rovinné smyčky můžeme psát ~S = 1
2

∮

~r × d~l, je magnetický moment proudové
smyčky

~m = I ~S . (30)

S použit́ım výsledku, že z prvńıch dvou člen̊u rozvoje pole (23) v 1/r je až ten druhý nenulový dostáváme

Bi
.
= −µ0

4π
εijk∂k

rlJjl

r3
= −µ0

4π
εijk∂k

rlεljnmn

r3
, (31)

tedy po př́ıslušném přerovnáńı index̊u

~B
.
= rot

µ0

4π

~m× ~r

r3
=

µ0

4π

3~r~r.~m− ~mr2

r5
. (32)

Tento vztah popisuje jak vektorový potenciál, tak jeho magnetické pole dipólu, které je k nerozlǐseńı od
pole dipólu, jaký známe z elektrostatiky – v tomto př́ıpadě by ale šlo o dvojici velmi bĺızkých magnetických
náboj̊u. Protože velkou proudovou smyčku si můžeme představit, jako složenou z mnoha malých, jejichž
proudy se uvnitř navzájem ruš́ı tak, jak jsme to viděli u “d̊ukazu” Stokesovy věty, je pole velké proudové
smyčky součtem poĺı všech těch malých. Jde o pouhé sč́ıtáńı ploch ve vztahu (30). Protože každá taková
smyčka bud́ı stejné pole jako dvojice opačných magnetických náboj̊u, bud́ı velká smyčka pole stejné jako tzv.
magnetická dvojvrstva – dvě opačné plošně (magneticky) nabité plochy těsně nad sebou. Př́ıslušné odvozeńı
nejdete v učebnićıch pod názvem “ekvivalence proudové smyčky a magnetické dvojvrstvy”. Zaj́ımavěǰśı je ale
naskládat hodně smyček a nebo hodně dvojvrstev na sebe a ukázat, že vněǰśı pole solenoidu (a jak uvid́ıme
tak i ideálńıho válcového permanentńıho magnetu) je totožné s vněǰśım polem dvou rovnoměrně (magneticky)
nabitých kruhových desek.

Silové p̊usobeńı na magnetický dipól

Zat́ımco v elektrostatice představuj́ı elementárńı objekty bodové náboje, základńım magnetickým objektem
je magnetický dipól, např. malá proudová smyčka. Silové p̊usobeńı magnetického pole na magnetický dipól
źıskáme opět rozvojem, tentokrát vněǰśıho pole v mı́stě malé proudové smyčky

Fi =

∫

εijkjjBkdV =

∫

εijkjj
(

Bk|~r=0 + rl∂lBk |~r=0

)

dV = εijkJjBk |~r=0 + Jjl∂lBk |~r=0 . (33)

Opět nultý moment proud̊u je nulový a prvńı moment Jjl je dán (27), tedy

Fi = εijkεljnmn ∂lBk = (δilδkn − δinδkl)mn ∂lBk (34)

Protože druhý člen (úměrný δkl) je úměrný div ~B, je śıla na p̊usob́ıćı na magnetický dipól dána nehomogeni-
tami magnetického pole vztahem

~F = grad ~m. ~B (35)
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Obrázek 1. Pole válce s nabitými podstavami a pole plošného proudu tekoućıho po plášti téhož válce. Pole
vně válce se nijak nelǐśı. To souviśı i s t́ım, že levý resp. pravý obrázek představuje pole ~H resp. ~B vně i

uvnitř permanentńıho magnetu s konstantńı magnetizaćı rovnoběžnou s osou válce.

Moment sil p̊usob́ıćı na magnetický dipól spočteme podobně

Ml = εlmi

∫

rmdFi = εlmi

∫

rmεijkjjBkdV = εlmiεijkBkJjm = εlmiεijkBkεmjnmn , (36)

přičemž po použit́ı εε = δδ − δδ a za nulové stopy δmjεmjn vycháźı

~M = ~m× ~B . (37)

Tato rovnice popisuje moment sil, který v homogenńım poli “otáč́ı” střelkou kompasu. Zkoumáńım jej́ıho
rovnovážného směru a frekvence kmit̊u střelky okolo něj měřili Biot a Savart veličinu ~B, aniž by tou dobou
existoval pojem magnetické pole.

Tyto vztahy byly odvozeny za předpokladu, že za magnetický moment tělesa a za silové p̊usobeńı vněǰśıho
magnetického pole na něj jsou odpovědné proudy uvnitř tělesa. Při zkoumáńı zákona zachováńı hybnosti a
momentu hybnosti elektromagnetického pole zjist́ıme, že veličina ~m charakterizuj́ıćı magnetické pole buzené
tělesem je tatáž, jako veličina ~m charakterizuj́ıćı silové p̊usobeńı vněǰśıho pole na těleso nezávisle na materiálu
tělesa, tedy i v př́ıpadě, že p̊uvod magnetismu tělesa nepatř́ı do klasické fyziky.

Elektrické a magnetické pole v prostřed́ı

Uváž́ıme-li, že viděný svět je vlastně obrazem elektromagnetických vlastnost́ı materiál̊u, je z jeho pestrosti
zřejmé, že následuj́ıćı odstavce budou jen velmi zjednodušeným výkladem. Předevš́ım se budeme zabývat
prostřed́ım ve stacionárńım přibĺıžeńı Maxwellových rovnic. Dále použijeme naivńı představu, že látka je
složena z velmi malých atomů a jejichž vlastnosti jsou dostatečně přesně zapsatelné v podobě (po částech)
spojitých prostorových funkćı.

Nejprve stoj́ı za povšimnut́ı, že jsou-li takovéto neutrálńı “atomy” o rozměru a zdroji elektrického a
magnetického pole, jsou to jen jejich dipólové momenty, které přirozeně přisṕıvaj́ı k makroskopickému poli.
Uvažujme těleso o hraně délky L = Na. K poli vně takovéhoto tělesa přisṕıvá l-tý multipólový člen rozvoje
zhruba jako E0 (a/r)l+2 přičemž uvnitř tělesa je cca N 3 atomů a E0 představuje velikost pole na atomové
škále. Celkové pole v typické makroskopické vzdálenosti L má tedy velikost zhruba

E ∼ N3 E0 (a/L)l+2 = E0 N
1−l . (38)

Zat́ımco př́ıspěvek např. kvadrupólového momentu atomů je na makroskopických škálách tedy zanedbatelný,
mikroskopické dipólové pole se na makroskopických škálách projev́ı.

Elektrické náboje stoj́ıćı na pravé straně vakuových Maxwellových rovnic rozděĺıme na dva typy. Náboje
vázané budou tvořené svázanými kladnými a zápornými navzájem posunutými náboji, které budou vytvářet
v každém malém objemu dV elektrický dipól

d~p = ~P (~r)dV . (39)
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Zbylé náboje nebudou takto spárované a jsou popsány nábojovou hustotou ρv(~r). Dipól v mı́stě ~r′ bud́ı
elektrické pole

~E = −∇Φdip = −∇ 1

4πε0

~p.(~r − ~r′)

|~r − ~r′|3 = −∇ 1

4πε0
~p.∇′ψ , (40)

kde ψ = 1/|~r − ~r′|. Elektrické pole buzené nábojovou hustotou je

~E = −∇Φ = −∇ 1

4πε0

Q

|~r − ~r′| = −∇ 1

4πε0
Qψ . (41)

Složeńım obou poĺı při použit́ı Q→ ρ′vdV
′ a ~p→ ~P ′dV ′ lze źıskat pole vytvářené volnými a vázanými náboji

dohromady

~E = −∇ 1

4πε0

∫

[

ρ′vψ + ~P ′.∇′ψ
]

dV , (42)

Předpokládáme, že tělesa uvnitř kterých se vyskytuj́ı vázané náboje jsou konečná a lze je tedy obklopit
plochou, na které ~P vymiźı. Proto úpravou ~P ′.∇′ψ = ∇′.(~P ′ψ) − ψ∇′. ~P ′ dostáváme

~E = −∇ 1

4πε0

∫

(ρ′v −∇′. ~P ′)ψ dV , (43)

jako řešeńı Maxwellovy rovnice
div ε0 ~E = ρv − div ~P , (44)

tedy
div (ε0 ~E + ~P ) = div ~D = ρv , (45)

kterýmžto vztahem je definována elektrická indukce ~D. Rozděleńı na volné a vázané náboje je na vašem
uvážeńı, obvykle ale vektor polarizace chápeme jako vlastńı danému prostřed́ı (fero- a piezo-elektrika) nebo
jako projev reakćı prostřed́ı na elektrické pole – nejsnáze a nejčastěji vyjádřitelný lineárńım vztahem

~D = ε0 ~E + ~P = ε0εr ~E . (46)

Podobně i proudy stoj́ıćı na pravé straně vakuových Maxwellových rovnic rozděĺıme na dva typy. Vázané
budou tvořené malými proudovými smyčkami a budou vytvářet v každém malém objemu dV magnetický
dipól

d~m = ~M(~r)dV . (47)

Ostatńı proudy jsou popsány proudovou hustotou ~jv(~r). Magnetický dipól v mı́stě ~r′ bud́ı pole

~B = ∇× ~Adip = ∇× µ0

4π

~m× (~r − ~r′)

|~r − ~r′|3 = ∇µ0

4π
~m×∇′ψ , (48)

kde opět ψ = 1/|~r − ~r′|. Složeńım tohoto pole s magnetickým polem buzeným proudovou hustotou ~jv(~r) při

použit́ı ~m→ ~M ′dV ′ lze źıskat celkové magnetické pole

~B = ∇× µ0

4π

∫

[

~j′vψ + ~M ′ ×∇′ψ
]

dV , (49)

Předpokládáme, že tělesa jsou konečná a lze je tedy obklopit plochou, na které ~M vymiźı. Povšimneme-li si,
že ∇× ( ~Mψ) představuje úplnou divergenci jistého tenzoru druhého řádu, úpravou ~M.∇ψ = −∇× ( ~Mψ) +

ψ∇× ~M dostáváme

~B = −∇µ0

4π

∫

(~j′v + ∇′ × ~M ′)ψ dV , (50)

tedy řešeńı Maxwellovy rovnice
rot ~B = µ0(~jv + rot ~M) , (51)

a tedy konečně
rot (µ−1

0
~B − ~M) = rot ~H = ~jv . (52)

T́ımto vztahem je definována magnetická intenzita ~H . Opět vektor magnetizace ~M chápeme jako vlastńı
danému prostřed́ı (tvrdá feromagnetika) nebo jako projev reakćı prostřed́ı na magnetické pole – v nej-
jednodušš́ım př́ıpadě vyjádřitelný lineárńım vztahem

~B = µ0( ~H + ~M) = µ0µr
~H . (53)
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Je třeba dodat, že takto definované veličiny vystupuj́ı i v plných Maxwellových rovnićıch, ve kterých
časová derivace polarizace vystupuje jako daľśı proud, pro pochopeńı zavedeńı ~D a ~H je ale stacionárńı
problém dostačuj́ıćı.

Alternativně lze např. při zavedeńı ~D postupovat tak, že polož́ıme ρváz = −div~P, kde ~P je zat́ım
neznámé vektorové pole nenulové uvnitř tělesa. Tuto volbu lze zd̊uvodnit tak, že celkový náboj tělesa dá až
na znaménko z Gaussovy věty tok pole ~P plochou za hranicemi tělesa. Zde je ~P = 0 a tedy takovéto zavedeńı
je vhodné pro popis polarizovaných ale celkově elektricky neutrálńıch těles. Poté spočteme dipólový moment
buzený takovouto nábojovou hustotou v libovolném objemu V

pi =

∫

V

ri (−∂jPj) dV =

∫

V

−∂j (riPj)dV +

∫

V

(∂jri)PjdV =

∫

V

δijPjdV , (54)

kde integrál z úplné divergence tenzoru riPj přes objem zahrnuj́ıćı celé těleso vymiźı (plošný integrál za
hranicemi tělesa je nulový) a tedy

~p =

∫

V

~P dV . (55)

Tento vztah ř́ıká, že ~P představuje objemovou hustotu dipólového momentu.
Cvičeńı: Ukažte analogické zavedeńı ~H .

Maxwellovy rovnice na rozhrańı prostřed́ı

Na rozhrańı dvou prostřed́ı s r̊uznými materiálovými vztahy nebo pokud zdroje pole maj́ı plošný charakter
vyplývaj́ı z Maxwellových rovnic podmı́nky pro nespojitosti poĺı. Vznik těchto podmı́nek lze snadno pochopit
z úvahy, že když ztrácej́ı kv̊uli neexistenci derivaćı význam operace div a rot, integrálńı verse Maxwellových
rovnic musej́ı z̊ustat v platnosti.

Alternativně lze pole v okoĺı plochy nespojitosti u(~r) = 0 rozdělit na regulárńı a nespojitou část, např́ıklad

~D = ~D0 + [ ~D]Θ(u(~r)) , (56)

kde

Θ(x) =

{

0 x ≤ 0
1 x > 0

(57)

je Heavisideova skoková funkce. Funkce prostorových souřadnic u(~r) představuje (obecně křivočarou) souřadnici
na jej́ıž souřadnicové ploše u = 0 docháźı ke skoku polńıch veličin.

Protože budeme cht́ıt popisovat plošné hustoty zdroj̊u, vyplat́ı se předpokládat, že funkce u(~r) je zvolena
tak, že normálový vektor k ploše u(~r) = 0, který spočteme podle předpisu

~n = grad u(~r) (58)

je jednotkový, tedy Lamé̊uv koeficient hu = 1. Když totiž např. plošnou nábojovou hustotu zaṕı̌seme

ρ = σ(~r)δ(u(~r)) (59)

a zavedeme spolu s u ještě daľśı dvě ortogonálńı souřadnice v a w, snadno se přesvědč́ıme, že výraz pro náboj
uvnitř nějakého objemu

Q =

∫

ρdV =

∫

σ(u, v, w)δ(u)
du dv dw

|∇u||∇v||∇w| =

∫

σ(0, v, w)
dv dw

|∇v||∇w| =

∫

σ dS (60)

dokazuje, že σ(~r) představuje plošnou nábojovou hustotu. (Použito bylo vztah̊u dV = h1h2h3dq1dq2dq3,
dS1 = h2h3dq2dq3, |∇qi| = 1/hi a speciálńı volby souřadnice u takové, že hu = 1.)

Jak vypadá derivace Hevisideovy skokové funkce? Samozřejmě, právě vztah d/dxΘ(x) = δ(x) představuje
nejsrozumitelněǰśı definici Diracovy δ-funkce. Protože ∇.(Af) = f∇.A+A.∇f

∇. ~D = ∇. ~D0 + ∇.([ ~D]Θ(u)) = ∇. ~D0 + Θ(u)∇.[ ~D] + ~n.[ ~D]δ(u) = ρ0 + σδ(u) . (61)

Posledńı rovnost v tomto vztahu ř́ıká, že regulárńı část nábojové hustoty je určena divergenćı ~D v mı́stech,
kde derivace existuje, zat́ımco δ-funkci úměrné členy vedou k druhé z následuj́ıćıch Maxwellových rovnic na
nepohybuj́ıćım se rozhrańı dvou prostřed́ı

Rot ~H = ~n× [ ~H ] = ~j2 (62)

Div ~D = ~n.[ ~D] = σ (63)

Rot ~E = ~n× [ ~E] = 0 (64)

Div ~B = ~n.[ ~B] = 0 . (65)
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Pokud se rozhrańı či plošný zdroj pohybuj́ı, je př́ıslušná nespojitost tvaru [ ~X]Θ(u− vt) a parciálńı derivace
podle času, které stoj́ı v úplných Maxwellových rovnićıch, přispěj́ı také členem úměrným δ-funkci, který
nesmı́me opomenout.

Na rozhrańı prostřed́ı dávaj́ı tyto vztahy hodnoty plošných vázaných náboj̊u σ = −Div ~P a proud̊u.
~j2 = Rot ~M . Pokud ovšem vycháźıme z veličin ~D a ~H, jsou v mı́stech skok̊u polarizace či magnetizace
plošným zdrojem těchto poĺı naopak Rot ~P a Div ~M .

Př́ıklad. Hledáme-li pole permanentńıho magnetu vyrobeného z materiálu s pevně danou konstantńı
magnetizaćı, můžeme postupovat dvěma cestami. Jednak lze spoč́ıst magnetickou indukci buzenou plošným
proudem ~j2 = ~n× ~M , který neteče po povrchu permanentńıho magnetu jen v mı́stech, kde je magnetizace s
povrchem rovnoběžná. Proto pole B vypadá jako pole solenoidu př́ıslušného tvaru.

Také ovšem můžeme za hledanou veličinu vźıt ~H a řešit rovnice

rot ~H = 0 div ( ~H + ~M) = 0 .

Pro uvažovaný magnest s konstantńı magnetizaćı vymiźı objemový zdroj−div ~M a jediným zdrojem (nev́ı̌rivé)

magnetické intenzity je skok kolmé složky magnetizace na povrchu tělesa, Div ~H = −Div ~M . Tento vztah je
analogický s elektrostatickou úlohou pro pole plošného náboje na povrchu polarizovabného tělesa. Siločáry
poĺı ~B i ~H válcového permanentńıho magnetu jsou na obr. 1.

Cvičeńı: Odvoďte rovnici (62).

Cvičeńı: Zjistěte, kdy je ~E = ~E0Θ(z− vt) a ~B = ~B0Θ(z − vt) řešeńım úplných vakuových Maxwellových
rovnic bez (plošných) náboj̊u i proud̊u.

Cvičeńı: Přesvědčte se, že permanentńı magnet ve tvaru koule s ~M = konst. bud́ı okolo sebe přesně
dipólové pole, zat́ımco uvnitř je pole homogenńı.

Silové p̊usobeńı na plošné proudy a náboje

Protože v mı́stech, kde tečou plošné proudy, neńı magnetické pole spojité, neńı jasné, jaký význam má vztah
určuj́ıćı śılu

~F =

∫

~j2 × ~B dS (66)

a podobně je to i plošným nábojem. Vı́me, že když poč́ıtáme śılu p̊usob́ıćı na bodový náboj, rozděĺıme
elektrické pole na pole tohoto bodového náboje (diverguj́ıćı v mı́stě náboje) a na pole zbylých náboj̊u. Jen
jejich pole pak použijeme k výpočtu śıly. Protože plošný proud či nábojová hustota jsou zdrojem skoku pole,
zaṕı̌seme pole v okoĺı plošného zdroje

~B =
1

2
( ~B1 + ~B2) +

1

2
( ~B2 − ~B1)sign(u((~r)) . (67)

Bez d̊ukazu uveďme, že druhý člen lze chápat pole jako buzené plošným proudem v daném mı́stě a tedy jej
lze vyloučit z výpočtu śıly p̊usob́ıćı na daný kus plošného proudu. Ten se tedy z hlediska výpočtu śıly jakoby
nacháźı v pr̊uměru poĺı z obou stran. Proto zavedeme pr̊uměry { ~B} = 1

2 ( ~B1 + ~B2) a { ~E} = 1
2 ( ~E1 + ~E2) a

Lorentzovu śılu na plošné náboje a proudy zaṕı̌seme

~F =

∫

(

σ{ ~E} +~j2 × { ~B}
)

dS . (68)

Cvičeńı: Spočtěte śılu, j́ıž na sebe p̊usob́ı desky idealizovaného rovinného kondenzátoru. Totéž spočtěte
s použit́ım zákona zachováńı energie, přičemž uvažujte jak kondenzátor připojený ke zdroji napět́ı, tak
kondenzátor odpojený.

Cvičeńı: Spočtěte śılu, j́ıž je namáháno vinut́ı idealizovaného solenoidu.
Cvičeńı: Po nastudováńı zákona zachováńı hybnosti elektromagnetického pole dokažte (68). Při integraci

toku Maxwellova tenzoru plochou obeṕınaj́ıćı rozhrani prostřed́ı 1 a 2 se může hodit identita H
(2)
i B

(2)
j −

H
(1)
i B

(1)
j = [Hi]{Bj} + {Hi}[Bj ] a odpov́ıdaj́ıćı výraz pro DiEj .
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Kvazistacionárńı přibĺıžeńı

Kvazistacionárńı přibĺıžeńı

rot ~H = ~j (69)

div ~D = ρ (70)

rot ~E + ∂t
~B = 0 (71)

div ~B = 0 (72)

(73)

svazuje elektrické pole s magnetickým. Ještě donedávna bylo zanedbáńı členu ∂t
~D (tzv. Maxwellova proudu)

možné ve většině aplikaćı Maxwellových rovnic. Rozhodnout, do jaké mı́ry lze konkrétńı problém řešit v
kvazistacionárńım přibĺıžeńı neńı snadné. To, zda je Maxwell̊uv proud zanedbatelný oproti ostatńım proud̊um
se obvykle pozná tak, že charakteristické rozměry úlohy jsou po vyděleńı rychlost́ı světla zanedbatelné proti
charakteristickým čas̊um, jenž se v úloze vyskytuji.

Předpokládejme nejprve, že proudy a náboje jsou určeny předem a nejsou ovlivněny jimi buzeným polem.
Protože v kvazistacionárńım přibĺıžeńı jsou rovnice určuj́ıćı magnetické pole totožné s rovnicemi pro pole
stacionárńı, lze při zadaném proudu použ́ıt tytéž metody řešeńı. Elektrické pole ovšem nyńı má předepsanou
jak divergenci, tak i nenulovou rotaci.

I když bychom mohli takovou úlohu rozdělit na dvě – tedy poč́ıtat zvlášť v́ırovou a zř́ıdlovou část
elektrického pole, lze si problém zjednodušit automatickým vyřešeńım homogenńı rovnice (71). Protože
~B = rot ~A, dostáváme

rot~E + ∂trot ~A = rot
(

~E + ∂t
~A
)

= 0 (74)

protože rotace ~E + ∂t
~A je nulová muśı to být gradient nějaké skalárńı funkce. Při těchto úpravách jsme

nevyužili zanedbáńı Maxwellova proudu a tedy i v obecném př́ıpadě zavád́ıme elektromagnetické potenciály
vztahy

~B = rot ~A , (75)

~E = − grad Φ − ∂t
~A . (76)

Při použit́ı kalibračńı podmı́nky div ~A = 0 tak ze zbylých Maxwellových rovnic dostáváme pro potenciály

∆ ~A = − µ0
~j , (77)

∆Φ = − ρ

ε0
. (78)

Tyto rovnice pro elektromagnetické potenciály v kvazistacionárńım přibĺıžeńı za předpokladu, že proudy
a náboje jsou dány, představuj́ı dvě (eliptické) rovnice popisuj́ıćı okamžité vytvářeńı pole zdroji v celém
prostoru najednou (p̊usobeńı na dálku).

Elektromagnetické pole v kvazistacionárńım přibĺıžeńı nemá vlastńı dynamické stupně volnosti, jen poslouchá
co mu náboje a proudy porouč́ı.

Energie pole stacionárńıch proud̊u

Zat́ımco v elektrostatice jsme energii soustavy náboj̊u uhodli na základě práce nutné k jejich přeneseńı z
nekonečna, je v magnetismu třeba proudy pomalu zaṕınat. Tento proces ale vede k vzájemné i vlastńı
indukci a tedy energii magnetického pole lze odvodit až v rámci kvazistacionárńıho přibĺıžeńı. Tehdy je
výkon potřebný k vzniku magnetického pole −

∫

~j. ~E dV za použit́ı ∇.( ~H × ~E) = ~E.(∇× ~H)− ~H.(∇× ~E) a
zákona indukce (71)

−
∫

~j. ~E dV = −
∫

(∇× ~H). ~E dV = −
∫

∇.( ~H× ~E) dV−
∫

H.(∇× ~E) dV =

∫

∇.( ~E× ~H) dV+

∫

~H.∂t
~B dV .

(79)
Za použit́ı stejného postupu, jaký budeme použijeme u úplných Maxwellových rovnic a za stejného přepokladu
linearity vztahu ~B = µ ~H dostáváme, že z kvazistacionárńıho přibĺıžeńı Maxwellových rovnic vyplývá jistý
zákon zachováńı energie

∂t

(

1

2
~H. ~B

)

+ div
(

~E × ~H
)

= − ~E.~j . (80)

9



Zanedbáńı členu ∂t
~D jednak zp̊usob́ı, že pole izolovaných zdroj̊u slábnou pro r → ∞ natolik, že plošný integrál

lze při integraxci přes celý objem zanedbat. V kavzistacionárńım přibĺıžeńı maj́ı zdroje energii jimi buzeného
pole beze zbytku “pod kontrolou”. Absence Maxwellova proudu také zp̊usobila, že v (80) neńı zahrnuta
energie eklektického pole. Kvazistacionárńı přibĺıžeńı tedy popisuje problémy, kde elektrická složka hustoty
elektromagnetické energie je zanedbatelná. (Kondenzátory, v jejichž dielektriku z principu tato nerovnost
neplat́ı, se do kvazistacionárńıho přibĺıžeńı zavedou jako prvky, u nichž je časová změna energie popsána
pravou stanou této rovnice −

∫

~E.~jdV = −UI = −∂tCU
2/2.)

Podobně jako v elektrostatice, lze i u magnetického pole ustálených proud̊u mı́sto energie pole mluvit o
potenciálńı energii zdroje. S použit́ım ∇.( ~H × ~A) = ~A.(∇× ~H) − ~H.(∇× ~A) a (69) dostáváme

1

2

∫

~H. ~B dV =
1

2

∫

~H.(∇× ~A) dV = − 1

2

∮

( ~H × ~A).d~S +
1

2

∫

~A.~j dV . (81)

a tedy po zanedbáńı povrchového členu

Wmag =
1

2

∫

~H. ~B dV =
1

2

∫

~A.~j dV . (82)

Indukčnost

Spolu s elektromagnetickou indukćı se objevuj́ı pojmy vlastńı a vzájemná indukčnost. Napět́ı indukované
podél uzavřené proudové smyčky CA ohraničuj́ıćı plochu SA je rovno změně magnetického toku −Ψ̇A

UiA =

∮

CA

~E.d~l = −Ψ̇A = −∂t

∫

SA

~B.d~S = −∂t

∫

SA

rot ~A.d~S = −∂t

∫

CA

~A(IB).d~l = −LAB İB . (83)

Lineárńı závislost pole na zdroji tedy podobně jako v elektrostatice vede na matici koeficient̊u LAB . Konkrétně,

UiA = −∂t

∫

CA

~A.d~l = − ∂t

∫

CA

[

∑

B

µ0IB
4π

∫

CB

d~l′

|~r − ~r′|

]

.d~l ⇒ LAB =
µ0

4π

∫

CA

∫

CB

d~l′.d~l

|~r − ~r′| . (84)

Ze vztahu (82) dále pro lineárńı proudy vyplývá, že

Wmag =
1

2

∑

B

IB

∫

CB

~A.d~l =
1

2
LABIAIB . (85)

Bohužel, diagonálńı prvky takto definované matice indukčnost́ı soustavy nekonečně tenkých vodič̊u jsou
nekonečné. Zdrojem pot́ıž́ı je nekonečně silné pole v bĺızkosti takto tenkého drátu. Např́ıklad na úseku
př́ımého vodiče lze ukázat, že proudem buzený magnetický tok stejně taj jako energie tohoto pole logaritmicky
diverguje s poloměrem vodiče jdoućım k nule.

Za povšimnut́ı stoj́ı, že zákon zachováńı energie vyžaduje jev vlastńı indukčnosti: Magnetické pole je
kv̊uli linearitě polńıch rovnic úměrné bud́ıćımu proudu, a tedy energie pole 1

2

∫

~H. ~B dV muśı být úměrná
kvadrátu proudu. Je-li proudová smyčka chápána jako část elektrického obvodu, muśı změnu proudu smyčkou
doprovázet vznik indukovaného napět́ı tak, aby dodávaný výkon souhlasil s rychlost́ı změny energie pole.

Cvičeni: Jak vypadaj́ı pole ~A, ~B, ~E a Φ v homogenńım stř́ıdavém magnetickém poli?
Cvičeni: Ukažte, že (82) je invariantńı v rámci kalibračńı volnosti kvazistacionárńıho přibĺıžeńı.

Cvičeni: Jak zhruba vypadaj́ı pole ~A, ~B, ~E a Φ, když do homogenńıho stř́ıdavého magnetického pole
vlož́ıte (hodně dlouhou) spirálu z tenkého vodiče , kterým neprotéká proud a tedy tečné složky elektrického
pole (což u tenkého vodiče je jediná složka podélná) jsou nulové? Hledejte jako superpozici p̊uvodńıho pole
a nového pole Φ′.

Cvičeni: Studujte elektrické a magnetické pole v transformátoru. Za nejjednodušš́ı model můžete vźıt
dva koaxiálńı ideálńı dlouhé solenoidy. Jaký význam má použit́ı jádra s µr >> 1 ? Uvažujte transformátor
naprázdno (ten má sekundárńı obvod rozpojený) a nakrátko (zde lze pro jednoduchost sekundárńı vinut́ı
považovat za plošný vodič, tedy každý závit zkratovat zvlášť).

Skinový jev

Charakter prvńı z rovnic se ale změńı, pokud proud záviśı na elektrickém poli. Nejjednodušš́ım a přitom
naprosto běžným př́ıpadem je lineárńı závislost popsaná Ohmovým zákonem v nepohybuj́ıćım se izotropńım
a homogenńım prostřed́ı

~j = γ ~E . (86)
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Zanedbáme-li volné náboje a tedy polož́ıme Φ = 0, stále je př́ıtomno indukované elektrické pole −∂t
~A. Jsou-li

proudy určeny Ohmovým zákonem dostáváme (v kalibraci div ~A = 0) pro vektorový potenciál rovnici

∆ ~A = + µ0γ∂t
~A , (87)

Rotaćı této rovnice źıskáváme rovnici pro difuzi magnetického pole

∆ ~B = + µ0γ∂t
~B , (88)

naprosto stejné povahy. Tyto rovnice v mı́stech, kde γ > 0 maj́ı charakter evolučńı (parabolické) rovnice,
zat́ımco tatáž rovnice v mı́stech s γ = 0 představuje (eliptickou) Laplaceovu rovnici okamžitého nabýváńı
rovnováhy pole se zdroji. Tento dvoj́ı charakter lze chápat též tak, že (87) i (88) nepředstavuj́ı evolučńı rovnice
pro magnetické pole, nýbrž pohybové rovnice pro jakousi kapalinu nosič̊u náboje podléhaj́ıćı Ohmovu zákonu.
To nejsnáze uvid́ıme z časové derivace (87)

∆~j = + µ0γ∂t
~j , (89)

která představuje rovnici difuze pole proudové hustoty. Ani v této situaci tedy nemá elektromagnetické pole
vlastńı dynamické stupně volnosti, ty nálež́ı jen proudovému poli ve vodič́ıch.

Jako nejjednodušš́ı př́ıklad poslouž́ı tenká (x ∈< −a, a >) vodivá destička vložená podélně do magnet-

ického pole ~B = Bz(x)~ez .
Problém můžeme chápat jako evolučńı úlohu se zadanou počátečńı konfiguraćı magnetického pole.

Předpoklad ~B = Bz(x)~ez znamená vně destičky, kde netečou žádné proudy závislost Bz(x) = konst. Budeme
zkoumat situaci, kdy destička je vložena v homogenńım magnetickém poli B0~ez, které je náhle vypnuto.
Procesy, které nebudeme bĺıže studovat pole vně destičky vymiźı, a tak za počátečńı podmı́nky vezmeme
nulové pole vně a konstantńı pole uvnitř (oprávněnost bude diskutována později).

Dı́ky velmi zjednodušené situaci je vněǰśı magnetické pole nulové a uvnitř zbývá splnit jedinou skalárńı
rovnici

∆Bz(x, t) = + µ0γ∂t
~Bz(x, t) . (90)

Při jej́ım řešeńı, si povšimneme, že

∆fn = ∆ cos(n
π

2a
x) = −

( π

2a

)2

n2 cos(n
π

2a
x) = − λ2

nfn , (91)

přičemž tyto funkce byly vybrány proto že, (1) jsou to vlastńı funkce Laplaceova operátoru, (2) splňuji
hraničńı podmı́nku danou nulovým vněǰśım polem a (3) tvoř́ı úplnou bázi (ve smyslu úplnosti Fourierových
řad).

Zbývá rozvinout počátečńı data do této báze s pomoćı známé Fourierovy řady

cos(t) − 1

3
cos 3t+

1

5
cos 5t− 1

7
cos 7t+

1

9
cos 9t∓ ...→ π

4
sign(cos t) . (92)

Konkrétně

Bz(t = 0, x) = B0

∞
∑

k=0

4

π

(−1)k

2k + 1
cos(2k + 1)

π

2a
x (93)

Koeficienty nyńı prohláśıme za funkce času,

Bz(t, x) =

∞
∑

k=0

ak(t) cos(2k + 1)
π

2a
x (94)

a dosazeńım do rovnice (90) dostaneme evolučńı rovnici pro jednotlivé koeficienty rozvoje

−
( π

2a

)2

(2k + 1)2ak(t) = µ0γ∂tak(t) . (95)

Řešeńı této jednoduché lineárńı rovnice prvńıho řádu maj́ı charakter

ak(t) = ak(t = 0) e
− t

τk τk =
τ0

(2k + 1)2
τ0 = µ0γ

(

2a

π

)2

(96)

a popisuj́ı disipaci jednotlivých fourierovských složek počátečńıho magnetického pole. Použit́ı slova disipace
je na mı́stě nejen kv̊uli tomu, že studujeme rovnici difuze, ale též proto, že energie pole se přeměňuje na

11



Obrázek 2. Rozložeńı podélné složky magnetického pole v tenké vodivé desce v časech
t/τ0 = 0, 0.1, 0.2, ..., 1.9, 2 od vypnut́ı bud́ıćıho pole.

jouleovské teplo. V souladu s očekáváńım, se prodlužuje doba zániku pole s jeho rostoućımi rozměry tělesa.
Zde jde tloušťku vodivé desky, ovšem τ0 roste s jej́ı druhou mocninou a tak nelze u rovnice difuze mluvit o
rychlosti š́ı̌reńı informace (o změně pole na kraji desky). Podobně se relaxačńı doba prodlužuje s rostoućı
vodivost́ı (až na nekonečno u supravodič̊u).

Nyńı jsme odhalili časovou škálu τ0, na ńıž pole uvnitř vodivé destičky zaniká. Pokud zánik bud́ıćıho
pole je mnohem rychleǰśı, byl předpoklad o počátečńıch podmı́nkách difuzńı rovnice oprávněný.

Řešeńı ve frekvenčńım obraze spoč́ıvá v přechodu k harmonickým časovým závislostem. To má smysl
jak při teoretických úvahách tak i v praxi. Skrze Fourierovu transformaci lze takto popsat i složitý časový
vývoj, zde budeme ale zkoumat situaci, kdy bud́ıćı pole má harmonický pr̊uběh a po odezněńı přechodových
jev̊u (to se ohraje na časové škále τ0) maj́ı harmonický pr̊uběh i ostatńı veličiny

~B(~r, t) =
~̂
B(~r) e−iωt ~j(~r, t) = ~̂j(~r) e−iωt . (97)

Předpokládáme kv̊uli symetrii opět jedinou nenulovou komponentu magnetického pole. Pole vně muśı
být kv̊uli rot ~B = 0 konstantńı

B̂z(~r) = B̂0 |x| > a (98)

Uvnitř se ř́ıd́ı rovnićı (90), tedy

∂zzB̂z(x) = − iωµ0γB̂z(x) |x| < a . (99)

Hledáme tedy sudá řešeńı rovnice f ′′ = −kf (naše hraničńı podmı́nky (98)jsou sudé) což jsou funkce
A cos

√
kx a tedy

B̂z(x) = A cos
√

iωµ0γx . (100)

Zavedeme-li reálné č́ıslo δ vztahem

√

iωµ0γ =
1 + i

δ
=⇒ δ =

√

2

ωγµ0
. (101)

a splńıme-li okrajové podmı́nky, které źıskáme dosazeńım x = ±a do (100), dostáváme

B̂z(x) = B0

cos(1 + i)x
δ

cos(1 + i)a
δ

= B0
e−

x

δ ei x

δ + e
x

δ e−i x

δ

e−
a

δ ei a

δ + e
a

δ e−i a

δ

= B0
e

x−a

δ e−i x−a

δ + e−
x+a

δ ei x+a

δ

1 + e−2 a

δ e2i a

δ

|x| < a . (102)

Obrázek 3. Efektivńı a vybraná okamžitá hodnota podélné složky magnetického pole v tenké vodivé desce
při hloubce vniku δ/2a = 1, 0.3, 0.1, 0.03, 0.01.

Uvnitř vodivé desky v okoĺı pravého okraje x = a dominuje člen e
x−a

δ , zat́ımco u druhého okraje e−
x+a

δ .
Je vidět, že vněǰśı harmonické pole proniká dovnitř vodiče jen do hloubky ∼ δ a proto se této veličině závislé
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na frekvenci a vodivosti ř́ıká hloubka vniku. Je vidět, že směrem dovnitř vodiče nejen exponenciálně klesá
amplituda magnetického pole, ale též se měńı fáze. Pokud uvažujeme frekvence, kdy δ >> 2a, v́ı̌rivé proudy
jen nepatrně měńı magnetické pole ve vodiči. Naopak, pro velmi malé hloubky vniku můžeme uvažovat
plošné proudy tekoućı jen na povrchu vodič̊u.

Doposud jsme mluvili o magnetickém poli ve vodiči. Protože stejnou parabolickou rovnićı se ř́ıd́ı i
proudová hustota, je proud harmonického pr̊uběhu ve vodiči také soustředěn u povrchu. Jako př́ıklad
uvažujme vodič ve tvaru válce. Protože vlastńı funkce Laplaceova operátoru respektuj́ıćı válcovou symetrii
problému je Besselova funkce J0(kR), splňuj́ıćı ∆J0(kR) = −k2J0(kR), po vynásobeńı vhodnou konstantou,
jej́ıž hodnotu urč́ıme z celkového proudu vodičem, dostáváme pole proudové hustoty

~j = I
1 + i

2πaδ

J0

(

(1 + i)R
δ

)

J1

(

(1 + i)a
δ

) ~ez (103)

odpov́ıdaj́ıćı celkovému proudu I tekoućımu ve válcovém vodiči o poloměru a. Protože pro malá δ plat́ı

Jν

(

z
δ

) .
=
√

2δ
πz

cos
(

z
δ
− π

2 (ν + 1
2 )
)

, proud tekoućı vodičem se soustřed́ı v bĺızkosti povrchu stejně, jako

v jednoduchém př́ıkladě s destičkou. Magnetické pole lze určit př́ımo z Ampérova zákona s použit́ım
∫

xJ0(x)dx = xJ1(x)

~B =







µ0I
2πa

J1((1+i) R

δ )
J1((1+i) a

δ )
~eφ R < a

µOI
2πR

~eφ R > a
(104)

Ve obou výše uvedených př́ıpadech bylo magnetické pole tečné k povrchu vodiče. Takovéto magnetické
pole může lokálně vyrušit povrchový proud a skinový jev lze tedy chápat jako lokálńı jev. Ukazuje se ovšem,
že i kolmá složka magnetického pole je z vodiče vytlačována. V tomto př́ıpadě je vněǰśı pole odst́ıněno
složeným polem proud̊u tekoućıch bĺızko povrchu vodiče. Jako nejjednodušš́ı model popisuj́ıćı tento jev
lze vźıt dokonale vodivou kouli. V tomto př́ıpadě stač́ı uvažovat nulové pole uvnitř a vně vźıt superpozici
bud́ıćıho homogenńıho magnetického pole a magnetického pole dipólu. Zvoĺıme-li takový magnetický dipólový
moment, jenž vyruš́ı bud́ıćı pole na obou pólech, zaruč́ı symetrie úlohy splněńı podmı́nky Div ~B = 0 všude
na povrchu koule.
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Poznámky k přednášce Klasická elektrodynamika – Nestacionárńı

pole

Maxwellovy rovnice – nestacionárńı pole

Na základě skutečnosti, že rotace vektorového pole má nulovou divergenci, usoudil Maxwell, že v diferenciálńı
verzi Ampérova zákona je třeba v nestacionárńım př́ıpadě, kdy div ~j 6= 0 nahradit proudovou hustotu kom-
binaćı ~j + ∂t

~D, jej́ıž divergence vymiźı v d̊usledku Gaussovy věty a zákona zachováńı elektrického náboje.
Divergence toho “opraveného proudu” je nulová proto, že za použit́ı Gaussovy věty přecháźı na rovnici
kontinuity pro elektrickou nábojovou hustotu

∂tρ + div ~j = 0 . (1)

Od té doby chováńı elektromagnetického pole popisuj́ı Maxwellovy rovnice

rot ~H − ∂t
~D = ~j , (2)

div ~D = ρ , (3)

rot ~E + ∂t
~B = 0 , (4)

div ~B = 0 . (5)

Ty je samozřejmě třeba doplnit materiálovými vztahy. Budeme předopokládat, že ~D = ~D( ~E) a ~H = ~H( ~B),
se složitěǰśımi vztahy jste se seznámili v optice u dispersńıch médíı – komplikované vztahy jsou zapř́ıčiněny
komplikovaným materiálem. Náboje a proudy vystupuj́ıćı na pravé straně Maxwellových rovnic jsou dány
vlastnostmi hmoty a skrze ně elektromagnetické pole na hmotu p̊usob́ı. Nepřeberné množstv́ı jev̊u s t́ım
souvisej́ıćıch patř́ı do jiných přednášek.

Pro ujasněńı si významu rovnic (2-5) budeme až na explicitně uvedené výjimky předpokládat, že ma-
teriálové vztahy jsou popsány skalárńı permitivitou ε a permeabilitou µ. Charakter rovnic může, jak jsme
na př́ıkladu skinového jevu viděli, také ovlivnit závislost zdroj̊u na poli samotném. Proto prozat́ım budeme
proudy a nábojové hustoty považovat za dané funkce času a prostoru.

Maxwellovy rovnice – počátečńı úloha

Vezmeme-li elektromagnetické pole v nějakém okamžiku, řekněme t = 0, můžeme se ptát, co pro jeho hodnoty
vyplývá z Maxwellových rovnic. Okamžitě vid́ıme, že rovnice udávaj́ıćı divergence ~B a ~D přikazuj́ı, jaká pole
jako funkce prostorových souřadnic jsou v libovolný okamžik povolena. Např. zř́ıdlová magnetická pole
nejsou možná. Rovnice (3) a (5) představuj́ı vazby.

Oproti tomu rovnice, kde vystupuj́ı rotace poĺı maj́ı jiný charakter. Pokud pozorujeme, že v daném
okamžiku rot ~E 6= 0, je takové pole př́ıpustné, ovšem znamená to, že buď

– měńıćı se magnetické pole je zdrojem cirkulace elektrického pole a nebo
– nenulová cirkulace elektrického pole zapř́ıčińı změnu magnetického pole.
Jak rozhodnout, která z obou možnost́ı je správně? Jaký experiment by to mohl rozhodnout? V každém

př́ıpadě rovnice (4) svazuje časové a prostorové změny elektromagnetického pole. Nestač́ı na to ale sama – o
jej́ım významu rozhoduje, č́ım tuto rovnici doplńıme (viz cvičeńı ńıže).

Nejprve si povšimmneme, že obě vazby (3) a (5) se zachovávaj́ı. Časová derivace

∂t div ~B = div ∂t
~B = div (− rot ~E) ≡ 0 (6)

a podobně je to d́ıky rovnici kontinuity elektrického náboje i s rovnićı (3).
Nab́ıźı se následuj́ıćı interpretace: Vazby (3) a (5) určuj́ı jaká pole přicházej́ı do úvahy v čase t = 0.

Rotace elektrického pole a rotace magnetického pole opravená o proud

∂t
~E =

1

ε
rot

1

µ
~B −

1

ε
~j , (7)
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∂t
~B = −rot ~E , (8)

(9)

pak udávaj́ı změny pole. Jsou to pohybové rovnice pro elektromagnetické pole, které zachovávaj́ı vazby.
Tato soustava přestavuje tzv. hyperbolický systém parciálńıch diferenciálńıch rovnic – tato čeleď rovnic je
pojmenována podle znamének − + ++ ve vlnové rovnici.

Cvičeńı. Předpokládejte, že zdroje jsou dané fukce času a prostoru a že prostřed́ı je homogenńı. Uvažujte

fourierovský rozklad do prostorových vln charakteru ei~k.~r všech veličin a dosaďte jej do rovnic (7) a (8).

Nalezněte obdobu těchto rovnic pro fourierovské komponenty ~E(~k, t) a ~B(~k, t). Ukažte, že jde o soustavu

obyčejných lineárńıch diferenciálńıch rovnic s konstantńımi koeficienty (~k je vzhledem k času samozřejmě

konstanta). Na zjednodušeném př́ıkladě s ~j(~k, t) = 0 tuto soustavu vyřešte pro zadané ~E(~k, t = 0) a ~B(~k, t =
0) a ukažte, co by znamenalo opačné znaménko v Lenzově principu. Při řešeńı soustavy šesti lineárńıch

diferenciálńıch rovnic pro šest neznámých je výhodné zavést proměnné ~b±(~k, t) = ~B(~k, t) ± 1

c|~k|
~k × ~E(~k, t),

neboť představuj́ı (levé) vlastńı vektory př́ıslušné matice, v nichž má homogenńı soustava Maxwellových

rovnic pro prostorové Fourierovy komponenty tvar ∂t
~b± = ∓ic|~k|~b± a lze ji snadno řešit.

Cvičeńı. Vezměte rotaci (7) a ukažte, že źıskáte vlnovou rovnici pro ~B. Vysvětlete, proč po boku této
rovnice, se otáč́ı význam (4) – časová derivace magnetické indukce je zdrojem v́ırové složky elektrického pole.

Pozn. Evolučńı rovnice (7) a (8) měńı mimo oblast zdroj̊u jen v́ı̌rivou složku elektrického i magnetického
pole, neboť tam je jediným zdrojem změny obou poĺı rotace toho druhého, což je ovšem nezř́ıdlové vektorové
pole. Jak je možné, že když přemı́st́ıme náboj a tedy źıskáme nová zř́ıdla elektrického pole, je změna mimo
zdroje pouze v́ırové povahy?

Vysvětleńı na konkrétńım př́ıkladě poskytuje Obrázek 1 z poznámek k magnetismu: Změna elektrického
pole od stavu, kdy nabitá deska śıdĺı na dolńı podstavě válce, na elekrické pole téže desky śıdĺıćı na horńı
podstavě – tedy rozd́ıl těchto poĺı je zř́ıdlového charakteru a je na levém obrázku. Na pravé straně ale vid́ıme,
že totéž (rozd́ılové) pole vně trajektorie zdroje lze popsat jako pole v́ırové.

Relaxačńı mechanismy v elektromagnetismu

Jaký je vztah těcho evolučńıch rovnic k rovnićım, které jsme doposud studovali? Jak jsme ukázali, poč́ınaje
rovnicemi elektrostaiky a konče kvazistacionárńım přibĺıžeńım, představovali doposud zkoumané rovnice
rovnováhu poĺı se statickými, stacionárńımi a kvazistacionárńımi zdroji.

Této rovnováhy nabyde elektromagnetické pole r̊uznými relaxačńımi procesy. Nejprve zmı́ńıme dva sou-
visej́ıćı s ohmickou vodivost́ı. Prvńım, již zmı́něným, je skinový jev, konkrétně skutečnost, že (a to i v plném
elektomagnetismu) docháźı k difuzi magnetického pole směrem k rovnovážemu stavu. Daľśı mechanismus
souvisej́ıćı s vodivost́ı je dán evolućı zř́ıdlové části elektrického pole. Ta se ř́ıd́ı rovnićı kontinuity (1) a po

dosazeńı Ohmova zákona ~j = γ ~E = γ/ε ~D máme

∂tρ + div ~j = ∂tρ + div γ/ε ~D = 0 −→ ∂tρ +
γ

ε
ρ = − ~D.grad

γ

ε
. (10)

Uvnitř vodiče, kde pravé strana vymiźı tak docháźı k exponenciálńımu zániku volné nábojové hustoty –
náboj se stěhuje na povrch vodiče. Relaxačńı čas u běžných vodič̊u je velmi malý a je dán jen materiálovými
konstantami, narozd́ıl od skinového jevu, kde souviśı i s rozměry a tvarem vodiče.

Oba zmı́něné disipativńı procesy ve vodič́ıch vedou k ustaveńı statického stavu ~j = 0 a v d̊usledku Ohmova
zákona i ~E = 0 uvnitř vodiče. To je elektrostatika. Za p̊usobeńı vněǰśıch zdroj̊u či jiných sil se rovnováha
ustanov́ı v souladu s buzeńım, pro pomalu se měńıćı zdoje tak dostaneme kvazistacionárńı pole.

Předběhneme-li daľśı výklad, je tu ještě jeden relaxačńı mechanismus. Odchylka od kvazistacionárńıho
přibĺıžeńı je, jak uvid́ıme, dána př́ıtomnost́ı elektromagnetického vlněńı. Pokud to situace dovoĺı, jsou tyto
vlny buď pohlceny disipativńım prostřed́ım, nebo odlet́ı do daleka, v obou př́ıpadech je tu tendence řešeńı
bĺıžit se (kvazi) stacionárńımu stavu. To je samozřejmě vyloučeno, když zdroje samy se měńı v časech
kratš́ıch, než jaké zářeńı potřebuje k vytraceńı se.

Prvńı experimnetálńı d̊ukaz oprávněnosti Maxwellovy konstrukce – Hetrz̊uv experiment dokázal, že při
jiskrovém výboji se část z p̊uvodně elektrostatické energie mı́sto na teplo přeměńı v eletromagnetické vlny.

Elektromagnetické potenciály pro nestacionárńı pole

Již v́ıme, že homogenńı Maxwellovy rovnice (5) a (4), lze automaticky vyřešit za pomoci zavedeńı potenciál̊u.

Nezř́ıdlové ~B dává ~B = rot ~A a tak dostáváme

rot~E + ∂trot ~A = rot
(

~E + ∂t
~A
)

= 0 (11)
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a protože rotace součtu ~E + ∂t
~A je nulová muśı to být gradient nějaké skalárńı funkce. Proto zavád́ıme

elektromagnetické potenciály vztahy
~B = rot ~A , (12)

~E = − grad Φ − ∂t
~A . (13)

Jejich dosazeńım do zbývaj́ıćıch rovnic dostáváme

rot
1

µ
rot ~A − ∂tε(−grad Φ − ∂t

~A) = ~j , (14)

div ε(−grad Φ − ∂t
~A) = ρ , (15)

(16)

V homogenńım prostřed́ı můžeme vytknout př́ıslušné materiálové konstanty µε = c−2 a za použit́ı Z.I.V.A.
dostáváme polńı rovnice pro elektromagnetické potenciály

(

−∆ ~A +
1

c2
∂tt

~A

)

+ grad

(

div ~A +
1

c2
∂tΦ

)

= µ~j , (17)

∆Φ + ∂t div ~A = −
1

ε
ρ . (18)

Magnetické pole ~B je v́ırové povahy a je dáno rotaćı vektorového potenciálu. Zř́ıdlová část vektorového
poteciálu je veličina která se na magnetickém poli nijak neprojev́ı. Tato veličina je určitelná z div ~A a
tedy tato divergence vektorového potenciálu neńı nijak dána. Protože ovšem časová derivace vektorového
potenciálu vystupuje v (13) je třeba opravit po změně vektorového potenciálu i potenciál Φ. Změna kalibrace
je dána vztahy

~a ′ = ~A + ∇χ (19)

Φ′ = Φ − ∂tχ (20)

Dosazeńım do (12) a (13) lze ověřit, že tato změna potenciál̊u neměńı elektrické ani magnetické pole. Také

vid́ıme, že div ~a ′ − div ~A = ∆χ a daná změna div ~A vede na Poissonovu rovnici.

Maxwellovy rovnice v Coulombově kalibraci

Při řešeńı (17) a (18) si nejprve vybereme postaru možnost div ~A = 0. Po zavedeńı d’Alembertiánu

� = ∆ −
1

c2
∂tt (21)

a dosazeńı div ~A = 0 je

� ~A = −µ~j +
1

c2
∂t grad Φ, (22)

∆ Φ = −
1

ε
ρ . (23)

Toto jsou Maxwellovy rovnice pro potenciály v tzv. Coulombově kalibraci. Potenciál Φ se ř́ıd́ı Poissonovou

rovnićı, zat́ımco vektorový poteciál splňuje v~̇A(~x, t = 0) vlnovou rovnici se zdrojem na pravé straně. V
nestacionáŕım př́ıpadě je div ~j 6= 0 a z rovnice kontinuity je vidět, že poz̊ustatek Maxwellova proudu zajǐsťuje,
tak jako dř́ıve, aby zdroj měl čistě v́ırový charakter. Jinak by nebylo možno vybranou kalibračńı podmı́nku
dodržet. Lze ukázat, že ačkoli v této kalibraci jsou hodnoty potenciál̊u v celém prostoru okamžitě ovlivněny
změnou zdroje (nadsvětelné š́ı̌reńı), jde o změny, které maj́ı povahu změny kalibrace a změny elektrického i
magnetického pole se š́ı̌ŕı právě rychlost́ı světla.

Z rozboru vlnové rovnice �u = 0 (např. jako limity mechanického systému) je známo, že řešeńı v čase
t > 0 je dáno zadáńım hodnoty u(~x, t = 0) a jej́ı časové derivace u̇(~x, t = 0). Tyto dvě funkce představuj́ı
libov̊uli, již připoušt́ı vlnová rovnice – jejich hodnota je libovolná ale dány v nějakém okamžiku již plně ř́ıkaj́ı
jak řešeńı vypadá v libovolném čase.

Vid́ıme, že při daných zdroj́ıch Maxwellovy rovnice dovoluj́ı zadat dvě vektorové funkce čistě v́ırového

charakteru ~A(~x, t = 0) a ~̇A(~x, t = 0) a ty již plně určuj́ı elektomagnetické pole ve všech časech. Hodnota

~A(~x, t = 0) skrze rotaci určuje počátečńı hodnotu magnetického pole. Hodnota ~̇A(~x, t = 0) opravená o
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gradient řešeńı Poissonovy rovnice (to žádnou libov̊uli při daných zdroj́ıch nepřipoušt́ı) určuje počátečńı
hodnotu elektrického pole.

Libov̊ule při zadáváńı počátečńıch podmı́nek elektromagnetického pole spoč́ıvá v zadáńı v́ırové části
elektrického a magnetického pole. Co se týče libov̊ule při zadáváńı zř́ıdlové části poĺı, magnetické pole
žádnou nemá, elektrické sice ano, ale ta je fixována Gaussovou větou. Libov̊ule při umisťováńı náboj̊u nás
teď nezaj́ımá, neboť ta souviśı s pohybovými rovnicemi této nabité látky. Ty, stejně jako evolučńı rovnice
elektromagnetického pole, musej́ı zaručovat zachováńı náboje.

Kalibračńı libov̊ule se v Coulombově kalibraci smršťuje na funkce χ řeš́ıćı v každém okamžiku Laplaceovu
rovnici.

Maxwellovy rovnice v Lorenzově kalibraci

Pohledem na rovnici (17) je vidět, že kalibračńı podmı́nka

div ~A +
1

c2
∂tΦ = 0 , (24)

zvaná Lorenzova, okamžitě zjednoduš́ı rovnici pro vektorový potenciál na rovnici vlnovou. Za člen ∂t div ~A,
jenž se objevuje v rovici pro Φ dosad́ıme z Lorenzovy kalibračńı podmı́nky a dostaneme druhou časovou
derivaci. Proto v Lorenzově kalibraci maj́ı Maxwellovy rovnice pro elektromagnetické potenciály tvar

� ~A = −µ~j , (25)

� Φ = −
1

ε
ρ . (26)

Na rozd́ıl od podmı́nky Coulombovy je ve vakuu Lorenzova kalibračńı podmı́nka speciálně relativisticky
kovariantńı a stejně tak i výše uvedené rovnice pro potenciály. Také je na prvńı pohled vidět, že informace
o zdroj́ıch se š́ı̌ŕı rychlost́ı světla. V této kalibraci se nab́ıźı větš́ı mı́ra kalibračńı volnosti – všechny χ
splňuj́ıćı homogenńı vlnovou rovnici vedou nezměńı (24). Protože v oblastech, kde nejsou náboje splňuje Φ

také homogenńı vlnovou rovnici, lze zde obvykle položeńım χ =
∫ t

0
Φdt přej́ıt do kalibrace, kde Φ′ ≡ 0 a

div ~a ′ = 0.

Zákon zachováńı energie

Maxwellovy rovnice (7) a (8) popisuj́ı to, jak “torzńı napět́ı éteru” je zdrojem časové změny pole. V analogii
s mechanickým vlněńım lze očekávat, že bude existovat veličina daná kvadrátem poĺı, popisuj́ıćı hustotu
energie elektromganetického pole.

S použit́ım vztah̊u ~a.(~b × ~c) = ~c.(~a ×~b) a (fg)′ = f ′g + fg′ si nejprve spočteme

∇.( ~E × ~H) = ~H.(∇× ~E) − ~E.(∇× ~H) , (27)

pro jistotu ještě ve složkách

∂i(εijkEjHk) = εijk∂i(EjHk) = εijk(∂iEj)Hk + εijkEj(∂iHk) = Hiεijk∂jEk − Eiεijk∂jHk . (28)

Mechanický výkon, jakým p̊usob́ıme proti (tedy −) Lorentzově śıle je

dP = − ~v.dQ( ~E + ~v × ~B) = − dQ~v. ~E = − d ~J. ~E , (29)

tedy objemová hustota mechanického výkonu je s použit́ım Maxwellových rovnic a připravené identity (27)

−~j. ~E = − (∇× ~H − ∂t
~D). ~E = ∇.( ~E × ~H)− ~H.(∇× ~E) + ~E.∂t

~D = ~E.∂t
~D + ~H.∂t

~B +∇.( ~E × ~H) (30)

Tento výraz pro hustotu výkonu lze integrovat přes nějaký objem a źıskat vztah

Výkon mech. sil = Výkon potřebný ke změně el. a mag. pole + výkon odcházej́ıćı povrchem

konkrétně
∫

Ω

−~j. ~E dV =

∫

Ω

(

~E.∂t
~D + ~H.∂t

~B
)

dV +

∮

∂Ω

( ~E × ~H).d~S . (31)

Člen popisuj́ıćı výkon potřebný ke změně elektrického a magnetického pole obsahuje i energii potřebnou ke
změně magnetizace a polarizace prostřed́ı. V lineárńım nedisperzńım prostřed́ı vede vztah ~E.∂t

~D = ~E.∂tε ~E =
1
2∂t

~E.ε ~E = 1
2∂t

~E. ~D a podobný vztah pro magnetické pole k zavedeńı hustoty energie

w =
1

2
~E. ~D +

1

2
~H. ~B (32)
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splňuj́ıćı rovnici kontinuity se zdrojem

∂tw + div ~E × ~H = − ~E.~j . (33)

Pokud chceme podobný vztah źıskat i např. v magneticky tvrdém materiálu, je třeba vázané magnetizačńı
proudy přesunou do ~j a chápat je jako proudy tekoućı v prostřed́ı s ~B = µ0

~H .
Součin ~S = ~E × ~H se nazývá Poynting̊uv vektor. Jde o vektorové pole které určuje elektromagnetický

výkon odcházej́ıćı z objemu, přičemž jen zř́ıdlová část tohoto pole vystupuje v zákonu zachováńı energie.
Vztah (27) ř́ıká, že např. vložeńım permanentńıho magnetu do elektrostatického pole źıskáme Poyntingovo

vektorové pole jehož zř́ıdlová část je nulová, ovšem č́ıselná velikost v́ırové složky ~S může být ohromná.
Ve vakuu má w význam hustoty energie elektromagnetického pole, až se seznámı́me s elektromagnetickými

vlnami, uvid́ıme, že ta se může přelévat z jednoho mı́sta do druhého, aniž jsou tam nějaké zdroje. Definitivně
tak konč́ı interpretace elektrostatické energie, jako potenciálńı energie náboj̊u. Poyntingov věta ř́ıká, že ta je
jen zdáńı vzniklé z toho, že při změně polohy náboje docháźı k rekonfiguraci pole, k ńıž potřebujeme vykonat
práci právě rovnou změně elektromagnetické energie (a možná i v́ıc, pokud s náboji postrkujeme př́ılǐs zbrkle
a část naš́ı práce se přeměńı na elektromagnetické vlněńı, jenž odlet́ı pryč).

Cvičeńı. Spočtěte energii magnetického pole kulového permanentńıho magnetu s konstatńı magnetizaćı.

Zákon zachováńı hybnosti a momentu hybnosti

Ze speciálńı relativity v́ıme, že můžeme též očekávat zachováńı hybnosti. Rychlost změny mechanické hyb-
nosti udává Lorentzova śıla, pro jej́ıž objemovou hustotu v homogenńım lineárńım prostřed́ı plat́ı

fi = ρEi + εijkjjBk = Ei∂kDk + εijk(εjlm∂lHm − ∂tDj)Bk = Ei∂kDk + εijkεjlmBk∂lHm − εijkBk∂tDj =

= Ei∂kDk + εijkεjlmBk∂lHm − εijk∂t(DjBk) + εijkDj∂tBk =

= Ei∂kDk + εijkεjlmBk∂lHm − εijkεklmDj∂lEm − εijk∂t(DjBk) =

= Ei∂kDk + εijkεjlmBk∂lHm + εijkεjlmDk∂lEm − εijk∂t(DjBk) =

= Ei∂kDk + (δimδkl − δilδkm)(Bk∂lHm + Dk∂lEm) − ∂t(εijkDjBk)

Po přičteńı nulového členu Hi∂kBk a za použit́ı předpokladu o lineárńım prostřed́ı tak dostáváme

fi = ∂k

(

EiDk + HiBk +
1

2
δik(ElDl + HlBl)

)

− ∂t(εijkDjBk) (34)

Za základě zkušenost́ı se zachováńım hybnosti v mechanice kontinua identifikujeme

~g = ~D × ~B (35)

coby hustotu hybnosti elektromagnetického pole a Maxwell̊uv tenzor

Tik = EiDk + HiBk −
1

2
δik(ElDl + HlBl) (36)

jako obdobu tenzoru mechanického napět́ı, což znamená, že udává plošnou hustotu toku změny hybnosti.
Speciálně u stacionárńıch poĺı má tato veličina význam plošné hustoty śıly (tedy tlaku) j́ımž nitky elektro-
magnetického pole tahaj́ı za náboje.

S použit́ım těchto veličin dostáváme zákon zachováńı hybnosti ve tvaru

∂t

(

~pmech(V ) +

∫

V

~g dV

)

=

∮

∂V

T.d~S (37)

Pozn. V zákonu zachováńı energie, kde vystupovala časová derivace součinu ~H. ~B, jsme předpokládali
prostřed́ı lineárńı a nedispersńı, kdy tatáž permeabilita plat́ı ve všech časech (a tedy i pro pole všech
frekvenćı). Při úpravách vedoućıch k Maxwellovu tenzoru se prováděj́ı prostorové derivace tohoto součinu a
využ́ıvá se předpokladu o lineárńım a homogenńım prostřed́ı, jenž vede na rovnost Bk∂iHk = 1

2∂iBkHk. V
nehomogenńım materiálu bude na mı́sta měńıćı se permitivity, či permeability, přesněji na zde se nacházej́ıćı
vázané proudy a náboje p̊usobit nenulová śıla. V takovém př́ıpadě je nejjednodušš́ı uvažovat vázané proudy
a náboje za volné, jenž se nacházej́ı v prostřed́ı s materiálovými konstantami vakua.

Ve vakuu je

~g = ~D × ~B = ε0µ0
~E × ~H =

1

c2
~S , (38)
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tedy hustota hybnosti je svázána s tokem energie.
Př́ıklad. Uvažujme bodový náboj nacházej́ıćı se v homogenńım poli ~E0. Elektrické pole v okoĺı náboje je

popsáno superpozićı obou poĺı

~E = ~E1 + ~E0 =
Q

4πε0

~r

r3
+ ~E0 .

Maxwell̊uv tezor má tvar

Tik = (E0
i + E1

i )(D0
k + D1

k) −
1

2
δik(E0

l D0
l + 2E0

l D1
l + E1

l D1
l )

a jeho tok přes sféru se středem v počátku, kde śıdĺı uvažovaný náboj po spočteńı

∮

E0
i D0

kdSk =

∮

E0
kD0

kdSi =

∮

E1
i D1

kdSk =

∮

E1
kD1

kdSi = 0,

∮

E0
i D1

kdSk = E0
i

∮

D1
kdSk = QE0

i

∮

~E1 ~D0.d~S =

∮

~D1 ~E0.d~S =
Q

4π
~E0

∮

cos2 θdΩ ,

∮

~E0. ~D1d~S =
Q

4π

∮

~E0.~er~erdΩ =
Q

4π
~E0

∮

cos2 θdΩ

vycháźı ~F = Q~E0.
Hybnost elektromagnetického pole jsme již jednou potkali. Při odvozováńı silového p̊usobeńı mezi dvěma

proudovými smyčkami se ukázalo, že princip akce a reakce je splněn jen pokud proudy smyčkou jsou sta-
cionáńı. Bud́ı-li proudový element ~J ′ ve svém okoĺı magnetické pole, je śıla na jiný proudový element ~J

~F = ~J ×

(

µ0

4π
~J ′ ×

~r − ~r′

|~r − ~r′|3

)

= ~J ′

(

µ0

4π
~J.

~r − ~r′

|~r − ~r′|3

)

−

(

µ0

4π

~r − ~r′

|~r − ~r′|3

)

~J. ~J ′ . (39)

Zat́ımco člen úměrný ~J. ~J ′ splňuje princip akce a reakce, prvńı člen ne. Jeho p̊uvod souviśı právě s hyb-
nost́ı elektromagnetického pole. Uvažovaný proudový element ~J nesplňuje podmı́nku stacionarity. V nej-
jednodušš́ım přibĺıžeńı jde např. o dvojici navzájem se pohybuj́ıćıch náboj̊u jejichž proudová hustota ~j má
nenulovou divergenci, a tak člen ∂t

~D je nezanedbatelný. Proto, ať již budeme použ́ıvat jakýkoliv model
proudového elementu ~J , v téměř homogenńım poli ~B′ vzdáleného proudového elemntu ~J ′ znamená nesta-
cionarita ~j potřebu započ́ıst i hybnost elektromagnetického pole v bĺızkost ~J .

Pro moment śıly reprezentovaný antisymetrickým tenzorem

Mij =

∫

(xifj − xjfi)dV (40)

dostáváme na základě úprav

xifj − xjfi = xi∂kTjk − xi∂t(εjlmDlBm) − xj∂kTik + xj∂t(εilmDlBm) = (41)

= ∂k(xiTjk − xjTik) − δkiTjk + δkjTik − ∂t(xiεjlmDlBm − xjεilmDlBm) (42)

opět rovnici kontinuity, pokud předpokládáme, že Maxwell̊uv tenzor je symetrický. Po zúžeńı s εnij dostáváme
zákon zachováńı momentu hybnosti

∂t

(

~Lmech(V ) +

∫

V

~r × ~g dV

)

=

∮

∂V

~r ×T.d~S . (43)

Rovinná elektromagnetická vlna

Maxwellovy rovnice představuj́ı v Lorenzově kalibraci vlnovou rovnici pro oba potenciály. Mezi nepřeberným
množstv́ım řešeńı vlnové rovnice vyniká svoj́ı jednoduchost́ı tzv. rovinná vlna. Na ńı uvid́ıme, že splněńı
vlnových rovnic nestač́ı. Jak v́ıme, Maxwellovy rovnice dávaj́ı volnost jen v́ırové složce obou poĺı a tak určuj́ı,
jak uvid́ıme, že vlněńı je př́ıčné.

Na základě poznámky o široké možnosti volby Lorenzovky kalibrovaného potenciálu bude rovinná elek-
tromagnetická vlna určena jen vektorovým potenciálem

~A(~r, t) = ~a(~n.~r − ct) , a Φ(~r, t) = 0 . (44)
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Samozřejmě, to že jsme ~A zvolili ve tvaru rovinné vlny automaticky zaručuje, že zvolený potenciál splňuje
vlnovou rovnici

∆ ~A −
1

c2
∂tt

~A = |~n|2~a ′′ −
(−c)2

c2
~a ′′ = 0 , (45)

pokud velikost vektoru ~n určuj́ıćıho směr š́ı̌reńı vlny je jedna.
Lorenzova kalibračńı podmı́nka vyžaduje, aby

div ~A +
1

c2
∂tΦ = ∂iai(nkrk − ct) = nia

′
i = ~n.~a ′ = 0 , (46)

kde ~a ′ představuje derivaci podle parametru vektorové funkce jedné proměnné ~a. Integraćı této podmı́nky
dostáváme, že pokud ~a = 0 nebo ~a.~n = 0 aspoň v jediném bodě prostoru, muśı pak již v celém prostoru muśı
platit

~n. ~A = 0 . (47)

Pokud spočteme

~E = − ∂t
~A = c ~a ′ (48)

~B = −∇× ~A = ~n × ~a ′ , (49)

vid́ıme, že v každém bodě prostoru jsou ~n, ~E a ~B na sebe navzájem kolmé a plat́ı c ~B = ~n× ~E. Tato úměra mezi
elektrickým a magnetickým polem obsahuje jako koeficient směr š́ı̌reńı ~n. Proto, pokud je elektromagnetické
pole superpozićı rovinných vln v́ıce směr̊u, tento vztah nemuśı platit. Např́ıklad u nejjednodušš́ı verze
stojatého vlněńı jsou směry dvou harmonických rovinných vln opačné a magnetické pole v daném mı́stě
vymiźı právě v okamžićıch, kdy je elektrické pole maximálńı a naopak.

Pozn. Mluv́ıme o rovinné vlně proto, že mı́sta, kde ~E a ~B nabývaj́ı stejné hodnoty, tedy mı́sta kde
parametr ~n.~r − ct nabývá konstantńı hodnoty, jsou určena rovnićı ~n.~r = konst., což je rovnice roviny.
Maxwellovy rovnice tedy zároveň určuj́ı analytické (jde o vlněńı) i algebraické vlastnosti řešeńı (vlněńı je
př́ıčné).

Směr vektoru ~E charakterizuje polarizaci vlny. Pokud je neměnný, mluv́ıme o lineárńı polarizaci. U vlny
harmonického pr̊uběhu se zavád́ı též kruhová př́ıp. eliptická polarizace (viz optika).

Pro rovinnou vlnu je snadné spoč́ıst jak hustotu energie

w =
1

2
ε0

(

~E2 +
1

ε0µ0

~B2

)

=
1

2
ε0

(

~E2 + c2 ~B2
)

= ε0c
2|~a ′|2 , (50)

i Poynting̊uv vektor

~S = c ~a ′ ×

(

1

µ0
~n × ~a ′

)

=
c

µ0
|~a ′|2~n = w~c . (51)

Tuto úměru lze chápat tak, že rovinná vlna představuje transport energie w rychlost́ı ~c = ~nc doprovázený
hybnost́ı elektromagnetického pole ~g = w~n/c.

Pro

~A =
~E

c|~k|
ei|~k|(~n.~r−ct) (52)

dostáváme harmonickou rovinnou vlnu

~E = ~Eei(~k.~r−ωt) c ~B = ~n~Eei(~k.~r−ωt) (53)
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Poznámky k přednášce Klasická elektrodynamika –

Elektromagnetické vlny II

Rovinná vlna - opakování

Ukázali jsme, že předepsání průběhu elektromagnetického pole ve tvaru rovinné monochromatické vlny

~E(~r, t) = ~Eei(~k.~r−ωt) ~B(~r, t) = ~Bei(~k.~r−ωt) (1)

vede skrze Maxwellovy rovnice k podmínkám transversality

~E .~k = 0 , ~B.~k = 0 , (2)

k dispersní relaci
ω2 = c2k2 (3)

a k souvislosti směru šíření vlny ~n = ~k/|~k| a polí

c ~B = ~n× ~E , E = −~n× c ~B . (4)

Hodnota elektrické a magnetické složky hustoty energie této elektomagnetické vlny byla stejná a tak

w = ε0| ~E|2 , ~S = ~E × ~H = ~ncw , ~g = ~D × ~B = ~n
w

c
. (5)

Tyto vztahy si vykládáme, jako ilustraci přesnosu hustoty energie (w ~c) a hustoty hybnosti ( w
c2 ~c) v poli

rovinné vlny.

Telegrafní rovnice

Ve vodivém prostředí bez volných nábojů dává rotace Faradayova indukčního zákona

(

∆− 1
c2

∂2

∂t2

)

~E = µ0
∂

∂t
~j (6)

a po uvážení ohmické vodivosti ~j = γ ~E získáme telegrafní rovnici

(

∆− µ0γ
∂

∂t
− 1
c2

∂2

∂t2

)

~E = 0 . (7)

Než přikročíme ke studiu této rovnice z hlediska šíření vln, stojí za zmínku připomenout její podobnost
s rovnicí tlumeného harmonického oscilátoru. Tato analogie platí tehdy, když okrajové podmínky zajišťují,
že máme co do činění se stojatými vlnami. To nastane za situace, kdy ∆ ~E = −k2 ~E a tedy prostorový
průběh ~E je vlastní funkcí Laplaceova operátoru. Rovnice pro amplitudu E takového stojatého vlnění má
pak jednoduchý tvar

1

c2
Ë + µ0γĖ + k2E = 0 . (8)

Při nulové vodivosti tato rovnice popisuje harmonický oscilátor s frekvencí ck a detailněji se mu budeme
věnovat v poslední části této přednášky. Když γ > 0 a vlnová rovnice přejde na rovnici telegrafní a evo-
luční rovnice (8) vede na v čase exponenciálně tlumené oscilace elektromagnetického pole v dutině vyplněné
vodivým prostředím.
Rovnice (7) se z historických důvodů nazývá rovnice telegrafní, její správné chápání totiž učinilo z W.

Thomsona lorda Kelvina a nejspíš nejbohatšího fyzika své doby. Nejen proto není bez zajímavosti, jak se tato
rovnice objeví při studiu šíření signálu podél fenomenologicky chápaného elektrického vedení. Nechť jeho
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parametry na jednotku délky jsou: Kapacita C1, indukčnost L1, odpor R1 a svod G1. Rodělíme-li vedení na
kousky délky dz pak pro každý kousek platí L = L1dz, C = C1dz atd. Pro napětí ve vedení můžeme psát

Un − Un+1 = (R + L
∂

∂t
)In+1 = dz(R1 + L1

∂

∂t
)In+1 (9)

a pro proud podél vedení

In − In+1 = (G+ C
∂

∂t
)Un = dz(G1 + C1

∂

∂t
)Un (10)

a tedy po vydělení obou rovnic délkou úseku vedení máme

∂U

∂z
= −(R1 + L1

∂

∂t
)I (11)

∂I

∂z
= −(G1 + C1

∂

∂t
)U , (12)

kde jsme použili přiblížení Un −Un+1 = −dz ∂U
∂z . Zderivováním první z rovnic podle z a následným použitím

druhé rovnice dostáváme

∂2U

∂z2
− L1C1

∂2U

∂t2
− (R1C1 + L1G1)

∂U

∂t
−RG U = 0 . (13)

Obrázek 1: Náhradní schéma krátkého úseku dlouhého (koaxiálního) vedení se spojitě rozloženými parametry.

Až v oddíle o TEM vlnách zjistíme, že podél dokonalého vedení konstatního průřezu se vlny šíří rychlostí
světla c, porovnáním s touto rovnicí zjistíme, že L1C1 = 1/c2. Podmínkou je, aby proudy ve vedení tekly po
povrchu, což pro ideální vedení je jasný důsledek skinového jevu.
Použitím předpisu

~E = ~Eei(~k.~r−ωt) (14)

přejde telegrafní rovnice na dispersní vztah

−k2 + ω2

c2
+ iωγµ0 = 0 (15)

Ten lze chápat jako rovnici pro komplexní proměnné k a nebo ω. Nejužitečnější je případ, kdy ω je reálná
frekvence určená harmonickým zdrojem s pevnou amplitudou, zatímco vlny se šíří s komplexním vlnovým
vektorem

~k = ~n
ω

c

√

1 + i
c2µ0γ

ω
= ~n

ω

c

√

1 + i

(

λ0
2πδ

)2

, δ =

√

2

µ0γω
(16)

kde δ je hloubka vniku (elektro-)magnetického pole do vodivého matriálu dle skinového jevu. V optice se
studuje dopad elektromagnetické vlny na rovinné rozhraní mezi vakuem a vodivým materiálem. Zatímco
ve vakuu dopadající i odražená vlna vykazuje netlumené šíření s reálným vlnovým vektorem ~k = ~nω/c,
procházející vlna je charakterizována výše uvedeným komplexním vlnovým vektorem. Zajímavé jsou dvě
limity, λ � δ, kdy jde vlastně o skinový jev a případ λ � δ, kdy je vlna tlumena jen pomalu. Tehdy s
použitím

√
1 + x ∼ 1 + x/2 máme

~k.~r ∼ ~n.~r
ω

c
(1 +

i

2

c2µ0γ

ω
) = ~n.~r

ω

c

(

1 +
i

2

(

λ0
2πδ

)2
)

(17)

a tedy

ei(~k.~r−ωt) ∼ ei(~n.~r−ct)ω/c e−~n.~r cµ0γ/2 . (18)

Faktor e−~n.~r cµ0γ/2 určuje, na jaké charakteristické vzdálenosti je uvnitř (~n.~r > 0) vodivého materiálu vlna
utlumena.
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Plasmová frekvence

Z rovnice (6) vyplývá ještě jeden důležitý případ šíření elektromagnetické vlny v prostředí.
Předpokládáme, že v prostředí jsou s koncentrací n přítomny náboje q s hmotností mq, ovšem jsou

vyváženy stejně koncentrovanými nehybnými náboji opačného znaménka. Pohybová rovnice pro zrychlení
částice pod vlivem elektrického pole má tvar

mq ~̇v = ~Eq . (19)

Zatímco uvažované náboje nevytvářejí podstatnou nábojovou hustotu, jejich (současný) pohyb vytváří prou-
dovou hustotu

~j = nq~v , (20)

a tak je pravá strana rovnice (6) dána vztahem

µ0
∂

∂t
~j =

µ0nq
2

mq

~E (21)

a nehomogenní vlnová rovnice (6) poté přejde na rovnici

(

∆− 1
c2

∂2

∂t2
− µ0nq

2

mq

)

~E = 0 . (22)

Té po náhradě ∆→ −k2 a ∂2/∂t2 → −ω2 odpovídá dispersní vztah

k2 =
ω2 − ω2p
c2

, ω2p = c
2µ0nq

2

mq
=

nq2

ε0mq
. (23)

Obrázek 2: Šíření vlny v prosředí bez disperse a v prostředí s dvěma různě vysokými plasmovými frekvencemi.

Z tohoto vztahu vidíme, že prostředí s náboji dovoluje šíření elektromagnetických vln (k reálné) pouze
nad plasmovou frekvencí, jež roste s koncentrací těchto nábojů. Na Obrázku 2 je vidět jak v prostředí, v
němž neplatí úměra ω = ck dochází k rozšiřování vlnových balíků. Skutečnost, že na nejvyšších frekvencích
ω � ωp dodržuje dispersní relace (23)tuto úměru, vede k tomu, že čela vln na obrázku se šíří stejnou rychlostí
– rychlostí světla.

TEM vlna podél vedení

Rovinná vlna, lhostejno zda harmonického či obecného profilu, pro nás představuje zatím jediné známé řešení
úplných Maxwellových rovnic ve vakuu. Kolmo ke směru šíření je ovšem hodnota polí ~E a ~B rovinné vlny
konstantní. Chceme-li nalézt vlnu šíříci se podél přímého vedení tvořeného dvěma vodiči, bude se elektrická
intezita v kolmém směru měnit a tak očekáváme

~E = ~E(x, y)ei(kz−ωt) . (24)

V analogii s elektrostatickým polem předpokládáme ~E(x, y) = ∇ψ(x, y) (a očekáváme, že ψ bude na povrchu
vodičů konstantí) a tedy

~E = ∇ψ(x, y)ei(kz−ωt) . (25)
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Neznámou funkci značíme ψ proto, že nepředstavuje elektrický potenciál (ten např. Coulombovské kalibraci
vymizí). Cvičení: Nalezněte ~A a Φ pro uvedené pole.
Požadavek div ~E = 0 dává s použitím ~ez.∇ψ(x, y) = 0 rovnici

∆ψ(x, y) = 0 . (26)

Magnetické pole nalezneme z rovnice −∂t
~B = ∇× ~E při použití ∂t → −iω

~B =
k

ω
~ez ×∇ψ(x, y)ei(kz−ωt) . (27)

To, že elektrické i magnetické pole je příčné vzhledem ke směru šíření vlny vede k označení tohoto pole –
TEM. Takovéto pole automaticky splňuje ∇. ~B = 0 a z Ampérova zákona ∂t

~E = c2∇× ~B dostáváme dispersní
vztah

ω2 = c2k2 , (28)

tedy stejnou rovnici jakou máme pro rovinné vlny.
Abychom mohli mluvit o vlnách šířících se podél vodiče, musí elektrické pole ~E ∼ ∇ψ na povrchu vodiče

být kolmé na jeho povrch. Tímto povrchem tedy může být libovolná válcová plocha ψ(x, y) = konst. Z
elektrostatiky známe řešení Laplaceovy rovnice uvnitř koaxiálního vedení a z matematiky pak konstrukci
potenciálu skrze holomorfní funkce popisující paralelní vedení ze dvou vodičů kruhového průřezu [Kvasnica,
úloha III.16]. Oba tyto případy můžeme skrze (25,27) povýšit na elektromagnetické pole šířící se podél vedení.
Vyjme-li z koaxiálního vedení vnitřní vodič, je příslušné řešení Laplaceovy rovnice ψ = konst., ∇ψ = 0 a
tedy TEM vlna se nemůže šířit vlnovodem.

Helmholtzova rovnice

Vlnová rovnice ve frekvenčním obraze, tedy po nahrazení ∂tt → −ω2
(

∆+
ω2

c2

)

u(~x, ω) = 0 (29)

se jmenuje po Helmholtzovi. Pokud by na pravé straně rovnice vystupoval zdroj vlnění, šlo by o úlohu
při níž bychom hledali šíření vln dané frekvence na nějaké oblasti. Homogenní verse Helmholtzovy rovnice
představuje úlohu na hledání vlastních funkcí a vlastních hodnot Laplaceova operátoru na nějaké oblasti
za daných okrajových podmínek. Ty při hledání řešení homogenní Helmhotzovy rovnice hrají klíčovou roli
a úzce souvisejí s tím, jaký fyzikální problém řešíme. Pokud u(~x, ω) představuje výchylku membrány tvaru
Ω, je obvyklé předpokládat, že na kraji ∂Ω membrány je výchylka nulová (v analogii s membránou bubnu).
Řešení Helmholtzovy rovnice v tomto případě má pro obdélníkovou membránu x ∈ (0, a), y ∈ (0, b) tvar

u(x, y) = u0 sin(
π

a
mx) sin(

π

b
ny) ,

ω2mn

c2
=
(

m
π

a

)2

+
(

n
π

b

)2

(30)

zatímco pro kruhovou membránu o poloměru a

u(r, φ) = u0Jm(knmr)e
imφ ,

ω2mn

c2
= k2n , (31)

kde knm se volí tak, aby na okraji memrány r = a vymizela Besselova funkce Jm(knma), tzn., že součin aknm

nabývá hodnoty n-tého kořene funkce Jm. Protože tyto funkce představují též amplitudu stojatého vlnění
čtvercové a kruhové membrány, lze jim dobře porozumět jsou-li znázorněny graficky, ako např. na Obrázku
5, kde je jasem znázorněna amplituda stojatého vlnění. Vidíme, že počet uzlů v obou směrech je dán indexy
m a n.
Hledání vlastních funkcí operátorů jako je ten Laplaceův je důležitou partií matematiky a ukazuje se,

že klíčovou roli hrají okrajové podmínky. U vlnění membrány (a také struny s pevnými konci) jde o tzv.
Dirichletovu hraniční podmínku u(∂Ω) = 0. Budeme-li zkoumat šíření zvuku v objemu s pevnými stěnami,
zjistíme, že rychlost tekutiny (přesněnji zrychlení, ale to pro v čase harmonické průběhy není třeba příliš
odlišovat) je úměrná gradientu tlaku. Popisuje-li tedy šíření zvuku vlnová rovnice pro skalární veličinu (tlak)
je hraniční podmínka taková, že derivace tlaku na hranici musí k ní být tečná – tečná musí být totiž rychlost
tekutiny u stěn nádoby. Například v dutině tvaru kvádru x ∈ (0, a),x ∈ (0, b),z ∈ (0, c) máme pak vlastní
funkce (a příslušné rezonanční frekvence)

u(x, y, z) = u0 cos(
π

a
mx) cos(

π

b
ny) cos(

π

b
qz) ,

ω2mnq

v2
=
(

m
π

a

)2

+
(

n
π

b

)2

+
(

q
π

c

)2

(32)

4



Obrázek 3: Příklad stojatého vlnění membrány obdélníkového a kruhového tvaru.

Podmínka ~n.∇u(∂Ω) = 0 se nazývá Neumannova hraniční podmínka.
Tyto odstavce mají za cíl připomenout jisté partie mechaniky a související oblasti matematiky, především

ale mají ilustrovat skutečnost, že řešení homogenní Helmholtzovy rovnice představují stojaté vlnění. Frek-
vence stojatého vlnění v různě tvarovaných dutinách a membránách pak velmi souvisejí s vlastními funkcemi
Laplaceova operátoru na dané oblasti za konkrétních okrajových podmínek. Pro komplikovanější tvary oblastí
často není možné přesná řešení nalézt a přicházejí na řadu přibližné metody.

TM vlna

Oproti TEM vlně se liší jistou podélnou složkou elektrického pole χ(x, y)~ez

~E =

(

∇ψ(x, y) + 1
ik
χ(x, y)~ez

)

ei(kz−ωt) , (33)

přičemž to, že požadujeme neměnný příčný profil vlny podél celého vedení vede k tomu, že obě funkce ψ a χ
nezávisí na z.
Místo čtyř Maxwellových rovnic můžeme požadovat splnění následujících tří rovnic

∇ ~E = 0 (34)
(

∆+
ω2

c2

)

~E = 0 (35)

~B =
1

iω
∇× ~E , (36)

kde (36) představuje Faradayův zákon pro harmonická pole a automaticky vede na nedivergentní pole ~B.
Podmínka (34) vede na

∆ψ + χ = 0 (37)

a vyjasňuje přítomnost faktoru ik před χ v (33). Protože na souřadnici z závisí jen fáze vlny, ve vztahu
∆fg = f∆g + 2∇f.∇g + g∆f , kde g = ei(kz−ωt), vymizí součin gradientů a dostáváme

∆ ~E = ∆(∇ψei(kz−ωt)) +
1

ik
∆(χei(kz−ωt))~ez = ∇(∆ψ − k2ψ)ei(kz−ωt) +

1

ik
(∆χ− k2χ) . (38)

Aby byla splněna vlnová rovnice (35) musí platit

∆ψ − k2ψ +
ω2

c2
ψ = 0 (39)

a zároveň

∆χ− k2χ+
ω2

c2
χ = 0 , (40)

protože tyto dvě rovnice představují vlnové rovnice pro příčnou resp. podélnou složku elektrického pole.
Nejprve vyřešíme rovnici (39) tím, že budeme požadovat, aby funkce ψ byla řešením homogenní Helmholtzovy
rovnice

∆ψ + λ2ψ = 0 (41)
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a platil dispersní vztah

λ2 =
ω2

c2
− k2 . (42)

Z rovnic (41) a (37) vidíme, že
χ(x, y) = λ2ψ(x, y) (43)

a χ tedy samozřejmě splňuje (40). Konečně můžeme spočíst průběh magnetického pole z (36)

~B =
k

ω
(1 +

λ2

k2
)~ez × ~E , (44)

neboť s použitím ∇× f ~A = (∇f)×A+ f∇×A, ∇×∇f = 0 a ∇ei(kz−ωt) = ik~eze
i(kz−ωt) dostáváme

∇×
(

∇ψ(x, y) + 1
ik
χ(x, y)~ez

)

ei(kz−ωt) = (ik~ez ×∇ψ + 1
ik

∇χ× ~ez)e
i(kz−ωt) = ik(1 +

λ2

k2
)~ez × ~E (45)

Tato vlna má představovat elektromagnetické pole šířící se podél přímého dutého vodiče. Hraniční podmínky
jsou a) vymizení tečných složek ~E b) kolmých složek ~B. První podmínka vede na Dirichletovu podmínku pro
ψ

ψ(~x) = 0 , ~x ∈ ∂Ω (46)

a ze vztahu (44) vidíme, že tatáž podmínka zaručí vymizení kolmé složka magnetického pole na hranici. Tečná
složka magnetického pole dává proudy tekoucí po povrchu vodiče.
Dosadíme-li za ψ známá řešení Helmholtzovy rovnice pro obdélník (32) nebo kruh (31) dostaneme tvar

TM vlny ve vlnovodu s příslušným průřezem.
Dispersní vztah (42) je tentýž jako pro dispersi v důsledku nenulové plasmové frekvence – opět existuje

nejnižší frekvence, jež se vlnovodem může šířit. Místo koncentrace nábojů nyní rozhodují rozměry vlnovodu,
z rozměrových důvodů totiž platí, že λ ∼ D−1, kde D je charakteristický rozměr průřezu vlnovodu.

Obrázek 4: Příčné složky elektrické intenzity (vlevo) a magnetického (vpravo) pole TM32. Tyto složky jasně
splňují příslušné okrajové podmínky.

TE vlna

Ve vakuu jsou Maxwellovy rovnice symetrické vůči duální transformaci

~E → c ~B , (47)

~B → −1
c
~E . (48)

S použitím této transformace dostáváme, že také elektromagnetické pole

~B =

(

∇ψ′(x, y) +
λ2

ik
ψ′(x, y)~ez

)

ei(kz−ωt) (49)

~E = − c2k

ω
(1 +

λ2

k2
)~ez × ~B , (50)

je řešením polních Maxwellových rovnic, splňuje-li ψ′ Helmholtzovu rovnici (41) a platí-li dispersní vztah
(42). Tentokrát je na směr šíření kolmá elektrická složka. Aby na povrchu vodiče vymizela tečná složka, je
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třeba, aby zde vymizela normálová derivace ~n.∇ψ′. To proto, že ~ez × ~n je vektor tečný k povrchu vodiče
a ~B ∼ ~ez × ∇ψ′. Zároveň tato podmínka je nezbytná pro vymizení normálové složky magnetického pole
na povrchu vodiče. I když ψ′ musí být podobně jako u TM vlny řešením Helmholtzovy rovnice, okrajové
podmínky se liší – místo Dirichletovy teď máme podmínku Neumannovu.
Uvážíme-li řešení řešením Helmholtzovy rovnice na obdélníku x ∈ (0, a), y ∈ (0, b) za Neumannovy okra-

jové podmínky

ψ′(x, y) = ψ′

0 cos(
π

a
mx) cos(

π

b
ny) ,

ω2mn

c2
=
(

m
π

a

)2

+
(

n
π

b

)2

, (51)

vidíme, že přes značnou podobnost s řešením (32), je tu podstatná ta odlišnost, že zatímco pro (32) a tedy
TM vlnu bylo potřeba aby součin mn > 0, stačí pro nenulovost TE vlny, aby m + n > 0. Speciálně tedy
existuje TE10 vlna pro případ m = 1, n = 0. Je-li a ten větší z rozměrů obdélníkového průřezu, určuje tato
vlna nejnižší frekvenci ω10, jež se může obdélníkovým vlnovodem šířit.
Za zmínku stojí, že TEn0 vlnu v obdélníkovém vlnovodu lze získat složením pouhých dvou rovinných vln

shodné polarizace a amplitudy, ale s mírně odchýlenými vlnovými vektory ~k± = kz~ez ± kx~ex (viz příklad na
cvičení). To umožňuje chápat netriviální dispersní vztah pro šíření vlny jako důsledek odrazů vln na stěnách
vlnovodu – část pole podléhá stojatému vlnění – pak nepřekvapí, že vlny ve vlnovodu souvisí s Helmohotzovou
rovnicí.
Poyntingův vektor TE i TM vlny lze snadno spočíst a představuje kombinaci toku výkonu podél osy z

vlnovodu a přelévání (jalové složky výkonu) v příčném směru.

Obrázek 5: Příčné složky elektrické intenzity (vlevo) a magnetického (vpravo) pole TE32.

Elektromagnetický rezonátor

Podobně jako zvukové vlny v uzavřené dutině, mohou i elektromagnetické vlny vytvořit ve vodivé dutině
stojaté vlnění. Pro jednoduchost budeme uvažovat dutý vodič konstantního profilu. Ten tvoří vlnovod délky
h, jenž je na obou koncích uzavřen kolmou vodivou rovinou. Okazmžitě vidíme, že vhodným složením TE
resp. TM vln stejné polarizace ale s opačnými vlnovými vektory k1 = −k2, jimž kvůli přítomnosti k2 v
dispersním vztahu přísluší tatáž frekvence, dostaneme stojaté vlnění. Proces je totiž naprosto tentýž jako v
případě stojatého vlnění struny. Protože pro TE i TM vlnu ve vlnovodu platí k2 = ω2

c2 −λ2 a zároveň příčná
složka elektického pole stojatého vlnění podél vlnovodu musí na koncích mít uzly, vychází, že součin kh = qπ
musí být celočíselným násobkem π, tedy ω2 = c2

(

(qπ/h)2 + λ2
)

. Použijeme-li vztah (32) pro obdélníkový

vlnovod λ2 = (mπ/a)2 + (nπ/b)2 dostaneme

ω2mnq

c2
=
(

m
π

a

)2

+
(

n
π

b

)2

+
(

q
π

h

)2

, (52)

kde alespoň dvě z celých čísel m,n, q musejí být nenulová – TE vlna potřebuje aspoň jedno nenulové, druhé
nenulové potřebujeme na rezonanci podél směru šíření této vlny. Kvůli symetrii problému jsou ovšem jed-
notlivé směry záměnné a ne nezbytně musí být q nenulové a souviset s počtem uzlů ve směru šíření. Detaily
naleznete např. v [Kvasnica].
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Nehomogenní vlnová rovnice

Viděli jsme, že ve vakuu lze s použitím Lorentzovy kalibrace soustavu 4 Maxwellových rovnic převést na soustavu dvou
vlnových rovnic (

∆− 1
c2

∂2

∂t2

)
Φ(~r, t) = −ρ(~r, t)

ε0
(1)(

∆− 1
c2

∂2

∂t2

)
~A(~r, t) = −µ0~j(~r, t) (2)

Podobně jako tomu bylo v elektrostatice je možné hledat řešení těchto rovnic ve tvaru integrálu součinu vhodné (Greenovy)
funkce souřadnic ~r a ~r′ a, řekněme, nábojové hustoty v bodě ~r′. Jakkoli je možné vzhledem k jedinečnosti tohoto řešení
přímo výsledek napsat a poté ověřit (viz důležitý příklad X.1 v [1]), zkusíme použít postup z [1] abychom viděli, kde
se vezme známý tvar řešení s retardovanými zdroji. I když je v časově proměnném případě tento přístup v rozporu se
zachováním náboje, budeme si Greenovu funkci i v tomto případě představovat jako řešení polních rovnic s bodovým
zdrojem na pravé straně.
Používáme-li následující konvenci pro Fourierovu transformaci

f(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(ω)e−iωtdω f(ω) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t)eiωtdt (3)

přejde ve frekvenčním obraze časová derivace na násobení(
∆+

ω2

c2

)
Φ(~r, ω) = −ρ(~r, ω)

ε0
(4)

Po vzoru Greenovy funkce pro Poissonovu rovnici rozložíme zdroj na “bodové náboje”

ρ(~r, ω) =
∫

ρ(~r′, ω) δ(~r′ − ~r) d3~r′ (5)

a budeme hledat potenciál Gω(~r, ~r′), který každý z těchto “bodových nábojů” (nachází se v bodě ~r′) budí:(
∆+

ω2

c2

)
Gω(~r, ~r

′) = −δ(~r′ − ~r) (6)

a pak řešení složíme z potenciálů od jednotlivých “nábojů”

Φ(~r, ω) =
1
ε0

∫
Gω(~r, ~r

′)ρ(~r′, ω) d3~r′ (7)

Pro ω = 0 přechází problém na Poissonovu rovnici a příslušná Greenova funkce je

G0(~r, ~r
′) =

1
4π

1
|~r − ~r′|

(8)

S využitím translační symetrie úlohy, můžeme hledat Gω(~r, ~r′) = Gω(~r−~r′) a stejně jako v případě ω = 0 díky izotropii
d’Alembertova operátoru předpokládat závislost jen na Gω(~r − ~r′) = Gω(|~r − ~r′|). Můžeme tedy vzít ~r′ = 0 a za použití
vztahu ∆f(r) = (rf)′′/r psát pro r 6= 0, kde hledáme řešení homogenní rovnice,

[rGω(r)]
′′ +

ω2

c2
[rGω(r)] = 0 (9)

což je známá diferenciální rovnice s dvěma nezávislými řešeními

[rGω(r)] = Ae+i ω
c r +Be−i ω

c r (10)

Budeme uvažovat obě řešení zvlášť a položíme A = B = 1/(4π) aby řešení byla správně normovaná Greenova funkce.

Gω(~r, ~r
′) =

1
4π

e±i ω
c |~r−~r′|

|~r − ~r′|
(11)
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Zvláště v technických výpočtech, kdy pro zdroje předpokládáme harmonické časové závislosti, může představovat tato
Greenova funkce vlnové rovnice výchozí bod výpočtů. Pro porozumění povaze řešení nehomogenní vlnové rovnice ale
převedeme tuto funkci zpět do časového obrazu.
Speciální tvar závislosti na ω odpovídá posunutí v čase:

f(ω) = f0(ω)e
±iωτ → f(t) =

1√
2π

∫
e−iωtf0(ω)e

±iωτdω =
1√
2π

∫
e−iω(t∓τ)f0(ω)dω = f0(t∓ τ) (12)

Proto tedy

Φ(~r, ω) =
1
ε0

∫
Gω(~r, ~r

′)ρ(~r′, ω) d3~r′ =
1
4πε0

∫
e±i ω

c |~r−~r′|

|~r − ~r′|
ρ(~r′, ω) d3~r′ (13)

má časový obraz

Φ(~r, t) =
1
4πε0

∫
ρ(~r′, t∓ |~r−~r′|

c )

|~r − ~r′|
d3~r′ (14)

Podobě pro vektorový potenciál máme

~A(~r, t) =
µ0
4π

∫ ~j(~r′, t∓ |~r−~r′|
c )

|~r − ~r′|
d3~r′ (15)

Rozdílná znaménka reprezentují retardovaný a avancovaný potenciál. Jakákoli jejich vhodně normovaná lineární kom-
binace splňuje původní nehomogenní vlnové rovnice. Pokud ale nemáme závažné důvody činit jinak, bereme vždy za řešení
potenciály retardované, a náboje chápeme jako zdroje a příčinu pole.
Jakkoli vzorce s retardovaným zdrojem vypadají velmi podobně vztahům z elektro-magneto-statiky, je pro konkrétní

zdroje závislé na čase často těžké spočíst již jen retardovaný čas, natož příslušný integrál. Pro praktické výpočty se tak často
musíme přejít do frekvenčního obrazu (např. předepíšeme harmonický průběh proudů v anténě vysílající elektromagnetické
vlny). Pro pohybující se bodovou částici lze ale uvedené potenciály spočíst.

Pole nerovnoměrně se pohybujíci nabité částice

Příkladem, na kterém se často ilustruje pojem δ-funkce je bodový náboj, zde navíc ukážeme, že správná manipulace s
δ-funkcemi přináší zřejmé usnadnění výpočtů, a tedy, že takový popis je někdy výhodný.
Bodový náboj q pohybující se po trajektorii ~r0(t) je popsán hustotou

ρ(~r′, t) = q δ3(~r′ − ~r0(t))

Pro potenciál tedy píšeme

Φ(~r, t) =
1
4πε0

∫
q δ3(~r′ − ~r0(t− |~r−~r′|

c ))

|~r − ~r′|
d3~r′ (16)

Abychom mohli integraci přes prostorové souřadnice provést, museli bychom počítat Jacobián parametru δ-funkce,
místo toho ale můžeme tak jako dosud použít postup z [1]. Protože

f(r, t− r/c) =
∫

f(r, t′)δ(t− t′ − r/c)dt′

můžeme psát

Φ(~r, t) =
q

4πε0

∫
δ3(~r′ − ~r0(t′)) δ(t− t′ − |~r−~r′|

c )

|~r − ~r′|
d3~r′ dt′ (17)

tedy po již jednoduché integraci přes ~r′

Φ(~r, t) =
q

4πε0

∫
δ(t− t′ − |~r−~r0(t

′)|
c )

|~r − ~r0(t′)|
dt′ (18)
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V tomto vztahu ~r a t označují událost kde+kdy “zkoumáme” potenciál a ~r0(t′) a t′ označují událost “vyzáření informace”
směrem k výzkumníkovi potenciálu, tedy kde ten částici v době výzkumu “vidí” skrze vlnění šířící se rychlostí c, jenž mu
o ní přináší informaci. Událost t, ~r leží na budoucím světelném kuželi události t′,~r0(t′) , což je popsáno rovnicí

t− t′ − |~r − ~r0(t′)|
c

= 0 (19)

Místo výpočtu Jacobiánu teď vystačíme s jedinou derivací, kterou dosadíme do vztahu

δ(f(x)) =
1

|f ′(x0)|
δ(x− x0)

kde předpokládáme, že f(x) = 0 má jediný kořen x0.
Protože integrační proměnná je t′, musíme spočíst derivaci levé strany (19) podle t′:

d

dt′
(t− t′ − |~r − ~r0(t′)|

c
) = −(1− ~β.~n) ,

kde jsme použili vztah
∂| ~X|
∂s
=

~X

| ~X|
.
∂ ~X

∂s
(20)

a zavedli označení pro rychlost částice a směr od její polohy v retardovaném čase do bodu ~r

~β =
~v0
c
=
1
c

d

dt′
~r0(t

′) , ~n =
~r − ~r0(t′)
|~r − ~r0(t′)|

Označíme-li řešení rovnice (19) t′0, pak dosazením dostáváme

Φ(~r, t) =
q

4πε0

∫
δ(t− t′ − |~r−~r0(t

′)|
c )

|~r − ~r0(t′)|
dt′ =

q

4πε0

∫
δ(t′ − t′0)

1− ~β.~n

1
|~r − ~r0(t′)|

dt′ (21)

Pro elektromagnetické potenciály pohybujícího se bodového náboje tedy dostáváme

Φ(~r, t) =
1
4πε0

q

|~r − ~r0(t′0)|
1

1− ~β.~n
(22)

a

~A(~r, t) =
µ0
4π

q ~v0(t′0)
|~r − ~r0(t′0)|

1

1− ~β.~n
=
1
4πε0

q ~β/c

|~r − ~r0|
1

1− ~β.~n
(23)

jenž lze spočíst z proudu
~j(~r′, t) = ~v0ρ = qv0(t) δ3(~r′ − ~r0(t))

který je součinem nábojové hustoty a rychlosti a tak je výpočet vektorového potenciálu až na faktor µ0ε0~v0 = ~v0/c2 zcela
schodný.
Jak jsme právě viděli znamená výskyt retardovaných časů jistou komplikaci ve výpočtu, která se pak ve výsledku projeví

nečekaným faktorem (1−~β.~n)−1. Co víc, protože pracujeme s obecně časově závislými potenciály, nemáme dostečnou intuici
(jako tomu bylo v elektrostatice) abychom z tvaru potenciálů viděli vlastnosti pole ~E, natož ~B. Proto si jako ilustraci
zkusíme spočíst z výše uvedených potenciálů důležitou část výrazu pro ~E, jenž je úměrná zrychlení částice, a, jak uvidíme,
ubývá se vzdáleností mnohem pomaleji, než vlastní Coulombické pole náboje.

Zářivé pole bodového náboje

Platí

~E = −∇Φ− ∂ ~A

∂t
~B = ∇× ~A .
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V potenciálech (22-23) se vyskytují následující veličiny závislé na ~r a t:

r0 = r0(t
′
0(~r, t))

v0 = v0(t
′
0(~r, t)) =

d

dt′
~r0(t

′)

~n =
~r − ~r0(t′0(~r, t))
|~r − ~r0(t′0(~r, t))|

Derivací vztahu

t− t′ − |~r − ~r0(t′)|
c

= 0

podle času za použití (20) dostáváme

1− ∂t′

∂t
+
1
c
~n.

dr0(t′)
dt′

∂t′

∂t
= 0

tedy
∂t′

∂t
=

1

1− ~β~n
,

zatímco gradient téže rovnice dá

− ∂

∂ri
t′ − 1

c
nj

(
δji −

d(r0)j(t′)
dt′

∂

∂ri
t′
)
= 0

tedy

∇t′ =
−~n/c

1− ~β~n
.

Derivace ~n naštěstí nebudeme potřebovat, protože klesají jako 1/R, kde R = |~r−~r0|. Prostorové a časové derivace veličin
jako je např. v0 spočteme podle vztahu

∇f(t′) =
∂f

∂t′
∇t′ =

∂f

∂t′
−~n/c

1− ~β~n

∂

∂t
f(t′) =

∂f

∂t′
∂t′

∂t
=

∂f

∂t′
1

1− ~β~n

Celkem tři členy ve výrazu pro ~E obsahují derivaci rychlosti, jenž dá zrychlení. Zároveň si lze povšimnout, že členy,
které zanedbáváme ubývají s R rychleji, než ty jenž uvažujeme. Detailně si to ale komentovat nebudeme, neboť víme, že
pole nezrychleného náboje je jen Lorentzovsky transformované Coulombické pole a tedy klesá jako 1/R2.
V potenciálu Φ se rychlost vyskytuje jednou

∇Φ = ∇ 1
4πε0

q

R

1

1− ~β.~n
= ...+

1
4πε0

q

R
(−1)∇(1−

~β.~n)

(1− ~β.~n)2
= ...+

1
4πε0

q

R

(−~̇
β.~n)(~n/c)

(1− ~β.~n)3

Při výpočtu časové derivace ~A narazíme na rychlost v čitateli i jmenovateli

∂ ~A

∂t
=

∂

∂t

1
4πε0

q

|~r − ~r0|
~β/c

1− ~β.~n
= ...+

1
4πε0

q

|~r − ~r0|

[
∂
∂t

~β/c

1− ~β.~n
+ ~β/c

∂

∂t

1

1− ~β.~n

]

∂ ~A

∂t
= = ...+

1
4πε0

q

|~r − ~r0|


~̇
β
c

1
1−~β.~n

1− ~β.~n
+

~β

c

~̇
β.~n 1

1−~β.~n

(1− ~β.~n)2


Sečtením získáme

~E = −∇Φ− ∂ ~A

∂t
= ...− q

4πε0

1
Rc

1

(1− ~β.~n)3

(
−(~̇β.~n)~n+ ~̇

β(1− ~β.~n) + ~β(~̇β.~n)
)

(24)
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Protože platí ~n× [(~n− ~β)× ~̇
β] = (~n− ~β)(~̇β.~n)− ~̇

β(1− ~β.~n) můžeme část pole ~E závislou na zrychlení částice psát

~E = ...+
q

4πε0

1
Rc

~n× [(~n− ~β)× ~̇
β]

(1− ~β.~n)3
= ...+

q

4πε0

1
Rc2

~n× [(~n− ~v/c)× ~̇v]
(1− ~v.~n/c)3

.
= ...+

q

4πε0

−~̇v⊥
Rc2

(25)

kde jako poslední je uvedeno nerelativistické přiblížení, v němž je použito označení ~̇v⊥ = ~n× (~n× ~̇v).
Podrobným výpočtem lze ukázat, jak vypadá část pole nezávisející na zrychlení a také, že magnetické pole se řídí

vztahem známým z rovinné elekromagnetické vlny

~B =
1
c
~n× ~E (26)

Díky tomu a faktu, že uvažovaná část elektrického pole je kolmá na ~n, dostáváme, že Poyntingův vektor splňuje relaci
známou pro vlny ~S = c~nw , kde w = ( ~E. ~D + ~B. ~H)/2 je hustota energie elektromagnetického pole.
Navíc faktor 1/R zaručuje, že tok energie přes sféru o nekonečném poloměru je nenulový (to kvazistacionární pole

lokalizovaných nábojů a proudů nedokáží).
Zatímco vynechaná část elektrického pole poybujícího se náboje odpovídá Coulombickému poli a ubývá jako 1/R2,

námi studovaná složka závislá na zrychlení ubývá jako 1/R. Z rozměrových důvodů musí jít elektrické pole psát jako

E ∼ q

4πε0

(
1

R2
+
1

RH

)
,

kde H je veličina s rozměrem délky nějak souvisí se zrychlením částice. Pro R � H převládá coulombické pole, naopak
pro R � H převládá záření. Pro takto velká R mluvíme proto o radiační zóně, kde můžeme ostatní členy zanedbat.
Pokud stále uvažujeme jednu částici, z kinematiky zjistíme, že velikost H je zhruba vzdálenost na níž by s uvažovanýcm
zrychlením částice nabyla relativistických rychlostí. I v případě, že záření vzniká kolektivním přespěním mnoha nábojů,
řekněmě v anténě, má smysl mluvit o radiační zóně jako o oblasti, kde pole má již převážně podobu elektromagnetické
vlny. Jak uvidíme v následujícím příkladě, začíná radiační zóna obvykle blíže zdroji než bychom z výše uvedeného čekali.

Vyzařovací charakteristika a elektrické dipólové záření

V radiační zóně můžeme pro Poyntingův vektor s psát

~S = ~E × ~H = ~E × 1
cµ0
(~n× ~E) =

~n

cµ0
| ~E|2 = c~n ε0 | ~E|2 ,

kde, stejně jako u rovinné vlny, jsme využili kolmost ~E na ~n a vztahu c2ε0µ0 = 1. Dosazením konkrétního tvaru ~E
dostáváme

|~S| = q2

16π2ε0R2c3
|~n× [(~n− ~v/c)× ~̇v] |2

(1− ~v.~n/c)6
∼ q2

16π2ε0R2c3
|~̇v⊥ |2 (27)

Šestá mocnina výrazu 1−~v.~n/c souvisí s aberací a Dopplerovým jevem a může při vyšších rychlostech částice rozhodujícím
způsobem určovat směr, kterým je záření vysíláno. V nerelativistickém případě je směr toku energie dán výrazem |~̇v⊥|2 =
|~n× (~n× ~̇v)|2 = |~̇v|2 sin2 ϑ, kde ϑ je úhel mezi (retardovaným) směrem k pozorovateli a směrem zrychlení.
Jako nejjednosušší případ si vybereme vyzařování nepohybujícího se v čase proměnného dipólu tvořeného opačně

nabitými částicemi. Protože je výsledné pole lineární superpozicí polí obou nábojů, stejně jako dipólový moment soustavy,
můžeme pro zjednodušení jeden z nábojů ponechat v klidu v počátku, zatímco druhý se bude v jeho blízkosti pohybovat
po ose z. Při tomto modelu bude dipólový moment systému ~p(t) = q~r(t) = p(t)~ez. Proto v nerelativistickém vztahu pro
elektrické pole v radiační zóně můžeme kombinaci q~̇v⊥ nahradit ~̈p⊥. Velikost |~̈p⊥| = |p̈(t) sin θ| tedy

~S =
|p̈|2

16π2ε0R2c3
sin2 θ ~er

Protože pro integrál přes povrch koule o poloměru r platí
∫
sin2 θdS = (8/3)πr2, bude za předpokladu, že r

.
= R, tedy

že amplituda pohybu náboje v našem modelu dipólu je mnohem menší než vlnová délka, platit

I =
∫

~S.d~S =
1
4πε0

2|p̈|2

3c3
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Protože platí princip superpozice, popisuje tento výsledek výkon záření, jenž opouští velmi malou (v porovnání s
vlnovou délkou) soustavu nábojů s dominujícím elektrickým dipólovým momentem a to i v případě, kdy se směr dipólového
momentu libovolně mění, v nerelativistém přiblížení jsme viděli, že záření je členem sin2 θ koncentrováno do roviny kolmé k
vektoru zrychlení. Důležité je vidět, že zatímco pole dipólu klesá jako R−3, tedy dokonce rychleji, než pole bodového náboje,
radiační část pole stále přenáší energii do nekonečna díky chování E ∼ 1/R. Podobně vyzařují záření až do nekonečna
i systémy s dominujícími vyššími multipólovými momenty, každý chybějící faktor 1/R se ve vztazích pro intezity pole,
hustotu energie či vyzářený výkon nahradí časovou derivací (1/c)d/dt.
Jestliže je zdroj nezanedbatelně velký dochází k interferenci polí od jeho jednotlivých částí, což obvykle výrazně mění

vyzařovací charakteristiku oproti dipólové |~S| ∼ sin2 θ. Za součást zdroje také musíme považovat jakékoli vodiče či např.
objekty s εr 6= 1 nacházející se v jeho blízkosti.

Síla působící na vyzařující částici

Zatímco pole v radiační zóně má docela přehledný tvar

~S = c~n w(θ, φ) = c~n w(~n)

v blízkosti zdroje záření je tvar Poyntingova vektoru velmi komplikovaný. Kdybychom dokázali nalézt pole v blízkosti zdroje
splňující příslušné okrajové podmínky (obvykle tam jsou nějaké vodiče), dokázali bychom určit kolik z energie přiváděné,
řekněme do rozlehlého deskového kondenzátoru se motá v jeho okolí a slouží jen k výrobě blízkých polí (jalové proudy) a
kolik energie systém opustí a v podobě záření odletí pryč. Nalézt takové řešení lze v podstatě ale jen pro nejjednodušší
problémy a to jen za silně omezujících předpokladů, např., že rozměry musejí být mnohem menší, než uvažovaná vlnová
délka. To znamená, že třeba rozložení polí v okolí antény je analyticky nezvládnutelné, protože dobrá anténa nemůže být
mnohem menší než vlnová délka.
Podobě je ale velmi komplikovaný i problém zdánlivě nejjednodušší – energetická bilance v okolí urychlované bodové

částice. Důvodem pro to je, že klasická bodová částice je fyzikálním obrazem matematického objektu popsaného δ-funkcí
a příslušnými Greenovými funkcemi. Ty mají velmi dobrý smysl v rámci lineární teorie svazující pole a jeho zdoje. Energie
a její toky jsou ale popsány kvadratickými výrazy a tam jistota s níž používáme δ-funkce atp. končí.
Jako příklad uvažujme nabitou částici, která se nejříve v t <= t1 nachází v rovnoměrném přímočarém pohybu, pak

na ni chvíli působí všelijaké síly, které ji urychlují a brzdí, aby ji nakonec v t > t2 ponechaly ve stejném rovnoměrném
přímočarém pohybu. Taková částice podle (27) vyzáří energii

E =
∫

k|~̇v|2dt = k

∫
~̇v.~̇vdt = k

(
[~̇v.~v]t2t1 −

∫
~̈v.~vdt

)
Předpokládáme, že tuto energii dodala síla ~F působící na částici

E =
∫

~F .~v dt

Protože okrajové členy jsou za daného počátečního a koncového stavu nulové a ze zachování energie dostáváme∫
(~F + k~̈v).~v dt = 0

což by mohlo vést k doměnce, že pohybová rovnice pro nabitou částistici musí vypadat

m(~a− τ~̇a) = ~F

To je ovšem jen stěží přijatelné: (1) je to diferenciální rovnice třetího řádu, (2) ta řešení na něž jsme z Newtonovské
dynamiky zvyklí se ztrácejí mezi velmi ošklivými řešeními exponenciálně rostoucími v čase, (3) kdybychom chtěli vybrat
mezi řešeními to správné (to poznáme podle toho, že dobře dopadne – viz naše podmínky na koncovou rychlost částice)
máme jasně nekausální teorii.
Pro nás z toho plyne, že řešení úplných Maxwellových rovnic pro rozlehlá tělesa neumíme kvůli obtížnosti nalézt, a ani

klasické bodové náboje náboje nejsou tím čím bývaly.
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Klasická elektrodynamika

Elektrostatika. Redukce Maxwellových rovnic pro elektrostatická řešení. Elektrický potenciál, elektrická intenzita,
silové působení. Poissonova rovnice. Laplaceova rovnice. Řešení Poissonovy rovnice ve volném prostoru. Gaussova
věta v elektrostatice. Její užití při hledání symetrických řešení1 Bodový náboj jako δ-funkce. Vztah ∆1/|~r| =
−4πδ(3)(~r), potenciál rovnoměrně nabité koule, rovnost ve smyslu distribucí2. Vodiče v elektrostatice, hraniční
podmínky . Plošná nábojová hustota. Matice kapacit ze superpozice řešení. Formule

∫
(u∆v− v∆u)dV =

∮
(u∇v−

v∇u).d~S a její užití3. Energie v elektrostatice. Kapacita jako kvadratická forma energie nabitých vodičů. Extremalita
energie pro řešení Laplaceovy úlohy při fixovaném potenciálu na hranici.
Křivočaré ortogonální souřadnice, bázové vektory, Lameovy koeficienty. Vyjádření vektorového pole pomocí

bázových vektorů. Gradient, divergence, ∆ a rotace v křivočarých souřadnicích4. Rovnice siločáry a ekvipotenciály.
Pole bodového náboje s Dirichletovými okrajovými podmínkami, řešení Poissonovy rovnice. Kulová inverze

a řešení Laplaceovy rovnice. Potenciál bodového náboje poblíž vodivé koule. Matice kapacit dvou vodivých koulí.
Polynomy v kartézských souřadnicích jako řešení Laplaceovy rovnice. Jejich kulová inverse. Holomorfní funkce
jako potenciály a siločáry řešení 2D Laplaceovy rovnice.5

Multipólový rozvoj. Princip. Souvislost Legenderových polynomů a multipólového rozvoje pole axiálně symet-
rického zdroje. 6 Dipólový moment. Potenciál a elektrická intenzita elektrického dipólu.
Časově neměnná magnetická pole. Maxwellovy rovnice pro stacionární proudy. Vektorový potenciál. Kalibrace ve

stacionárním případě. Ampérův zákon. Biotův-Savartův vzorec. Pole daleko od izolovaného stacionárního proudu.
Magnetický dipólový moment a dipólové pole. Silové působení proudů a magnetického pole. Energie magnetického
pole. Indukčnost.
Materiálové vztahy. ~P a ~M . ~D a ~H. Ohmův zákon. Tenzor elektromagnetického pole, Lorentzovy trans-

formace.7

Podmínky na rozhraní dvou prostředí, plošné náboje a proudy.
Kvazistacionární přiblížení. Vyjádření ~E a ~B pomocí potenciálů. Kvazistacionarita a okamžité šíření pole od

zdroje. Indukčnost a elektromagnetická indukce. Svázání rovnic přes Ohmův zákon. Skinový jev a rovnice
difuse, hloubka vniku, relaxační doba zániku magnetického pole. Indukované elektrické pole v časově proměnném
homogenním a dipólovém magnetickém poli. Toky energie v kvazistacionárním přiblížení.
Nestacionární pole. Kalibrační volnost a Lorentzovská kalibrace. Vlnové rovnice pro potenciály.
Rovnice kontinuity pro elektrický náboj. Zákon zachování energie. Hustota energie elektromagnetcikého pole a

Poyntingův vektor. Maxwellův tenzor a zákon zachování hybnosti.
Homogenní vlnová rovnice. Rovinná vlna, polarizace, tok a hustota energie. TEM vlna podél dlouhého ideálního

vedení8. Helmholtzova rovnice na úsečce, obdélníku a uvnitř kvádru. Dirichletova a Neumannova hraniční podmínka.
Princip vlnovodu, odlišnost od TEM vlny podél vedení, TE a TM vlny, hraniční podmínky. Stojaté vlnění jako
superpozice vln opačných směrů, elektromagnetický rezonátor. TEn,0 vlna jako superpozice dvou rovinných lineárně
polarizovaných vln.
Elektromagnetická vlna ve vodivém prostředí. Telegrafní rovnice. Dispersní relace s útlumem.
Nehomogenní vlnová rovnice. Retardované řešení pro potenciály. Lienardovy-Wiechertovy potenciály. Záření

zrychleně se pohybujícího náboje. Radiační zóna. Vyzářený výkon. Dipólové elektrické záření.
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1Důležité příklady z cvičení jsou uvedeny kurzívou.
2T.j. po vynásbení rozumnou funkcí a přeintegrování a použití pravidel integrace per partes
3Jednoznačnost řešení Poissonovy rovnice, střední hodnota řešení Laplaceovy rovnice přes sféru (a jeho monotónost), symetrie matice

kapacit.
4Hodí se znát Lameovy koeficienty pro zmíněné křivočaré souřadnice a pamatovat si aspoň zápis gradientu skalární funkce
5Problémy, které patří do jiných předmětů ale váží se k elektrodynamice, nebo se, jako v případě zákona zachování hybnosti, nestihly,

jsou vyznačeny tučně.
6Přestože vztah 4πε0Φ(~r) =

∑∞
l=0

ql Pl (cosϑ) /rl+1 je jen těžko odvodit, hodí se o něm vědět.
7Užití Lorentzových transformací při přechodu do takového systému, v němž lze snadno psát materiálové vztahy.
8Pole tvaru ~E = ∇ψ(x, y)eikz−iωt, odpovídající ~B, hraniční podmínky na vodičích, tok energie.
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