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'PREDMLUVA

Rostoum rozsah aplikaci elektromagnetickych jevli ve védecke a techmcke praxi si
vyzddal i pfiméfenou zménu v ucebnich planech na viech typech Skol, proto bych
chtél dvodem Fici nékolik slov ke zpasobu vykladu a vyberu latky.

V tvodnim vysokoSkolském kursu fyziky se probiraji zdkladni poznatky
0 elektromagnetlckych jevech, véetné zobecnéni téchto poznatkil ve formé Max-
wellovych rovnic elektromagnetického pole. Ve specidlni pfednasce teorie elektro-

 magnetického pole se na tyto poznatKy bezprostiedné navazuje, po kratké

rekapitulaci zdkladnich poznatkd se Maxwellovy rovnice zavadéji axiomaticky
a dal$i teorie se buduje deduktivni cestou. Takovy postup odpovida modernimu
pojeti teoretické fyziky. Zakladni pfirodni zakony, mezi né¢Z Maxwellovy rovnice
bezesporu patfi, se totiZz nedaji jednoznacné a s plnou obecnosti dokazat tak, jako
se dokazuji matematické teorémy. Tyto zdkony predstavuji dalekosdhlou generali-

zaci experimentélnich faktd (jistych modelovych situaci), pficemz platnost téchto -
zobecnéni nemiZzeme dokéazat pouze logicky (teoreticky).-Hlavnim a konecnym
kritériem spravnosti téchto zobecnéni je souhlas teoretickych predpovedl S experi-
mentalnimi vysledky. Z toho diivodu jsem (na rozdil od starSich ucebmc) podstatné
zredukoval tzv. odvozovani Maxwellovych rovnic.

Témito slovy nehodldm ani v nejmensSim snizovat vyznam 1ndukt1vm metody,
ktera patfi k vychové k védeckému mysleni. Cesta k objevu zdkladnich rovnic
y3dné velké teorie nebyla ani pfima, ani snadnd, feSeni si vyzadalo nemalo tsili,
tdpdni, intuice, odvahy i kusu objevitelského Stésti. Pro ilustraci uvedu alespon
jeden pfiklad. Piivodni Coulombuv zakon se ]ednoduchou matematickou operaci

pfevede na Gaussovu vétu elektrostatiky (div D=g). Maxwell z estetickych '

dtivodii“ tuto rovnici zobecnil i na ¢asové proménna pole, ackoli v t€ dobe nebyl
pro takové zobecnéni (ale také proti nému) Zadny empiricky podklad. Toto
zobecnéni pak pfivedlo k Maxwellovu posuvnému proudu, s nimz je bezprostiedné
spojena existence elektromagnetickych vin.



Pro snazsi vniknuti étenife do dané problematiky jsem do dvodni kapitoly
zatadil pfehled zakladnich poznatki o elektromagnetickych jevech, jejichZ zobec-
nénim je Maxwellova série rovnic elektromagnetického pole. Lorentzova elektro-
nova teorie poskytuje hlubsi pohled na mikroskopicky piivod makroskopickych
veli¢in elektromagnetického pole, proto za¢inam axiomaticky vyklad pravé Lorent-
zovou teorii. ,

Tato udebnice, jeZ vznikla z dlouholetych pfednds$ek na vysokych Skoldch

a postgradudlnich kursech, vychazi ze schvalenych osnov pfedmétu teorie elektro- -

magnetického pole na matematicko-fyzikalnich fakultdch. Tomu odpovida i forma
vykladu a pfedpoklddané piedbéZné znalosti z matematiky a fyziky. Né&které
specilni matematické partie pfesahujici tento rdmec jsou vyloZeny bud v textu,
anebo v dodatcich.

Teorie elektromagnetického pole je nejen samostatnou fyzikalni disciplinou, ale
v uéebnim programu je také pfipravnym pfedmétem k teorii relativity, kvantové
teorii, atomové a jaderné fyzice, fyzice plazmatu, fyzice pevnych latek a nakonec ke
kvantové elektrodynamice. Tomu je pfizplisoben i vybér latky a zptisob vykladu,
jakoZ i $iroké spektrum feSenych dloh k jednotlivym kapitolam.

‘Oznaceni veliin je ve shodé s doporufenim Mezinirodni unie pro Cistou
a aplikovanou fyziku (IUPAP), jakoz i naSimi zvyklostmi a normami. Byla-li
zména oznadeni nékteré veliiny nezbytnou, snaZil jsem se ponechat standardni
oznadeni té velifiny, kterd se v této uebnici vyskytuje Castéji. Pfi vykladu je
pouzita soustava jednotek SI (CSN 01 1301), i kdyZ pro teoreticky vyklad je tato
soustava nejméné vhodn4. JelikoZ podstatna ast svétové teoretické literatury je
(a jesté bude) psdna v soustavé CGS, uvadim v. dodatku pfevodové vztahy mezi
soustavou SI a CGS. ‘ :

Snazil jsem se ujednotit pouziti indexd. Indexy oznacujici ¢astice anebo systémy
volim z velké tiskaci latinské abecedy; tak napf. es znaéi ndboj A-té Cistice, ra
polohovy -vektor A-tého ndboje. Rizné pfiviastky veliin vyznauji hornimi
zdvorkovanymi indexy; napf. e® znadi polarizaéni naboj, j™ Maxwelliv proud.
Komponenty vektord a tenzori v tfirozmérném prostoru oznacuji indexy z malé
latinské abecedy ; napf. v; (i =1, 2, 3) znadi i-tou komponentu vektoru v, T;; znaci
(ij)-tou komponentu tenzoru T. U &tyfrozmérnych vektort Cisluji komponenty

_ malymi feckymi indexy probihajicimi od jedné do ¢tyf. JelikoZ zde pouzivdm pouze
euklidovskou metriku, neni tieba rozli§ovat mezi kovariantnimi a kontravariantni-
mi komponentami. Ve vektorovych a tenzorovych operacich uzivaim Einsteinovu
sumadni konvenci: vyskytne-li se v nékterém €lenu index (prav€) dvakrat, rozumi
se tim selitdni pfes tento index bez explicitniho vypisovdni sumacniho znaku, a to
u malych latinskych indexi seitdni od jedné do tii a u feckych indext selitdni od

. 3 4
jedné do &tyf. Tak napf. misto >, TuA« piSeme TiAx, misto Y, (3A,/dx,) pifeme
k=1 . u=1
JA./3x,.
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V udebnici uzivim komplexni symboliku pro redlné veliCiny. Symbol a exp (if)
znadi redlnou &ast piisluiné redlné veli¢iny, aniZ bych znakem Re explicitné
vyznadoval, Ze se jednd o redlnou ¢ast. U linedrnich vyrazd to nemiize pvfivést
k nedorozuméni; manipulace s bilinedrnimi a kvadratickymi vyrazy je vysvétlena
v textu.

Zavérem bych rad podékoval nékolika generacim svych zakd, ktefi byli trpélivi-
mi a aktivné spolupracujicimi pokusnymi kraliky pti experimentech s riznymi
formami vykladu, jakoZ i fadé svych spolupracovnikil za fadu cennych podnétd,
které vzesly pfi prednaskdch a semindfich o fad& otazek principidlnich i metodic-
kych. Zvlait& bych chtél pod€kovat prof. Ing. Jitimu Forménkovi, DrSc., prof. Ing.
Milanovi Nogovi, DrSc., a doc. RNDr. Ji¥imu Langerovi, CSc., za podnétné
pfipominky k riiznym variantdm rukopisu. Své manzelce Jarmile Kvasnicové

d&kuji za ob&tavou pomoc pfi technické dpravé rukopisu.

Praha, zaii 1983 Jozef Kvasnica



- UVOD

Pritkopnikem ptedstavy o elektromagnetickém poli jako nositeli a zprostfedkova-
teli elektromagnetlckych interakci byl MicHAEL Farapay (1791—1867).

Soustavu rovnic elektromagnetického pole zformuloval skotsky fyzik James
CLERK MaxweLL (1831—1879), jenz v mnoha smérech zobecnil a matematicky
formuloval Faradayovy vysledky a pfedstavy o silovych trubicich. Prvni, zjednodu-
Senou variantu téchto rovnic Maxwell uvefejnil v roce 1864 ; obecna forma rovnic
elektromagnetického pole je obsazena v jeho spise “The Treatise on Electricity
and Magnetism” (1873).

Veskeré disledky plynouci z Maxwellovych rovnic pro makroskopické elektro--.
magnetické pole byly pozd&jiimi pokusy bez vyjimky potvrzeny. Maxwell sdm
odvodil nejdtlezitjsi disledek svych rovnic: ukézal, Ze elektromagneticky rozruch
se nejenom §ifi od mista k mistu, ale Ze se §ifi konecnou rychlosti rovnou rychlosti
‘svétla. Tim byla pfedpovédéna existence elektromagnetickych vin, coZ r. 1887
potvrdil svymi slavnymi experimenty Hemrice Herrz (1857—1894).

Od poznatku, 7e elektromagneticky rozruch se $iii rychlosti svétla byl pouze
kriitek k tomu, aby optické jevy byly pochopeny (interpretovany) jako specidlni
ptipad jevil elektromagnetickych. Maxwell sim odvodil zékony optiky ze svych
‘rovnic elektromagnetického pole.

Potatkem 20.stoleti objevil holandsky fyzik HENRrIC ANTON LoRENTZ
(1853—1928), Ze rovnice elektromagnetického pole jsou invariantni vici jisté
transformaci soufadnic a &asu, kterou dnes nazyvime Lorentzovou transformaci.

Newtonovy pohybové rovnice viak nebyly invariantni vii¢i Lorentzové transfor-
maci, nybrz vii¢i transformaci Gallileové. Bylo plau11b11n1 pfedpokladat, Ze rovnice
mechaniky i elektromagnetického pole jsou invariantni vii¢i stejné transformaci. ‘
V tom pfipad& byly na vybranou dvé moZnosti: upravit Maxwellovy rovnice tak,
aby byly invariantni viiéi Gallileové transformaci, anebo upravit pohybové rovnice
Newtonovy tak, aby respektovaly invariantnost vii¢i transformaci Lorentzové.



ALBERT EinsTEIN (1879—1955) se rozhodl pro druhou mozZnost, a tim vytvofil
jeden z nosnych sloupti souéasné védy — teorii relativity —, jeZ vedla k odhaleni
novych fundamentalnich vlastnosti samotného prostoru a Casu.

Spojeni Maxwellovych rovnic s postulaty kvantové teorie pfivedlo ke kvantové
elektrodynamice, kterd patii k nejlépe provéfenym teoriim moderni védy. Obecnd
platnost Maxwellovych rovnic a jejich neobyéejnd vnitini krasa (symetrie) by?y
a jsou nejen piedmétem obdivu, ale i inspirace pfi tvorbé novych fyzikalnich teorii.
Pro ilustraci uvedeme slavné Boltzmannovo motto k jeho prednaskam o Maxwello-
v& teorii'), jimZ vyjadfil sviij obdiv k Maxwellovi a jeho rovnicim: ,,War es ein
Gott, der diese Zeilen schrieb®.

'}y L. BOLTZMANN: Vorlesungen iiber Maxwells Theorie der Elektrizitdt und des Lichtes, Miinchen
1893.
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KAPITOLA I

Piehled poznatkﬁ )
o elektromagnetickych
jevech

1.1 Elektricky ndaboj. Rovnice kontinuity

Riizné specifické projevy hmoty popisujeme pomoci charakteristickych parametrd.
Schopnost téles odporovat zmé&né pohybového stavu charakterizujeme setrvaénou
hmotnosti, mirou schopnosti télesa vytvafet gravitani pole je charakteristicka
veliéina zvana gravitaéni hmotnost (gravitaéni ndboj) a elektrické projevy Castic, tj.
jejich schopnost vytvatet ve svém okoli specifické elektromagnetické pole, charak-
terizujeme odpovidajici veli¢inou — elektrickym nabojem e. V soustavé SI je
jednotkou naboje jeden coulomb — 1 C.

Dnes.vime, 7e elektrické naboje viech &astic (s vyjimkou hypotetickych kvark)
jsou rovny celistvému ndsobku elementdrniho naboje

eo= (1,602 189 £ 0,000 005)-107** C. 1(1.1)

Ozna&ime-li zaeo (kde za =0, £1, +2, ...) ndboj A-té Castice a Na celkovy pocet
t&chto &stic, pak celkovy naboj ,,vSech éastic ve vesmiru® (tj. velké izolované
soustavé) Ize vyjadiit rovnici

€= ;NAZAeO- ‘ ‘1(1.2)

Ze zku$enosti plyne, Ze celkovy elektricky naboj je konstantni, na ¢ase nezdvisly,
co? vyjadfuje zdkon zachovdni elektrického ndboje. Vznikne-li pfi néjakém
procesu naboj zeo, musi nutné vzniknout také naboj — ze, (minus zeo), aby celkovy
néboj I(1.2) ziistal nezménén. Pfiklady pfemény fotonu na par elektron—pozitron,
proton—antiproton, jakoZ i obricené procesy anihilacni, jsou vSeobecné zname.

Z4kon zachovéni elektrického naboje patii mezi nejlépe provéfené pfirodni
zékony a o jeho platnosti neni ani nejmensich pochybnosti; patfi proto k pilifam
teorie elektromagnetickych jevi. '
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Elektrické naboje se mohou v prostoru pohybovat, coz vede ke vzniku elektric-
kého proudu. Misto globélniho zékona zachovani ndboje (v celém vesmiru)

¢ =S Nazaeo=konst v O I(1.3)
A .
potfebujeme analogické tvrzeni pro libovolny objem; pfi tom je nutno uvazit

" pfenos naboje elektrickym proudem. V makroskopické teorii zpravidla nepfihlizi-
me k -diskrétni struktufe elektrického naboje a zavadime hustotu ndboje

. Ae
e=o(r, )= lim +=;
jako funkci polohy r a &asu t. Veliéina
e(t)=f o(r, ) dV 1(1.4)
v I

pFedstavuje naboj obsazeny v objemu V v Case t. Ubytek naboje z tohoto pevného
objemu za jednotku asu je

de d 90 L |
_ e = — —— = — —_ . T 11.5
5= - rdtJ’VQ(rV,t)dV fv Hav (1.5)

Proudéni elektrického naboje popisujemg vektorem proudové hustoty
i=i(r, 1).

Absolutni hodnota j=|j| tohoto vektoru uruje mnozstvi elektrického nédboje,
které protefe za jednotku Casu jednotkovou plochou kolmou na smér j; smér
vektoru j souhlasi se smérem proudu v daném misté r a Case t. VeliCina
d$'=jds=j.ds uréuje elektricky proud protékajici ploSnym elementem ds.
(Symbol j, oznacuje vnéjsi normélovou kompdnentu vektoru proudové hustoty j.)
Celkovy tok niboje uzavienou plochou s je dén integrilem '

.¢/=§ids. - o I(1.6)

Zakon zachovani elektrického néboje mizeme vyjadfit tvrzenim: ubytek ndboje.za
jednotku Zasu z libovolného objemu V je piesné roven ndboji, ktery proproudil za
jednotku &asu z daného objemu do okolni‘honlprostoru,.,pfes ohranidujici plochu.
V matematické fedi to znadi rovnost vyrazi I(1.5) a 1(1.6), tj.

—j a—de=§jds. 1(1.7)
V at s Lty '
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Plogny integrél pfes uzavienou plochu pfevédeme na integrél pies objem vytvofeny
touto uzavienou plochou; pfisluiny vztah je din zndmou Gaussovou vétou?)

Eﬁids=f divj dv, 1(1.8)
s , A\

s niZ se v této ulebnici mnohokrat setkdme. Ze vztahu I(1.7) tak dostaneme

' 30, A\ v
L (38+avi) av=o. |
ZkuSenost nas udi, Ze elektricky naboj se zachovdva v kazdém (i libovolné malém)

Q_/bjemu V. Posledni rovnice musi tedy platit pro libovolny objem V, coZ vyZaduje
anulovani integrandu :

80, Lo o |
8t+dw’—0' I(1.9)

Tento dilezity vztah zvany rovnice kontinuity vyjadfuje zdkon zachovani
elektrického ndboje ve tvaru jisté parcidlni diferencidlni rovnice svazujici hustotu
naboje o(r, t) a tfi slozky vektoru proudové hustoty j(r, t).

Je-li (9p/3t) = 0, pak proudé&ni nazgvdme staciondrni. Zakon zachovani elektric-
kého naboje pfi stacionarnim proudéni ma pak tvar

d¢

divj=0, (5;=0). 1(1.10)

1.2 Coulombiv zdkon a jeho disledky -

Elektricky nboj e vytvoti ve svém okoli (okolnim prostoru) elektrické pole, které
se projevi silovymi d&inky na ostatni naboje vlozené do tohoto pole. (S ohledem na
probiranou problematiku mluvime o silovém ptisobent, a¢ to nejsou jediné ucinky
pole.)

Z mé&feni vyplynulo (CH. A. CouLoms, 1785), Ze sila Fi, pisobici mezi dvéma
klidovymi bodovymi naboji e;, e; je pfimo imérnd obéma ndbojim a nepfimo
imérnd étverci vzdédlenosti mezi témito ndboji .
eie; Riz

RZ R
12 R12

Fia=ko 1(2.1)

R.: je zde privodi¢ vedeny z bodu 1 do bodu 2. Vzorec 1(2.1) uréuje silu, kterou
ptsobi bodovy naboj e; na (rovnéz bodovy) niboj e,. (JelikoZ Ry = — Ray, je také

2) Pottebné vztahy z vektorového poétu uvddime v dodatku I.
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F»i = —F.,.) Jsou-li e;, e; stejného znaménka (odpuzovani), sméry vektorit Fy; a

R. jsou souhlasné, takZe konstanta ko> 0. Je-1i mezi ndboji e,, e, prdzdny prostor -

(vakuum), konstanta ko je univerzdlni, a zavisi tudiz pouze na volbé meéficich
jednotek. V soustavé SI se voli

kﬂ_ 431:80 ’ 1(22)
‘kde & je tzv. permitivita vakua (c je"rychlost svétla ve vakuu)
' T A _
Eo— 4:":(:2 Fm™. 1(23)
‘Coulombiiv zdkon zépiéeme ve tvaru
Fi,= L_&e: R . | 1(2.4)

4.7[80 R%z R12

Je nutno zdiraznit, e Coulombiiv zdkon plati pouze pro statickou interakei dvou

bodovych naboju. Pouze v ptfipadé bodovych naboji m4 jednoznaény smysl pOJem_

vzdalenosti mezi naboji a pouze v tom piipadé interakce naboji nezavisi na jejich
geometrlckem tvaru. (V praxi to znaci, ze rozméry téles jsou velmi malé ve
srovnani s ]e]u:h vzdjemnou vzdélenosti.) Pivodni pfesnost Coulombovych mereni

“je dnes mnohonasobné pievySena modernimi experimentdlnimi metodami. Bylo

zji§téno, ze pfipadnd modifikace Coulombova zdkona zménou mocnitele R~ il -
v souladu s empirickymi daty pfi | 8| < 107'°. Dnes Ize pokladat Coulombiiv zdkon
za provéfeny a? do vzdélenosti R=10""m

Sila pusobici na klidovy ]ednotkovy nab0] se nazyva intenzitou elektrlckeho
pole, zkracené elektrickou intenzitou E. (V soustavé SI je jednotkou elektrické
intenzity Volt na metr, V. m™".) Bodovy naboj el umlsteny ve vakuu v bod¢ r, bud1
v bodé r prazdneho prostoru intenzitu |

s r—nr o
E(r)= : I(2.5
(V=7 =T S (X
- Mame-li vice tako'v')’rch nabojd ey, e, ..., lokalizovanych v bodech ry, s, ..., pak
z pokust plyne, Ze vyslednd intenzita E vytvofend vSemi témito naboji v libovol-
ném bodé r je rovna vektorovému souctu intenzit vytvorenych jednotlivymi naboji,
. | o |

1 r—ra | | | _
E(r-),_ 4meo ;eA ff —rIa ISJ- | ) 1(2-6)

Tento vyznamny poznatek predstavuje prm cip superpozice pro pole.
K pojmu elektrické intenzity pripojime jeste tuto pozndmku: Intenzitu E

uréujeme pomoci sily F, jez v daném bodé€ r pusobi na zkusebni (testovaci) nab()] ~

14

e. Tento testovaci naboj musi byt dostateCné maly, aby nevedl k pierozdéleni
ostatnich naboji (a tim i zméné intenzity v daném bodé&). Matematicky Ize tento

- pozadavek vyjadrit rovnici

: ' F ' |
E=Ilim-—. - | 1(2.7)

Limitni pfechod e— 0 je vSak zdrojem principidlnich potiZi, spojenych s koneénou
hodnotou kvanta elektrického nidboje eo. Definici I(2.7) lze tedy pouZit pouze
v tom piipade, kdy zdrojem pole je veliky pocet elementarnich naboju, 1j.
v piipadé makroskopickych jevi. Pfi zkoumdani elementdrnich nibojli, z nich?
realna prostredi sestavaji, je nutno definici I(2.7) brit s velkou opatrnosti.
Mikroskopické pole nelze definovat operacionalisticky.

S Coulombovym zikonem tizce souvisi zndma Gaussova véta z elektrostatiky.

Inspiraci Ize ziskat z vy]adrem 1(2.5). Polozime-li e1=¢, I = 0, pak radialni slozka

E. je rovna

€
Ja :
-t .4'313801’2

Opiseme-li kouli se sttedem v pocéatku sdui‘adnic (kde sidli naboj ¢), pak E,=E, je
sloZka intenzity E ve sméru vnéj$i normaly k povrchu koule. Je tedy E,4mr? = e/ ¢,.
Vy]adnme-ll plo$ny element ds pomoci i prostorového thlu dQ zndmym vztahem

ds =r*dQ, | - 1(2.8)

~ pak E, ds = (8/4.‘11180) dQ, a tud gﬁEn ds =  é/sof |

Vyrazy typu |
wsf A ds=f Ay ds, =f A, ds 1(2.9)

nazyvame tokem vektoru A plochou s. (Vyraz tok je prevzat z hydrodynamlky,

kde vyrazy typu I(1.6) bylo prvné popsdno proudéni tekutin.) Pro pozdé)si
reference uvedeme jesté definici toku tenzoru T plochou s

’leEI T -dSk =I ’E'k_nk ds, 1(2-10)

- kde n: jsou sloZzky ]ednotkoveho Vektoru ve smeéru vnejsi normaly k plosnemu |

elementu ds. :
Aby nedoslo k ptehlédnuti, prlpommame 7e ve vzorcu:h I(2 9) a I(2.10) je
pouzito Einsteinovy sumacéni konvence (viz pfedmluvu).

Rovnice § E ds = e/¢, tedy pravi, Ze tok vektoru &E uzavienou plochou je
roven naboji e obsazenému uvnitf této plochy.

Zobecnéni pro elektrostatické pole soustavy bodovych ndboji je snadné. Plochu
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s zvolime tak, aby neprochazela Zadnym b'odo’vjim nabojem, kde_ je intenzita E

nekoneéna. Jeliko? vektorovému seéitani intenzit (princip superpozice) o€ividné

odpovida algebraické seéitani pfisluSnych toki, dhrnny tok intenzity E uzavrenou
plochou je roven podilu e/go, kde e je celkovy ndboj uzavieny uvnitf této plochy.
Tento poznatek je zminéna Gaussova véta z elektrostatiky. S ohledem na

| pozdeJSI reference uvedeme ]e]1 matematlcky tvar
%Edsﬂ P 1(2.11)

Vyjadiime naboj e pomoci hustoty ¢ vztahem e=[pdV a tok vektoru E
upravime pomoci Gaussovy m&tematické véty I(1.8). Vznikla rovnice

J (dlvE——Q) dv=0
v Eo .

m4 platit pro libovolny objem V, coZ vyZaduje, aby platilo

divE="2. o 1(2.12)
Eo . 5
Tato zdkladni diferencidlni rovnice svazije elektrickou intenzitu E ve vakuu
s hustotou o elektrického ndboje. I kdyzZ tato rovnice ptivodné vznikla jednodu-
chou tpravou Coulombova zikona, jeji platnost a vyznam je mnohem §irsi.
O prlslusnych zobecnénich pojednime v dalsi ¢asti této kapitoly.
. Vektor intenzity elektrického pole se zndzornuje pomoci tzv. silocar, cOZ jsou
kfivky v kazdém bod¢ tecné s vektorem E ; element d/ této krivky je urCen rovnici

_ df=konst-E. - [(2.13)
popf. | . | -
__Exdl.=0.- | | 1(2.14)

V. kartézské soustavé rovnice silocar zni

dx _dy dz
E. E, E.°

1(2.15)

'V libovolné ortogondlni soustavé qi, g2, gs Jsou elementy oblouku dl; = h; dq.,
dl;=h: dq2, dls= hs dgs, kde h; jsou Laméovy koefzcxenty (viz dodatek). Rovnice
silodar maji tvar

hl dql h2 qu h3 qu | I 216

Aplikace téchto rovnic uvadime v pfiloZenych fesenych ulohach.
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1.3 Elektrostaticky potencidl. Laplaceova—Poissonova rOvnice

Intenzitu pole bodového naboje umisténého v podatku

r
| E(r)"4:rr,£or r - 13.1)
Ize vyjadfit jako zépor.né vzaty gradient funkce
(D(r)-4mﬂr 1(3.2)
Jelikoz
E=-Vo, _ 1(3.3)
s ohledem na identitu rotV=0 pro statické pole bodového naboje plati rovnice
rot E = 0. 134)
Poli 1(2.6) soustavy bddovj?ch nébojﬁ odpovida -poten cid I | ' |
1 | €a | : .
d(r) = . |
| (r)- 47 eo ; lr—ral’ - i)

Doposud jsme potencidl @ spojovali s polem soustavy bodovych ndbojii (ve
vakuu). K ex1sten01 potencidlu lze dospét i nésledujici dvahou: Veli¢ina [ E dIf
piedstavuje prac:t kterou vykond kladny jednotkovy ndboj po kiivce 1. Ze
zkuSenosti plyne, Ze v elektrostatickém poli tato price nezavisi na tvaru kfivky
(integraéni ceste) takze pfi libovolné uzavrene integraCni cesté je

_ $EAdI=0. - - I(3.6)
Pomoci Stokesovy véty | ) |

ﬁ A d:=£ds rotA, - 1(3.7)
kde s je ploéha vytvofend uzavienou k¥ivkou |, rovnice 1(3.6) da
f ds rotE=0.
Odtud (s ohledem na platnost této rovnice pro libovolnou plochu s) plyne rovnice

1(3.4). _
~ Rovnice I(3 4) a1(2.12) slouzi k uréeni rovnice pro elektrostaticky potencxal Do

- rovnice I(2.12)- dosadime E =—grad®, a dostaneme tak Laplaceovu—
'Po:ssonovu rovnici

g -
Vo e _1(3.8)
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Symbol
2 92, 3 -
2 — A4 -} e— e —
vV =div grad—.ax2+ 3y + 3

je Laplacev operator. Rovnice typu 1(3.8) prvné odvodili P.S. LAPLACE
a L. Poisson pro potencidl gravitaéniho pole. ‘ ;
Rovnice 1(3.8) uréuje elektrostaticky potencial, ktery vytvafi ve vakuu soustavu
nébojﬁ s prostorovou hustotou ¢ = o(r). Reéeﬁi této rovnice se probird v kursech
rovnic matematické fyziky a 1ze k nému dospét i jednoduchou fyzikdlni ivahou:
Maly bodovy naboj de lokalizovany v bodé r' vytvaii v bodé r potencial

1 de 1 o(r)dVv’

d¢=4neo |r—r’|;4n£o |r—r'|

Integraci ziskdme feSeni

1 (o(r)dv’

cD(r)=4mo [r—r']

) 1(3.9)
kde dV'=d’r' je objemovy element oblasti, v niz je soustfedén naboj.
-V oblasti bez nabojt (¢ =0) pro potencidl @ plati Laplaceova rovnice

Ve=0. - 1(3.10)

Obdobnym zpisobem vyjadiime potencidl vytvofeny nabitymi plochami
a kiivkami. Je-li po plose rozloZen elektricky néboj s plosnou hustotou n(r’); pak
na plo$ném elementu ds’ sidli néboj de = n(r') ds’, ktery lze pokladat (vzhledem
k infinitezimalnim rozmérim plo$ného elementu) za bodovy. Potencidl &(r), Ktery
budi v bod& r ve vakuu nabiti plocha, je pak din rovnici
_ 1 (n(r)ds’
<I>(r)—4n£0_ =] A 1(3.11)
Méjme k¥ivku danou parametrickou rovnici r' = r'(1), kde [ zna&i délku oblouku
ktivky méfenou od vhodné svoleného bodu na kfivce. Ve vakuu vytvoii tato kiivka
v bodé r potencial :

__1 (&dl :
l;b(r)v-‘”wo =7’ I(3.11")
kde £(!) dl je ndboj obloukového elementu dl.

Pfipomeiime si je§té, Ze mista se stejnou hodnotou potencidlu nazyvdme
ekvipotencidlnimi ¢arami, popf. plochami. SiloCary a ekvipotencidlni ¢iry dvou
‘nesouhlasnych nabojii jsou zndzornény na obr. I.1. a pro dva souhlasné naboje na
obr. I.2.

V piipadé nabité plochy je nutno prozkoumat spojitost potencidlu a jeho
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-Obr. L1. Elektrostatické pole dvou nesouhlasnych néboji

derivaci pfi priichodu nabitou plochou. Z vyjidfeni I(3.10) je ihned vidét, ze
potencidl nabité plochy zistivd koneénym a spojitym i v bodech plochy, tj. pfi
r=r'. K diikazu staéi poloZit R = |r — r’|, zavést polarni soufadnice R, a a vyjadfit
plosny element ds=R dR da. Prvni derivace potencidlu @ piedstavuji sloZky
vektoru E, proto se obratime k rovnicim pro vektor elektrické intenzity E. Z
rovnice rot E =0 plyne § E dI =0. Za uzavienou integracni kiivku zvolime maly
obdélnigek, jehoZ kratdi strany protinaji plochu s kolmo a del§i probihaji tésné
podie plochy na strané 1 a 2 (viz obr. 1.3.). RozepiSeme-li kfivkovy integral po této
kfivce, pak je ’
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Obr. 1.2. Elektrostatické pole dvou souhlasnych naboju

dly
{
dh
—T .
dlg_‘
|
|
Obr. L.3. | 2

$ E dl = (E.— Ex) Al

Ey, Ex zde znad tedné slozky vektoru E po obou stranach plochy Je-li sirka

obdélnicku Ah zanedbatelné mald proti jeho délce Al, pak je
20

E. — Ex=0. | 1(312)

Teiné komponenty vektoru E se tedy pfi prichodu nabitou plochou meéni
spojité. Pon€vadZ teCna a normala k plose ]sou (podle definice) navzidjem kolmé,
Ize vyraz I(3.12) nahradit rovnici

Touto rovnici jsme také deflnovall tzv plosnou rotaci vektoru Je-l1 RotE 0,
znadi to, e rozdil teénych komponent tohoto vektoru po obou stranach néjakée

plochy je roven nule.
Hraniéni podminku pro normilové komponenty naJdeme Z Gaussovy vety

z elektrostatiky
gs E ds = e/f'fo.

Integrani plochu s zvolime ve tvaru véleéku se stiedem v bodé na plode s.

Povriky valeCku necht protinaji tuto plochu kolmo a zakladny valeCku ‘necht
pfiléhaji t&sné ke strandm 1 a 2 této plochy (viz obr. 1.4.). Vysku vélecku Ah

in

Camgtt 2
==

Obr. 1.4.

volime tak malou, Ze velikost pla§t€ je zanedbatelnd proti velikosti zakladen.
Gaussovu vétu pro takto zvolenou uzavienou plochu vyjadiime rovnici (tok
plastem d2; =d2, je nulovy)

(E1n— Ez.) Ag =1-Ae.

Aq zde oznacuje velikost podstavy daneho valeCku a Ae je naboj obsazeny uvnitf
tohoto véile¢ku. Na rozhrani pak plati

eo(Esn— Ean) =1, D 1(3.14)

| kde 'nsAe'/Aq_ je plo$nd hustota ndboje na nabité plose. Rozdil normélovych

komponent vektoru se nazyva plosnou divergenci a znaci se Div. Pomoci tohoto
oznaleni zapiSeme hrani¢ni podminku pro normalovou komponentu

" n(E,- E;)=Eiw.— Exn=DivE=1/¢0. 1(3.15)
21
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Obé rovnice 1(3.13) a I(3.14) Ize sjednotit v jedinou vektorovou rovnici

. Pfi této pileZitosti znovu upozorilujeme na orientaci vektoru n. Tu stranu
plochy s, na niZ vektor n z plochy vystupuje, oznacujeme vZdy indexem 1, stranu
druhou indexem 2. Tuto dmluvu budeme vSude v této knize dodrZovat.
Poznimka: Vyznam nabitych ploch mimo jiné je v tom, 7e ve vodicich sidli
elektricky ndboj na povrchu; elektrické pole vodide je tedy polem nabité plochy.

1.4 Elektricky dipélovy moment

Pole soustavy niboji lze vyjadfit pomoci nékterych specifickych veli€in charakteri-
zujicich konfiguraci ndboji. Obecné budeme tento problém feSit pozdéji; zde
zavedeme pouze elektricky dipélovy moment, ktery budeme bezprostfedné potfe-
bovat v dal§im vykladu. ‘

Budeme vySetfovat potencidl ®(r) na velikych vzdilenostech od ndboji. Pfi
ra <r lze v rovnici I(3.5) pouzit piiblizného vzorce

1 1
[_r—rAl_r

—(raV) %=%+(Lr’;‘—) ) 1(4.1)

Tento vztah se snadno ziskd z Taylorova rozvoje
fir+a)=f(r)+(@v)f(r)+..;

v némz se omezime na prvni korekéni ¢len. Po dosazeni I(4.1) do 1(3.5) dostaneme
pro potencidl vyjadieni

&(r)= O(r)+ OV(r), 1(4.2)
kde :
’ 1 e
® (r)—4nsor EA:eA T 4meor’ 1(4.3)
. 1 _
(1) —3 :
| e} (r)—4m:or3 (pr). ‘ . 1(4.4)

Prvni &len @@ je Coulombovo pole bodového nédboje (celkového ndboje
soustavy) sidliciho v po¢itku soufadné soustavy. Je-li soustava elektricky neutralni
(e =0), prvni nenulovy pfispévek daji dalii Cleny rozvoje. Poédtek soufadnic
volime v blizkosti ndbojii. Clen ®@® odpovid4 poli elektrického dipélového
momentu

p= ;eArA. 1(4.5)

- 22

. upravime silu na tvar

V piipadé soustavy ndboji rozloZenych s prostorovou hustotou o(r) je postup
obdobny. Pro 1/|r— r'| uzijeme vzorce I(4.1). Elektricky dipélovy moment bude
misto I(4.5) definovan rovnici

p=f{ro(r) d&r. 1(4.6)

(Carku u integraéni proménné r’ pro struénost vypoustime.)
Viimnéme si nékterych vlastnosti elektrického dipélového momentu p. Tato
veli¢ina obecné zavisi na volbé podatku referenéni soustavy. Pfi posunuti

ra=rs+a,

kde a je stejné pro viecky ndboje, bude
p'=p+ea.
Zde p' = ;eArA je dipdlovy moinerit v nové soustavé a e = zeA je celkovy néboj |

soustavy bodovych naboji.

Elektricky dipélovy moment elektricky neutrdlni soustavy naboji tedy
nezdvisi na volbé pocitku soufadné soustavy.

Vlozime-li do dipélového pole @ bodovy ndboj e, nabude tento ndboj v bodé r
potencialni energii

e
. dneor? (pr)- L
Velitina ' _ o

er

" Ameor®

UD=edp® =

piedstavuje intenzitu pole, jez bodovy ndboj vytvofi v polatku soufadnic (sidle
elektrického dipolu). Potencidlni energie elektrického dipélu p v poli E je tedy
\U=—pE=—-pE cos .. 1(4.7)

Tento vzorec jsme odvodili pro pifipad, kdy E je polem bddového néboje.
S ohledem na princip superpozice je viak tento vzorec platny pro libovolné pole E.
Na elektricky dipdl vloZeny do pole E ptisobi sila F=-VU, tj.

F=V(pE). 1(4.8)
Pomoci vektorové identity .

V(ip-E)=pXrotE+(p-V)E

F=(p -V)E, 1(4.9)
jelikoZ v elektrostatickém poli je rotE=0. (Pfi rot E#0 se ve vyrazu pro silu

23



ob]ew dodateCny Clen pXrotE.) V homogenmm poli E na elektrlcky dlpOl
- nepusobi Zadna sila. |

Otacivy moment pusob101 na d1p01 je K= SU/EhSl pE sin?. Smér a smysl
otaivého momentu musi byt takovy, aby dipélem otacel smérem k poloze v nizZ je
energne U™ minimdlni (4 =0). Je tedy

f=pxE.  1(4.10)

Z vyrazu I(4 4) ziskdme pole E® elektrického dipélu

1-_
drepr

EM —

- kde n=r/r.

1.5 Elektrické pole v litkovém prostiedi

Rovnice o | |
- 1otE=0, divE=g/g I(5.1)

~slouzi k urcéeni elektrostatického pole E, jeZ ve vakuu vytvofi soustava volnych
naboju se zadanou hustotou naboje .

‘Volné naboje se mohou pohybovat na makroskopickych vzdalenostech (praktic-
ky od jedné hranice télesa k druhé). Patfi sem elektrony v kovech (elektronovy
- plyn), ionty v plynech a elektrolytech, jakoZ i niboje zavedené do télesa anebo na
jeho povrch. V latkovém prostiedi se kromé volnych ndboji vyskytuji jesté tzv.

niboje vdzané neboli polarizacni, které se nemohou v télese volné pohybovat.

- Kazdy atom se sklddd z kladné nabitého jadra a elektronového obalu. Atomy
i molekuly jsou za normdlnich podminek elektricky neutrilni. Pole vytvofené
- elektricky neutrilni soustavou (napf. atomem nebo molekulou) vSak nemusi byt
nulové. Takova neutrilni soustava vdzanych nidboji mize vytvofit elektricky dipal,

]ehoz pole je urceno rovnicemi 1(4.4) a I(4.11). Uspofadani elektrlckych nabc)]u
v atomu nebo molekule neni neménné, Ize je pomé&rné snadno ovlivnit zvnéjska,

napf. jejich vloZenim do ne]akeho elektrického pole. Pisobenim takového pole se
vza]emne seskupeni kladnych a zapornych nab0]u uvnitf atomu nebo molekuly
. pozmem tak, ze obecne vsechny atomy a molekuly se budou chovat jako elektrlcke

e, dlpoly

Z hledlska transportu elektrlckeho nabole (elektrlckeho proudu) dehme latkova

prostredi na vodiée a nevodite (1zolatory) Toto déleni neni ostré, ]ehkoz existuje '

siroka tfida $patnych vodi¢d, popf. $patnych izoldtort. Kromé& toho vodivost lze
ovlivnit teplotou, osvetlemm apod K témto podrobnostem zde piihliZet
nebudeme |
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s {(3(em)n-p}, 1(4.11)

7 tvodniho kursu fyziky je zndmo, 7e ve vodicich je elektricke pole rovno nule

E=0 (uvnitf vodice) 1(5.2)

‘a na povrchu vodile (na vnéjsi strané) stoji k povrchu vSude kolmo. Viozime-li

vodi¢ do vnéjsiho elektrického pole, shromazdi se &4st volné pohyblivych elektrontl
na té stran€ povrchu vodice, kterd je odvracena od sméru intenzity E vnéjSiho

‘pole; na casti povrchu ve sméru pole se objevi kladny naboj kladnych iontu. Dalsi

stéhovani volnych elektroni se zastavi, kdyZ pole vytvofené povrchovymi naboji se
uvniti vodice presné vykompenzuje s vné€jSim polem. Podobné pri zelektrovani
vodiCe se East volnych elektroni pfivede na povrch vodiCe, popft. se z n€j odvadi.

V dielektrickém prostredi se kromé zvnéjska pfivedenych volnych naboji
s hustotou @ budou vyskytovat i polarizatni néboje s hustotou Q("): o®(r). Je-li
soustava vazanych naboju elektrlcky neutrdlni, pak

J Q(‘_’)-d.V = 0,

kde se integruje pfes cely objem télesa. \4 malych castech (malych objemech) vsak
miZe byt tento integral nenulovy, jelikoz tento maly objem miiZe obsahovat oblast
prostoru, v niZ prevazuji vdzané (polarizani) naboje jednoho znaménka.

Zdrojem elektrického pole E v litkovém prostfedi jsou nejen volné, ale
1 polarizani naboje, proto polozime | |

Aby nedo§lo k prehlédnuti, pfipominidme, ¢ E, ¢, 0® znali odpovidajici
makroskopické veliCiny. Zavedeme vektor P vztahem - -

Q®=—divP. o 1(5.4)

Timto vztahem neni zatim P ureno ]ednoznacne jelikoZ misto P lIze vzit
P'=P+rotA, kde A je libovolny vektor. Tuto nejednoznacnost odstramme
pozde]1 Po dosazeni I(S 4) do I(S 3) dostaneme |

divD = 0, IS 5)
kde novy vektor D je definovin vztahem o .
D= coE + P. 1(5.6)

Fyzikalm vjznam novych vektorii P a D najdeme n:asleduj1c1 avahou. Elektricky
dip6lovy moment soustavy polariza¢nich ndboji vyjadiime ve shode S I(4 6)
vztahem | |

p=[ro®(r)dr=—frdivP dV.
Vi



Ve slozkovém zdpisu (pfipomindme sumaéni konvenci) je
pi=—[x(3P;/3x;) AV.

Integraci miZzeme rozsifit na cely prostor tak, Ze na hranicich tohoto prostoru je
P=0 (atedy i 0®=0). V integrandu pouZijeme identity |

oF_ _p 49 .
xi- 3x; fit 3x; k), o
coz vede k vyjadieni =~ - | | |
o Pf=szdV—~jdVé%(xin). - - 1(5.7)
| - e . ,

Druhy integral na pr'avé stran€ ma tvar ] dV(a T;;/ax;), kde T;=xP; je tenzor
‘druhého fddu. Vyrazy typu . | - S

divT=3T,/3% _ 1(5.8)

se obvykle nazyvaji divergenci tenzoru T. Objemovy integral se d4 pfevést na
integrdl pfes uzavieny povrch - -

¥4 - $ _

Pomoci tohoto vztahu dospéjeme k vyjadieni

. JdVa—)C;(ng;)=§fof de.

Plocha je volena tak, ze je na ni v§ude P =0, takze vznikly intégrél je nulovy. Ze

vztahu I(5.7) pak plyne

Vektor P predstavuje elektricky dipolovy moment objemové jedﬁo‘tky:(hhustotu
elektrického dipélového momentu) a nazyva se vektorem elektrické
polarizace. K teoretickému vypoétu polarizace P je nutno pouZzit konkrétni
piedstavy o stavbé atomu a molekul, vysledky kvantové teorie apod. V makrosko-

pické teorii se vektor P pokldda za znamy z experimentalnich vysledku. Zpravidla

se uziva linearniho vztahu - |
P = e,xE. ' o I(5.11)

kde x je fefektrické suscep'tibﬂita prostfedi. O jinych oblecné'j§i'¢h typech zévislosti
pojednidme v nésledujici kapitole. - o |

‘Vektor D se nazyva vektorem elektrické indukce. Star§i nazev elektrické

posunuti se uZ dnes nepouzivd, zanechal vSak své stopy v oznaceni:

06

,'p=JPdV. - 0y 1(5.10)

Displacement = posunuti. Pole D pfedstavuje pouze tu ¢ast pole, které je tvoreno .
pouze volnymi ndboji. Plati-li linearni zavislost I(5.11), pak je také

| D=cE, 1(5.12)
kde permitivita | |
' £ = go(1 + x). 1(5.13)
Podil _ | _
. c®=L_144 | - I(5.14)
- &o | |

je relativni permitivita (relativni vzhledem k vakuu).
7 rovnice 1(5.5) plyne, ze na rozhrani dvou prostiedi je

DivD=D;,— Dn=1, . - 1(5.15)

kde 1 je povrchova hustota volnych naboju na rozhrani. Postup je stejny jako pri
odvozovani 1(3.14) a fakticky se jednd pouze o zdménu &E— D, proto postup
nebudeme opakovat. Pfipomeneme pouze, ze indexem 1 oznacujeme tu stranu
plochy (rozhranf), na niZ vektor n z plochy vystupuje, stranu druhou indexem 2.

‘Hraniéni podminku pro vektor P najdeme takto: Vezmeme maly objem AV
z&4sti zasahujici do prostiedi 1 a z&4sti do prostiedi 2. Celkovy polariza¢ni nabo]
Ae® v tomto objemu je | -

J 0P dV=Ae®.
AV

Pouzitim 1(5.4) a pfevedenim objemového integralu na integral povrchovy (Gaus-
sova matematickd vé€ta) dostaneme

$P ds=—Ae®.
Odtud plyne skok normélovych komponent vektoru polarizace
DivP=Pi— Ps=—17, - 1(5.16)
kde | e S oa
AeP
® = lim — 17
= A [(5.17)

je plo$nd hustota polarizacnich naboji na rozhrani. Je-li dielektrické téleso ve
vakuu (P1.=0, P..=P,), pak - | |
| P.=n®. . 1(5.18)

Normaélové komponenta vektoru polarizace je na povrchu dielektrika rovna plosné
husfoté polarizaéniho néboje. Z tohoto vztahu se oby€ejné vychazi v dvodnim
kursu pfi zavadéni vektortt P a D. - |

S ohledem na pozdéjsi reference jeSte uvedeme, Ze diferencidlni rovnici 1(5.5)

odpovidi integralni vztah
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épdsze, 1(5.19)

J
Tok vektoru elektrické indukce libovolnou uzavienou plochou je roven celkovému
volnému naboji obsazenému uvnitf této uzaviené plochy.

“Poznamenejme je$té, Ze rovhice 1(5.5) a 1(5.19) jsme ziskali pro elektrostatické
pole. V dalsi ¢asti této kapitoly uvidime, Ze ty rovnice zlistanou v platnosti i pro
¢asoveé proménnd pole.

Vztahy I(5.11) a I(5.12) umoziiuji vyjadiit polarizaci P rovnici

Lo

p=—%_p. - I(5.20)

Tkl

-Pfi konstantnim » tomu odpovidd hustota o® polarizaéniho ndboje

%
x+1

0®=—divP= — divD=——2*o. 1(5.21)

Coxt1

Je-li homogenni dielektrické téleso (o =0) polarizovano tim, Ze je vloZeno do
vnéjiiho elektrického pole, nevzniknou uvnitf dielektrika Zddné polarizacni nabo-
je. Pro ploiné niboje 1 a n® neplati Gmérnost analogickd vztahu I(5.21),
ponévadZ x» v rovnici 1(5.20) se na rozhrani méni skokem. Spojenim I(5.16)
a 1(5.20) dospéjeme ke vztahu . '

M2 #1
D;,—
1+%1 2 1+?{1

n®=P,,— Py, = Dj..

Po eliminaci D;, pomoci I(5.15) ziskdme hledany vztah

2"y % .

n 177 D.. v | 1(5.22)
Ze vztaht D =¢E, E=-V®, divD = ¢ dostaneme (pii konstantnim ¢) Lapla-

ceovu—Poissonovu rovnici pro potencidl v dielektrickém prostedi

_ ‘ , _V2<p=§, ; - 1(5.23)

ktera se od 1(3.8) li§i pouze zdménou g— £. Obdobnou zdménu nutno provést
i pro ostatni vyrazy pro potenciil.

Hrani¢ni podminky Dj.— Da=1%, Ei.— Ex=0 jsou klitem k uréovani poli
v tuhych dielektrikdch. V dielektriku vyfizneme malou diskovitou dutinu, jejiz
tlouStka je zanedbatelné mald vzhledem k jejimu poloméru. K urdeni indukce
orientujeme dutinu tak, aby intenzita uvnitf dutiny byla kolm4 k zikladné dutiny.
Nejsou-li na rozhrani volné niboje, je Dza= D1n= &oE1.. Zméfenim elektrické
intenzity v dutiné urcime elektrickou indukci v dielektriku.. K ureni intenzity
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Celkovia interakéni (potencidlni) energie viech nabojt je

v dielektriku orientujeme dutinu tak, aby vektor E v dutiné byl paralelni
s p.odstavou dutiny. Z rovnice Ei.— E; =0 pak plyne, Ze intenzita pole uvniti
dutiny je stejna jako v dielektriku.

1.6 Energie elektrického pole

Interakéni energii Uap dvou néboji vyjadiime ve tvaru

1 €AEp
Unp =—— —4%_
A8 47[80"A—f5| )

11

‘ X eae : '
; U“EHZ,; > _ | 1(6.1)

‘ BZA ,fA - "B, )
Faktor 4 je z toho divodu, abychom interakéni dvojice A, B nezapocditavali
dvakrét. Vyraz
@AE¢(rA)=i— __eB—'_ I(6 2)
dmeo ¥ |1a ~ 1y )

pfedstavuje potencidl vytvoieny viemi niboji B#A v misté A-tého naboje.
Pomocf 1(6.2) vyjadiime interakéni energii rovnici -

U=1Tead(ra). 1(6.3)
Pro prostorové rozloZené niboje s hustotou o0 je

U=1[oddV. ' 1(6.4)

l_I:otencizil D(r) lze vyjadtit rovnici 1(3.9), &mz vznikne vyraz obsahujici pouze
ustotu

1. 1 fo(e(r) . .,
U=3 e =] d’rd’r. 1(6.5)

Pro plo$né rozdélené naboje (s povrchovou hustotou naboje 1) je nutno 1(6.4)
nahradit odpovidajicim plo$nym integrilem

o U=1[nd ds. ' 1(6.6)
Potencidl @ Ize vyjadtit pomoci I(3.10), coz da

1 1 [a()nr) '
U 2470 ) |r—r'| ds ds’.

1(6.7)

29



V obecném pf¥ipadé je interakéni energie soustavy naboji déna souctem vyrazi
1(6.4) a 1(6.6), tj. ,
U=%[0o®dV+3[nd ds. 1(6.8)

Tento vzorec je matematickym vyjadienim pfedstav;: pl‘isobenv 1 na ddlku (. actxg
in distans). Podle této.pfedstavy pfispivaji k ener’gu pouze ty castvl prostor’u,d v I’llZ
sidli naboje. JelikoZ jednotlivé nadboje mohou b),rt o,d sibe voddeleny préz nym
prostorem, znamenalo by to vzdjemné pﬁsobe/m’nabOJu pfes o’blastvl prost?ru
neobsahujici energii. Vzorec 1(6.8) tedy odpovu?a mecvhafl,lstlcky‘m pred?g/gm,
podle nichZ jsou sidlem energie elektrické naboje. VySetfime vliv prostredi na
ro‘lelliclioIi(égl)Sz n jsou nenulové pouze uvnitf téles, popf. na jt-ejich povrc}vlui (ljze;
v 1(6.8) integrovat pfes cely prostor, l;:oi nam (31:011.1 s rovnicemi pole) umozni dé
i novou, podstatné hlubsi interpretaci. . '

tog?;seYEZ;C;ijdemepk této dpravé, viimneme si o?av’lzky, zda.-,h 1(6.8) ol?sahUJe,z
veskerou elektrickou energii. Ve vyrazu 1(6.8) se t(ztlz vyskytujlvp.ouze Ob]e;:m;'a
a plo$n4 hustota volnych naboji. Mohlo-by se zdét/, ze l?yclaom méli o an na ? (;t
souéty ¢ + 0®, n+n®. To by oviem bylo chxbne, jelikoz l,)ycho’m vh\}ll prostiedi
zapoditali dvakrét: jednou implicité€ v potencialu a.podruhe v nvzﬂ)opc . . )

Hustotu o vyjadiime pomoci rovnice pole ¢ =divD a pak uzijeme vektorove
identity

@ divD =div(®D)— (DVP)=div(PD) + ED.
Energie 1(6.8) bude nyni vyrazem | ‘

U=%[EDdV+3}[n®ds+3 [div(PD)dV. - 1(6.9)
‘Jak jsme jiZz uvedli, in}egrace se zde vztahuji na cely prostor. Posledni integral
pfevedeme na integrél pies povrch
[ div(®D) dV=¢ oD ds.

Plocha s ohranifuje celou oblast pole, jakoZ i mista diskontinuit vektorvu ,Dv,,t]:
nabité plochy. Jsou-li viechny naboje budici dané pole sousttedény v konecné Easti
prostoru, pak na velikych vzdalenostech je

@~r', D~r? ds=r"dQ,
takze integrand je Gmérny 1/r, a tudiz integral pies nekoneéné vzdilenou

uzavienou plochu vymizi

@Dn ds = 0. 1(6.10)
s(=)
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“Integrél pfes povrch s’ nabitich vodi¢l se vyjadii pomoci skoku normélovych
komponent ’

f @D ds’:fcp(ph— D:.) ds= ~fnq> ds.

Dospéli jsme tak k vysledku
[ div(®D) dV=—[n® ds.

Druhy a tfeti ¢len v 1(6.9) se tedy vzidjemné vykompenzuji; energii U lze pak
vyjadfit rovnici '

U=4[EDQV. 1(6.11)

Podstatné na tomto vyraze je, Ze k energii pfispivé celd oblast pole, tedy i ta &dst
prostoru, kde nejsou Zddné ndboje. To ndm umozZiluje interpretovat veli¢inu

u=%ED CI(6.12)

jako hustotu energie elektrického pole. Energie elektrostatického piisobe-
ni tak ,,pfesidlila® z ndbojii do celého prostoru, pfiCem? lze mluvit o hustoté
elektrické energie v celém prostoru. ‘

Pojem hustoty energie pole viak nabude svého pravého smyslu a postaveni az
v Casov€ proménnych polich, kdy Ize mluvit nejen o hustoté energie, ale i o toku
energie, tj. o st¢hovéni energie pole od mista k mistu.

Pozndmka: Casto se tvrdi, ze vyrazy 1(6.8) a 1(6.11) jsou matematicky ekviva-
lentni. K tomuto tvrzeni je nutno pfipojit nékolik poznamek. Pfi transformaci
vyrazu 1(6.8) jsme polozili integral [ ®D ds pfes nekonetné vzdalenou plochu
rovnym nule. Tim jsme se fakticky omezili na pole, jeZ ubyvaji se vzdilenosti
dostatecné rychle @ ~r~!, D ~r~2, Podstatné je, Ze existence takovych poli neni
v rozporu s vychozimi rovnicemi elektrostatiky, aviak neméné dilezitou je ta-
skute¢nost, Ze existence takovych poli neni automatickym (matematickym) disled-
kem t&chto rovnic. Pfi dikazu nulovosti uvedeného integrélu pfes nekonedns
vzdaleny povrch jsme fakticky pfedpoklddali soustiedéni nébojl v jisté koneéné
oblasti prostoru, coz nelze pokladat za disledek vychozich rovnic pole. Anulovani
povrchového integrlu lIze tedy poklddat za podminku prostorové lokalizace
naboja. Teprve tato dodatednd podminka prostorové lokalizace ndboji vede
k prostorové lokalizaci energie.

L7 Magnetick indukce. Lorentzova sila

Magnetické jevy byly pivodné objeveny pomoci pfirodnich magneti (magnetovec
Fe;0,). Magnetovec m4 schopnost pfitahovat Zelezné piliny a nékteré jiné kovy

31



a slitiny. Toto magnetické pusobem se piedvadi pomoci znimych p111novych
obrazcil.

Piirodni (ani uméle zhotovené) magnety vSak nevykazuji magnetické vlastnosti
po celém povrchu stejné. Dv€ mista, na nichZ se tato vlastnost projevuje nejvyraz-
néji, se nazyvaji poly magnetu. Zatimco dvé souhlasné elektricky nabitd télesa se
vzdycky od sebe odpuzuji, u zmagnetovanych téles je tomu jinak: kterékoliv dva
magnety se mohou bud pfitahovat, nebo od sebe odpuzovat v zdvislosti na jejich
vzajemné orientaci. Mezi elektrickymi a magnetickymi jevy existuji i dalsi rozdily.
Jestlize dva pély magnetu od sebe oddélime tim, Ze magnet rozdélime (rozloZime),
vzniknou dva nové magnety, z nichZ kazdy m4 opét dva opalné pély. V tomto
déleni magnetu miZeme pokradovat a7z do molekuldrni nebo atomdrni Grovné;
molekuly a atomy litky, z nichZ se magnet sklad4, se opét chovaji jako miniaturni
magnetky — dipdly. Dnes vime, Ze i atomarni ¢astice (proton, neutron, elektron),
jakoZ i fada tzv. elementdrnich ¢4stic maji magneticky dip6lovy moment. Izolovany
magneticky pél jednoho znaménka (obdoba elektrického niboje) — magneticky
monopdl — se doposud (1982) nepodafilo najit, proto je nutno z neexistence
izolovanych magnetickych naboji vychdzet pfi teorii magnetickych jevi.

Dénsky fyzik CHRrISTIAN OERSTED (1777—1851) v roce 1820 zjistil, Ze magnetic-
ké pole lze také vytvoiit elektrickym proudem: elektricky proud plsobi na
permanentni magnety, popf. na jiné proudy. Oerstediiv soutasnik ANDRE MARIE
AMPERE (1775—1836) z toho usoudil, Ze magnetické vlastnosti latek jsou urCeny
krouzivymi proudy v atomech.a molekuldch téchto latek.

Magnetické pole (nezdvisle na tom, zdali se jednid o pole permanentniho
magnetu anebo magnetické pole elektrického proudu) se vyznacuje tim, ze na
elektricky ndboj v klidu nepiisobi Zddnou silou. (To je vyznamny rozdil oproti
plisobeni elektrického pole na niboj.) Pfi pohybu ndboje v magnetickém poli

rychlosti v plisobi na néboj sila F, kterd je Gmérna ndboji ¢dstice. Vychylovani -

proudu nabitych &4stic magnetickym polem je zdkladem Cinnosti mnoha znamych
technickych zafizeni.

'V kazdém bodé magnetlckeho pole Ize najit dva navzdjem opacné smery, které
se vyznaluji tim, %e kdyZ se ndboj pohybuje s nimi rovnobéiné, nepodléha (ze
strany magnetického pole) Zadné sile. Pfi pohybu ndboje stejnou rychlosti kolmo
na tyto sméry m4 vznikla sila maximélni hodnotu. Tato sila’ je im&rna rychlosti, je
kolm4 na rychlost niboje a na zminéné vyznacné sméry v daném bode pole.

Vektor

1
B=W Fxv I(7.1)

nazyvime vektorem magnetické indukce nebo zkricené magnetickou

indukci. Jednotkou je indukce v tom bodé pole, v némzZ na bodovy ndboj 1 C-

pohybujici se rychlosti 1 m/s plisobi sila 1 N. Tato jednotka — tesla — mé rozmér
1T=NA"'m™ (NikoLa TesLA, 1856—1943).
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Sila Vystupujici v1(7.1) je vZdy kolm4 na smér rychlosti, coz vyjadiime rovnici
Fv=0. 1(7.2)

Magneticka sila proto nekond prici (F dr=0), co? je vyznamny rozdil oproti

" elektrické sile.

Rovnice 1(7.1) a 1(7.2) uréuji vektorovy a skaldrni souéin sily F s rychlosti v.
Pomoci téchto rovnic Ize fesit obracenou tlohu: vyjadtit silu F pomoci indukce B a

rychlostl v. Postup je jednoduchy. Rovnici I(7.1) vynisobime zleva vektorové
vektorem v, coz da

eva=;}5 vXx[FXxv].

Pomoci vektorové identity
ax[bx ¢]=b(ca)—c(ab)
pak s ohledem na I(7.2) dostaneme pro silu F vyjadieni’
F=evXxB,. 1(7.3)

Vektor v vystupujici v této rovnici je (s ohledem na definiéni vztah I(7.1)) kolmy
na vektor indukce B. Rovnice 1(7.3) viak plati pii libovolné orientaci vektord v a
B. Libovolnou rychlost v rozloZime na slozku kolmou (v.) a paralelni (vp) k
vektoru indukce. Ve vektorovém soudinu v X B = (v, + v,,) XB=v,xBse uplatm
pouze slozka kolma.

Rovnice 1(7.3) pfedstavuje Lorentzovu silu piisobici na elektricky naboj pohy-
bujici se rychlosti v v magnetickém poli B. S touto rovnici se v daliim vicekrat
setkdme, proto ji pfepiSeme jest§ v alternativnim tvaru: na maly naboj de = Q dv

bude v poli B pisobit sila

dF=vXxBpdV. I(7.4)
Veli¢ina
j=ov 1(7.5)
predstavuje vektor proudové hustoty elektrického proudu. Sila f=dF/dV plsobici
na jednotkovy objem je d4dna rovnici

f=jxB. 1(7.6)

Rovnice se ¢asto upravuje pro tzv. linearni vodié. Oznaéime-li Agq priifez tohoto

vodi¢e a Al jeho délkovy element, pak objemovy element AV = Aq-Al. Vektor j
m4 v linedrnim vodiéi smér délkového elementu, takzZe je

jdv=gdl. | 1(7.7)

Zde $=jAq je konstantni proud protékajici linedrnim vodi¢em. Pomoci vztahd
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1(7.6) a 1(7.7) dostaneme pro silu dF plsobici na délkovy element dlf vodice -
vyjadieni ,
dF =—$[B x dl]. 1(7.8)
Posledni rovnici 1ze pfevést pomoci plo§ného integrélu (viz ulohy k této kapitole).
Celkovi sila ptisobici na vodi¢ bude ’

F=¢ {(ds grad)B, 1(7.9)
popf. ve sloZkovém tvaru '

F.= $ [ds;(3B:/3x;). 1(7.10)
Celkovi sila piisobici na uzavieny vodi¢ v homogennim magnetickém poli (VB =0)
je nulovd. Pro moment sily se dé odvodit vyraz

@=9[s X B]. ‘ : 1(7.11)

Odvozeni vzorct 1(7.9) a 1(7.11) je provedéno v tlohdch k této kapitole.
Podobné jako pro elektrické pole zavddime i magneticky indukéni tok plochou s

y=[Bds. ' [(7.12)

7 experimentd plyne, Ze magneticky indukéni tok libovolnou uzavfienou
plochou je vidy roven nule

$B ds=0. : 1(7.13)
~Pomoci Gaussovy véty ‘je §Bds=[dVdivB=0, a tedy i
| divB=0. | 1(7.14)

Vztahy 1(7.13) a I(7.14) plati v libovolném prostiedi pro libovolné i casové
proménné pole a patfi k zdkladnim rovnicim elektromagnetického pole. Tyto
rovnice vyjadiuji neexistenci izolovanych magnetickych naboji. Pro elektrickou
indukci je § D ds =e, popf. divD=p. Srovnani s magnetickou obdobou téchto
rovnic vede k zavdru, 7e magneticky nédboj e™ je v libovolném objemu vidy

nulovy. o
Z rovnice I(7.13) plyne, Ze na rozhrani dvou prostfedi jsou normdlové kompo-

nenty vektoru B spojité ,
DiVBEB1n—B2n=n(B1—Bz)=O. 1(715)

1.8 Magnetické pole staciondrntho proudu.
Vektor magnetizace a magnetické intenzity

Indukce B magnetického pole vytvofeného elektrickym proudem z4visi na tvaru
vodi&d, na protékajicich proudech a na poloze bodu, v némz indukci B méfime.
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“JE'A.N BAPTISTE Biot (1774—1862) a FeLix SAVART (1791—1841) v roce 1820
zjlsqll, zje magnetické indukéni &ary v okoli diouhého p¥imého vodide protékaného
sta?mnﬁmim’ prvoudem # jsou koncentrické kruZnice se stfedem ve vodidi, pfiemz
B Je pfimo Emerné proudu $ a nepfimo Gmérné vzdilenosti » od stfedu vodice
Vysledky jejich méfeni Ize shrnout do rovnice .

B=k —. 1(8.1)

Konstanta’u'm’ernostl Ifl zavisi na prostiedi obklopujicim vodife a jeji &iselnd
hodnota zdvisi na volbé méficich jednotek.
Je-li v okoli vodi¢t vakuum, zapiSeme rovnici I(8.1) ve tvaru

. n._ He 5
B=7_~. 1(8.2)

Univerzlni konstanta y, zvand permeabilita vakua md v soustavé SI hodnotu
po=4m- 107" Hm™* 1(8.3)

Mezi konstantami €o, o a rychlosti svétla ve vak plati definié
. e ’ uu ¢ plati d i i
disledek definiCnich vztahi 1(2.3) a I(8.3) plati definicnf vatah jako

Eoftoc” = 1. 1(8.4)

Z rovnice 1(8.2) plyne, 7e souéin indukce B a délky kruZnice 2nr je Gimé&rny
Rroudu 55 Tento vysledek pfivadi k myslence, Ze cirkulace vektoru B podél
hbov,oln.e kiivky I obsahujici vodite ve svém vnitiku je pfimo imérna rrz)udu
protékajicimu ve vodi¢ich. Tento pfedpoklad vyjadieny rovnici P

$B dl=pos | 1(8.5)

. se ukazal byt spravnym (byl experimentalné ovéfen) pro vodide Iibovoln)"fch tvara.

Aby nedf)s}o k pfehlédnuti, pfipomindme jesté jednou, Ze rovnice I(8.5) plati pro
pole B, jez ve vakuu vytvoli soustava staciondrnich prouds.

Inte/gralni vztah I(8.5.) Ize nahradit jistou diferencidlni rovnici, kterou si nyni
odvodlme. Proud # vyjddiime integrdlem pies priifez vodice

F={jds.

Jelikoz j je nenulové pouze uvnitf vodide, Ize v této rovnici integrovat pfes

libovolnou plochu, uvnitf niZ le¥i i& )
s niz lezi vodife. Levou stranu rovnice I(8.5 .,
pomoci Stokesovy-véty (8.5) upravime

$B dl=jds-rotB.

Posledni dvé rovnice ndm umoziiuji prevést I(8.5) na tvar
f(rotB — toj) ds =0.
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Platnost této rovnice pro libovolnou plochu (obsahujici vodice ve svém vnitiku)
vyZaduje, aby byla spinéna diferencilni rovnice

rot B = uoj. 1(8.6)

Zdrojem magnetického pole jsou obvykle elektrlcke proudy. V latkovém
prostfedi budou kromé proudu j volnych naboji pfispivat také vizané magnetizac-
ni proudy J¢ tekouci uvnitf atomi a molekul. Misto proudii j™ zavedeme vektor
magnetizace M vztahem (piipad, kdy zdrojem pole nejsou proudy, zde neuvazu-
jeme)

j®™ =rotM. 1(8.7)
V dalsi &sti tohoto &ldnku ddme vektoru M jinou interpretaci.

Pro pole B vytvofené soustavou ‘proudii opét plati princip superpozice. Z toho
diivodu budeme pole B v litkovém prostiedi popisovat rovnici

rot B = po(j + j). 1(8.8)

~ Proudy j* vyjadfime rovnici 1(8.7). Magnetické pole v latkovém prostiedi bude
vyhovovat rovnici

rotH=j. 1(8.9)
Vektor
H=B_m 1(8.10)
Ho

se z historickych diivodii nazyva vektorem intenzity magne tického pole, ac
toto oznadeni by spiSe patfilo vektoru B, jenZ urCuje silové uCinky.

Vektor M neni zatim uréen jednoznaéng, jelikoz — s ohledem na “identitu
rot grad=0 — lze misto M vzit M’ M + gradf, kde f je libovolnd diferencovatel-

na funkce.
S ohledem na pozdéjsi reference uvedeme je§té mtegralm formu rovnice 1(8.9)

$HdI=9. , 1(8.11)

(Pfi dpravé jsme uzili Stokesovy véty.) Cirkulace vektoru H podél libovolné kiivky
obklopujici vodi¢ je rovna proudu protékajicimu vodicem.

Vypotet vektoru M je spojen s konkrétnimi pfedstavami (modelem) o moleku-
larnich proudech. Tim se také ziskd vektor H. V makroskopické teorii se bere mezi
M a H néjaky experimentalné zjiStény vztah. Ctenaf zajisté vi, Ze pro vétsinu litek
" (s vjjimkou litek feromagnetickych) lze pouZit linedrniho vztahu

M=yH, ' 1(8.12)

kde y je magneticka susceptibilita. (O jinych typech zavislosti pojednidme podrob-
n&ji v nasledujici kapitole.) Vztahy 1(8.10) a I(8.12) pak vedou k linedrnimu
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vztahu mezi vektory magnetické indukce a magnetické intenzity

B =u(1+x)H=puH. 1(8.13)

Koeficient imérnosti p= uo(1 + x) se nazyva permeabilitou prostiedi, podil'

po=E_14y 1(8.14)

Uo

je relativni (vzhledem k vakuu) permeabilita prostiedi. Latky s x>0 nazyvime
paramagnetické, pfi y <0 jsou latky diamagnetické. N&kolik p¥ikladt poskytne
pfedstavu o Ciselnych hodnotich: x(N)=0,013-107%, y(A)=23-10"° X(Pt)—
360-107°, x(H)=—0,063-107%, x(Cu)=—8,8-10", x(Bi)=—176-10"°. ’ :

Rovnice I(8.6) a I(8.9) mohou platit pouze pro magnetické pole staciondrniho
proudu. Zapisobime-li na obé& strany tEchto rovnic operaci dlvergence pak
s oh}edem na identitu div rot=0 musi také byt div j =0, coZ je podminkou I(1.10)
stacmr'lérnosti proudu. O vyznamném Maxwellové zobecnéni téchto rovnic pro
nestaciondrni proudy a pole pojedndme v daldi ¢asti této kapitoly.

N}:m pfejdeme k vyjasnéni fyzikdlniho vyznamu vektoru M. Pfipomeneme si
nejdiive, Ze magneticky dipélovy moment vytvofeny proudy j je ddn vztahem

m=1[[rxj]dV. , 1(8.15)

K odvozeni toh % jeSté€ vrati i ukd
! oto vyrazu se jeste vratime. Zde si ukdZeme, Ze v uvedeném vyrazu
je obsaZena zndma véta o ekvivalenci proudu a magnetické dvojvrstvy: Pro tenky

vodi¢ je (viz I(7.7)) j dV =4 dI, kde $ je celkovy proud proteka]m vodlcem adl
je délkovy element vodice. Dostavame tak

m=§5ﬂ[rgd:]=fs, |  18.16)

Vjelikoi =4 $[rxdl] je plocha vytvofena vodlcem Obracenym postupem lze

dospét k vyjadieni I(8.15). Tolik ndm pro ilustraci postaéi k tomu, abychom mohli
vyjasnit fyzikaini smysl vektoru M.

Magneticky dipdlovy moment vytvoieny proudy j® bude uréen rovnici
m=3 [[rxj=]dV=%([rxrotM]dV. 1(8.17)
Pro i-tou slozku vektoru r X rot M mime z definiénich vztahti | |
[r X rotM]; = eux; rot,M = eiesX;(OM, /3x;).

Pomoci vztahu :
€ijkCris = Si s — 61':6]'1

po jednoduché iipravé dostaneme

[r x rotM], =2M, + 5~ (rM)-—(Mx,) 1(8.18).
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Tento vztah dosadime do 1(8.17). Prvni élen na pravé strané dd k magnetickému
momentu piispévek [ M; dV, popf. ve vektorovém zépisu { M dV. Druhy ¢len je
i-tou slozkou gradientu skaldrni funkce @ =Mr=Myx;. Ze vztahu

fdVVp=4¢gpds , 1(8.19)
ziskame vyjadfeni

[V(Mr)dV=¢(Mr)ds.

Posledni ¢len md tvar divergence tenzoru T};éMx,. Ve shodé s matematickym
teorémem 1(5.9) plati

JdV - (Mix;) §Mx,ds, §M(rds)

Ziskali jsme tak integrdlni vztah
[[rxrotM]dV=2{MdV+§$(Mr)ds —$M(rds).
Posledni dva ¢leny na bravé strané lze sjednotit pomoci dvojitého vektorového
soucinu
rx[ds x M}=(Mr) ds - M(r ds)
na koneény vysledek ‘
m=3%[[rxrotM]dV=[MdV+3é$rx[dsx M]. 1(8.20)

Integrace v rovnici I(8.17) se provadi pouze ptes oblast litkového prostiedi, lze

ji viak rozsifit na cely prostor, jelikoz tam je M =0 a j™ =0. Zvolime-li integracni

plochu vné latkovych prostfedi, povrchovy integral v 1(8.20) da nulu, takZe pro
magnetick§ moment (vytvofeny vdzanymi proudy) plati

m={MdV. 1(8.21)

Vektor M mé tedy vyznam objemové hustoty magnetického dipélového momen-
tu vytvofeného vdzanymi (molekuldrnimi) proudy v ldtkovém prostfedi.

Zavérem uvedeme hraniéni podminky pro vektor H. Postup je stejny jako pfi
odvozovani rovnic I(3.12) a 1(3.13). Integraéni cestu v 1(8.11) zvolime ve tvaru
malého obdélniku Al> Ah, coz vede ke vztahu

_ (Hy— Ho)Al=jAIAR=A$ =iAl-Ah,
kde A# je proud protékajici obdéInikem Al - Ah. Limitovanim Ah— 0 pak mame
Hy,,— Hx=1, 1(8.22)

kde i =1im (jAh) je hustota plosného proudu tekouciho rozhranim. Ve vektorovém
tvaru hrani¢ni podminka zni

RotH=nXx[H,— H.]=i. 1(8.23)
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1.9 Vektorovy potencial

Z rovnice 1(7.14) plyne, Zze B se d4 vyjadiit jako rotace néjaké (zatim libovolné
diferencovatelné) vektorové funkce A= A(r)

B =rotA. _ 1(9.1)

Z divodd, které vysvitnou pozdéji, se vektor A nazyvd vektorovym
potencidlem.

K vektoru A Ize pficist gradient Vf libovolné diferencovatelné skaldrni funkce,
aniz by se pfi tom zménila indukce B (rot grad f=0). P¥i kalibraéni transformaci
potencidlu

=A+Vf 1(9.2)

se indukce B’ =rotA’'=rotA = B nezméni. Pfi definici vektorového potencidlu
mame tedy k dispozici diferencovatelnou funkci, kterou miiZzeme volit libovoln§,
aniZ by se to odrazilo na indukci B. Tuto nejednoznaénost pomocné veli¢iny A
vyuzijeme k tomu, aby rovnice pro A méla vyhodny tvar.

Z rovnice 1(9.2) plyne

divA’ =divA + V.
Vyraz divA je skaldrni funkci soufadnic. Doposud libovolnou kalibradni funkm f
zvolime tak, aby byla feSenim rovnice
Vif=—divA.

Tato podminka ma tvar Laplaceovy—Poissonovy rovnice pro kalibraéni funkci. Pfi
zadaném A =A(r) takové feSeni existuje. Novy vektorovy potenciil pak bude
vyhovovat vedlejsi (kalibra¢ni) podmince divA’=0. Vynechdme-li ¢irku u ozna-

" Ceni potencidlu, zapiSeme vedlej$i podminku rovnici

divA=0. 1(9.3)

Tato rovnice pro vektorovy potencidl je specidlnim pfipadem obecnéjsi
Lorentzovy podminky, s niZ se sezndmime v kap. X.

K uréeni rovnice pro vektorovy potencidl vyjdeme z rovnice I(8.9), kterou pro
homogenni izotropni prostfedi (H = B/u) zapiSeme ve tvaru

" rotB = yj. , 1(9.4)

Po dosazeni B=rotA a uziti vektorove identity rotrotA=grad divA — VA
ziskdme pro A rovnici

grad divA — VA = yj. 1(9.5)
V této rovnici jsou komponenty vekt_o_ru A promichény, takZe 1(9.5) je soustava tii
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véazanych rovnic. Nyni j je vidét Vyhodnost podminky I(9.3), kterd umoziiuje napsat
pro A rovnici

VA = —yj. 1(9.6)

V kartézské soustavé mame tii separované rovnice pro slozky A,, A,, A,, pfitem?
pro kazdou slozku plati rovnice Laplaceova—Poissonova typu.
S ohledem na analogii rovnic 1(9.6) a 1(3.8) miZeme vektorovy potencial
vyjadFit rovnici ~
3
A= [LRET 19.7)
Ptimym vypocétem (viz pfiklad k této kapitole) se pfesvéd&ime, Ze tento potencil
vyhovuje vedlejsi podmince divA = 0. Vyhodnost této podminky je také v tom, Ze
je pfirozené kompatibilni s rovnici kontinuity pro stacionarni proud (div j=0):
je-li divA =0, pak z 1(9.6) plyne divj=0. ‘
Rovnice I(9.7) plati za pfedpokladu linedrniho vztahu B = uH. Snadno lze
odvodit rovnici nezévislou na tomto pfedpokladu. Kli¢em je rovnice 1(8.8), z niz
snadno odvodime feSeni ’

A(n =L [ f ’—(1;—) &Fr + f r—"t—gi’—) d3r’] o 1(9.8)

Zde R=|r-r’'| a symbol rot’ zna&i operaci rot podle &rkovanych soufadnic.
Z vyjadteni 1(9.7) pomoci vztahu B =rotA po dalich jednoduchych tpravich
ziskdme znamy Biotiiv—Savartiiv zdkon

B(=L f il—; [i(r') x R] &, 1(9.9)

kde R je privodié z bodu r’ do bodu pozorovam r. Pro tenké vodice se nahradi
jadv'=¢dr, coz da

B(r):Z—ffﬁl—; [dI x R]. 1(9.10)

Zivérem odvodime slibeny vyraz 1(8.15) pro magneticky dip6lovy moment.
V rovnici I(9 7) poloZime p=po a pro veliké vzdélenosti od proudi uZijeme
rozvoje 1(4.1). Potencidl A vyjadiime ve tvaru soudtu

A=AO+ A®O+ | 1(9.11)

‘kde
(opﬂ fl(, ) d*r’ 1(9.12)
Lt f (rr)i(r) d{r'. 1(9.13)
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Prvni ¢len je pro staciondrni proudy roven nule. Zavedeme-li proudové trubice,
€

pak jdV'=¢dl' a dale

[jdv'=9¢dlI'=0

Tim je dokdzéno, Ze

A® =, 1(9.14)
Prvnim nenulovym ¢lenem mize byt A®, jeho? i-tou slozku vyjadtime rovnici
AP = 4ﬁ"r X j xijs &’ 1(9.15)
kdej’=j(r’). Pomoci vztahu (viz ptiklad 1.10)
[xiji &r’ =—fx,]k 1(9.16)
upravime A{Y ve tvaru
AP = f;x’;zf(xk],—x.u) &r 1(9.17)

Tento potencial spliiuje Lorentzovu podminku
divA®=(BA"/3x)=0.
Integral v 1(9.17) Ize vyjadfit pomoci vektorového soudinu ;
| m=1[[r' x j(r)] &r' 19.18)
a vyjadfit pak vektorovy potencial o

1(9.19)

Po provedeni rutinnich vypoéti dostaneme pole B =rotA vytvofené magnetic-
kym dip6lovym momentem m

B‘”zﬁ; (3(mn)n—m); , ~1(9.20)

kde n=r/r je jednotkovy vektor ve sméru privodice r.

1.10 Energie magnetického pole

Na nabitou &astici pohybujici se rychlosti v v magnetickém poli B pisobi
Lorentzova sila 1(7.3). Tento vyraz lze ziskat z lagrangiénu

L=4% mv®+ evA. 1(10.1)
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Pii kalibralni transformaci A’ = A + grad f se lagrangidn zméni o tplnou &asovou
derivaci ev gradf = e (df/dt), coZ se neprojevi na pohybovych rovnicich

==, , 1(10.2)

Veli¢iny pi = (3L/34x) jsou slozky zobecnénych hybnosti. Pro ¢4stici popisovanou
lagrangidnem 1(10.1) je

p=mv+eA. 1(10.3)

Pro x-ovou slozku plati

oL JA JA JA
= (mw, + = =u v 4y, SAz
(mv eA.) 3= By + v, ix + v, A

Jelikoz A=A(r), r=r(t), bude (vi=1%) ,
dA.  3A. JA, QA

dr Y ax TV ey TV

(aA A, )]

9z dx

Vyrazy v kulatych zdvorkéch jsou podle 1(9.1) slozky B,, B,, takZe je
mv, = e[v, B].. » -

Po ptfeskupeni ¢lent dostaneme

. 3A, 0JA,
e[ (- 38

“Pro zbyvajici slozky je postup stejny.

V mechanice je lagrangian definovin jako rozdil kinetické a interakéni energie.
Veli¢inu | W= —evA miZeme interpretovat jako interakéni lagrangidn &astice
s danym (vnéj§im) magnetickym polem. Pro ndboje s hustotou ¢ bude W=
—[ovA dV. Jelikoz ov=] je vektor proudové hustoty, bude

W=-[jAdV. ‘ 1(10.4)

Tento vyraz reprezentuje interakéni energii proudu j v daném poli A. Je-li viak
pole vytvofeno tymiz proudy j, je nutno vzit

—3[i(NA(r) &r, 1(10.5) '

abychom interakci proudovych elementd nezapocitavali dvakrat Nejlépe je to
vidét, kdyz za A(r) dosadlme z 1(9.7)

W=v_%uJ' ]l(:)l(rrl) ds da ’ 1(106)

Veli¢inu U=—W mizZeme interpretovat jako prici potfebnou na vytvofeni
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F—

"magnetického pole, protd energie magnetického pole bude

=1[jAdvV. ‘ 1(10.7)

Tento vyraz upravime obdobné jako v &l. L6 pro elektrické pole. K integralu
v 1(10.7) pfispiva pouze oblast proudd, proto lze integraci rozsifit na cely prostor.
Proud j vyjadiime rovnici j=rotH a uZijeme pak vektorové identity

A rotH=H rotA +div[A, H]=HB +div[A, H].
Integral [div[A, H] dV upravime pomoci Gaussovy véty, takZe je
=4 [HB dV+3$[A, H] ds.

Jsou-li proudy soustfedény v koneéné oblasti, pak pole na velikych vzdélenostech
ubyvaji alespoii jako A ~1/r, H~1/r? takie povrchovy integrdl pfes nekoneéné
vzdélenou plochu vymizi.

Energie -magnetického pole

—1[HBdV | 1(10.8)
je rozlozena v prostoru s hustotou
=} HB. ' 1(10.9)
Pro soustavu uzavfenych linedrnich proudd polozime jdV = ¢ dl, takze

U=tS$c$(Adl). = B

~ Veli¢ina (uzijeme Stokesovy véty)

vk =$A dlc = [ B dse 1(10.10)

piedstavuje magneticky indukéni tok K-tou smycku. Je tedy energle magnetického
pole : :

o U=lz.¢x'llh(. 1(10.11)
K M

Indukéni tok yx ohraniéeny K-tou smyckou lze sloZit z piispévki magnetick)"ch
poli vzbuzenych jednotlivymi proudokruhy. JelikoZ B je imérné proudu, poloZime
’lpx = ;mem‘, 1(10.12)

éimZ pro energii U dostdvame

U=‘% E ELKMJSK'?M‘- 1(10.13)
K M

Toto vyjadfeni magnetické energie pomoci koeficienti indukCnosti Lkm se
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Las =5__[11t; > ¢ d~;’;A—i'B 1(10.14) -
Koeficient samoindukce Laa =L se vypoéte z rovnice
L=Laa =yl§ LA 5 !"’(r’—)_’"g——) &rdr. ' 1(10.15)
Koeficienty Las jsou otividné symetrické
Lag=Lga. - 1(10.16)

v potfebném rozsahu probird v dvodnim kursu fyziky, proto se jim zde zabyvat
nebudeme.

Vyjadfeni koeficienti Las se snadno najde tak, Zze do- I(10.10) dosadime
vyjadieni pro vektorovy potencial : ‘
udgdr

___H__ i(f’) 3t
A(’)‘4nf R 9" m¥%®-

Odtud pro koeficienty vzdjemné indukce Las (A # B) plyne

- 1.11 Faradaytiv zdkon e‘lektromagnetick‘é indukce

Doposud jsme se zabyvali pouze ¢asové neproménnymi zdroji a ¢asové nepromén-
nymi elektrickymi a magnetickymi polemi. Rovnice pro elektrické pole E, D jsou
v tomto piipad€ nezdvislé na rovnicichr pro pole magnetické B, H. Zkoumani
Casové proménnych poli vak odhalilo vzdjemnou souvislost elektrickych a magne-
tickych poli. :

Prvni krok uéinil M. FarapAY, jenZ roku 1831 objevil, Ze v uzaviené vodivé-

smycéce vznika elekfrickjr proud, kdyZ se v jeji blizkosti pohybuje magnet.
Podrobnéjsi zkoumdni uk4zalo, 7e jev zavisi na ¢asovém tbytku indukéniho toku,
tj. na veli¢iné '

_dy__d ‘
¥ dtfpds. L)

Zatimco ve statickém piipad€ je § E dI =0, v asové proménnych polich je velifina _

U=§E dl - 1(11.2)

. zvand indukovand elektromotorick sila nenulova. Tato veli¢ina predstavuje praci

vykonanou jednotkovym kladnym nébojem po uzaviené kiivce (). Z Faradayo-
vych méfeni vyplynula rovnost veli¢in % a —dwy/d¢, co? vyjadiime rovnici
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d o ‘
9§Edl~—a—tfsd;. 1(11.3)

Integrace na pravé strané se provadi ptes plochu s, ktera ma k¥ivku / za konturu,
Maxwell uéinil podstatné zobecnéni Faradayova experimentilniho vysledku

I(11.3) v tom smyslu, Ze platnost této rovnice neni omezena na pfipad, kdy podél

uzaviené kfivky (1) bézi vodivy drit, nybrz Ze plati pro jakoukoliv i mySlenou

~ kfivku, a to v jakémkoliv prostfedi, i ve vakuu. Tento Maxwellfv pfedpoklad byl

v plném rozsahu a ve viech svych déisledcich experimentalné potvrzen.
Je-li kfivka nehybna, pak (po uziti Stokesovy véty) z 1(11.3) plyne

f (rofE+§-§) ds=0.
at/)

JelikoZ tato rovnice plati pro libovolnou plochu s, musi byt

ot+2B_g T I(11.4)

3t

Tato  Maxwellova  rovnice je obecnym  vyjaddfenim  zdkona
elektromagnetické indukce; vyjadiuje tu skutenost, Ze elektrické pole lze
vytvofit ¢asové proménnym polem magnetickym. Spolu s rovnici

divB=0, - I(11.5)

kterd zlstdvd v platnosti i pro asové proménnd pole, tvoii tzv. druhou sérii

" Maxwellovych rovnic elektromagnetického pole. (V ¢asti anglosaské literatury se

tyto rovnice nazyvaji prvni sérii Maxwellovych rovnic.)

1.12 Maxwellovo zobecnéni Biotova—Savartova zikona.
Maxwelltv proud

Jak jsme jiz upozorfiovali v €. 1.8, rovnice rotH = J miZe platit pouze pro
staciondrni proud, jelikoZ z této rovnice plyne divj=div rotH=0. Rovnice tedy

- vyZaduje zobecnéni (modifikaci) pro ptipad nestaciondrniho proudu.

Maxwell vySel z pfedpokladu, Ze rovnice
divD=p, - I(12.1)

kterd plivodné vznikla pfepisem Coulombova zdkona, zlistane v platnosti i pro

nestaciondrni pole D= D(r, t). Rovnice kontinuity (3¢/3¢) + divj= 0 pak vede ke
vztahu . '

div (”%?) =0, CK122)
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(Derivaci 80/3t jsme vyjadfili pomoci I(12.1).) Odtud je vidét, Ze vektor
J=j+(3D/3t) ma tu vlastnost, Ze jeho divergence je nulovd; ve stacionirnim
piipadé se tento vektor redukuje na hustotu vodivého proudu j. Tento vektor by
mohl v nestacionarnim poli nastoupit misto vektoru j v rovnici I(8.9). '

Ve shodé s touto Maxwellovou hypotézou polozime

rotH=j+§2. 1(12.3)
- ot
Tento Maxwelliiv pfedpoklad byl pozdéji jak pfimo experimentélné, tak i ve vSech
svych dasledcich pIné potvrzen, proto rovnice 1(12.1) a 1(12.3) patii k zdkladnim
rovnicim elektromagnetického pole. ‘ :

Rovnice I(12.1) a I(12.3) obsahujici zdroje pole (g a j) se obvykle nazyvaji prvnf
sérii Maxwellovych rovnic elektromagnetického pole. V &asti anglosaské literatury
se uziva obricené terminologie — druhd série Maxwellovych rovnic. (Viz zavér
¢ldnku 1.11.)

Viimnéme si nyni podrobnéji rovnice I(12.3). Ta je v jistém smyslu partnerem,
popt. doplitkem zdkona I(11.4) elektromagnetické indukce, podle néhoZ elektrické
pole miiZe byt vytvofeno asové proménnym polem-magnetickym. Maxwellova
rovnice 1(12.3) zase pravi, Z¢ magnetické pole Ize vytvofit ¢asové proménnym
polem elektrickym. Ndzorné je to vidét v pfipadé, kdy vodivy proud j= 0. Veli¢ina

3D
M) — X =
joo=2t | 1(12.4)

zvanid Maxwelliv proud vystupuje v roli zdroje magnetického pole rot H = j™.

Existenci tohoto magnetického pole Ize snadno experimentalné dokézat, vloZime-li
dovnitf kondenzitoru smy&ku z feromagnetického drétu, jejiz rovina je rovnobéz-
na s deskami kondenzitoru. Je-li s ¢ast roviny ohranifend touto smyckou, pak
z rovnice rot H=(3D/3t) plyne :

Hqr=2P
jﬂydl_ s

Magnetické pole se projevi (podélnym) zmagnetovinim feromagnetického drétu.
Nejdilezitéj$im projevem Maxwellova proudu jsou viak elektromagnetické viny,
s nimiZ se podrobnéji sezndmime v dalSich kapitoldch.

Maxwelliv proud j®™ je vytvoten dvéma &leny, které ziskdme po dosazeni
D =¢gE + P

3E 3P
§M) — —
jor=e 2 2P 1(12.5)

Prvni &len go(3E/3t) existuje i v dokonalém vakuu, nesouvisi se Zidnym transpor-
tem elektrického naboje, a nema proto také zadnou nazornou interpretaci. Naproti
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tomu ¢len (3P/3t) pfedstavuje skuteénou hustotu proudu vytvofeného posouvi-

nirrv1 vézanych néboji v atomech a molekulach litkového prostfedi. Tento polari-
zaéni proud

.y OP
@ =F
| =5 | 1(12.6)
vyhovuje také obvyklé rovnici kontinuity. Ze vztahu 0® = —div P okamité plyne
2] g(p) .. |
YEM divj® =0, 1(12.7)

Spojenim s ro’vnici kontinuity 1(1.9) dostdvdme rovnici kontinuity pro celkovy
makroskopicky transport (volného i vazaného) elektrického niboje ‘

3, .
3; (o +0®)+div(j+j®)=0. 1(12.8)

)
3 (o +0®)-divj®=0.
K rovnici I(12.8) je nutno jest& Pfipojit hraniéni podminky. Stejnym postupem,

jimZ jsme z rovnice divD = o odvodili I(5.15), ziskdm . A
hraniéni podminku ) » e Z rovnice (39/3¢) + divj=0

on .
§;+Dlvl=0; 1(12.9)
a obdobné pro vdzané niboje a proudy
an(p) _
3 + Divj® =, 1(12.10)

jakoZ i celkovy transport niboje

_a_ () iwv(i+ f®
3: (M n?)+Div(j+j®)=0. I(12.11)

L.13 Soustava Maxwellovych rovnic elektromagnetického pole
a hrani¢nich podminek '

waerem této tivodni kapitoly shrneme ziskanou soustavu rovnic elektromagnetic-
kého pole a provedeme jeji rozbor.
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- Rovnice

rotH—a—E—,:j, J(13.1)
ot . o
divD=p | - 1(13.2)
tvori pﬁmi’ sérii Maxwellovych rovnic. Druhé série jé tvorena rovnicemi -
rotE+a—§ 0, - I(13.3)
ot _
div B =0. 1(13.4)

Zdroji' elektromagné_tiékého pole jsou néboje a proudy; tyto 've_l‘ié_iny nejsou
nezdvislé, nybrz plati mezi nimi zdkon zachovani elektrického naboje
20, givj=0. - 1(13.5)
ot

Rovnice I(13.1) az I(13.4) p,redStavujl viazanou (simultanni) soustavu osmi
parcidlnich diferencidlnich rovnic pro celkem dvandct komponent vektord E, D, H,

B, takze soustava se zda byti nedostacu]1c1 K soustavé v§ak nutno pfipojit def1mcn1
- vztahy

'.D=80E+P, | |
- B=u(H+M), 1(13.6)

které pfi teoreticky nebo experimentalné znidmych vektorech polarlzace P a
magnetizace M pfedstavuji Sest vztahli mezi vektory-E, D, H, B. Zbyva tedy Sest

nezavislych veli¢in (napf. komponenty vektora E, B), pro néZ mame celkem osm

rovnic, takZe soustava se zdd byti pfeurlena. Nesmime viak ‘zapomenout, ze
v I‘OVIllClCh 1(13.1) a I(13.3) se vyskytuji ¢asové derivace (d D/at) a (3B/3t), takze
k feSeni soustavy je nutno zadat pocatecm podmmky pro vektory D a B. Ukazeme
nyni, Ze rovnice divD — ¢ =0, div B = 0 neobsahujici ¢asové derivace maji charak-

ter univerzalnich po&iteénich podminek. Za tim iCelem zaplisobime na obe strany
rovnice I(13.1) operaci divergence; s ohledem na identitu divrot=0 mame
divj= —div(3D/3t). Vyjadiime-li divj pomoci 1(13.5), dosp€jeme k _rovmcl.

a%-(cﬁvm_@)=0,.

Odtud plyne, ie divD(r, t) — o(r, t) nezavisi na Case; rovnice I(13. 2) specifikuje,
ze rozdil divD — ¢ je roven nule ve vsech Casech. Obdobné z rovnice 1(13.3)
dospéjeme k rovnici ‘ |

3
— di ={),
atde _
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kterd pravi, Ze div B je konstanta nez4visld na éase. Rovnice 1(13.4) pak pravi, Ze
tato konstanta je rovna nule. |

Prostfedi, v némZ pole vysetfujeme, nevypliiuje cely prostor a je obecné
nehomogenni, proto je nutno k Maxwéllové soustavé rovnic pripojit odpovidajici
podminky pro pole na rozhrani prostfedi. Podminkami, které musi pole splnovat na
rozhrani, jsme se zabyvali v Gvodni &asti vénované statickym polim. Rovnice pro
nestacionarni pole se li§i od statickych rovnic pouze pridavnymi Cleny (3D/3t) a

(0B/3t), které jsou na rozhrani konecne takze drivé;jsi podmlnky zustanou
v platnosti |

DivB=0, RotE 0,

- RotH =1, DivD = 7. qaT]

' Pro dplnost je k tomu nutno jesté pl'lp()]lt rovnici pro proud Divj = —-(an/at) Ve

vyrazech 1(13.7) plo§né dwergence Div a plosné rotace Rot jsou definovany vztahy

DlV'V2 n(V1 — Vz)

RotV=nx (V; - V), )

kde jednotkovy vektor normaly n k plose rozhrani mffi z prostitedi (2) do prostiedi
(1).- '

I kdyz hrani¢ni podminky I(13.7) jsou formdlné stejné jako ve statickém
piipadé, je zde podstatny rozdil v tom, Ze nyni vektory E, D, H, B, jakoz i plosna
hustota naboje 7 a hustota plosnych proudi i zavisi také na ase. Tyto hraniéni
podminky jsou stejné dileZité jako samostatné rovnice pole; pozdé&ji uvidime, Ze

z téchto hraniCnich podminek vyplyvaji zakony odrazu a lomu elektromagnetlc—
kych vin a fada podobnych jevil.

Zaverem uvedeme soustavu Maxwellovych rovnic ve dvou nejcastéji uzivanych

~soustavach kfivocarych soufadnic. Uvddéné vztahy se snadno ziskaji prepisem
- rovnic I(13.1) aZ I(13.4) pomoci vztahd uvedenych v dodatkuI

V cylindrickych soufadnicich r, @, z je

- 138H, 3H, . . 9D,
r3p 09z U Bt

dH, 3H, . +8D¢,
dz Or e at ’
19 1 oH, SD
~ 3, (THy) = 5 Y 3t 1(13.9)
13E, QJE, aB
rog 8z+8t 0,
3E, 3E. 0B, 0.
3z 3dr 3t 7
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L2 (-1 3By, | 1(13.10)
18 my+! %’fpuaa—l}:g, 1(13.11)
12 (rB,)+§%%+a£z;o. | 1(13.12)
S0, (rj,)+%g$+%=0. : 1(13.13)

Ve sférickych soufadnicich r, ¢, ¢ je

1 ) . dH, . 2D,
D — — — —— y + g 5
r sin ¢ [81‘} (Ho sin &) dg LY

1[ 1 gf_L_a(er)]=jo+a_1&

r Lsind 3¢ or o’
178 v _BH_. 3D, 1(13.14
;[g;(rHo)—'a—ﬂ—]—]w‘*' T (13.14)
1 3 . an] 3B,
_— A —_—— =O’
r sin ¢ [819 (B, sin#) 3 ot
17 1 3E, a(rE.,,)] 3Bs_ .
1 8 _ +220_,
r [sinﬂ ¢ or 8(
113 _8E1,8B,_ 113.15)
7[5(”9") 60]+ T (13.19)
13 ., 1 [.@._ '. +aD"’]= 113.16‘)
Pé'r(' D')+rsim‘} 39 (Do sin 8) g ¢ (
13 ., 1 [i : +%]=0 1(13.17)
2 ar (r B')+rsin0 ad (By sin ) 4 A ’ (
@+_1_i(,z]-)+L[_a_(jo snd)+2)=0.  103.18)
ot r*ars "7 rsind [0 dp
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KAPITOLA I Lorentzova teorie
elektromagnetického
pole

I1.1 Z4ikladni pfedstavy
Lorentzovy elektronové teorie

Latkové prostfedi se sklddd z atomovych jader a_elektroni, tj. velmi malych
(elementdrnich) naboji, které se velmi rychle pohybuji. Proto v oblasti atomarnich
rozméri se viechny elektromagnetické veli€iny (pole, nibojové rozdéleni a pro-
udy) velmi rychle méni s ¢asem i se vzdilenosti. _

. Nas viak oby&ejné nez4jim4 takovy detailni obraz pole v litkovém prostiedi. Pfi
popisu vlastnosti makroskopickych téles m4 jako vzdy hlavni vyznam znalost

stfednich_hodnot téchto velifin na velkém poctu atomd. (V dal$im budeme pro

konkrétnost mluvit o atomech.) Napiiklad v mechanice pouzivime stiedni hustoty,
kterou dostaneme tak, Ze vy&lenime jisty objem t&lesa obsahujici veliky podet
atomi, uréime hmotnost v ném obsaZenou a vydélime ji timto objemem. Tento
objem musi byt do té miry velky, aby se v ném neprojevovala mikroskopick4
(atomdrni) struktura prostfeds, pfi¢em? stiedni makroskopickd hodnota dané
veli¢iny je v tomto objemu konstantni. Konstantnost dané makroskopické veli¢iny

' miiZeme provéfit takto: Necht vydéleny objem je libovolnym zptisobem rozdélen

na dveé stejné ¢asti. Je-li stfedni hodnota dané veli¢iny jen mdlo odli$n4 od stiedni
hodnoty téze velitiny v kazdé z téchto Casti, mizeme danou makroskopickou
veliéinu v daném objemu poklddat za prostorové konstantni.

Takovy objem, ktery je veliky ve srovnani s atomarnimi rozméry (obsahuje
veliky pocet atomii), aviak soudasné velmi maly vzhledem k celkovému objemu
télesa, se obvykle oznaduje jako fyzikdIné nekoneéné maly. Budeme jej znaéit V,
na rozdil od objemu V celého télesa. Vezmeme-li viechny linedrni rozméry V,
veliké ve srovndni s atomovymi rozméry, pak stfedni hodnota nesmi zdviset na-
tvaru plochy ohrani¢ujici objem V,.

Kromé stfedovani podle objemu je nutno provést i stfedovani podle casu.
Casovy interval, pfes ktery se stfeduje, musi byt veliky ve srovnani s charakteristic-
kymi dobami atomovych pohybt (dobou ,,ob&hu* elektronu kolem jadra apod.)
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a musi byt jest8 do té miry maly, aby se (Casov€) stiedni hodnoty ve dvou
polovinich intervalu (—7T/2, +T/2) piili§ od sebe nelisily.

Jistého upfesnéni vyzaduje také pojem ndboji a proudt v litkovém prostiedi.
'Naboje rozdélime na volné a na vdzané neboli polarizaéni. V klasické teorii
nazyvédme volnymi naboji takové naboje, které se mohou pod vlivem libovolnych
G¢inkd pohybovat na makroskopické vzddlenosti — prakticky od jedné hranice
t&lesa k druhé. Takovymi volnymi naboji jsou napf. elektrony v kovech (elektrono-
vy plyn) a ionty v plynech a elektrolytech. K volnym nabojim patfi také niboje
zavedené do télesa anebo na jeho povrch.

Viézanymi neboli polarizaénimi jsou takové naboje, které se pod vlivem vnéjsich
@iéinktt mohou ze svych rovnovaZnych poloh pfemistovat pouze na vzdilenosti
atomdrnich rozmérd. Atomova jadra kmitaji_kolem svjch rovnovaznych poloh
a elektrony se pohyb@iiolem jader a vytvifeji (k atomu) vazané prostorové
naboje a proudy. (Budeme je oznafovat — stejné jako v pfedeslé kapitole
— hornim indexem p v zivorce.) .

Je vSak tfeba ¥ici, Ze pii dostatecné silném Vné]§im poli (vnéjsim z hlediska
atomu) se mohou vdzané niboje ménit na volné. Vlivem silného elektrického pole
mize dojit k vytrZeni elektronu z atomu, ultrafialové zdfeni milZe vyvolat
fotoelektricky jev, popf. jinou tvorbu volnych naboji. Déleni nabojii a proudl na
" volné a polarizaéni (vizané) je v jistém smyslu konvenéni. Takové rozdéleni lze

povazovat za dobie definované pouze v tom pfipadé, kdy vnéjsi ucinky (napf.

vnéjsi pole vytvofené v prostfedi) jsou dostateéné slabé. V dal§im budeme tento
predpoklad povazovat za splnény.

Zmény pole v litkovém prostiedi oproti poli ve volném prostoru (ve vakuu) jsou
- zplisobeny existenci vizanych naboji a proudu v latkovém prostiedi a vlivem pole
na tyto naboje a proudy. _

Z toho H. A. Lorentz usoudil, Ze k dipInému popisu mikroskopického elektro-
magnetlckeho pole stadi dva vektory, které oznatime e =e(r, t), h=h(r, t). Pro
tyto okamzité hednoty . elektrlckeho a magnetlckeho pole v daném bode latkoveho
prostfedi plati stejné rovnice jako ve vakuu.

Lorentzovy rovnice mlkroskoplckeho poIe v latkovem prostfedi maji tvar

el o _ . %€ 0
d1ve—809 , roth( g5 =1 11(1.1)

divh=0, rote+uo oh

ot =0, I1(1.2)

kde 0® a j* je celkova (totalni) hustota ndboje a proudu v daném bod€ a v daném
Case. ,
V daldi &asti této kapitoly si ukdzeme jak stfedovanim téchto Lorentzovych
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fovnic vznikne soustava rovnic makroskopické elektrodynamiky latkovych prostte-

di, tj. rovnice 1(13.1) az I(13.4). Nejdfive si viak odvodime nékteré vlastnosti
stfednich hodnot.

I1.2 Sttedovani mikroskopick}’rch veliéih _

Miéme-li néjakou funkci f(x), pak jeji stfedni hodnotu ( f) na intervalu (—a/2,
+a/2) defmujeme rovnici

x+al2

=g [ i ar.

x—al/2

Substituci x’' = x + & pak p¥i daném x dostaneme

(fx))=— f f(x+E) dé. .
a J-an .
Zobecni na piipad vice proménnych je nasnadg.

Stfedni hodnotou (f)=%(r, t) v objemu V, a casovem intervalu T nazveme
veliCinu

1 .
D=vr ], [dEanatarrg yen et 0n. Y

Integralni oblast lze vybrat napf.

Ldieeq b b c_,_c  _T___T
255570 TSNSy sty —gsTsy,
pak objem V,=abc. )
Pro takto definované stfedni hodnoty plati evidentni vztahy
(kf) =k{f), k=konst, ' - I1(2.2)
(fxg)=(f)£{g). O I2.3)

Derivaci rovnice II(2.1) podle x dostaneme

] 1
——(f)=Wf dedn dCdt—a-'-f(x+§,y+n,z+C,t+r).

Pravé strana této rovnice vsak piedstavuje stfedni hodnotu (3f/3x) derivace
3f/3x, takie plati

%<f>=<aa—£> | B | T(2.4)



a obdobné. vztahy pro ¢asovou derivaci

d 3
3, )= <a—£> . 11(2.5)
Je-li f vektorem (oznacime jej F), pak podle II(2.4) a II(2.5) plati
div(F) = (divF), 11(2.6)
rot{F) = (rotF), 11(2.7)
3 ,py.[OF
5;<F>—<af>- | 11(2.8)

Vztahy II(2.4) az II(2.8) vyjadfuji komutativnost diferencidlnich operam
s operaci stredovam

11.3 Lorentzovo odvozeni rovnic
makroskopické elektrodynamiky latkovych prostiedi

Podle Lorentzovy teorie jsou rovnice makroskopického pole v latkovych prostie-
: dlCh stfednimi hodnotami rovnlc 11(1.1) a II(1.2) pro mikroskopicka pole, tj.

div(e)=£—o(g“’), rot(h)—eo (e)—(;“’) 11(3.1)

div(h) =0, rot(e>+uo (h) 0. II(3.2)

Pfi Gpravé jsme uzili vztahii 11(2.6) az II(2.8).
Viimnéme si nejdiive rovnic druhé série 11(3.2). Abychom dostali Maxwellovy
rovnice 1(13.3) a I(13.4), je nutno poloZit —

wihy=B, 11(3.3)
(e)=E. 11(3.4)

Stfedni hodnota (e ) mikroskopického elektrického pole je rovna makroskopické
elektrické intenzité¢ E a stfedni hodnota mikroskopického magnetlckeho pole
(uoh) je rovna vektoru B magnetické indukce.

Piejdeme k rozboru prvni rovnice série II(3.1). Celkovou mikroskopickou
hustotu o® elektrického ndboje vyjadfimie jako soulet mikroskopickych hustot
volného naboje o a polarizaéniho néboje o®

e¥=e+0® L I1(3.5)

resp. pro stfredni hodnoty
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(0®)={(0) +(0®). ' 11(3.6)

Zistanou-li atomy jako celek elektricky neutrélni, vznik vdzané hustoty o® vede
pouze k pferozdéleni celkového (nulového) ndboje atomii. V matematickém zapisu
to znadi, Ze

fv 0® dV=0. 11(3.7)

Integrace se zde vztahuje na cely objem télesa, Ize ji viak roziifit na cely prostor,
v némz je o® =0. Mikroskopickou hustotu vyjadiime jako zdpornou divergenci
vektoru %, tj.

Q(p)____ —diVSBE—a@j/axj'. II(38)

Diivodem k takové volbé je princip superpozice (vysledné pole je rovno vektorové-
mu souétu poli vytvofenymi volnymi a vizanymi ndboji), jenz ma sviij matematicky
odraz v linearité Lorentzovych rovnic II(1.1) a II(1.2). Po dosazeni II(3.8) do
11(3.7) plyne vztah '

fv divR dv:i% ds =0. 11(3.9)

Fyzikalni vjznam vektoru B, popf. jeho stfedni hodnoty (%) najdeme obdobné
jako v €. L5. Za tim déelem vypolteme stfedni elektricky dipolovy moment
objemové jednotky daného prostfedi. Pro konkrétnost zvolime oblast stfedovani
ve tvaru malého kvadru o rozmérech a, b, ¢ kolem daného bodu r. Stfedni
hodnotu P=(B) elektrického dipélového momentu objemové jednotky vy]adrl-

me rOVHICI
+T/2 x+al2 y+b/2 z4¢/2 =
dt’j dx'f dy’ dz'o®(r’, t')r'.
VoT )12 x—al2 y—b/2 z—c/2
11(3.10)

Zde r' zna&i okamzitou polohu védzaného néboje 0® dx’ dy’ dz'. Po dosazeni za
o® z 1I(3.8) a prechodem ke slozkovému zdpisu bude (dV'=dx’ dy’ dz’)

P =P(r, t)=

1
Pi= - o ! i i ; i .
7 VoTLdt Jvox (8%;/3x})-dV II(3.11)

Integrand upravime pomoci identity

3P 3 ,
(ax) 8——’ xiP) = P,

coz vede k vyjadfeni

O (xiP).

Pi=
oxj

t g;i ' _ ' !
J-d v dv VonTdt VodV

VoT Jr
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Prvni ¢len pfedstavuje stfedni hodnotu (%), druhy upravime pomoci Gaussovy
véty. Objemovy integrdl ma tvar divergence tenzoru T;=x|%;, takze na zdkladé
1(5.9) bude

P=(®) - dt'§ @, ds),

kde se integrace provad1 pres plosku so obalujici objem V,. Véazané ndboje
vykondvaji ohramceny pohyb v malé oblasti atoméarnich rozmérii. Ponévadz pohyb
naboji Ize poklidat za periodicky, bude stiedni hodnota rovna nule

1 ’ ’ r_
VonTdt ioxig’; dS,—

(Cas T mnohonésobné pievySuje dobu atomérnich period a integrand je ohraniCe-
ny.) Dospéli jsme tak ke konetnému vysledku

P=(R). ’ I1(3.12)

Stfedni hodnota () vektoru B pfedsta;/uje makroskopickou polarizaci P;-

sttedni hodnota (o®) vézaného nédboje je
(0®) = (—div) = —divP, _11(3.13)

coZ je v souladu s vysledky ¢l LS.
Zavedeme vyjddfeni I1(3.13) do II(3.1); pro novy vektor

D=¢E+P o 11(3.14)

pak plati .
divD=(p), ) I1(3.15)

co? je rovnice I(13.2) Maxwellovy makroskopické elektrodynamiky. (Tam pouZity

symbol g pro hustotu volnych néboji je nyni reprezentovin stfedni hodnotou.

(0).)

Obdobné budeme postupovat i pfi mlkroskoplckem zdivodnéni druhé série
Maxwellovych rovnic v latkovém prostiedi. Budeme pfedpokladat, Ze nedochazi
k pfemé&né vazanych nibojti na volné a naopak. Celkovou proudovou hustotu j©
vyjadiime jako soudet proudové hustoty j volnych ndboji a j naboji vazanych

©=i+i® . 11(3.16)
a obdobny vztah pro stfedni hodnoty

(JOY= (i) +(i®). 11(3.17)

Pfi uvedeném piedpokladu plati pro volné i vazané naboje samostatné zdkony
zachovam
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30, givi=o. 9%, giviv=
at+d1v1—(), a7 +divj® =0, I1(3.18)

popi. stejné rovnice pro stfedni hodnoty

3 . . 3 N

e (@) +div(j)=0, 3 (@) +div( j®)=0. 11(3.18")
Do druhé rovnice II(3.18) dosadime za o® vyjadfeni II(3.8), co? vede k rovnici

. (e OB
@ __ 1)
le(] a:) 0.

Odtud plyne, Ze j®—(3%B/3¢) je rotaci jistého vektoru, ktery oznaéime I

ERY

i“”=~é?+rot§m. . 11(3.19)
Pro stfedni hodnoty pak plati
| oo\ OP
{J®) =3, TrotM, 11(3.20)
“kde P je uréeno vztahem I1(3.12) a
1 .
ME EIR =__] dt/J’ ! ’ 3
(m) ViT ). v ED?(r , 1) & 11(3.21)

je stfedni (makroskopickd) hodnota vektoru 9R. Vyznam tohoto vektoru si
vysvétlime v dalSi ¢dsti tohoto &lanku. ¢

JelikoZ vné litkového prostiedi je j® i (j®) rovng nule, nalozime na vektory I
a M podminku, aby na vnéjsi hranici (kde se pfedpokladd vakuum) byly tyto
vektory rovny nule.

Prvni ¢len souvisi s ¢asovou zménou polarlzace, proto se nazyvd polarizaénim
proudem. Tento Elen pfedstavuje skuteénou hodnotu elektrického proudu vytvo-
fen¢ho posouvanim vézanych ndboji v atomech a molekul4ch.

Zavedeme nyni vyjadfeni I1(3.20) do druhé rovnice I1(3.1); pr1 dpraveé uZijeme

I1(3.3), I1(3.4) a 11(3.14), &im? ziskdme rovnici

rotH———at = (). 1G22
Novy vektor
B »
=—-M v
- 11(3.23)

se nazyva vektorem (makroskopické) magnetické intenzity, ackoliv by bylo vhod-
néjsi nazvat jej vektorem magnetické indukce. Z historickych déivodd maji viak
vektory H a B nédzvy opacné neZ by odpovidalo jejich fyzikdlnimu vyznamu.
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A

Fyzikalni vjznam najdeme obdobné jako v &l.1.8. Vyraz i[r, j] m4 vyznam
(objemové) hustoty magnetického dipélového momentu. Stfedni hodnota (M)
této veli¢iny je uréena vztahem (z iivah vyluCujeme feromagnetické a pfibuzné
latky, u nichZ je magnetizace jiné povahy) :

=__1_ ! ’ '(p)> (Y ! .

<M)—2V0Tjrdt fVO [, [, )] dV". I1(3.24)

Po dosazeni za j® z 1I(3.19) se (M) rozpadne na dva ¢leny
(M) = (M)p+ (M), 11(3.25)

kde
(M), =5 Tf de’ f [ ]dV’ 11(3.26)
Vo
. 1 .

Miv=som | dEf r', rot’ ‘. 11(3.27
< >M ZVQTJ; IVo[ ro gﬁldv ( )

Integrand v II(3.26) lze zapsat téz ve tvaru 3/3t'[r’, B]; po integraci pfes &as
vznikne [r’, B]. S ohledem na ohraniCenost a periodi¢nost pohybu vazanych
nabojii je stfedni hodnota tohoto vyrazu rovna nule

(M)p=0. - II(3.28)
Integrand v I1(3.27) upravime pomoci vztahu 1(8.18), coz da (A =Ik;)

(M= () +4 (5 (x146)) =1 (5

)

Ohranienost a periodi¢nost pohybu vazanych naboji vedou k tomu, Ze druhy
a tfeti ¢len daji nulu, takZe je (M:)n = (/M:), popf. ve vektorové formé

(M) =(M) =M. o 11(3.29)

Vektor M md tedy vyznam stfedni makroskopické hustoty magnetického
dipélového momentu vytvofeného vyznamnymi proudy, a je tedy totoiny
s vektorem magnetizace Maxwellovy elektrodynamiky.

Tim je ukonéeno odvozeni Maxwellovych rovnic makroskopického elektromag-
netického pole z Lorentzovych rovnic mikroskopického pole.

I1.4 Materidlové vztahy

V zévéru prvni kapitoly (¢l. 1.13) jsme poukdzali na to, Ze soustaya rovnic
elektromagnetického - pole - neni--iplnd, ponévadz pro dvandct veli¢in (slozek

vektori E, D, H, B) diva pouze est rovnic a dvé€ pocateéni podminky. Soustavu je
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nutno doplnit o vztahy mezi vektory intenzit a. vektory_indukci. Konkrétni tvar
téchto zAvislosti souvisi s chemickym sloZenim dané litky, termodynamickym
stavem apod. Teoretické uréovani téchto zavislosti patii do teorie plynii, kapalin
a pevnych latek, kde se pouZivaji konkrétni pfedstavy o stavbé atomi a molekul
a o jejich interakeci s elektromagnetickym polem. (Nékolik ilustrativnich pfikladi je
v feenych dlohach k této kapitole.) V makroskopické teorii se tyto materidlové
vztahy (stavove rovnice) stanovuji pro kazdy konkrétni systém empiricky. Zde si
provedeme jistou klasifikaci té€chto materidlovych vztahi..

K vyjasnéni charakteru moznych zévislosti je iéelné vratit se k definici vektori
E, D, H, B (popt. téz P a M) jako stfednich hodnot jistych mikroskopickych
velidin. Pfi tomto stfedovéni se 1ntegrovalo jak pfes prostorové okoli, tak pfes
¢asovy interval. Tato skutecnost je pro dalsi avahy podstatna.

Zaéneme vykladem vztahu mezi vektorem polarizace P.a vektorem elektrické
intenzity E. Tento vztah ma obvykle tvar funkéni zavislosti

" P=1(E). 11(4.1)

Konkrétni tvar této funkéni zivislosti je nutno pro danou’ litku najit bud
experimentalné, anebo odvodit teoreticky z vhodného modelu dané latky. Nutno
viak upozornit na omezeni, kterd stoji v pozadi pfedpokladu II(4.1). Pole E je
funkci polohy r a €asu ¢, totéZ plati pro vektor polarizace P. ZapiSeme-li tyto
zavislosti explicitng, pak vztah I1(4.1) vypada takto

P(r, t)=flE(r,0)]. ; 11(4.2)

Zavislosti 11(4.1), popft. I1(4.2) tedy obsahuji pfedpoklad, Ze polarizace P v daném
bod& r a daném ¢&ase t zavisi pouze na intenzité E v témZe bodé€ a ase. Jinymi
slovy, vyluéuje se vliv hodnot intenzity E v okolnich bodech a pfedchozich Casech
na hodnotu polarizace P v bodé r a &ase t. Vztah I1(4.2) je tedy lokalni v prostoru
i v éase. Pokud jde o ¢asovou zavislost ve vztahu I1(4.2), pak takovy systém reaguje
pouze na okamZitou hodnotu pole E a viibec si nepamatuje_ pfedchozi historii
(zptisob, jimz pole E vzniklo). Pfedpoklad I1(4.2) je tedy vhodny pro systémy bez
pameti.

Vztah 11(4.2) miZe pfedstavovat dobré piibliZeni pro takové situace, kdy pole E

. je pomalu proménné jak s mistem, tak s asem. V takovém piipad¢ elementarni
- dip6ly v dané latce (a tedy i vektor polarizace P) budou stadit sledovat tyto pomalé

zmény pole a pfizptsobovat se jim.

“Latka maZe mit v riznych smérech riizné vlastnosti, tj. byt anizotropni. V
takovych ptipadech maji vektory polarizace a intenzity riizné sméry. Oznaéime-li
slozky vektort indexy i, j, ..., =1, 2, 3, pak anizotropie zna(i, Ze obecné mame tfi
zavislosti '

P.=f(E1, E,, B»). I1(4.3) .
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Pro slaba pole lze pouzit mocninového rozvoje

P.=£(0, 0, 0)+< ) E+—1—(aEa:;’I‘Ek

o ) EEc+ ..

v némzZ se pfi E— 0 omezime na prvni dva Cleny

P; = Py; + €0t Ex. 11(4.4)
Zde
Pu=£(0,0,0) 11(4.5)

je spontdnni polarizace, kterou mé litka pfi nulovém poli E=0. Druhy &len
v I1(4.4) uréuje (makroskopickou) polarizaci mdukovanou elektrickym polem
v daném prostfedi. Derivace

1 /3P,
Yoo =— (a Ek) 1(4.6)

maji transformalni vlastnosti tenzoru druhého fidu a nazyvaji se tenzorem
elektrické susceptibility. Pozdéji z termodynamickych dvah ukdZeme, Ze
tento tenzor je symetricky

| Ko = i I (%)
Dosadime-li 1I(4.4) do defini¢niho vztahu D; = &E; + P;, bude platit
P.=Do+exBr, 11(4.8)
kde Do = Po; a J
£ = €o( 8 + x) = e 11(4.9)

je tenzor elektrické permitivity. S ohledem na 11(4.7) je také e symetric-
kym tenzorem.

Pfejdeme ke specidlnimu pifipadu vztaht II(4.4). Struktura vétSiny latek je
takovd, Ze nepfipousti existenci spontdnni polarizace. V takovém pfipadé je

P; = goxuEx, o 11(4.10)
Di = EikEk. ’ [1(41 1)

Vhodnou volbou soufadné soustavy Ize symetricky tenzor ex redukovat k hlavnim

osdm, takZe zbydou pouze tfi hlavni hodnoty &¢®, €@, £® tohoto tenzoru.
U krystald triklinické, monoklinické a rombické soustavy jsou viechny tfi hlavni
hodnoty rizné (dvouosé krystaly). U jednoosych krystali tetragondlni, romboed-
rické a hexagondlni soustavy jsou dvé ze tii hlavnich hodnot stejné, takze

dielektrické vlastnosti jsou ureny dvémi veli¢inami. U krystalt kubické soustavy-

a v izotropnich prostfedich jsou viechny tfi hlavni hodnoty stejné, coz vyjadfime
vztahy
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Hie = 0u, € = Oy, II(4.12)
z nichZ plyne ‘
P=ugE, - I1(4.13)
D =¢E, : : r II(4.14)
£= so(l + ). I1(4.15)

Za obdobnych piedpokladii (slabd, pomalu se ménici pole) zapiSeme zivislost
magnetizace M na intenzité H

M; = Mo; + xuHx. II(4.16)
VeliCiny Mo: uréuji spontdnni magnetizaci,
_(3M; )
Xix = (_éﬁ) _ II(4.17)

je tenzor magnetwke susceptibility. Da se dokazat, 7e tento tenzor je

symetrlcky (viz ¢l. IL.6)

| Xk = Y. | 11(4.18)
Z defini¢niho vztahu B = yo(H + M) pak plyne
- B: =By + Mika, H(4.19)
kde ‘
4 Ui = Po(Oukc + X)) = i 11(4.20)

je (symetricky) tenzor magnetické permeability.
v izotropnim prostiedi je xu =x0u, a tedy

M=yH, - II(4.21)
o ! B=yuH, . 11(4.22)
w=uo(1+%). o 11(4.23)

Pro silnd pole nevystaCime s linedrnimi zavislostmi typu I1(4.8) a 11(4.19), popf.
jejich specidinimi piipady II(4.14) a 11(4.22). Formilné miizeme zavést tenzory
ex(E), ux(H) zavisié na poli, popt. e=¢(E), u=u(H). Pro takové nelinedrni
prostfedi budou materidlové vztahy

' D;=Do: + £x(E)Ex, 11(4.24)
B: = Bo: + ux (H)H,, 11(4.25)

- popf. pro izotropni materidly

’
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D = ¢(E)E, 11(4.26)
B =u(H)H. - 11(4.27)

Nasledkem téchto nelinedrnich vztahi (vazeb) se rovmice pole v litkovém
prostiedi stdvaji nelinedrni.

Nyni si vysvétlime modlflkaa pfislusnych yztahii pro systémy s paméti. Pro
jednoduchost zapisu budeme uvaZovat prostorové homogenni pole a izotropni
prostfedi, abychom nemuseli explicitné vypisovat z4vislost na soufadnicich, kterd
je pro tyto tivahy nepodstatna.

Pamét systému oznaduje, Ze napf. hodnota magnetizace M(¢) v Case ¢t zavisi na
hodnotéich pole H ve vSech asech ¢’ <¢. Matematicky miZeme takovou zavislost
modelovat funkcionalem,-coZ pro izotropni _prostfedi vyjddiime vztahem

L M()= L K(t—t)f[H(:)] d". 11(4.28)

JelikoZ ndm jde pouze o ilustraci matematického popisu takovych litek, budeme
pro jednoduchost pfedpoklddat linedrni zavislost f(H) = kH, pfiemzZ konstantu k
zahrneme do K(t—t’). Budeme tedy uvaiovat linedrni zdvislost (funkcional)

M(r) = j K(t— ¢)H(¢") dt'. ' 11(4.29)

Korelaéni funkce K(t—t') uréuje vliv minulosti (¢'<t). Zavedeme- 11 misto ¢’
novou promennou (t je dano)

f=t—1, I(4.30)
pak 11(4.29) pfepiSeme ve tvaru-

M(z) = L “K(9)H(t—7) dr. 11(4.31)

Piipomefime si je§té, Ze vSude v téchto rovnicich se integruje v mezich
—w <’ <t, resp. 0 <7<, Tim respektujeme kauzalitu v tom smyslu, Ze hodnota
magnetizace M(¢t) nemiiZe byt ovlivnéna magnetickym polem H(t') v Casech t' > t.

Je rozumné predpokladat, Ze funkce K(t) bude s rostoucim 7 dostatecné rychle

. - ';ednoduche uprave dostaneme RREREE

M(1)= z( 1K, : tH , 04.32)
kde K. jsou tzv. momenty funkce K(7)
K=o kl' K (@) dr. 1(4.33)
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. klesat k nule. Funkci H(t—1) v mtegrandu lze rozvmout v Taylorovu radu po L

Z rovnice I1(4.32) je vidét, Ze k zachyceni vlivu magnetické historie je nutno zndt
nejen hodnotu H(t) pole v daném &ase, ale i viechny ¢asové derivace dH/dt,
d’H/de?, ...; piitomnost derivaci lichého fadu naruSuje invariantnost rovnice
11(4.32) vici casové inverzi t— —t.

Pfedeslé obecné uvahy proilustrujme na piikladé

H(t)=H,coswt, K(t)=Koexp(—vr), (v>0). 11(4.34)

Po dosazeni do 1I(4.31) a po provedeni vypoéti, jez uvadime v pitkladech k této
kapitole, dospéjeme k zavislosti

K )
M(t) =(—w§—+—:/T)175 H, cos (wt - a),

kde a=arctg(w/v) urcuje zpozdéni magnetizace M za polem H. Ve statickém
piipadé (w=0) je a =0, M =(Ko/v)H,.

Zavislostem typu I1(4.31) Ize dét také jinou uZite¢nou interpretaci. V piipadé
vysokofrekvencnich poli (elektromagnetickych vin) se zpravidla jednd o pole
s malou intenzitou E, takZe linedrni vztah mezi polarizaci P a polem E lIze poklddat
za splnény

P(t)=¢ LmK(T)E(t —-7)dr1.

Pro elektrickou indukci D = gE + P pak mame

D(1)= £oE(1) + £ f "K(z)E(t - 7) dr. 11(4.35)

(Korelaéni funkci jsme oznadili £K(7).)
Funkci f(1) lze rozlozit 've Fourieriv integral

- (0= @n) [ fo e do,

kde f, jsou Fourierovy komponenty piisluiné frekvenci «. Vyjadfime timto
zplsobem veli¢iny :

D(t) =(2317)_1J; Dm e“‘“" dCU, E(t- 7) =(2J'C)_1 mem e—nw(t—r) d(D
: S T e e T e T

a dosadime do II(4.35). PonévadZ Fourierova bize exp(—iwt) je tplna, lze

porovnat Fourierovy komponenty na levé a pravé strané rovnice, co? vede ke
vztahu

D,=¢(w)E,,
kde
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‘e(w) =c .[1 + L mK(;:) o Ar] . | 11(4.36)

Veli¢éina €(w) md vyznam dielektrické permitivity jako konstanty dmérnosti
mezi Fourierovymi komponentami vektorG D a E. Linedrni zdvislost 11(4.14) mezi
vektory D a E je tak nahraZena linedrni zavislosti mezi Fourierovymi komponenta-
mi D, a E,. . '

Zavislost e=¢(w) na frekvenci se obvykle nazyva disperznim zékoné;m nebo
disperzni relaci pro elektrickou permitivitu.

Veli¢ina &(w) je obecné komplexni funkci. Redlnou a imagindrni &ist této

funkce oznadime ¢’ a €”, tj.

g(w)=¢'(w)+ie"(w). _ 11(4.37)
Z definice 11(4.36) okamizité plyne (hvézdi¢kou oznaéujéme komplexni zdruZeni)
| e(—w)=e*(w). 11(4.38)
Po separaci realné a imaginarni ¢asti dostaneme vztahy
e'(~w)=¢'(w), : 11(4.39)
e"(—w)=—¢"(w). T 11(4.40)

Redlna cast ¢’ je tedy sudou a €” je lichou funkci frekvence w. V rozvoji ¢'(w) se
- tedy mohou vyskytovat pouze sudé mocniny w, zatimco rozvoj &"(w) mﬁ.iej
obsahovat pouze liché mocniny w. Pozdéji uvidime, Ze redlnd &ast &'(w) souvisi
s rozptylem a imagindrni ¢4st £"(w) s absorpci elektromagnetickych vin. Mezi
‘obéma veliinami plati ddlezité integrélni rovnice (Kramersovy—Kronigovy rela-
ce), o nichZ pojedname pozdé&ji. : . '
"Na zdkladé obdobnych argumentd mtZeme dospét k frekvencni zévislosti
(disperzi) permeability

plw)=p'(0)+in"(w) . 11(4.41)

a mérné vodivosti

v(0)=7"(0) +iv (o). TI(4.42)

II.5 Lokéalni tvar Ohmova zikona

Elektrické pole pfisobi na naboje jistou silou, coZ se projevi v pohybu elektrického
ndboje, popf. ve vzniku elektrického proudu. o

Tento vztah lze (pro pomalu s ¢asem i mistem se ménici pole E) vyjadfit jako
lokélni zavislost

j=KE), II(5.1)
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resp.

| i(r, =11E(r, 1) L I(52)
V anizotropnim prostfedi maji vektory E a j Jr?lzn)’l sm;'ar, coz vyjadfime vztahy
ji=f(E), i=1,2,3. 11(5.3)
Pro slabé pole (E— 0) budeme mit linéérni_zévislost
| ji = YaEx. C II(5.4)

VeliCiny yu tvoii tenzor mérné elektrické vodivosti. Pozdé€ji uvidime, Ze
tento tenzor je symetricky

Vi = Y. | COI(5.5)
V izotropnim prostiedi je »

Yie = YO, II(5.6)

J=vE. | 11(5.7)

V zavislosti II(5.7) je obsaZen standardni makroskopicky tvar Ohmova zikona.
Vezmeme maly véleéek o prifezu Aq a délce Ax. Podle Ohmova zikona plati
AU=RAS, kde & je odpor daného viletku, A% napéti (spad potencidlu) mezi
konci véle¢ku a A$ proud protékajici timto viledkem. Odpor R je ptimo dmérny
délce a nepfimo Gmérny priifezu vodite. Ozna&ime-li koeficient imérnosti symbo-
lem 1/y, pak je ’ ’

a<lBx o ArAg
YAq’ ¥ Aq” _
JelikoZ j=(A$/Aq) a E=(A%U/Ax), je také J = YE. Uvézime-li vektorovy charak-
ter obou veli¢in, dosp&jeme k linedrnimu vztahu 11(5.7).

S ohledem na tuto skute¢nost se vztahy II(5.7), popt. II(5.4) nazyvaji lokdlni
nebo t€z diferencidlni forma Ohmova zikona. Vyhodou tohoto zipisu Ohmova
zakona je to, Ze '§pgju’jwe s}ektpr elektrické intenzity s vektorem proudové hustoty ve
stejném bodé& vodide. '

Elektrické pole E v§ak neni jedinou pfi¢inou vzniku elektrického proudu:
elektricky proud miiZe vznikat i pfi E = 0 vlivem rozdilu koncentraci, rozdilu teplot
apod. Oznaéime-li -tuto neelektromagnetickou silu symbolem E’, pak rovnici
II(5.7) nahradime obecné&j§im vztahem

j=v(E+E"). 11(5.8)

Ze zavislosti I1(5.7) lze odvodit, Ze_prostorové rozdéleni volného niaboje ve
vodi¢ich vymizi. Zapi§eme-li (B0/3t) +divj=0 a uZijeme j=vyE, pak (dg/
/9t)+ vy divE = 0. Po dosazeni div E = o/¢ dostaneme pro prostorovou hustotu o

AU
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jednoduchou diferencidlni rovnici (30/31)+ (vo/€) =0, jejiz feSeni je

o(r, 1) = oo(r) exp (—t/1), | 11(5.9)

mé vyznam relaxaéni doby Pro dobré vodiée (y=10° Q™" m“) je t=10""s, pro
izolatory (y=10"" Q" m™) je t=10"s. .

Pozndmka : Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze zavislost II(5.9) je v rozporu se
zakonem zachovani elektrického naboje, jelikoz niboj monotonné s Casem ubyva
stejnym zpiisobem ze viech bodi vodi¢e. Nutno si viak uvédomit, ze vztah j=vE
pfipousti nenulovou hustotu proudu jiv téch bodech, kde je ¢ = 0. Pro tok naboje

‘méme _
Sﬂids=y§5 ds=ge(t).~
Z rovnice II{(5.9) plyne _
f dv= -——=”f av=Le(0).

Néboj se tedy roztéka do nekonecna (saha li vodi¢ a2 tam) anebo se usazuje na
povrchu vodice s plosnou hustotou 1. v

Pomoci lokdlniho tvaru Ohmova zdkona uprav1me na podobny tvar i Jouledv
zakon pro vyvin tepla pfi pruchodu elektrického proudu. Mnozst\zx tepla vyvinuté-
ho za jednotku &asu je ddno zndmym vztahem A$-A%U. ZapiSeme AS-AU =
JEAV (objem dané Casti vodlce AV=Aq Ax).

Veli¢ina 9-jE 1(5.11)

uréuje mnoZstvi Jouleova tepla’ vytvoieného objemovou jednotkou vodice za
jednotku Casu. Pfi vyjadFeni j; z I1(5.4) mame

32 = ’Y,'kE,'Ek . II(512)

Vyrazu II(5 11) lze dat take ]ednoduchou mlkroskopxckou interpretaci. Na

f=QE+[la ] }

V mikroskopické teorii je j= gv. Skaldrni sou€in fv pfedstavuje mérny vykon sil,
tj. vykon objemové jednotky. Tento vykon fv je roven ovE = jE.

I1.6 Termodynamika latek v elektromagnetickém poli

Elektrické a magnetické pole ovliviiuje celkovy makroskopicky stav té€lesa. Aby-
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chom mohli aplikovat termodynamiku na tuto oblast i jevil potfebujeme pfedevsim
urdit préci, kterou systém vykona pfi infinitezimélni zméné pole.

Termodynamické vlastnosti vodich se v elektrickém poli neméni, jelikoZ (static-
ké) elektrické pole do vodiét nepronika.

U dielektrik je situace jind: elektrické pole pronikd do hloubi dlelektrlk
a ovliviiuje tim jejich termodynamické vlastnosti.

Budeme piedpokladat, Ze pole E je ¢asové konstantni, ne viak nutné homogen-

. Pro nézornost si miZeme piedstavit, 7e pole v dielektriku je vytvofeno

soustavou vodi&t (vné dielektrika) s naboji es a potencidly ®,. Dielektrikum
spolecné se soustavou vodiéd budeme poklidat za roz§ifeny termodynamlcky
systém. Prace 8 W, kterou tento roziifeny systém vykond pfi zméné nabOJu vodi¢t
o infinitezimalni hodnoty dea, se rovnd

5W=—Z¢I)A 6eA. . II(6.1)

Pro struénéjsi vyjadiovani budeme pfedpokladat, 7e pole v dielektriku je vytvofe-
no jedinym vodifem; tj. poloZime

SW=—a de. I(6.2)

Oznacime-li D, projekci vektoru indukce D do sméru vnéjsi normély dielektrika
(tj. vnitfni normély vzhledem k vodi¢i), pak je

e=—¢D,.ds=—-4§D ds,

~a tudiz

=—¢ds-dD.

‘JelikoZ potencidl @ je na povrchu vodide konstantni, bude

8W=§ ds(® 8D).

V nekoneénu je ¢ =0, 6D 0, a mizeme proto posledni integral rozdélit na dva
plo$né integraly: integral pfes povrch vodiée a integrél pfes nekoneéné vzdilenou
plochu. Pomoci Gaussovy véty mame

dW=[dV div(® éD).
UZijeme vektorovou identitu
div(® 8D)= @ div(8D) + (5D -V P),

jakoz i to, Ze vné vodith je divD=0, div(dD)=0. Po jednoduché tpravé
dospéjeme k rovnici (E= -V )

W=-[(ESD)dV, - 1I(6.3)
kde se integruje pfes cely prostor, v ném? je elektrické pole. |
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Prace dW, kterou systém vykond pfi infinitezimalni zméné dD na jednotkovém
objemu, je déna vztahem

dW =—E dD. 11(6.4)

(Préce, jiz je nutno dodat na tuto zménu je —dW =E dD.)

Vypodet obdobné velifiny pro magnetické pole provedeme nasledujici dvahou.
Samo magnetické pole nevykonavé na pohybujicich se ndbojich (proudech) zédnou
préci, jelikoz Lorentzova sila 1(7.3) je kolmé na vektor rychlosti v (proudovou
hustotu j). Pfi zméné magnetické indukce o 8B viak obecné vznika indukovana
elektromotoricka sila. Elektrické pole E a magnetickd indukce B spolu souvisi
Faradayovym indukénim zédkonem rot E = —(3B/3t), popt.

6B=%-tB— &t=—dt-rotE. o 11(6.5)

Indukované pole Vykon:«i (za &as 8t) na proudech praci
W=t fJEdV. ‘ 11(6.6)

Srovnanim s I1(5.11) je vidét, Ze tato veli¢ina souvisi s Jouleovym teplem, coZ se
dalo ofekavat.

Vyjadteni I1(6.5) upravime pomoci rovnice pro stacionarni pole j=rotH a
vektorové identity E rot H = H rot E —div[E, H). Integral z div[E, H] opét vymizi,
takze zbyde . :

dW=35¢t-{(HrotE)dV.
Po dosazeni do (8¢-rot E) ziskime konecny vztah ,
dW=—[(HdB)dV. 11(6.7)

Prace dW vykonand jednotkovym objemem systému pfi zméné pole o dB je
urlena vztahem

dW=-HdB. 11(6.8)

Ctenaf si snadno porovna souvislost vyrazi 11(6.4) a 11(6.8) s vyjadfenim 1(6.12)
a 1(10.9) pro hustotu energie elektrického a magnetickéh() pole.

Je-li téleso v elektrickém a magnetickém poli, pak standardni termodynamické
vztahy?) je nutno doplnit o ¢len 11(6.4) a 11(6.7). Zde uvedeme odpovidajici vyraz
pro. hustotu (%) volné energie .

dF=-¥9d9 +¢dr+EdD+HdB. 11(6.9)

®) Pfislusné vztahy, jakoZ i rozbor termodynamick)"ch vlastnosti systémi v elektromagnetickém poli
Ize najit napf. v uCebnici KVASNICA 1., Termodynamika, SNTL Praha 1965.
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Zde ¥ je (objemova) hustota entropie, I absolutni teplota, { chemicky potenciél
a 7 hustota.

f Zk v.)’frazu 11(6.9) Ize standardnim postupem pfejit k jinym proménnym. Tak pro
unkci :

F* = F ~4(eE’ + poH?) ~ PE ~ poMH - 1(6.10)

plati

dF* =~ dT +{ dv— P dE — poM dH. 11(6.11)

Tent9 ‘v-)’lraz pouzijeme k dikazu symetrie tenzerlt elektrické a magnetické
susceptibility. RozepiSeme skaldrni souéiny P dE = P; dE: a M dH = M, dH,. Jeli-
koz d%* je Uplnym diferencidlem plati podminky integrability

*F* 3’ F* > F* > F*

3E3E. OJEW3E.’

dH.OH. 3H.3H.’

které vedou ke vztahim

. 3p_om
aEk _aE, > II(6.12)
3M; _3M;
3H. 3H, 11(6.13)

Pouzijeme-li pro P;, P« vyjadieni P; = Po; + €o%wEx, Px = Pox + €0%:E:, dostaneme
Yo = ¥, tj. vztah 11(4.7). Ze vztahii 11(6.13) a 11(4.17) okamzité plyne symetrie
tenzoru magnetické susceptibility.

‘V‘e stavu termodynamické rovnovahy je entropie maximélni, coz odpovida
minimu volné energie. Z podminek stability pak plynou jisté nerovnosti pro
stavové parametry. Dikaz téchto nerovnosti se provadi v termodynamice; zde
uvedeme pouze vysledky, jejichZ diikaz lze najit v citované ucebnici termodynami-
ky. Pro tenzor permitivity plati nerovnosti

0 €11 €1 €11 €12 €13
£11> ,v 21 Er >.0, €21 €32 €23 >O, II(614)
€31 €32 E33
popt. pro hlavni hodnoty
eM>0, £2>0, £>0. 11(6.15)

Obdobné nerovnosti plati pro tenzor p.
Vidéli jsme, Ze JE je Jouleovo teplo vyvinuté v jednotkovém objemu vodice za

jednotku Casu. szomeneme—li si na vztah mezi pfiristkem tepla a entropie, pak
produkce entropie ¢ je ddna vyrazem (J je absolutni teplota)

' 1, 1
szg_-]EdV:fg_-szE;Ek dv.
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Podle Onsagerovy teorie nevratnych procest jsou koeficienty vi symetrické
Yik = Yai- H(6.16)

V piipadé pfitomnosti magnetického pole je nutno tuto rovnost zaménit
nasledovné

Yi(B) = yu(—B). 11(6.17)

Z této symetrie pak plyne existence Hallova jevu a riznych termodynamickych
jevi. Ctenaf zajimajici se o tuto problematiku nalezné bliz§i pouceni v citované

v ¥

literatufe (viz téZ &l. IV.5).

I1.7 Prostorova a ¢asova inverze vektorl
elektromagnetického pole

Pfi rotaci soufadnicového systému

X1= QucXe 11(7.1)
se vektory elektromagnetického pole (V=E, D, H, B, M, P, j) transformujf
stejné, tj.

Vi=as V. . 11(7.2)

Vektory viak mohou mit riizné vlastnosti pfi operaci prostorové inverze (Cas se
pfi tom neméni)
r=-r, t'=t I1(7.3)

Veli¢iny jako rychlost v, hybnost p a sila F, se pfi zrcadleni chovaji stejné jako
soufadnice, tj. méni orientaci na opacnou

vi=-—v, P"=_Pa F'=-
Takové vektory nazyvime pravé neboli poldrni. Naproti tomu moment sily
Q@ =rx F a moment hybnosti € = rX p se pfi prostorové inverzi neméni
=+8, € =+C.
Vektory tohoto typu nazyvdme axidlni.
Vyjasnime si nyni chovani vektord elektromagnetického pole pfi prostorové

inverzi. Pfi prostorové inverzi se méni znaménko diferencidlnich operaci div a rot.
Hustota g je pravy skaldr a j je ziejmé poldrni vektor, proto pii prostorové inverzi

je o'(—r, t)=o(r, t) a j(—r, t)=—j(r, ), tj. zkrdcend ’
o'=0, i'=-J 11(7.4)
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Prvni séric Maxwellovych rovnic I(13.1) a 1(13.2) pak vyZaduje, aby se pfi
transformaci II(7.3) vektory transformovaly (jako disledek definicnich vztahii)
takto:

D'=-D, H'=+H. ' 11(7.5)
Z druhé série 1(13.3) a I(13.4), popt. p¥imo z definic plyne
. E'=-E, B'=+B, 11(7.6)
a tudiz také :
P=—P, M'=+M. II(7.7)
Vektorovy potencidl (B =rotA) je polirnim vektorem .
A'=—A. 11(7.8)

Rovnice mechaniky jsou invariantni vii¢i zméné znaménka casu, tj. vzhledem
k zdméné minulého a budouciho (pocdtetniho a koncového stavu). To znadi, Ze
je-li mozny néjaky- pohyb podle rovnice mechaniky, pak je mozny i obraceny
pohyb, pfi némzZ systém projde stejné stavy, av§ak v obrdcené posloupnosti.

Snadno se pfesvéd¢ime, Ze totéZ plati i pro rovnice elektromagnetického pole.
Operaci ¢asové inverze vyjiddiime rovnicemi

rr=+r, t'=-—t. 11(7.9)

Stejnym zptsobem jako predesle najdeine odpovidajici transformaéni zdkony
vektorll elektromagnetického pole '

"=, I"'=-I, 11(7.10)

' D'=+D, H'=-H, I1(7.11)

E'=+E, B"=-B, _ 11(7.12)

P'=+P, M =-M, I1(7.13)

A'=—A. - 11(7.14)

Z téchto vztahii lze najit transformacni vlastnosti slozité€jsich vyrazi. Tak napf.
pro vektor S=ExH plati §'=—8. Skalirni soufin EH méni znaménko

(E'"H' = — EH), a je tedy pseudoskalarem.
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KAPITOLA I M étO dy fedeni
elektrostatického
pole

III.1 Rovnice elektrostatického pole

Oblast elektrostatickych jevii je charakterizovdna Casovou nezavislosti viech
veli¢in a neexistenci proudd (f =0).
Vychozi rovnice elektrostatického pole tedy zni

rotE=0, divD=p, O III(L.1)
rotH=0, divB= 0. 111(1.2)
K témto rovnicim je nutno pfipojit hraniéni podminky (viz ¢l. 1.13)
Eiw—Ex=0, Diy—Dun=mn, 111(1.3)
Hi,— Hx=0, Biu.—Bux=0. I11(1.4)

Ponévad? rovnice pole véetné hrani¢nich podminek se rozpadaji na dvé nezavislé
soustavy, lze elektrostatické pole zkoumat nezavisle na poli magnetickém.
Nebude-li fefeno jinak, budeme pfedpokladat materidlové vztahy

=¢E, P= soxE I1(1.5)

¢emuz odpovidaji hrani¢ni podmmky
Ew—Ex=0, &En—&E:)= n. i III(1.6)

Jak jsme vysvétlili jiz v dvodni kapitole, feSeni rovnic III(1.1) Ize najit
z Laplaceovy—Poissonovy rovnice pro potencidl

V2 = ——i—’ . 11I(1.7)

Jelikoz E=-V®, podminky III(1.6) lze nahradit odpovidajicimi hrani¢nimi
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podminkami pro tetné (3®/37) a normdlové (99/3n) derivace potencidlu na
rozhrani

8@1_84’2_ a‘p a¢1 R
5 T3, =0 ey =N IT1(1.8)

kde (3®/37) znadi derivaci ve sméru libovolného teéného vektoru.
Podle definice elektrostatického pole je vektor proudové hustoty j=0. Ve
spojeni s Ohmovym zdkonem (viz ¢l 11.5) j=yE mohou existovat dva pfipady

y=0, avSak E#0 vné vodicd,
y#0, aviak E=0 uvnitf vodicd.

Elektrostatické pole uvnitf vodi¢a j Je tedy rovno nule, a proto vymizi uvnitf vodi¢i

i vektory Pa D

P=exE=0, D=¢E=0. I

Ponévad? tyto rovnosti jsou sblnény pfi libovolnych (koneénych) hodnotich x a ¢,
nelze v elektrostatice pfipsat vodivému prostfedi uréitou hodnotu statické elektric-
ké susceptibility nebo permitivity. Hodnota permitivity vodi¢e je nepodstatnd
a nemiZe mit vliv na jakykoliv vysledek elektrostatiky.

Jelikoz uvnitf vodice je D =0, je také ve vech bodech uvnitf Vodlce divD =0,
co? dokazuje, 7e v elektrostatickém pfipadé nemohou uvnitf vodiCe existovat
objemové ndboje. Na hranicich vodice plati hrani¢ni podminky ITI(1.6). Jelikoz
uvnitf vodi¢e je E;=0, je na rozhrani vodiCe s dielektrikem ;

1=0, Eln—_ - II1(1.10)
€1

kde &, je permitivita prostfedi obklopujictho vodice. Intenzita E elektrostatického
pole je tedy kolm4 k povrchu vodice a je rovna n/ey, tj. E: = nn/g;. Celkovy naboj

e=¢Di.ds=¢nds.

U dielektrik jsou vektory E, D, P obecné nenulové uvnitf i na rozhrani, takZe je
nutno fesit Laplaceovu—Poissonovu rovnici ITI(1.7) spolu s hrani¢nimi podminka-
mi ITI(1.8). Pokud nepfedpoklddime linedrni vztahy III(1.9), je postup obdobny.
V rovnici divD = ¢ zavedeme D = &E + P, o= —divP, E=-V®; pro potencial
@ méime pak rovnici. : :

V- _EL(Q+Qgp;)= _El(g-divp), 101(1.11)
0 0 . ‘

ktera je z matematického hlediska stejného typu jako rovnice III(l 7) — jedné se
0 zdménu
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1 1
= (Q +oP) oo, I11(1.12)

proto budeme v obecnych dvahdch vychazet z rovnice III(1.7).

S ohledem na reference uvedeme je$té hraniéni podminky pro vektor polarizace
(viz ¢l. 1.5)

Py~ Pun=1n®, II1(1.13)

Pu_m

= I(1.14)

- Druhy z té€chto vztahd plyne z E;.— E» =0 a P =gxE.

II1.2 Véta o jednoznaénosti feSeni

Lgplaceovg—Poissonova rovnice je parcidlni diferencidlni rovnici eliptického typu
Vi =f. 11(2.1)
Je tfeba najit funkci u tiidy C*(G)n C*(G) vyhovujici v oblasti G rovnici III(2.1)

a hrani¢ni podmince na plose s

a N
(au +B 55) =, 11(2.2)

kde a, 8 a v jsou zadané spojité funkce na s, pficems
az=0, B=0, a+B>0, (Bu/dn).#0.

V teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic se dokazuje, 7e pii danych hraniénich
podminkach III(2.2) md rovnice III(2.1) jednoznaéné fe§eni.
Hraniéni podminky prvniho druhu

a=1, B=0, (u),=uo I11(2.3)

Ptedstavuji Dirichletovu iilohu fe$eni Laplaceovy—Poissonovy rovnice.
Hrani¢ni podminky druhého druhu

9
B=1, a=0, (57‘1‘-) _— 111(2.4)

Odpovidaji Neumannové iiloze.

Hraniéni podminky tfetitho druhu zni

_ du
B=1, a=0, (au+-a—n)s=uz. I(2.5)
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© Véta 0 jednoznaénosti ma velky prakticky vyznam. Najdeme-li n€jakou specidlni
metodou feeni dané idlohy, pak véta o jednoznadnosti nim garantuje, Ze je to’
spravné hledané feSeni, jelikoZ jinych feSeni neni.
Jak jsme jiZ uvedli, jednoznaénost feSeni se dokazuje se vsi potrebnou matema-

tickou dtikladnosti v kursech matematické fyziky. (Ctendf nalezne tyto dikazy

v citované matematické llterature.) Zde podavame jednoduchou verzi dikazu dvou
typt hranic¢nich dloh.
" Elektrostaticky potenc1a1 vné vodica vyhovule Laplaceoveé rovnici

Vi =0 111(2.6)
a na povrchu vodica je ’

9%\ _n

( an)s =1. _ I(2.7)

V prvni hraniéni tloze elektrostatiky se zad4 potencidl @ na kazdém vodici. Je
tfeba najit potencidl viude vné vodi¢l cestou feSeni rovnice VP = —%
V jiné hraniéni dloze je ddn néboj na kazdém vodici

ea=—€| —ds : - I11(2.8)

a vné vodi¢h spliuje potencidl rovnici ITI(2.6).
Nejdfive dokdZeme jednoznacnost prvni dlohy. Vy]deme z vektorové 1dent1ty

div(wVw)=wVw + (Vw)’. III(Z 9)

Prointegrujeme tuto identitu pfes oblast, v niz V?’w =0 (tj. pfes oblast mimo
vodi¢t) a integral [div(wVw)dV uprav1me pomoci Gaussovy véty. Dostaneme
tak tzv. Greenovu formuli

I(Vw)zdy=§wgl:ds. © II(2.10)
\4 s

Necht existuji’dvé feSeni @, a @, vyhovujici Laplaceové rovnici V*®; = VP, =0a
stejnym hraniénim podminkdm. Zavedeme rozdil @'= &;— @, takie je také
V2@’ =0 a na hranici ¢’ =0. PoloZime-li v I1I(2.9) w= @', pak je

[ (V)2 dV=0.

Jelikoz (V@')? je nezdpornou funkci (V@')*=0, musi byt V@' =0, tj. ' = konst.
Jeliko? na hranici je . @' =0, je také &, = P,, ¢imZ je dokdzdna jednoznalnost
feSeni dané tlohy.

Jednoznaénost feSeni druhé dlohy se dokédze obdobné. Necht existuji dvé feseni
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vyhovujici hrani¢ni podmince

3
—€ f 3n ds=e
a rovnici V@ =0. Rozdil =P — D, vyhovuje nulové hrani¢ni podmince
§—(D—ds=0. IT1(2.11)
J on

V rovnici III(2.10) polozime w = @’ a uvdZime konstantnost potencili na povrchu
vodi¢t (@' =konst); dospéjeme tak k rovnici

N av_ g k0P
fv(vqs) aV=a 9§ - ds.

'S ohledem na hrani¢ni podminku III(2.11) je prava strana rovna nule, a tudiz
(V&')=0, &, — &, =konst. Pfi stejném normovéani potencidli tomu odpovidd

&, = &,, coz predstavuje jednoznacnost feSeni dané tlohy.
V ptipadé podminek III(2.5) je postup obdobny, i kdyZ ponékud zdlouhavéjsi.

‘Integraci identity I11(2.9) dostaneme

ffw (%‘ri:) ds =fw(v2w) dv,+j(Vw)2 dv.
Polozime w=®, V*w = —p/¢, coz dd
P 1
2 —_ il G -
f(wp) dv_fcb (an) ds+f 0@ dV.
Prvni &len na pravé strané upravime bud pomoci hraniéni podminky ITI(2.3),
anebo II1(2.4) a pak se jednoznaénost opét dokdze sporem. Ctendf si tyto dvahy
provede sdm anebo je najde ve specializovanych monografiich.

II1.3 Greenova funkce Laplaceovy rovnice

Dftive nez pfejdeme k vlastnimu vykladu, chceme upozornit ¢tenafe, Ze potfebné

vztahy pro Diracovu distribuci, Greenovu funkci a Fourierovu transformaci

nalezneme v dodatcich Il .ai Iv.
Greenova funkce G(r, r')= G(R) vyhovuje rovnici

‘ V2G(R)=6(R), 111(3.1)
kde R=r~r'. K feSeni pouzijeme Fourierovy transformace

G(R)=(2m)*[ G« exp (ikR) &’k = 111(3.2)

8(R)=(2m)" fexp (ikR) &°k. O I(3.3)
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/

/
Po dosazeni téchto vyjadieni do III(3.1) a porovnani koeficientti u exp (ikR)

dostaneme Fourierovu komponentu
G = —% . IT1(3.4)

Tento vysledek dosadime do I11(3.2) a v integrandu polozime kR = kR cos 1,
d*k=k*sin® dk d% dg; dostaneme tak

) f o ] 2
G(R)= —(2n)‘3j dk j sin® exp (ikR cos¥) dﬁf de.
(1] 0 0

. Integrdl pfes @ je trividlni a integral pfes & se pfepiSe ve tvaru ~

. N 1 . ; 2 sin(kR)
) = " _ .
fosm exp (ikR cos @) d¢ R [exp (ikR cos $)]5 R’
Greenova funkce je pak rovna
_ 1 (=sin(kR) ,, 1 .
G(R)= ~ 5= L S dk= - 11(3.5)

Pii posledni Gpravé jsme vyuzili zndmého vysledku

f y'siny dy =m/2.
o

Vyraz III(3.5) predstavuje singuldrni ¢4st Greenovy funkce, Ize k ni pfipojit
nesinguldrni funkci Go (V*Go=0), kterd se voli v zdvislosti na okrajovych
podminkéch. : _

Greenova funkce I1I(3.5) umoznuje najit feSeni nehomogenni rovnice

V2 = —f, 111(3.6)
a to vztahem
()= -2 [GRw(r) 7,

coz vede k vysledku . i
,__L Q r, 37
(D(r)_,4n£ [r—r'| ar,
k némuz jsme v tvodni kapitole (¢I. 1.3) dospéli na zdkladé fyzikdlnich argumentd.
V tlohach ¢. 18 a 19 k této kapitole je ukazano, Ze Greenovy funkce jednoroz-
mérné a dvourozmérné Laplaceovy rovnice jsou

x'(1—x), (x>x"),

Glx, x)= <x(l —-x), (x<x'),

11(3.7)

' ' 1 .’ ' | ’
Glxyys x'sy)=5-In[(x=x'Y+(y -y V" ~ 111(3.8)
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II1.4 Metoda separace proménnych

Tato metoda feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic spoéivd v tom, ze parcidlni
diferencidlni rovnici nahrazuje odpovidajici soustavou obyéejnych rovnic.

V teorii potencidlu je tato metoda vyhodné zejména v téch pfipadech, kdy
hraniéni plocha odpovidé konstantni hodnoté jedné ze soufadnic, takZe s hrani¢ni-
mi podminkami (spojitost potencialu, skok jeho derivaci apod.) se velice snadno
pracuje.

Vysvétlime si nyni podstatu metody na piikladé. Mame najit pole vytvofené
linedrnim nabojem (paralelnim s osou z) mezi dvéma uzemnénymi rovinnymi
paralelnimi vodi&i (viz obr. IIL.1). Necht roviny vodici jsou y=0a y=a a necht
bodem (0, b) prochézi linedrni vodi¢ paralelni s osou z. Jednd se tedy o dvouroz-
mérny problém, k jehoZ feSeni je vyhodné pouzit kartézské soufadnice.

"
TR
¢b

§| a ‘z

-0 —X

Obr. ITL.1. J-

Reseni Laplaceovy rovnice

32 ?
(55+3y7) =0 -

budeme hledat v separovaném tvaru
D(x, y)=X(x)Y(y). ’ 111(4.2)

Po dosazeni do I1I(4.1) dospéjeme k rovnici

Levé strana této rovnice zdvisi pouze na x, pravd pouze na y, coz je mozné pouze
tehdy, kdyZ obé strany jsou rovny jedné a téZe konstanté. Oznadime-li tuto
konstantu k2, pak midme dvé obyéejné diferencidlni rovnice

X'-k*X=0, Y'+k*Y=0. 111(4.3)
- Obecné fefeni té€chto rovnic
X=Ae“+Be™, Y=Csinky+D cosky 111(4.4)

nutno pfizpasobit hraniénim podminkim & =0 pfi y=0 a y=da (uzemnéné
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vodide), jakoz i pfi x=*o. Prvni dvé podminky vyZaduji, aby bylo D=0,
sin(ka) =0, tj.
k=k.=n

, n=1,2, ... TII(4.5)

S|

Hraniéni podmince pfi x = £ vyhovime tak, 7e zvl4$té zapiSeme feSeni pro x <0 a
x>0, tj.

D= 3, An "™ sin(n wy/a), (x<0), I11(4.6)
®.= §An e ™" sin(n ny/a), (x=0). I11(4.7)

Koeficienty jsou zvoleny tak, aby zaruCovaly spojitost potencidlu pfi x = 0. Jejich
konkrétni hodnoty uréime pomoci hraniéni podminky 1(3.14), kterd m4 v daném
pfipadé tvar :

3P, 3P
° [ 3%~ aszo =n(y)=4qé(y - b), 111(4.8)

kde g je naboj pfipadajici na jednotku délky.
Po dosazeni I11(4.6) a IT1I(4.7) do 111(4.8) ziskdme pro koeficienty A, podminku

S 2A.(n na) sin(n my/a)=(q/e0)d(y b). I11(4.9)

Levd strana piedstavuje rozvoj 6(y-b) podle trigonometrickych funkci.
V dodatku II jsme ukizali, Ze 6(y —y’) lze vyjadfit rovnici

5(y~y)=2¢te.(),
kde @. je ortonormilni baze. Zvolime-li

s @.(y) = (2/a)" sin(n ny/a),
pak je

2 . ~
8(y—b) == Y sin(n my/a) sin(n wb/a). 111(4.10)

Toto vyjadieni dosadime do III(4.9) a porovnidme koeficienty u sin(n wy/a).
Vysledek zni

A, =1 sin(n wwh/a).
n &

TI1(4.11)

Tyvtov hodnoty A, dosadime do III(4.6) a III(4.7), &imZ je postaveny problém
vyfesen. < ’
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Jedné-li se o.problém s cylindrickou symetrii, je vyhodné uzit cylindrickych
soufadnic r, @, z, v nichz Laplaceova rovnice zni
193 ( 8@) 1.9°® 3’

r3r\"or ) rsgr 3 =0 H(4.12)

Budeme hledat potencidl bodového ndboje v uzemnéném vodivém vélci. Osu
vélce zvolime ve sméru osy z a bodovy ndboj na ose vilce (viz obr. IIL.2.). Je
ziejmé, Ze potencidl @ nebude zdviset na dhlu @, proto poloZime

®=R(r)Z(2). . 111(4.13)

z

Obr. I11.2.

Po dosazeni do 11I(4.12) separujeme rovnice pro R a Z

11d(4R)_ 142,
Rrdr\" dr)” Zdz2~ ™7
odkud plyne
2
((ij§+ 1 (31—R+ k*R =0, I11(4.14)
2
‘CiizZ_ K2Z = 0. 1M1(4.15)

Prvrﬁ z t€chto rovnic predstavuje rovnici pro cylindrické funkce nultého fadu (viz
dodatek VI) Jo(kr) a No(kr). Reguldrnim fe$enim pfi r=0 je Besselova funkce

Jo(kr), takZe poloZime
R = AJy(kr).

Vzhledem k uzemnéni vodice je na jeho povrchu potencial nulovy, coz vyZaduje,
aby bylo (a je polomér vilce)

Jo(k.a) =0. ‘ - I11(4.16)
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Kofeny k.a Besselovy funkce tvoii diskrétni mnozinu. UZzijeme vztahu (viz
dodatek VI)

LJO(knr)JO(kmr)r dr=0, (m#n). 111(4.17)

Partikuldrni feSeni rovnice I11(4.15) jsou exp (*k,r).
Analogicky pfedeSlému piikladu zapi§eme Fedeni rovnice 111(4.12) ve tvaru

@1= X Ado(kur) exp (—kiz),  (220), I11(4.18)
P2 = 3 Ado(kar) exp (+haz),  (2<0). 111(4.19)

Volba koeficientil zaruuje spojitost @ pii z =0.
Hrani¢ni podminky nyni zni

30, 90,7 _
[ e ]z=0—e5(r), 111(4.20)

kde 6(r) je Diracova distribuce normovans vztahem

| f “dr f s ()r dp=1. 1(4.21)

V rovnici IT1(4.20) pouzijeme vyjadieni III(4 18) a III(4 19), coz po jednoduché
upravé pfivede k rovnici '

ed(r)= 2802 k. A Jo(k.r).

Tuto rovnici vyndsobime rJo(knr), prointegrujeme pfes r v mezich O=r<aq,
pfi¢emz uzijeme ortogonalnost I11(4.17). Po jednoduchém vypoctu dostaneme

e JO(O)

=4 ] - .
mEok I[Jo(k,.r)]zr dr
0

Vznikly integrdl je zndm z teorie Besselovych funkci. Po dosazeni (J1 je Besselova
funkce prvniho fddu)

[[trtanPr dr=tfan(eayy 11(4.22)

pak dostaneme koeficienty (dosadime Jo(0)=1)

e 1

A " Dneok, [aJi(k.a))*

111(4.23)
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Tyto hodnoty koeficientli dosadime do rovnic III(4.18) a III(4.19), ¢imZ je
potencial dané tdlohy dpiné urcen.

III.5 Metoda komplexnich potencidlil

Dfive neZ pfejdeme k vysvétleni této metody, pfipomeneme si nékteré vysledky
teorie analytickych funkci, na nichZ je dand metoda zaloZena.
Méjme komplexni proménnou

=x+iy I11(5.1)

a funkci w = w({) této komplexni proménné. Po separaci redlné a imaginarni asti
vyjadiime w(f) ve tvaru

w(&)=u(x, y)+iv(x, y). I11(5.2)
- Derivaci w'(£) rozumime limitu
m WEHAL) - w(f)
w'(8)= lim At , I11(5.3)

pokud tato existuje nezdvisle na zplsobu pfiblizovani k bodu {. V prvnim ptipadé
zvolime A{ = Ax, tj. paralelné s osou x Gaussovy (komplexni) roviny, coZ vede ke
vztahu

vren e Ju(x+Ax, y)—u(x, x) v(x+Ax y)—v(x, y)
w (C)_}lr-r}o[ Ax Ax : ]
resp. a
v
w'(f)= ax . I11(5.4)

Ve druhém piipadé vypoéteme limitu tak, Ze k bodu { se budeme bliZit po cesté
paralelni s osou y. Polozime-li A =iAy, pak stejnym postupem dostaneme

: _@_ du
w'(£) i3y I11(5.5)
‘Srovnanim obou poslednich vyrazi dostavame Cauchyovy—Riemannovy podmin-

ky pro existenci derivace
| u_sv du_ _du
dx dy’ ox Ay’
Zderivovanim téchto podminek se piesvédéime o tom, Ze funkce u(x, y) vyhovuji
dvourozmérné Laplaceové rovnici
Fu,Pu_, T, P
3x* 3y?

111(5.6)
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=0, 2+ Y0, 11(5.7)

Budeme zkoumat elektrostatické pole E, které nezdvisi na z, a proto je stadi
vySetfovat v roviné z=0, tj. v roviné (x, y). Ve vakuu Vyhovme toto pole
obvyklym rovnicim

rotE=0, divE=0. I1I(5.8)

Prvni z téchto rovnic identicky vyhovuje gradient libovolné skaldrni funkce
(potencialu). Abychom zachovali standardni matematické oznadeni, zavedeme pro
potencidl @(x, y)=u(x, y), tj. poloZime
__Ou _ _Ou

E.= 3 E, = 3y IT1(5.9)
S ohledem na identitu div rot=0 miZeme FfeSeni druhé rovnice zapsat ve tvaru
E=-rotv. (To je elektrickd analogie magnetického vektorového potencidlu
B =rotA.) Novy vektor v miZeme kalibra¢ni transformaci v = v’ + gradf zvolit
tak, aby mél pouze z-ovou slozku, tj. v=(0, 0, v). K tomu staéi zvolit f tak, aby
bylo

0, v,

f_o it
o 3y
Rovnice E = —rotv pak poskytuje pro E., E, vyjadfeni

v v
E.= E, = i I11(5.10)
Srovnani ITI(5.9) a III(5.10) vede ke Cauchovym—Riemannovym podminkdm
IT1(5.6) pro funkce u(x, y) a v(x, y).
Zavedeme proto funkci w komplexni proménné {=x +1iy vztahem III(5.2).
Redlna ¢ast Rew = u je potencidlem pfislusné dvourozmérné tlohy. Ekvipotenci-
ilni Cary se urdi z rovnice

u(x, y) = konst, HI(5.11)
popf. .
du e
du —a—d +——-—dy 0. I11(5.12)

Imaginarni ¢dst v =Imw souvisi s rovnici silo¢ar. PouZijeme-li v rovnici siloéar

dx_dy

E. E
vyjad¥eni IT1(5.10), dospéjeme k rovnici
v v, _ .
5y dx g dy=dv=0, 111(5.13)
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z nichZ plyne

v(x, y)=Imw =konst. 111(5.14)

Silo¢ary jsou mista konstantnich hodnot imagindrni ¢4sti komplexniho potencidlu
w=u +iv. Vzijemna ortogonalita silofar a ekvipotencidlnich silocar je vyjddfena
rovnici

dudv  dudy_

(Vu-Vo)=—

5x 553y 5y =0 111(5.15)

ktera je automaticky splnéna diky podminkdm III(5.6).

Jeliko? obé& funkce u i v vyhovuji Laplaceové rovnici III(5.7), -1ze kteroukoli
z nich vzit v roli potencidlu. Vezmeme-li za potencidl Im w, pak silo¢ary budou
dény rovnici Re w =konst.

Vztah w = w({) pfedstavuje konformni zobrazeni roviny komplexni proménné
do roviny komplexni proménné w. Vysvétlime si pouziti metody konformniho
zobrazeni na jednoduchém pfikladé. Nechf C je obrys (kontura) prifezu vodice
v roviné x, y a necht uo je potencial tohoto vodice. K tomu, abychom nalezli pole
u(x, y) vytvofené timto vodiéem, potfebujeme najit takovou funkci w({), kterd by
zobrazovala kfivku C v roviné€ { na pfimku w = uo rovnobéznou s redlnou osou
komplexni roviny w. Redlna ¢4st u=Rew pak uréuje potencial pole.

Redeni konkrétnich tiloh touto metodou vyZaduje dosti rozsahlych znalosti teorie
analytickych funkci, coZ pfesahuje rdmec této udebnice. Ctendfe zajimajiciho se
o tuto metodu odkazujeme na citovanou monografickou literaturu. Jednoduché
ilustrace této metody jsou v feSenych dlohach k této kapitole.

I11.6 Metoda ndabojového zobrazeni a metoda inverze

Existuje fada zplsobt, jimiZ miZeme jednu elektrostatickou tlohu nahradit jinou.
Uvedeme nékteré pfiklady.

M¢éjme dva stejné veliké nesouhlasné bodové ndboje e umisténé ve vakuu
v bodech x =y =0, z=*a. Potencidl ®(r) vytvofeny v bodé r touto soustavou
naboji bude

e (1 1
o= (’R‘ R,) , I1(6.1)
kde R, R’ jsou vzddlenosti bodu pozorovani od ndboji ¢ a ¢'=—e, tj.
R=[h*+(z—a)]"?, R'=[h*+(z+a)]" 111(6.2)

Symbolem 4 jsme oznadili h = (x*+ y*)'2. Potencidl je nulovy v bodech R = R’, tj.
v roviné z=0. Rovina z=0, tj. rovina (x, y) je tedy ekvipotencidlni plochou
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nulového potencidlu. Tuto rovinu lze tedy nahradit uzemnénou vodivou plochou
(viz obr. I11.3), pfi€emz potenciél po obou strandch této plochy ziistane nezménén.
(Elektrostatické pole nepronikd na druhou stranu vodice.)

. -8
- Ny — —— 7
\ - - /)
) \\\\\\ -~ A /’://,
A
~ /
\\ ’//
Obr. I1L.3.

Dosli jsme tak k zdvéru, Ze elektrostatické pole vytvofené nédbojem .vné
uzemnéné vodivé roviny je ekvivalentni poli dvou nabojt umisténych symetricky
vzhledem k této roviné. (VyuZivd se pii tom jednoznalnosti feSeni Laplaceo-
vy—Poissonovy rovnice.) Tento fiktivni ndboj e’'=—e se naZ)’fV:'—.i zobrazenim
néboje e. Potencidl pole ndboje e a jeho obrazu je din rovnici I}I(6.1), IV\Ia
uzemnéné plofe (tj. na rozhrani R'=R) je skuteéné @ =0, .takze hraniéni
podminka je spInéna. Na hrani¢ni plose se indukuji povrchové néboje s hustotou

od e a

n=—¢ (5)@: ST 111(6.3)

Plosny element roviny vyjadiime jako plodku infinitezimalniho mezikruzi ds=
2nh dh. Elementdrni integrace pak poskytne vysledek

_ ea 2xhdh I11(6.4

' J'nds'—"ﬁ A (h2+a2)3/2_ €. | (6.4)
Podobné postupujeme i v pfipadé dielektrického rozhrani. Méjme elektrick.é
naboje rozdélené s hustotou o v obou dielektrickych prostfedich, mezi nimiz je
rozhrani. Mame najit potencidly v obou prostfedich. Na rozhrani plati hrani¢ni
podminky

¢1= ¢2, 81(8(151/8n)= 82(8@2/8”). III(65)

Zplisob fefeni spoéiva v tom, Ze zavedeme fiktivni ndboje (zobrazeni skute¢nych
néabojil), a to tak, ze pii urfovani potencidlu &, kromé nédboji s hustotou o v
prvnim prosttedi zavedeme fiktivni hustotu o1 nabojii umisténych (zobrazenych)
v prostfedi 2. Podobn& pfi urfovani potencidlu P zavedeme fiktivni hustotu @;. -
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POte_nciély jsou pak vyjadreny rovricemi

[ o:i(r’ )"'91(") | - 5
= 49'!181 lf— r [ d’r’ | | ] III(66)
= 1 fo(r)+oir) 5., -
@2 43“:82 ,r _ r_,, d3r . III(6.7)

Zatim neurCené fiktivni hustoty o1, ¢z nutno zvolit tak aby na rozhram platlly
 podminky III(6.5).

Aplikujeme nyni tuto metodu na ureni pole vytvorené bodovym nabojem e

umisténym ve vzdalenosti a od rovinného rozhrani dvou dielektrik. Hustota
skuteéného naboje' je | |

o(r’ )-—65(17 )8(y')é(z’ —a)
02(r')=0.

Hustoty fiktivnich nabojii vezmeme ve tvaru

0i(r')=e'8(x)8(y")8(z' +a),
0i(r) = ¢"8(x)3(y)8 (2" - a).

Po dosazeni técht’o,.hustot do III(6.6) a _III(6.7)'_-dOStaneme potencialy

_ 1 e ! #e" ' . | : .

= ( = R,), I11(6.8)
B 1 en

B, = e R 111(6.9)

Symboly Ra R " maji stejny vyznam jako v rovnici I11(6.2). Z hrani¢nich podminek
III(6 5) pak plynou vztahy |

| 81
et+e' =—¢e", e—e' =¢e"
, €2 '
z nichz ziskame fiktivni naboje
- E1— &5 . 282 |
s - rarY . I11(6.10)

Tyto hodnoty pak dosadime do III(6 8) a III(6 9), ¢imzZ je hledany potenc1al zcela
urcen.

Metoda inverze je zalozena na jistych invariantnich Vlastnostech Laplaceovy-

rovnice, jez ve sferlckych soufadnicich r, ¥, @ zni

1738 /,30\ 1 3 sy 1 e
[ar (r ar)+sin15‘ o (Smﬁ @') +sin20 8@2] =0.

86

a soutasné zaménime @(r, #, @) novou funkci

Snadno se pfesvédCime, Ze tato rovnice se nezméni, kdyZ misto proménné r
zavedeme novou proménnou r’ tzv. transformaci inverze

' =a® L | III(6.11)

o'=P'(r', 4, cp)--——(D( : ¥, cp) III(6.12)

To znamena, ze ]e-ll & resenim Laplaceovy rovnice, pak funkce d’ je take resemm

této rovnice. | |
Smysl transformace inverze I11(6. 11) je nasledujici. Je-h bod (Ilab()]) uvmtr

koule o poloméru inverze a, pak transformovany bod. (Ilab()]) r’ bude vné této

koule.
‘Odpovidajici transformaci (inverzi) nabOJu najdeme nasledujici avahou. Me]me

bodovy naboj e v bodé& r,; potencidl tohoto naboje v bodé r=(r, 9, @) je

e e
431380|r— rol —4W80|6r| "

D =

V blizkosti naboj Je je dr malé. Naboj lokalizovany v bodé€ ro se transformaci inverze
pfemisti do ro=(a’/rc)fo. leerencovamm rovnice r' = (a/ r)zr dostaneme

r =(~,—,g) o= (%) forf?.

ea
431:807'0 I&f |

Potencidl @ pak bude

D =

Ve shode s 111(6.12) pii r' > ro ]e d'=(a/ ro)@ coZ po ]ednoduche upraveé da

ea
4meoto |6r |

¢f

Srovnanim s potenc:1alem (P’—-e/(4n£o\6r ) dostaneme transformaéni zdkon
naboju

ot _ © III(6.13)
Yo | | |

Transformaci IT11(6.11) se méni tvary téles a jejich vzdjemné vzdalenosti. Z této
transformace se snadno odvodi transformaéni zdkony pro objem a hustotu naboju.
Obdobné transformace inverze lze ziskat i pro jiné soufadné soustavy. Ctenaf
zajimajici se o tyto klasické metody vypoctu elektnckych poli najde blizs§i pouCeni

- ve specidlni monografické llterature
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ITII.7 Multipélovy rozvoj elektrostatického pole

Casto potfebujeme znit pole na vzdilenostech znaéné prevySujicich rozméry
oblasti, v ni? jsou soustfedény naboje budici toto pole. Atomové jadro m4 linearni
rozméry fadové 107" m. Pole vytvofené atomovym jadrem zavisi na rozdéleni
elektrického naboje uvnitt jadra. Toto pole pisobi na elektronovy obal nalézajici
se v pramérné vzdélenosti 107" m od atomového jadra, coZ znaéné prevySuje
rozméry atomového jadra. V zavislosti na tomto poli se budou ménit i energetické
hladiny atomu: Z energetickych hladin atomu lIze ziskdvat informace o rozdéleni
elektrického naboje v atomovém jadie. Po téchto tivodnich pozndmkach piejdeme
ke kvantitativnimu feSeni pole na velikych vzdalenostech. :

M¢&jme soustavu nabitych téles s prostorovou hustotou ndboje o= g(r); vné
téles pfedpokladime vakuum. Potencidl &(r) je uren vztahem

1 o(r') @r’
dreo J |r—r'|

&(r)= IT1(7.1)

a naboje necht jsou rozlozeny v jisté konecné €asti prostoru a <r’<b. Budeme
zkoumat potencidl @ v oblastech hodné vzdilenych od nabojt, ¢emuZ odpovid4
zesilend nerovnost

r'<r, (r'/r)<l. IT1(7.2)

Za téchto predpokladii lze jmenovétele 1/|r — r'| rozvinout v fadu podle mocnin 7’

Lol (e d e 2 (1),
[r—r'|"r “'3x\r 2!.x'x’8x,~8x,- r)

V zépisu je uZito Einsteinovy sumaéni konvence. Pii tipravé derivaci pouzijeme
vztahu

or . x;
o II1(7.3)

jenZz okamZité plyne z derivace vyrazu r’=x}+ x3+ x3. Ve shodé s tim je

> ()L n

Ax; \r r’ dx; r?’

? /1 1 :
axiax,- (?) T ;5 (3ninj - 6ij)’
kde

n=xlr 11I(7.4)

_jsou slozky jednotkového vektoru pravodiée r bodu, v némZ uréujeme pole.
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Rozvoj 1/|r—r'| Ize zapsat ve tvaru

1 11 1 ,
lr_r,l=-r—+;3n,-xf-+é—r-2-r(3n,-n,-—6;,~)x’,-x,~+:.. o III(75)

Po dosazeni tohoto rozvoje do III(7.1) dostaneme pro potencial ®(r) vyjadieni
o(r)=Y o(r), 111(7.6)
=0

kde jednotlivé ¢leny maji nasledujici vyznam.
Prvni ¢len

= [otry -

ol

4me

e

(D(O)(r) = dmeor

111(7.7)

je potencidl ndboje e sidlictho v pocatku soufadné soustavy. Omezime-li se
v rozvoji IT1I(7.6) pouze na tento prvni &len, znamend to zdménu skuteéného
rozdéleni naboje bodovym nibojem v po&atku soufadnic. Je-li soustava elektricky
neutrdlni (e = 0), tento ¢len d4 nulovy pfispévek. S touto situaci se setkdvime napf.
u elektrického pole neutrdlnich atomi.

Druhy élen @ je ddn vztahem

1
(r)= ppep (pn), IT1(7.8)
kde
p=[ro(r)dr - 11(7.9)

je elektricky dipélovy moment soustavy. V§imnéme si nékterych dtlezitych
vlastnosti této velifiny. Pro soustavu bodovych naboju

o(r) =S ead(r' —ra) 111(7.10)

je'p dano vyrazem
p=> eara - II(7.11)
A

zndmym z Gvodniho kursu fyziky. Takto definovany dip6élovy moment obecné
z4avisi na volbé pocatku soufadné soustavy. Z ¢lanku 1.4 vime, Ze pro soustavu
elektricky neutralni p na volbé pocitku nezavisi. _

S ohledem na pozdéjsi reference uvedeme vyraz pro elektricky dipélovy moment
dvou stejné velikych nesouhlasnych niboji (e;=—e;=e)

p=ein+en=e(nh—n)=er. IT1(7.12)
V piipadé vétiiho poétu naboji oznatime kladné ndboje e%” a zdporné —ef” a

jejich polohové vektory r&’, r§’. Elektricky dipélovy moment bude vyjidien

" rovnici
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p= ;e‘:)rﬁ\” - Zei{’r%”. I11(7.13)
Je vjhodné zavést ,.elektricky stfed* kladnych a z4pornych nabojh
> edrd Zeﬁ;’rﬁ;"
RW=A  ~ RO=Z2-——r\ 111(7.14)
) =)
o €a 26

A4

co? je obdoba hmotného stfedu (,,téZiSté”) soustavy. Vyjadteni elektrického
dip6lového momentu I11(7.13) pak ziska tvar

p=e®R® - MR, H1(7.15)
kde -
e(+) = ge‘(g‘)’ e(") = zeg;) III(7.16)
B

jsou celkovd mnoZstvi kladnych a zépornych naboji. Je-li soustava elektricky
neutrilni (e = e = ¢), pak III(7.15) ziskd jednoduchy tvar

p=eR, (eP=e™), II1(7.17)
kde
R= R(+)_ R(—)

je privodié od stfedu zépornych niboji ke stiedu kladnych naboji. Vyraz
II(7.17) mé stejny tvar jako rovnice IT1(7.12) pro elektricky dipélovy moment
neutrdlni soustavy dvou ndboji. ' '
Casto se setkdvdme se soustavou niboji, jejichz mérny naboj (podil naboje
a hmotnosti &4stice) ea/ma je stejny

£ — konst s% . II(7.18)

ma 0

S touto situaci se nejéastéji setkdvame u soustav stejnych Edstic. Za pfedpokladu
I11(7.18) bude '

éa €o
= —— Mals =— Mmala
: P ; ma mo ; ’

jelikoZ konstantni faktor ea/ma lze vyjmout pfed sumaéni znak. Zavedeme-li
vektor R, hmotného stfedu vztahem : '

mRo = ; marla,
kde m= ;mA je celkovd hmotnost soustavy Cdstic, pak

p =2 mR.. 111(7.19)
. Mo
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Elektricky dip6lovy moment soustavy éastic se stejnym mérnym nidbojem je piimo
imérny polohovému vektoru R, hmotného stiedu. Tento vysledek md zdvazné
disledky pro charakter elektromagnetického zafeni takovych soustav, jak o tom
pojednidme v kapitole XI.

Po téchto vysvétlivkach pfejdeme k vypoétu pole E® vytvofeného elektrickym
dipélem. Ze vztahu E=-V®, a tedy i E®V=—-V®® ziskime po jednoduché
tpravé hledany vztah

1

E(l)(r) = 4315607'3

[3(pn)n — p], II1(7.20)

k némuz jsme dospéli jiZ v divodni kapitole.
Necht dipél je orientovan ve sméru osy z(p. =p, =0, p. = p) a necht ¢ je uhel
mezi p a r. SloZzky pole jsou

_2p cos ¥} __psind
E=T2"2F, B=i25 11(7.21)

Rovnice silokfivek (dr/E,)=(r d3/E;) ma pak feSeni
‘ r=Csin*¥, 111(7.22)

kde C je integrani konstanta. Zménou této konstanty dostdvame svazek kfivek,
jejichZ tvar je na obr. 111.4.

Obr. 111.4. Elektrické silo&ary elektrického dipdlu

Je-li rozloZeni naboje zrcadlové symetrické, tj. je-li o(—r) = o(r), pak elektricky
dip6lov§ moment takové soustavy je roven nule. Integrand v II1(7.9) je antisymet-
rickou funkci a pfislusny integral je identicky roven nule.
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Nasledujici ¢len rozvoje potencialu II1(7.6) mé tvar
1 1 ,
O(f) = ——— — 13 — 8)o(r'ydr'.
DA(r) e 67 I (Bxix})(Brn; — 6y)o(r') dr

Kvili symetrii odedteme od tohoto vyrazu nulovy ¢len

___1___1_ 12 . — 5. ’ 3,7
=tmeer )’ 6y(3mim; — 8;)o(r') &r
Anulovéhi tohoto vyrazu plyne z identity 8;(3rin; — 8;)=0. Clen @@ pak zapie-
me ve tvaru
‘1

Q(Z)(r) T 4ns

o 6r3 Q;(3rum; = 8y)- I11(7.23)

Veli¢ina

= [(3x! x, - r'28y)o(r) d&r’ 111(7.24)

se nazyva tenzor elektrického kvadrupélového momentu. Tento tenzor
je ofividné symetricky '

Qij = jS IH(7.25)

a soulet jeho diagondlnich elementii (stopa, Spur, Tface’) je roven nule (nezavisle

na volbé soufadnicové soustavy)
SpO=TrQ=Q:= 0. HI(726)

Ze vztaht I11(7.25) a ITI(7.26) plyne, Ze tenzor Qy mé obecné pét (9 —3-1=35)
nezivislych komponent. Ve vhodné zvolené soustavé Ize tento pocet komponent
zredukovat na dvé. Jako kazdy symetricky tenzor Ize i Q; redukovat k hlavnim
osam, tj. najit takovou soufadnou soustavu, v niZ jsou viechny nediagondlni (i# j)
komponenty rovny nule. Nenulové jsou pak pouze diagonalni komponenty. Vztah

I11(7.26) pak vede k zavéru, Ze elektrické kvadrup6lové pole Je popsano dvéma

parametry charakterizujicimi rozdéleni ndboji.

Je-li rozdéleni naboji sféricky symetrické o(r)= Q(r) pak integrace vyrazu
(3xix}— r'?8;) ptes ihlové proménné dé identickou nulu, a tudiZ i kvadrupdlovy
tenzor je roven nule. Tenzor elektrického kvadrupSlového momentu je tedy mirou
odchylky od sférické symetrie rozdéleni naboji. :

- PHi axidIni symetrii o(r)= o(x*+ y*, z) budou hlavni hodnoty Q11 a Qx stejné,
takze I11(7.26) dd 2Qy; + Q33 =0. V takovém piipadé mdme pouze jednu nezavis-
lou komponentu, napf. Qs = Q, zvanou elektricky kvadrupélovy moment. Ziska-
né poznatky vyjadiime rovnicemi '

. ) Qu=02= "12‘033 =-3Q. HI(7.27)
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Nyni pfejdeme k dpravé vyrazu I11(7.23). Jelikoz Qy6; = Q: =0, bude platit

dO(r) =

Pl I11(7.28
8meor’ Qyrry _ (7.28)
Tento vyraz je soucinem (GZenim, kontrakef) dvou tenzord druhého fadu Qy a
nn;, a je tudiz invariantem nezévislym na volbé soufadné béaze. Zvolime-li bazi

hlavnich os tenzoru Qj, pak je

D(r) =3 1 P (Qun?+ Qz2ni+ Qasnd).

Jednu z komponent napf. Qz, 1ze vyloudit pomom vztahu II1(7.26). Pro axilni
symetrické rozdéleni nabojl uzijeme 111(7.27), coz spolu se vztahem ni+ nf+ n3=
1da

*O(r)=1 6:3(,# (3 cos?® — 1), 111(7.28")

kde ns = cos #. Elektrickou intenzitu uréime ze vztahii E, = —3®/3dr, rEs = -0/
/38, coz poskytne vyjadieni :
30 30

Y 2.9 _ —
E = 16meort (3 cos*# 1), E 167eor

_sin 29. 111(7.29)

Z téchto rovnic jsou vid€t smérové charakteristiky (smérova zavislost) pole.
Rovnice silo¢ar je odvozena v feSenych dlohach k této kapitole.

S ohledem na dal§i reference uvedeme je$té vyraz pro tenzor Q; soustavy
bodovych néboji es. V definiénim vztahu III(7.24) uZijeme vyjadfeni I11(7.10) pro
hustotu soustavy bodovych naboji. Podle pravidel o integraci vyrazi s delta
distribuci okamZité ziskame vyjadient

Qs =Y ea(3xiaxia — r48;), I11(7.30)
A

kde xa je i-ta slozka privodie A-tého naboje, ra =|ral.

Rozbor dalich &lend rozvoje III(7.6) v kartézskych soufadnicich je mdlo
piehledny. Obecny ¢Elen rozvoje lze snadno vyjadtit pomoci sférickych funkci (viz
dodatek V). Pii r’' <r uZijeme rozvoje

1 1 '\ '
) (7) P (cosy), . 111(7.31)
[]

lr—r'|
kde cosy = nn’ uréuje tGhel mezi vektory ra r’ (n’=r'/r'). Legendretiv po]ynom
P: (cos y) = P,(nn’) Ize vyjadfit pomoci stérickych funkci Yim(n), Yin(n') vztahuji-.

cich se k pozorovacimu bodu a k nboji. P¥islu$ny vztah zvany adicni teorém zni

p,(nn')_z;‘jjl 2 Yt () Yin().
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Rozvoj

S S e (D) YY), 032

|"_fl =0 nf

dosadime do III(7.1). Potencial @ vy)adrlme fadou

o(1=3 o),
kde

1

4N = 4meor

— E S’Z,mY’F,,.(n) - II1(7.33)
kde

. ) |
9m =757 f 1 f (r')o(r')Ym(n') &r’ : I11(7.34)

uréuje 2/+1 velitin elektrického momentu [-tého fddu. V teorii zifeni se
elektrické momenty [-tého fadu oznaCuji symbolem EI. Vyjidieni 2. pro
soustavu bodovych naboji je

le

21 +1 S earyYi(na). 111(7.35)

II1.8 Soustava ndboju
ve vnéjsim elektrostatickém poli

Méjme soustavu (bodovych) ndboji es v bodech R4. Potencidl vnéjsiho pole, do
néhoZ je tato soustava naboji vloZena, oznaéime symbolem @. Niboje nabudou
v poli potenc1a1m energii

U=Sead(Ra). ' I(8.1)

Vezmeme-li néjaky bod r uvnitf soustavy nabojt, vyjidiime polohu R4 ve tvaru
RA =r+ra. ’

Vyraz ®(Ra)= ®(r+ rs) rozvedeme v fadu podle mocnin rs a ziskdme rozvoj

U=y U% 111(8.2)
]
kde prvni ¢leny jsou
U®= (ZeA) o(r), I11(8.3)
2.4 )
UP =N ea(raV)o(r), I11(8.4)
A
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UP =1 ea(raV)(raV)o(r). II1(8.5)
A
Je-li soustava elektricky neutrdlni, pak U® = 0 a prvni nenulovy piispévek miiZe
dat U®. Polozime-li V@ = —E, pak je
U®= —pE, T11(8.6)
kde p= ZeArA je elektricky dipélovy moment soustavy. Vzorec III(8.6) urluje

potencidlni energii elektrického dipélu p vloZeného .do elektrického pole E. Sila
F® piisobici na dip6l se vypocte ze vztahu F=—-VU, coZ v daném pfipadé da

F¥=(p-V)E, ITI(8.7)
popf. ve slozkovém zdpisu
F{" = p,(3E./3x). \ 111(3.8)

V homogennim elektrostatickém poli tedy na dipdl sila nepiisobi.
Moment sil pisobici na dip6l jsme odvodili v kapitole I (¢l. 1.4). K tomu
vysledku 1ze dospét téZ nasledujlcl tivahou. Sila pisobici na ndboj es je esE a
moment sil

f= 2[[4, eAE],

tj.
f=[p, E].

Vyraz pro U® Ize standardni Gpravou pfevést na tvar

*P
Ax:0x;

U®=%Qy I11(8.9)

Tento vzorec jé vychozim vztahem pro spektroskopické urCovani elektrického
kvadrup6lového momentu atomovych jader. Pfi Qu=Qxn= — 10:=-1Q je

»®_ _, 3E
2 az’

111(8.10)

.

kde @ je potencidl vytvofeny elektronovym obalem atomu. Energetické hladiny
elektroni se zméni o stiedni hodnotu A= (U®). Zméfenim tohoto posuvu
energetickych hladin ziskdime Q, a tim i informace o tvaru atomového jidra.
Podrobnosti se probiraji v kursech atomové a jaderné fyziky.

S ohledem na reference uvedeme elektricky kvadrup6lovy moment rovnomérné
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nabitého elipsoidu s poloosami a, b, ¢

Qu=§Q2a*~b*=c?), Qu=3(2b~a’~c), Qn=%(2c'-a’=b?),
T1(8.11)

kde e=4%mabco je naboj elipsoidu. Ve specidlnim pfipadé rotacniho elipsoidu
(a="b)je Q=%e(c*— a®). Odvozeni ITI(8.11) je v pikladé ITI(12) k této kapitole.

III.9 Fouriertiv rozklad elektrostatického pole

Pro potencidl @(r) vytvofeny bodovym ndbojem e sidlicim v poédtku soufadnic
plati Laplaceova—Poissonova rovnice

V2ob(r) = —E—"; 8(r). 111(9.1)

Pouzijeme Fourierovy transformace (viz dodatek IV)
D(r)=(2n)"® [ D« exp (ikr) d°k,
()= (21)* [ exp (ikr) &°k.
Z téchto-vztaht plyne
V2P (r)=—(2n) [ k*® exp (ikr) d°k,
coz da pro Fourierovu ‘kompone,ntu @, potencidlu

_el

dﬁk—e—okz.

II1(9.2)

Intenzitu miZeme rovné? vyjadfit pomoci Fourierova integrilu
E(r)=(2m)* { Ex exp (ikr) d°k. - 111(9.3)
Ze vztahu E(r)¥ ~Va(rn), tj.
E(r)=—i(2n)" [ k®.« exp (ikr) d°k,
pak plyne pro Fourierovu komponentu pole Ei vyjadfeni

E.=—ikd, = - <K

el I11(9.4)

A
Fourieriv obraz elektrostatické intenzity je paralelni s vektorem Kk, proto
fikame, Ze v k-prostoru je elektrostatické pole podéiné (longitudinilni).
Pro soustavu bodovych nidboji, popf. jiné rozdéleni niboji je postup stejny,
proto jej nebudeme provadét.
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III.10 Kapacitni a influencni koeficienty

Energie elektrostatického pole soustavy nabitych vodi¢i je ddna vztahem
U=13e[E*dV. II1(10.1)
Vime, Ze tento vyraz lze vyjadfit tézZ ve tvaru

U=33ea®a, ( I11(10.2)
2. |

kde ea je nidboj A-tého télesaa P4 je potencidl vytvofeny (v misté sidla ndboje ea)
vSemi ostatnimi ndboji.
Budeme zkoumat variaci (zménu) energie U. Z I11(10.1) ziskdme
dU=¢[ESEQV. - III(10.3)

(V ptipadé dielektrického prostfedi je ve shodé s II(6.3) 8U=[E 38D dV.) V
rovnici IT1(10.3) polozime E=—-V® a integrand upravime pomoci vektorové
identity .

div(P SE)=P div(dE) + VP -6E = @ div(6E) - E OE.
Ve vodi€ich sidli elektricky ndboj pouze na povrchu vodidd, prostorova hustota 0
je nulova, a tudi’
divE=0, div(3E)=0.
S ohledem na tyto skutecnosti je E 8E = —div( ® SE), coz po dosazeni do 111(10.3)
da '
dU=—¢ [div(P SE)dV.

Objemovy integral pfevedeme pomoci Gaussovy véty na integral pfes nekonecné
vzdélenou plochu (d4 nulu) a integrily pfes povrchy jednotlivych vodiéa. Uvazi-

me-li zmé€nu orientace vektoru normaly pfi pfechodu z vnéjsi plochy na povrch
vodic¢li, budeme mit

5U=2¢A § Eo 6E'dSA.
A

8A

JelikoZ § £0E dsa =ea, $£0 SE-dsa =dea, je
U= D, dea.  II(10.4)
A
Mizeme vSak postupovat také tak, Ze v III(10.3) poloZime dE=-V(dP) a
pouzijeme identity div(E 8®)=EV(86P)+ 5P -divE=—E SE, jelikoz divE=0.

Po dosazeni E E = —div(E ) do II1(10.3) a provedeni obdobnych tiprav jako
piedesle, dostaneme
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SU= 0% 4& &oE dsa,

resp. .
dU =T ea Pa. 111(10.5)
A
Ze vztaht I11(10.4) a 111(10.5) plyne rovnice
oU : U
Pua=3,.  @a3g, 111(10.6)

Vime, e potencidl @ je imérny ndboji télesa. Na povrchu vodile je potencidl
konstantni, proto podil
e

-4 111(10.7)

zvany kapacita vodice, je veliCina nezavisld na néboji vodice. (Kapacita z4visi na
geometrickém tvaru vodife.) V piipadé vétstho poctu nabo;u potencidl ¥, na
povrchu A-tého vodile vyjadfime rovnici

@, =,(C")ases. I11(10.8)
B
Reseni této rovnice vzhledem k nabojim e je
ea = ECABQB- III(109)

" Koeficienty Caa jsou kapacitni koeficienty a ned1agonalm prvky Cas (B#A)
jsou indukéni neboli influenéni koeficienty. Jednotkou kapacita je jeden farad

F=CV™.
Ve spojeni s I11(10.8) a III(10.9) vyjddfime energii pole jednim ze vztahid

=liz CapPaPs =%2 (C ™ ")ageaes. I11(10.10)
AB - AT '

Jelikoz vyraz I11(10.1) je pozitivné definitni, budou platit Sylvestrovy nerovnosti
Ci1>0, CiCn—CCu>0,.

Snédno dokdzeme, %e matice koeficienti Cas je symetrickd. Z I11(10.6)
a I11(10.10) plyne '

dea_ OU __
aPs 0®sdPa
Zménou pofadi derivaci bychom dostali Csa, takZe je
' Coa = Cas. 111(10.11)

Pravidla skladéni kapacit pfi paralelnim a sériovém zapojeni kondenzitorti se

v, eev

probiraji jiz ve stiedo$kolské fyzice, proto je zde nebudeme odvozovat.
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KAPITOLA IV P Ol e

stacionarniho proudu

- IV.1 Zakladni rovnice

V predeslé kapitole jsme se zabyvali polem vytvofenym nehybnymi (klidovymi)
elektrickymi ndboji. Nyni pfejdeme ke zkoumdni pole vytvofeného staciondrnim
pohybem elektrickych ndboji.

Zakladni rovnice pro tuto oblast jevi ziskdme ze série Maxwellovych rovnic,
v niZ polozime vSechny ¢asové derivace rovny nule. -
~ Rovnice kontinuity pro staciondrni proud j= j(r) zni

divj=0, resp. $jds=0. VLD

Magnetické pole je urfeno rovnicemi
rotH=j, IV(1.2)
divB =0. _ IvV(1.3)

Elektrické pole uvnitf vodie, v némZ tefe staciondrni proud, je potencidlni
a vyhovuje rovnici

rotE=0. IV(1.4) .
V homogennim izotropnim vodiéi lze pouzit linedrntho Ohmova zdkona
j=YyE. IV(1.5)

Z rovnice IV(1.1) pak plyne pro elektrické pole (y = const)
divE =0. IV(1.6)

K témto rovnicim nutno pfipojit hrani¢ni podminky na rozhrani dvou prostiedi.

f rovnice IV(1.1) plyne spojitost normélovych komponent vektoru proudové .
ustoty

s

Jun— Jm=0. IV(1.7)
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Na hranici vodice s nevodiCem j ]e ja=0. Spojenim rovni¢ IV(1.5) a IV(1 7) ziskdme
vztah pro normélové komponenty elektrického pole

Y1E1n = ¥2Ezn. IV(1.8)
K tomu je nutno pnpopt spojitost te¢nych komponent, jez plyne z IvV(1.4),
o Eyw=Ez, Iv(1.9)

coz ve spojeni s IV(1.5) implikuje odpovidajici vztah pro teéné komponenty
vektoru proudové hustoty _
Yila= Yalte C IV(1.10)

Budeme déle pfedpokladat linedrni vztah mezi vektorem indukce B a vektorem
intenzity H

B=uH. . IV(1.11)
Rovnice IV(1.3) implikuje spojitost normélovych komponent
) Bia— B2 =0, ' IV(1.12)
zatimco z IV(1.2) plyne '
: N Hy—Hu=i, 1V(1.13)

kde i je hustota plo$nych proudi. Nejsou-li na rozhrani plosné proudy (i =0), jsou
teéné komponenty vektoru H spojité.

IV.2 Multipélovy rozvoj pole staciondrniho proudu

* Pole na velikych vzdalenostech od proudi lze pocnat stejné jako v elektrostatice
(viz &.TIL7). V rovnici 1(9.7) pouZijeme rozvoje I11(7.32). Po jednoduchych
tGpravich-dostaneme pro pole ve vakuu rozvoj ‘

A=A, v(2.1)
kde
AO= 4n“r°,+, éf_;m,mwm(n). V(2.2)
Soubor 2! +1 veli¢in
R =507 [ (VI Yin(') &P Iv(2.3)

pfedstavuje komponenty magnetického multipélu I- tého fadu. Magneticky
multipé] [-tého Fadu (2'-pél) se zpravidla oznaluje symbolem M.

V &lanku 1.9 jsme ukézali, Ze prvni &len A” =0, jelikoZ pro staciondrni proudy je
[§(r) &r=0. Rozvoj tedy zadind magnetickym dipSlovym Clenem AD,
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| IV.3 Magneticky dipolovy moment soustavy néboji

V ¢lanku 1.9 jsme pro prvni nenulovy ¢len rozvoje IV(2.2) nadli vyjédi‘eni (n=r/r)

=B
AP = py [m, n],’ , Iy(3.1)
kde magneticky dipélovy moment ' ' -
m=}{[r, j(]Er. 1V(3.2)

Nyni pouZijeme alternativniho postupu, ktery je aphkac1 Lorentzovy metody
stfedovani elektromagnetickych veli¢in. ‘

M¢éjme soustavu bodovych niboji eA pohybujlmch se rychlostm1 VA Vektor

proudové hustoty j bude ‘ Cs

i(r)=Zeavad(r' ~ rA). IV(3.3)

Po dosazeni tohoto vyrazu do IV(1.17) ziskdme vektorovy potencidl

_ Mo €aVa ' '
A= e R, IV(3.4)
kde Ra =r— ra je privodi¢ z mista A-tého naboje do bodu pozorovani. Rychlosti
Va a polohové vektory R4 jsou funkcemi &asu, proto je nutno-,,mikroskopické®

pole vystfedovat pfes dasovy interval 1, jenz je hodne vehky vzhledem k charakte-
ristickym perlodam finitnich pohybu nabolu eas tj.

b Ya ' 5
(A)=12 5, <RA>' | IV(3.5)
Polozime (pro r>ra) |
1 1 rma
==+,

Ra r r
coz da :

(A)—RZMVAH }A:eA(VA(nrA))

Prvni &len obsahuje ¢asovou derlvam ‘

EeAvA =4 ;eArA,

jejiz stfedni hodnota je rovna nule. Je totiZ

df> f 9f 4= [f(t)-'f(o)]- |
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Pti finitnim pohybu a finitnich hodnotich f(t) pro 7—® je

<—3—f>=0- o IV(3.6)

JelikoZ F4 = V4, zapiSeme druhy ¢len takto

;eAvA(nrA) =% g—t ;eArA(nrA) +
+3 ECA[VA("’A) - rA(nVA)] =

d ' .
=]2'a—t' ;eArA(nrA)“{'% ;eA[rA, VA] Xn.

Prvni &len na pravé strané posledni rovnice dé s ohledem na IV(3.6) nulu.
Zavedeme vektor

‘m=tJeulrn, val V@)

pomoci néhoZ dostaneme vektorovy potencidl

(A)=7E% [(m), n]. IV(3.8)
Pro veli¢iny IV(3.2) a IV(3.7) jsme uiili stejného oznaceni. Divod je v tom, Ze
kdyz v IV(3.2) vyjadfime vektor proudové hustoty vztahem IV(3.3) dospéjeme
k rovnici IV(3.7). Vyrazem IV(3.7) je tedy definovdn magneticky dipSlovy
moment soustavy bodovych ndboju.
Ze vztahu B =rotA dostaneme pole magnetického dipSlu

B=‘—mﬂ;—5 {3(mn)n—m), IV(3.9)
kde jsme pro struénost vynechali oznadeni stfedni hodnoty, jak je v makroskopické
elektrodynamice zvykem.

Viimnéme si nékterych dilezitych vlastnosti magnetického dipélového momen-
tu. Je vidét, ¢ m nezdvisi na volbé pocitku soufadné soustavy. Pfi posunuti
poditku je nutno r zaménit na r’'+a, kde @ je konstantni vektor. S ohledem na

[j(r')d®r'=0 nemé4 toto posunuti vliv na hodnotu magnetického dipélového
momentu.

Je-li mérny naboj vSech &astic stejny (ea/ma) =konst= (eo/mo), pak IV(3.7)
vede k zédvaznému vysledku

_ 6o .( e
m-—2m0 €, . CIV(3.10)
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kde ; : o .
: (€=Z[m, pal IV(3.11)

je moment hybnosti soustavy. Klasickd fyzika vede tedy k obecnému zévéru, Ze
v soustavé &astic se stejnym mérnym ndbojem je podil magnetického momentu -
hybnosti soustavy konstantni a je roven poloviné mérného néboje jedné Castice.
Podil magnetického momentu a momentu hybnosti se nazyva gyromagneticky
faktor (zkracen& gyrofaktor) soustavy. U {&stic s viastnim momentem hybnosti
(spinem) je tento faktor odli$ny od eo/(2mo); v takovém piipadé budeme psat

m = gG, IV(3.12)

kde g je zminény gyrofaktor.

. Z Ydnku I1.6 vime, Ze pfi zméné pole a dB se na magnetickém dip6lu vykona
price m-dB, kterou miZeme interpretovat jako dbytek (potencidlni) energie
dU=—m-dB. Je-li magneticky moment m na poli nezavisly,-pak je

U=-mB. IV(3.13)
Zpravidla se jedné o dipdl ve vakuu (B = poH), proto o
‘ U=-pomH. - 1IV(3.14)

Necht dip6l m, vytvoii pole B dané vzorcem IV(3.9). Do tohoto pole vloZeny dipél
m, nabude energii U=—-m.B, takZe interak¢ni -energie dvou magnetickych
dipdlovych momentii je :

U=4n”’;3 {(mym,) —3(m.n)(m:n)}. IV(3.15)

Z rovnice IV(3.13) plyne pfo silu F=-VU piisobi na magneticky dip6l
v poli B -

F=(mV)B. . wEeas)

Zapiseme-li U= —mB cos, pak moment sily K =3U/a4d, tj.
$t=[m, B] 1v(3.17)

© Sila piisobici na magneticky dip6l v homogennim magnetickém poli B je nulova;

na dipdl pak plisobi pouze moment sil §=[m, B].

IV.4 Larmoriv teorém

Vzorec IV(3.13) Ize odvodit nisledujicim instruktivnim postupem. Z &lénku 1.9
vime, ¢ Lorentzovu silu plsobici na nabitou éstici v magnetickém poli B lze
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odvodit z lagrangidnu

, L= eAv.

Vektorovy potencidl homogenniho maghetického pole vezmeme ve tvaru
A =% [B » I ],

coz vede k-lagrahgiénu pro soustavu &dstic

=3 Sealra, val-B. IV(@4.1)

S ohledem na definici magnetického dipélového momentu IV(3.7) pak plati
L=m-B 1v(4.2)

Zaporné vzaty ¢len U= —L pak pfedstavuje interakéni energii magnetického
“dip6lu s polem B.
Z mechaniky je zndmo, 7e ¢asova zména momentu hybnosti je rovna-momentu

piisobicich sil (d€/dt) = §. Pro magneticky dip6l m v poli B je ve shodé s IV(3.17)

gi_(_@_f[m B].

Je-li mérny naboj vsech &astic stejny (fakticky se jedna o soustavu stejnych ¢astic),
pak mezi m a € plati IV(3.10), coz vede k rovnici

- dE . .
| | il £ @] o IV(4.3)
kde ’ B ‘
Lot
Q=5"B | IV(4.4)

je vektor Larmorovy dhlové rychlosti. Stejnd rovnice plati i pro magneticky
moment -
A

dm

T =-le ml. ' IV(4.5)

Moment hybnosti a spolu s nim i magneticky dipélovy moment (soustavy Cistic
se stejnym mérnym ndbojem) rotuje s Ghlovou rychlostl Q kolem sméru pole
‘(Larmorova precese); absolutni hodnota |€| a |m| se pfi tom neméni.

Posledni &st tvrzeni plyné z toho, Ze po vyndsobeni IV(4.5) skaldrné vektorem
m vznikne smiSeny soudin m-[{2, m1=0, a tudiz

dm d .
_dt— = a im*)= 0

imZ je tvrzeni dokézéno.
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IV.5 Halliv jev

v sy,

Budeme se zabyvat vlivem vnéjsiho magnetlckeho pole B na vedeni elektrického
proudu ve vodigich.
Ohmiv zdkon .
= ’YikEk IV(S.I)

zlistane v platnosti, avSak tenzor mérné vodivosti bude ziviset na poli B.
Vysvétlime si disledky, k nimz tato zavislost privadi. '
Velicina
iE = jiEi = YikEiEk

piedstavuje mnoZstvi tepla vyvinutého v jednotkovém objemu za jednotku Casu,

~ coZ je aZ na faktor absolutni teploty produkce entropie. Podle Onsagerovy teorie

nevratnych procest*) jsou koeficienty ya symetrické yix =7Yu. V piitomnosti
magnetického pole je nutno tyto Onsagerovy relace reciprocity modifikovat

Yu(B)=yu(~B). V(5.2)
Tenzor ya lze (jako kaZdy jiny tenzor) rozdélit na Cast symetrickou su =
$(Yu + yu) = 5u a antisymetrickou ax =3(yx — V) = —au. PoloZime A
Ve =St @i, IV(5.3) |
ptidem podle definice plati | ’ o S
5#(B)=s5u(B), aw(B)=—au(B), V(5.4)

co? ve spojitosti s Onsagerovymi relacemi IV(5.2) implikuje vztahy

Sik(B)=Ski(_B)=Sik(—B), IV(5.5)
aik(B)=aki(—B)= —aik(_B). 7 IV(5.6)

Symetricka &ast s« tenzoru mérné vodivosti je sudou funkci magnetického pole B a
jeji rozvoj podle mocnin B mizZe obsahovat pouze sudé mocniny B. Antisymetric-
k4 &ast ay je lichou funkci pole B, takze prislu$ny rozvoj maze obsahdvat pouze
liché mocniny B. B

Antisymetricky tenzor ax = —ax mé tfi nezavislé slozky, které lze interpretovat
jako slozky jistého axidlniho vektoru a, pfiCemz ' '

a1= Qg3, A27= A3, 43~ 412, v IV(5.7)

*) Viz napf. Kvasnica J.: Térmodynamika, SNTL Praha 1965, nebo KVASNICA J. : Statistickd fyzika,
Academia Praha 1983.
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coZ Ize pomoci jednotkového tenzoru ex vyjadfit rovnici

i = €. ’ IV(5.8)
Po dosazeni rovnic IV(5.3) a IV(5.8) do IV(5.1) ziskdme pro proud vyjadfeni
j; = suEx + ewEra = SiEx +'[E, a]i. IV(59)

K Jouleovu teplu pfispivd pouze symetrické &ast ([E, a]- E=0)

JE = suE.E;. 1V(5.10)

Druh§' den v IV(5.9), pochazejici od antisymetrické &asti vi, popisuje proud
kolmy k elektrickému poli E. Pro slabé magnetické pole Ize pouZit linearniho
vztahu

a; = buB:, popf. a=bB. IV(5.11)

Vznikajici proud je tedy kolmy k elektrickému poli E (a téZ k magnetickému poli
B), coi ptedstavuje znamy Halliv jev. Je viak uZiteéné - poznamenat, Ze
v anizotropnim prostfedi miZe dét slozku proudu kolmou k E i 8len siEx, aviak s
nemiize obsahovat lineérni &leny pole B, &im¥ se d4 tato ¢ast proudu odlisit od
specifického Hallova jevu.

Hallovu jevu lze dét také jinou interpretaci, ktera je vyhodna hlavné pfi
experimentilnim vyzkumu tohoto jevu. Oznalime-li inverzni matici koeficientli yu
symbolem (y™')x = gu, pak feSeni rovnice IV(5.1) vzhledem k poli E zni

Ei‘ = Qikjk . IV(5.12)

Tenzor mérného odporu ga lze opét rozdélit na &ist symetrickou ox=o0w 2
antisymetrickou o = —aw. Misto antisymetrické asti zavedeme dudlni vektor h
vztahem au = e.k,h, Po dosazeni gx = 0w + ax do IV(5.12) dospéjeme k rovnici

E: = owjx +[j, h}- IV(S 13)
V izotropnim vodiéi lze poloZit
h=-RB, CIV(5.14)
coz dé pro Hallovo pole E® vztah
E®™ = R[], B]; IV(5.15)

s timto polem je spojéno dodate¢né napéti [ E® dl.
‘Hallovu jevu lze dit jednoduchou mikroskopickou interpretaci. Na nositele
niboje plisobi v poli E, B sila F=eE + e[v, B]. Pfi vykompenzovéni elektrické

2 ¥z

a magnetické &asti této sily je F=0, a tudiz
¢E=—¢[v, B].
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Po vynésobeni této rovnice hustotou n ndboji a zavedeni proudové hustoty j= nev
dospéjeme k rovnici

E= —R[i ’ B ]’
kde
_1
" ne
Pokud jsou nositeli proudu elektrony (e=—eo), je R<0. V piipad€ jinych
mechanismi elektrické vodivosti je

1
2 Na€a
A

Ze znaménka Hallovy konstanty R lze usuzovat na pfevlidajici mechanismus
elektrické vodivosti dané latky.

R=
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karmoLa V. Kygzistacionarni

elektromagnetické
pole

V.1 Rovnice\ kvazistacionérnﬂlo pole

Dnve nez prejdeme ke zkoumam obecnych casové promennych elektromagnetic-
kych poli, probereme jisty mezi¢lanek mezi statickymi a obecnymi ¢asové promén-
nymi poli. Jedné se o takovou oblast ¢asové proménnych poli, v niz lze zanedbat
vliv Maxwellova proudu GD/at Na]deme piislu$né kvantitativni kritérium.
V Maxwellové rovnici
oD

rotH ’+8t

dosadlme i=yE a pre]deme k Founerovym komponentam, tj. polozime D=
D, exp (- —1wt) (3D/3t) = —iweE. Pfi weE <yE, tj. pfi zesilené nerovnosti

AR
’8w>’1, V(1.1)

Ize zanedbat Maxwelliiv proud oproti vodivostnimu proudu, coZ vymezuje oblast
kvazistaciondrnosti. U dobrych vodii je toto kritérium splnéno ve velice Sirokém
rozmezi frekvenci, zpravidla az do infraCervené oblasti spektra.

Tim jsme ziskali prvni Maxwellovu rovnici pro kvazistaciondrni pole

rotH =vyE. Lo ‘ V(1.2)

Tato rovnice je formélné stejna jako rovnice IV(1.2) pro staciondrni pole, aviak
nyni je E=E(r,t), H=H(r, t).
Rovnice

divB=0 ©V(L3)

je univerzaln& platnd, proto je nutno ji zachovat i v kvazistacionirnim piipadé.
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Rovnéz rovnici

rotE+aa—-B—0 ’ | V(1.4)

je nutno zachovat v obecné formé. Pfi iplném zanedbéni (3 B/3t) bychom se vratili
ke statickému poli. O moznostech zanedbéani vidy rozhoduje relativni velikost
veli¢in. U €asové proménnych poli jsou [rotE| a |9B/3t| srovnatelné. Rovnice
V(1.2) je s ohledem na identitu div rot=0 konzistentni s rovnici

divE=0. ' V(1.5)

K rovnicim V(1.2) az V(1.5) je nutno pfipojit odpovidajici hrani¢ni podminky.
Pro magnetické pole je

—‘Bzm Hlt H2t . K V(l 6)

Pro vétSinu latek je relativni permeablhta p/ po velice blizkd k jedniCee. (VyjimKu
tvofi pouze latky feromagnetické a jim piibuzné.) V takovém piipadé lze V(1.6)
nahradit vektorovou rovnici '

: B,=B.. ) V(17)
Z V(1.5) plyne spojitost normalovych komponeﬁt elektrického pole’
S Ein— Ex=0. . V(1.8)

To je ve shodé s rovnici divj=0, ji—jsm=0. Je-li vné vodite dielektrikum
(izoldtor), je na rozhrani vodice

=0, E.=0. V(1.9)
Z indukéniho zdkona V(1.4) plyne spojitost teénych komponent vektoru E
Es— Ex=0, V(1.10)
coz Ize ve spojeni's V(1.2) nahradit odpovidajici podminkou pro magnetické'pole
1 rotH) =L (rot H)a, SRV CRT)
Y1 Y2
popf. n ' )
1
_— tB t— te : V 1- 2
Vo (rot B), _uz,(mt B)... , (1.12)

Po téchto poznamkach pfejdeme k odvozeni rovnic pro kvazistacionarni elektro-
magnetické pole. Rovnici V(1.2) pfepiSeme ve tvaru rot B = yuE. Aplikujeme na
obé strany této rovnice operaci rotace, uZijeme vektorovou identitu rotrotB= -
grad divB — V’B = -V’B, jelikoz divB=0. Je tedy —V’B=1yu rotE Pravou
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_stranu_vyjadiime pomoci V(1.4), coz vede k hledané rovnici

V23=yu%.‘ V(1.13)

Aplikaci operace rotace na rovnici V(1.4) a provedenim obdobnych tiprav dospéje-
me k rovnici pro kvazistacionarni elektrické pole

-V2E=yu—aa—f. . - V(1.14)

Rovnice V(1.13) a V(1.14) maji tvar rovnice difize (3c/ot)= DV?¢ pro koncen-
traci c=c(r, t), proto se mluvi o difizi kvazistacionarniho pole do prostfedi.
Ulohu koeficientu diftize zastupuje veli€ina 1/(yu).

7 matematického hlediska se jednéd o parabolickou parcidlni diferencidlni
rovnici, jejiz feSeni se probiréd v kursech matematické fyziky. Zékladni ideu feSeni
vysvétlime v nasledujicim ¢ldnku, zde probereme jednoduchy ilustrativni pfiklad.

Méjme vodivé prostiedi zaplnu]1c1 poloprostor z >0. Pole bude zaviset pouze na
soufadnici z a na &ase t. Z rovnice div B = 0 pak plyne (3B, /3z)=0, tj. B, =Kkonst.
Je-li na hranici B, =0, je B, rovno nule v§ude a pole B mi sloZky pouze v roviné

(x, y).
V ptipadé harmonické zavislosti
4 B(z, t)=b(z) e V(1.15)
ziskdme z V(1.13) pro b(z) rovnici
. , ; ;
%%w% 0, | V(1.16)
kde o _
1/2
k = (iypw)? = (1 +i) (lg_g) ./ . v(1.17)
Reseni klesajici pfi z—  k nule zni
B(z,)=Boe " exp|i (- wt}|, V(1.18)
» é
kde
2 1/2
5= (%) V(1.19)

urCuje hloubku prumku pole do vodiée. Pro informaci uvedeme nékolik hodnot
proméd (y'=1,7-10"° Q"' m™), pfi frekvenci v = (w/27) =10 Hz je § =2 mm,
pHi v=10° Hz je 6=0,2 mm, pii v= 10’ Hz je 6=0,02 mm.

Elektrické pole uréime z rovnice V(1.2), tj. E =(yu) rot B. Po dosazeni za B
teSeni V(1.18) dostaneme
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E= (= P a-ns V(1.20
=\ —1 , Y, .
307) (1=DIB. n] (1.20)
kde n je jednotkovy vektor ve sméru osy z.
Od komplexniho zédpisu pfejdeme k redlnym castem. JelikoZ

1—i .
V7= exp.(—in/4),
bude ' ‘

B,=B=B, e cos (g—wt) , V(1.21)

=FE _(0_ 2 —z/8 i__ _E
E.= <YM> Bo e™*° cos (6 wt 4) . V(1.22)

Foucaultovy proudy jsou pak' uréeny vztahem j=yE.. Oscilujici proudova
hustota neni v daném okamziku ve viech hloubkich vodice stejnd. Oznacime-li
hodnotu féze zo/8, pak mista stejné fize jsou urdena rovnici (z/8) — wt = (zo/6).
Mista stejné fize postupuji rychlosti v = wd. Je-li na povrchu cos(z/é - ot)=
cos(wt), pak v hloubce z=nd je cos(z/8 — wt)=—cos(wt). Proudové hustota

v

pronika dovnitt vodi€e jako postupnd pfinad exponencidlné tlumend vlna.

V.2 Reseni rovnic kvazistaciondrniho pole

Rovmce typu V(1.13) budeme Fesit nasledujicim zptsobem. Polozime B(r, t)=
b(r) exp (—at); po dosazeni do V(1.13) dostaneme pro b(r) rovnici

- V’b=—Ab, V(2.1)
kde ‘ :
A= yua. _ V(2.2)

Rovnici V(2.1) nutno feit s ohledem na tvar vodiCe a hrani¢ni podminky na
rozhrani vodice. Jedna se tudiZ o nalezeni p¥isluSného spektra Laplaceova operato-

ru. Jednoduchou ivahou se presvédéime, Ze viechna vlastni Cisla Ax>0, a tudiz

an>0. V(23)
Diikaz je snadny. Rovnici V(2.1) nahradime ekvivalentni rovnici

rot rotb =Ab.

Vyndsobime rovnici komplexné sdruzenou funkci b*; po jednoduché tdpravé

dospéjeme k rovnici
Af|B]*dV=[b*-rotrotbdV=[|rotb[*dV,
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z niZ je evidentni, ze A >0, a tudiZ i a > 0. Operdtor V* je linedrni a hermiteovsky
(samoadjungovany), jeho vlastni funkce by jsou ortonormdlni

[ biby AV = Sy. V(2.4)

Reseni rovnice V(1.13) se vyjadii pomoci vlastnich &isel an a vlastnich funkci by
fadou '

B(r, )= Za{.bN(r) exp (—ant). v V(2.5).

Koeficienty an se uréi z poéateénich podminek. Pfi t =0 je B(r, 0)= Bo(r), a tudiz
Bo(r) = axbn(r). - V(2.6)
N .
Vynasobime obé strany této rovnice vektorem b a uZijeme V(2.4), coZ d4 pro an
vyjadfeni

an = [ Bo(r)bi(r) &r.

Pfi zadaném poé&ateCnim poli Bo(r) se koeficienty ax uréi integraci, a tim je

v principu feSen i rozvoj V(2.5).
Rychlost poklesu pole s fasem je urena nejmensim z vlastnich Cisel Gumin.
Veli¢ina 7= 1/amn» pak pfedstavuje dobu itlumu pole.

V.3 Skinovy jev

Z &lanku 5.1 vime, Ze kvazistaciondrni pole pronikd do vodivého prostfedi do
hloubky fadové 8, kterd je tim mensi, ¢im vySSi je frekvence pole (viz vzorec
V(1.19)). Na zikladé& toho Ize ofekdvat, Ze i elektricky proud bude soustiedén na
povrchu vodife a v malé hloubce 6 pod jeho povrchem. Takovy pribéh &asové
proménného pole ve vodidich se obvykle naz§vd povrchovym neboli skinovym
jevem. (Nazev pochazi z anglického slova skin = pokozka, slupka.)

Budeme zkoumat pole v pfimém vodi¢i kruhového prifezu, jimz protéka proud
ve sméru osy vodice (valce). Zvolime-li osu vélcovitého vodife ve sméru osy z, pak
ze vztahu j = yE plyne, Ze pole E bude mit nenulovou pouze slozku E., kterd bude
zédviset na vzdalenosti r od stiedu vodife, tj. za pfedpokladu harmonické ¢asové
z4vislosti ' :

E, =E(r) e~ V@3.1)

Pievedenim rovnice V(1. 14) do cylindrickych soufadnic (viz dodatek I) dostaneme

pro E(r) rovnici
d ( dE ) 2p -
P +k’E=0,
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tj.
' d*E 1dE | ,,,. ‘
2ty THE=0, V(3.2)
kde
k =3% V(3.3)

Srovname-li V(3.2) s Besselovou rovnici (viz dodatek VI)
( ” 1 ' 2 n’ -\
w2+ w'(D)+ (k- 55) w@)=0,

vidime, Ze feSeni je superpozici Besselovy funkce Jo(kr) a Neumannovy funkce
No(kr). Neumannova funkce viak neni reguldrni pfi r = 0 (ve stfedu vodice), proto
Ez = EoJo(kr) e“i“". V(34)

Proud je rozdélen ve vodi¢i podle zdkona j, = yYE, = YEoJo(kr) exp (—iwt).
-V statickém ptipadé jsou indukéni &ary pfimého valcovitého vodife koncentrické

_kruznice se sttedem na ose vodice. (Tomu odpovidd nenulové slozka B,.) Obdobna -

situace nastdva i v kvazistaciondrnim pfipadé. V rovnici V(1.4) vezmeme ¢-tou
sloZku, coZz vede ke vztahu

3

552'

iwB,=(rotE),= —

Elektrické pole vyjidfime pomoci V(3.4) a derivaci Besselovy funkce upravime

pomoci znamého vztahu Ji(z)=—TJ1(z). Po provedeni naznacenych uprav
dostaneme

B,=—i (lwt) E(,Jl(l;r)-e";“". : | V(3.5)

Konstantu E, uréime z podminky, Ze na povrchu vodiée je B = u$/(2na), kde $ je
proud tekouci vodiem a a je polomér vodice. (Tato podminka plyne Z vyjadieni
1(8.2) pro pole v okoli ptimého vodice.)

V piipadé nizkych a vysokych hodnot Ize pou21t asymptotlckych vzorcl pro
Besselovy funkce.

Pfi |kr|=z<1 lze pouZit rozvoje Jo(z) 1- (z2/4) tj.

B=[1-5 (3) ] Boe

Tento vztah lze pouzit pfi (a/6) <1, tj. hloubkd priiniku je mnohem Vet nes je
polomér vodiée. Absolitni hodnota elektrického pole (a s ni i absolutni hodnota
proudové hustoty) je amérnd [1 + r*/(46*)]"2. '
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PHi |z]|> lze uZit asymptotického vztahu

Jo(z) = (é)m cos (z —%) s

coz pro oblast frekvenci ohrani¢enou nerovnosti a> 6 déa

e e

Po dosazeni tohoto vztahu do V(3.4) a pfechodem k redlné Césti dostaneme -

— ﬂ —(‘a—r)/é 1 E) .
Ez—v;e cos (6+wt+8 s V(3.6)
kde ;
=E 8 V2 s V(3.7
ﬁ =L (21‘: 2) e . . . )

.Proudové hustota je j=j. = yE.. Proud $ tekouci vodi¢em pak vypocteme ze
vztahu

$ =j j2mr dr=2npy f r'? e~ cos (_r_+ wt+£) dr.
0 0 g 8 ’

Jelikoz integrand velmi rychle klesé s rostouci vzdalenosti od povrchu vodice, Ize
Vr nahradit hodnotu na povrchu Va. Integrace je pak elementarni; po zanedbani
malych &lend fadu exp (—a/d) dostaneme

$ =npya'” [sin (mt +g—) -~ Ccos (wt+%)] 6. V(3.8)

Stfedni hodnotu (#%) za jednu periodu vypolteme tak, Ze stfedni hodnoty
sin’*(wt +7/8) a cos?(wt+mn/8) nahradime 1/2. SmiSeny Clen 2 sin(wt + n/8)
cos(wt + n/8) = sin (2wt + n/4) dé pii sttedovdni nuly, takze vysledny vztah zni

($?) =n?By%ad’. V(3.9)

Sttedni mnoZstvi Jouleova tepla vyvinutého v jednotkové délce vodice na jednotku
¢asu je dano integralem

Q =j Y 1{j%) 2nr dr.
0

vy P . , AN
P¥i stfedovani pfes jednu periodu nahradime: cos? (wt+—5+§) stiedni hodnotou

(1/2), coz vede k vyjadieni
=3 nyp?s. V(3.10)
P¥i vypoétu byl zanedbin maly Elen exp (—2a/d8)<1.

114

Podil

_ 0 _ 1 (ouy”

se nazyvd ohmickym neboli wattovym odporem (jednotkové délky) vodi€e. Pti
konstantnim proudu je ($°) =7 takie V(3.11) je pfirozenym zobecnénim
Jouleova zdkona Q = RF>. (Pfechod w— 0 v V(3.11) nelze provést, jelikoZ vzorec
V(3.6) a nisledné vzorce plati pro (a/8)> 1, tj. pro vysoké frekvence.)

V.4 Komplexni odpor

Méjme stfidavy proud v obvodé s ohmickym odporem, kapacitou a samoindukci
(viz obr. V.1). Jelikoz kapacita C i samoindukce L pfedstavuji daldi zdroje

U

0 © »
‘ L c R
Obr. V.1. .

elektromotorické sily, Uc = e/ C "UL = —L (d.Sﬁ/ dt), bude proud ﬁ splnovat rovnici

ag S
25— c Ld—+ou(t), V(4.1)

kde AU(t) je vtisténé napetl Rovnici V(4.1) prodeerUJeme podle ¢asu, dosadime
(de/dt) = —f ¢im? ziskdme rovnici

d*$ d$ $_du
L dt2+gt dt+C a9 | V(4.2)

Budeme pfedpoklddat harmonické vti§té€ni napéti

U= Yo e~ V(4.3)
a ustalené feSeni rovnice V(4.2) budeme rovnéZ hledat v harmonickém tvaru
F=Fpe . V(4.4)
Po jednoduché iipravé ziskdme vztah
' U=2%, , V(4.5)
kde
1 ;
F=R+i (55 - wL) | V(4.6)
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je tzv. komplexni odpor. Absolutni hodnota

% = [R’ + (i— coL)2]m V(4.7)
wC
je impedance obvodu. Komplexni veliinu & lze zapsat ve tvaru 7
%=|%| e, | V(4.8)
kde tdhel @ je uréen rovnici
tg <p~=—;; (wL —;15) . | v(4.9)

Vyjadieni V(4.8) dosadime do V(4.5); ptechodem k redlnému formalismu
dostaneme

$= Ao cos (wt — @).

H V(4. 1'0)

Proud je opozdén oproti vtiéténému napéti o thel ¢ uréeny rovnici V(4.9). Uhel ¢
je nulovy a |%| minimalni (tj. proud 4 je maximdlni) pfi oL — (wC)™" =0, tj. pii
| ) - @=(CL)™. V(4.11)
Obvod je pak v rezonanci a proud je uréen Ohmovym zikonem '
) 8= (UIR) = (U R) cos (wr).

Rovnici V(4.1) Ize upravit tak, Ze ji vyndsobime proudem $, coZ po jednoduché
dpravé dé vztah
d

-(Tt- (% L$2+

eZ
——) +RI = AUS

e V(4.12)

vyjadtujici zdkon zachovani energie pro dany obvod: vykon vti§ténych sil je roven
gasovému vzristu magnetické (L$?/2) a elektrické (e*/2C) energie soustavy
a Jouleovu teplu vyvinutému za jednotku Casu v proudovodicich.

Zde jsme pojem komplexniho odporu zavedli pomoci jistého specidlniho elek-
trického obvodu. K pojmu komplexniho odporu Ize viak dospét i ivahou podobné
té, ktera nds privedla k rovnici I1(4.35) mezi Fourierovymi komponentami vektoru
elektrické intenzity a indukce. JelikoZ postup je v podstaté stejny, provedeme
vyklad mnohem stru¢néji. '

Pokud je frekvence proménného proudu dostate¢né mald, okamzitd hodnota

proudu $(t) v linearnim obvod€ je uréeno hodnotou napéti U(t) ve stejném-

okamyiku vztahem AU(t)=RS(t), kde R je elektricky odpor pfi konstantnim
proudu. / _
Pfi vysokych frekvencich (rychle proménnych proudech) bude AU(t) zéviset na
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' kde

(1) ve viech pfedchozich Casech ~w=<t'<t. Tento vztah vyjadfime linedrnim
funkciondlem

Ur) = L K(:— ) $(t") dt’ = L °°K(r)sas(t —7)dr. V(4.13)

Zavedeme Fourierovy komponenty %,, $, stejné jako v &l. IL4, tj. poloZime
1 . 1 .
_— —iwt _ _ —iw(t—7)
U(t) o f%, e dw, S(t—1) 3 jﬂm e do.

Po dosazeni do V(4.13) dostaneme vztah

Uy, = Z(0) S, V(4.14)

F(w)= f K1) e do=K, V(4.15)
0
je komplexni odpor, pfedstavujici Fourierovu komponentu K, korelaéni funkce.
P¥i uzivani komplexni symboliky typu exp(—iwt) je nutno v koneénych formu-
lich p¥ejit k redlné &asti piisludnych vyrazi. U bindrnich vyrazi typu UF pouzijeme .
nésledujictho postupu. Disipace energie Q je

Q = (Re W)- (Re $) =4(U + U*) }(F + 9%). V(4.16)

Pii dasovém stiedovani vyrazy typu exp (2 iwt) daji nulu (tj. vyrazy U, YP*F*);
nenulovy pfispévek daji pouze Eleny US* a U*F, takie stfedni disipace energie za
jednotku Casu bude :

(Q) =3(UF* + U*F) =1 Re(UF*). V(4.17)

Jak jiz bylo uvedeno, v tomto vzorci jsou U a S vyjadfeny v komplexnim tvaru
V(4.3) a V(4.4). ’ -

Ve vzorci V(4.17) uzijeme vztahu V(4.5), resp. V(4.14) a v komplexnim odporu
% oddélime redlnou (Z') a imaginarni (Z") &ast

=% +i%". V(4.18)
Stfedni disipace energie za jednotku Casu pak bude
(Q)=3&'|9[" V(4.19)

P¥i harmonické zavislosti je |$2|=(?), takie konelny vysledek lze vyjadfit
rovnici ) '

(Q)=F'(@)(#). V(4.20)

Ve specidlnim pfipadé V(4.6) to dé zndmy vztah Q = RS
~ Pfi zavddéni vztahi V(4.5) a V(4.6) jsme pfedpoklddali, Ze v obvod& piisobi
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jediné vti§téné napéti a v obvodu s jedinym odporem R, ]ednou induk¢nosti L a
jednou kapacitou C te¢e jediny proud .V piipadé vétsiho poctu prvkd v obvodé
bude

Up = ngABfB, V(4-21)
B .
kde matice s komplexniho odporu je
Fps = (% ) Sap — iwLas. L V(4.22)
oCa : .

K témto vztahiim dosp&jeme tak; Ze V(4.1) nahradime zfejmym zobecnénim

Yp = Tonda +% S Lands -2 V(4.23)
dt B CA
'Derivaci podle &asu dostaneme odpovidajici zobecnéni rovnice V(4.2)
dUs dJ’A & .553 Fa
=Ra —— V(4.24
dt %A ELAB dtz CA > ( )
coz v pfipadé harmonické’ casové z4vislosti U. a F da
Uy = (ng —= ) 9a =i 03 Lands. V(4.25)

Odtud okamzité plynou vztahy V(4.21) a V(4.22).
Vlastni frekvence soustavy proudii se ziskaji z V(4.21) pti U. =0, coz vede
k anulovini determinantu

det(%as)=0. V(4.26)

Pro pozdé&jsi reference uvedeme vysledek V(4.17) pro libovolné dvé veliCiny a, b
z4vislé harmonicky exp(—iwt) na Case. Casové stfedni hodnota soudinu ((ab))
dvou takovych veli€in se da vyjadfit rovnici

(ab) =1Re(ab®). V(4.27)

‘V.5> Pohyb vodi¢e v magnetickém poli

V materialovych D = ¢E, j= yE a podobnych vztazich (viz &lanky I1.4 a IL.5) jsme
mléky pfedpokladali, Ze prostiedi je v klidu vidi soufadné soustavé S, v niZ jsou
uréeny vektory pole. V pfipadé pohybujicich se prostiedi je nutno tyto vztahy
modifikovat. Obecnou metodu pro toto zobecnéni materidlovych vztahii poskytuje
teorie relativity (viz kap. XIII).

Zde se budeme zabyvat odpovidajici modifikaci Ohmova zdkona j= yE, ktery
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plati pro klidové vodice. Vztah mezi proudovou hustotou j a elektromagnetickym
polem v pohybujicim se vodi¢i najdeme tak, Ze od soufadné soustavy S piejdeme
k soustavé S’, v niz je vodi¢ v daném okamziku v klidu. V takovém pfipadé je

i=vYE', V(5.1)

kde E' je vektor elektrické intenzity v soustavé S'. Transformacni zdkony mezi
vektory E, B v obou soustavach se odvozuji v relativistické elektrodynamice (viz
té7 kap. XIII). Pi rychlosti v velmi malé ve srovndni s rychlosti svétla c(v<c)je

E'=E+|v,B], V(5.2)

kde v je vektor rychlosti soustavy S’ vii&i S, tj. rychlost vodice. Ke vzorci V(5.2)
Ize dospét i néasledujici dvahou. Na &astici s nabojem e pohybu]1c1 se rychlosti v v
poli E, B piisobi sila

F=¢E +e¢[v, B].

V klidové soustavé piisobi na &4stici sila eE’. Srovnanim obou vyrazii dosp&€jeme ke
vztahu V(5.2).

Spojenim vztahli V(5.1) a V(S 2) dostaneme Ohmtiv zdkon pro vodic¢e pohybuji-
ci se rychlosti v

j=v(E+][v, B]). V(5.3)
Tento vztah je nutno pouZit v rovnicirot H = j pro kvazistacionarni pole. Rovnice
~ rotH= y(E+|[v, B]) V(5.4)
jé zobecnénim rovnice V(1.2).
Skaldrni rovnice V(1.2)
divB=0 | V(5.5)

zustane beze zmény. Faradayuv indukéni zdkon U = —(dy/dt), kde yp = IB ds je
indukéni tok, vede k Maxwellové rovnici

9B :
rotE+§— 0. V(5.6)

Odpovidajici zobecnéni rovnice V(1.13) na pohybujici se vodiée dostaneme tak,
ze z V(5.4) vyjadtime vektor E, jenZ pak dosadime do V(5.6). Vysledkem
standardnich dprav je rovnice

3B_ 1 .,
TR V’B +rot[v, B] V(S.Z)
Hilavni aplikace t&chto rovnic jsou v teorii pohybujicich se vodivych tekutin

(tekutych kovii, ionizovanych plynt apod.). S nékterymi aplikacemi se sezndmime

v kap. XII vénované magnetohydrodynamice.
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karrora Vi Z3kony zachovani
v elektrodynamice

V1.1 Zakon zachqvéni‘l energie

Uz v dvodni kapitole jsme se sezndmili s vyrazy "pro energii elektrického
" a magnetického pole. V pfipadé ¢asové proménnych poli vystupuje do popfedi
vzdjemné vazba mezi vektory elektromagnetického pole (napf. ve Faradayové
zdkoné elektromagnetické indukce) jakoZ i pfenos energie pole, proto odvodime
obecny vyraz pro energetickou bilanci energie elektromagnetického pole.
Vyjdeme z dplné soustavy Maxwellovych rovnic v litkovém prostiedi

divD=o, rotH—%’ i, | VI(1.1)
divB=0, rotE+§————0 VI(1.2)

Druhou rovnici VI(1.1) vynasobime skaldrné vektorem E , druhou rovnici VI(1.2)
skaldrn€ vektorem H a vzniklé rovnice odecteme

H(3B/3t)+ E(3D/3t)+ H rotE — E rot H=—jE. VI(1.3)
Budeme pfedpokladat linedrni iévislosti

B= ul'i, resp.b B: = pwH;,

- D=¢E, resp. D:=euEs, VI(1.4)

piiCem? €, W, &x, tx mohou byti prostorové proménné. V takovém ptipadé lze,

E(3D/3t) a H(3B/3t) ptepsat takto

aD H%——a—;(ED+HB) O VIAS)
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Dile uzijeme vektorovou identitu
div[E, H]=H rotE — E rotH

a zavedeme Poyntinglv vektor

S=[E, H]. VI(1.6)
Pomoci téchto vztahd upravime rovnici VI(1.3) na ‘k‘energet_icko,u b_ilangi“l
rdivs=—jE, VI(1.7)
kde ‘
u=3(ED+ HB). - VI(1.8)

Yo XM ew

Na zakladé dfivéj§ich poznatkli ztotoZfiujeme veliCinu u s hustotou energie
elektromagnetického pole. Vyraz JE = (j*/y) ptedstavuje Jouleovo teplo vytvotené
v objemové jednotce vodivého prostredi za jednotku ¢asu (viz ¢l. I1.5). Zbyva ndm
vyjasnit smysl vektoru § =[E, H]. .

Je-li latkové prostiedi nevodivé, popf. v oblasti pole vn¢ proudil se rovnice

" VI(1.7) redukuje na tvar rovnice kontinuity’)

du
—a—t+d1VS 0.

Integraci pfes objem V a pouZitim Gaussova teorému pfevedeme posledni rovnici
na integrélni tvar

——a—ju dV=[div§ dV=§S.ds.

Levé strana predstavule iibytek elektromagnetlcke energie z ob]emu V za jednot-
ku &asu; &len §S.ds inferpretujeme jako mnoZstvi elektromagnetické energie,

~ ktera protece za jednotkovou dobu do. okolniho prostoru pies plochu (s) ohranicu-
, ]101 dany objem V. Pfichdzime tak k nasledujicimu zavéru.

Poyntingtiv._ vektor S =[E, H] je vektorem proudové hustoty elektromagnetxcke

: energie. Rovmce VI(1.7), popf. jeji integralni tvar

—% u dv=f jE dv+4§ S.ds’ VI(1.9)
pak pravi, Ze zasoba elektromagnetlcke energie v prostorovem objemu V se '

zmensuje Jednak o mechanickou préici vykonanou elektrxckyml silami uvnitf

%) Vektor E je polirnim vektorem, vektor H je axidlnim vektorem (viz &l IL.7), proto [E, H] je
poldrnim vektorem. Oznateni $ pochézi z némeckého Strahlungsvektor — vektor zdfeni. _
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objemu V, jednak o energii vyzatenou z objemu V (ptes ohranicujici plochu s) do

okolniho prostoru.

Pozndmka: V souvislosti s definici (interpretaci) Poyntingova vektoru 8=
[E, H] jako vektoru proudové hustoty elektromagnetické energie vznikd otdzka
jednoznaénosti této veli¢iny.

Ve vzorci VI(1.7) vystupuje divS = div[E, H], takZe misto § lze (s ohledem na

identitu div rot=0) vzit

§'=S+roth, VI(1.10)

aniz by se to projevilo na bilanéni rovnici VI(1.8), popf. VI(1.9).

V statickych polich formélné existuje vektor [E, H] =S, jelikoZ existuji statické
zdroje elektrického i magnetického pole (klidové niboje a permanentni magnety).
V takovém piipadé je j=0 a viechny Casové derivace jsou rovny nule. Z rovnice
VI(1.7) a VI(1.9) pak plyne

divS=0, §$Sds=0.

I ve statickém pfipadé by tedy mél existovat vektor proudové hustoty (pfenosu)
elektromagnetické energie, pfiCemzZ tento vektor by mél mit tvar

=—roth, —[Sds=[dsrotb=¢b dl=0.

Jelikoz takovi cirkulace (rotace) energie se ve statickém piipadé nikdy nepozoro-
vala, usuzuje se z toho na jednoznaénost definice vektoru . Kalibraci VI(1.10)
mtZeme docilit, aby bylo 8’'=0 ve shod¢ s experimentem. Takové stanovisko je
viak nepfesvédéivé. V daném piipad€ jsou rovnice pro elektrické pole (rotE=0,
div D = ¢) naprosto nezavislé na rovnicich pro pole magnetické (rotH=0, divB =
0), proto nemé smysl vytvafet vyrazy (veli¢iny) svazujici elektrostatické a magne-
tostatické pole, jakym je H rotE — E rotH=div[E, H]=0. V statickém pfipadé
nemd smyslu proudéni energie elektromagnetického pole.

Pro interpretaci vektoru S = [E, H] jako vektoru proudové hustoty elektromag-

‘netické energie ¢asové proménnych poli mluvi i nésledujici skuteénosti. Rychlost

s X2y

takto definovaného pfenosu energie je shodna s rychlosti Sifeni elektromagnetic-
kych signali (elektromagnetickych vin), jak se o tom pfesvédéime v nasledujicich
kapitolach. Je-li vektor [E, H] potencialni, tj. existuje-li skaldrni funkce ¥ takova,
7e [E, H] = — VW, pak by mél byt i tok energie potencialni (rot b = 0). V nasledujici
kapitole uvidime, 7e pro rovinné elektromagnetické viny je vektor §=[E, H]
potencidlni a 7e tok energie je také potencidlni. Tyto argumenty ve prospéch
ztotoznéni vektoru [E, H] s vektorem proudové hustoty elektromagnetické energie
lze podepfit tim, Ze takovd interpretace bezprostfedné plyne z relativistické
elektrodynamiky.
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V1.2 Zakon zachovani hybnosti.
Maxwelltiv tenzor napéti

Na bodovy ndboj e pohybujici se rychlosti v v elektromagnetickém poli E, B
pisobi Lorentzova sila

F = eE + e[v, B].
Pro objemovou hustotu f Lorentzovy sily odtud plyne (viz ¢l. 1.7)

f=oE +[j, B]. VI(2.1)
Oznacime-li symbolem p objemovou hustotu hybnosti latkového prosttedi, pak Ize
hustotu sily f= f(r, t) vyjadfit jako ¢asovou zménu hybnosti®) p=p(r, 1)

op ;
3, = CE+J, B]. VI(2.2)

Pravou stranu této rovnice postupné upravime pomoci Maxwellovych rovnic tak,
aby obsahovala pouze vektory E, D, H, B elektromagnetického pole. Z rovnic
VI(1.1) vyjadiime ¢ a j a dosadime do VI(2.2) '

op

ot

ob ] . VI(2.3)

E divD - [B, rotH] + [B, 3
Zatim jS{ne pfi dpravé uzili pouze prvni série VI(1.1) Maxwellovych rovnic. Nyni
»zabudujeme* do VI(2.3) také druhou sérii VI(1.2). Jelikoz divB =0, je také

H divB =0. Pfidanim tohoto vyrazu do VI(2.3) dostaneme vyraz symetricky
v divergencich vektord D a B

ap_ o .. . aD ‘

P EdivD+H divB - [B, rotH] - [5 , B] VI(2.4)
Zbyva ndim jesté pouzit Faradayova indukéniho zakona, tj. druhé rovnice VI(1.2).
Po vektorovém vyndsobeni této rovnice vektorem D ziskdme rovnici
BB]

0=—[D, rot E] - [D, = VI(2.5)

Seftenim rovnic VI(2.4) a VI(2.5) dostaneme

8p_ 9 . . -
0= —5;[D, Bl+EdivD+H divB —[B, rotH] - [D, rotE]. VI(2.6)

Tuto rovnici postupné upravime na tvar rovnice kontinuity pro hybnbst, cbi
vyjadfuje zdkon zachovani hybnosti. ‘

) Ptedpokladame, Ze na latkové prostiedi piisobi pouze elektromagnetické sily.
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Nejdtive zavedeme vektor
=[D, B] VI(2.7)

a pfevedeme jej na levou stranu rovnice VI(2.6)
5‘9; (p+g)=E divD +H divB—[B, rotH]—[D, rotE].  VI(2.8)

Ponévad? vektor g sestrojeny pouze z vektort elektromagnetlckeho pole vystupu-

_je v souftu s vektorem p hustoty. hybnosti litkového prostiedi, interpretujeme g

jako vektor objemové hustoty hybnosti elektromagnetického pole.
K dalii dpravé je vyhodné pievést VI(2.8) do slozek

58; (p, + g,) = E.(SD,/ax,) + H(SB,/ax,) - e,‘jk(Bi rotkH + Dj rOtkE)-

ZapiSeme-li jesté rotud = eum (3a./9x;), bude

aD; dB;

dH,. oFE..
'a%(Pi+'gi)=E ax; —+H = a — €ijiCiim (B' D ——) .

! ox ! x
Souéin ejeun upravime pomoci vztahu
€ijicCrim = Gubim - 8imBit,

&im? po jednoduchych dpravich dospéjeme k rovnici

9 oD, 3H,
3, (Pt 9)=E3 +H——B, 3x
3E, 5 8H.
~D 3+ B +D,2 ax,

Prvni a $esty ¢len na pravé strané této rovnice piedstavuji dohromady a(E D;)/3x;,
tj. divergenci tenzoru E.D;. Obdobne druhy a paty ¢len dohromady predstavuji
d(HB;)/3x;, takZe bude

(p,+g.)— . (ED, +HB) ( oH, aEk)

x TP 5x

Ve zbyva]1c1ch dvou élenech (tretlm a &tvrtém) jsme sefitaci (tzv. nemy) index j
nahradili indexem k.
- Doposud jsme nepouzili Zidnych materidlovych vztahd. V daldi apravé budeme

vI©2.9)

h ptedpokladat linearni zévislosti

By = puH,; D= euE VI(2.10)

-5 koeficienty pu, €« nezdvislymi na polich a soufadnicich. Vyraz Di(3Ex/3x.)
_postupné upravime ' )

124

JE o
3 xk euE —— 9E, =1 [% sklEkEl] =

D
§ ax  dx

—_Z(Eka)— l(ED) l5::(ED)-

Obdobné se upravi B.(3H,/3x:), coz da

3H, 8 ,
Bugt =5, 0u(HB).
Pomoci téchto vztahii se VI(2.9) ptepife ve tvaru
é‘ (pit+g)= _'_a_ [ub; — (E:D; + H:B;)], VI(2.11)
ot ax,- . .
kde v
=4(ED + HB)

je znamy ndm jiz vyraz pro hustotu energie elektromagnetického pole.
Je vyhodné zavést tenzor druhého fadu

T; = ud; — (EiDj +HB), - ) VI(2.12)

pomoci néhoz pfepifeme VI(2.11) ve tvaru rovnice kontinuity pro hybnost
3 3 o
3 P+ o)+ Ti=0. VI(2.13)

Tenzorovy charakter veli¢in T; je ztejmy z toho, Ze obsahuje jednotkovy tenzor 6
a soudiny E:D;, H:B; komponent vektort, proto (3T;/3x;) pfedstavuje divergenci
tenzoru Ty. (Pfipomefime si, 7¢ divergence tenzoru druhého fadu je vektor.)
Interpretaci tenzoru T; najdeme z integrélniho pfepisu rovnice VI(2.13).
Prointegrujeme tuto rovnici pfes objem V, ptiemZ uZijeme Gaussova teorému

- I(5.9), tj. vztahu

3
J-VdVa Tii —i Tijnf ds.

Vysledkem téchto dprav je rovnice

—éa—f (pi+ g dV=§T,~,~n,~ ds. VI(2.14)
tlv

Leva strana pfedstavuje Casovy tbytek i-té sloZky veSkeré hybnosti obsaZené
v objemu V. Prava strana pak pfedstavuje tok i-té sloZky hybnosti elektromagne-
tického pole pfes ohranicujici plochu do okolniho prostoru. Ztotoznéni pravé
strany rovnice VI(2.14) s tokem hybnosti elektromagnetického pole je. zfejmé
z toho, Ze tenzor T; je sestaven pouze z vektorl elektromagnetického pole.
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Veli¢ina Tyn; predstavuje tok i-té slozky hybnosti elektromagnetického pole
jednotkovou plochou (za jednotku &asu). Jinymi slovy tfi veli€iny T, T2, Tis,
piedstavuji tfi slozky proudové hustoty i-té slozky hybnosti elektromagnetického
pole. Kazdd z komponent Tj uréuje mnozstvi i-té slozky elektromagnetické
hybnosti, které protece za jednotku Zasu jednotkovou ploskou kolmou k j-té ose.
Tok hybnosti pfedstavuje silu, proto Ty je tenzorem napéti elektromagnetického
pole.

Tenzor T, definovany rovnici VI(2.12) je prosluly Maxwelliiv—Minkovského
tenzor napéti elektromagnetického pole. .

Elektromagnetické pole podobné jako ,,oby&ejné* latkové prostiedi md nejen
energii, kterd proudi od mista k mistu, ale i hybnost (a tedy i hmotnost), kterou si
mize vyméiovat s litkovym prostiedim. V dal§i &4sti této kapitoly uvidime, Ze
elektromagnetické pole je také nositelem momentu hybnosti, a tedy viech tiech
atributf,, jez se dfive pfipisovaly pouze latkovému prostiedi. Z toho soudime, Ze
elektromagnetické pole je zvla§tnim druhem, popi. projevem hmoty.

Hybnost -elektromagnetického -pole -je-v -prestoru rozlozena s hustotou _g=
[D, B] podobné jako je elektromagnetickd energie rozlozena s hustotou u=
1(ED + HB).

Smysl vyrazu VI(2.7) je zvlasté nazorny ve vakuu &=€o, K= lo- JelikoZ
gottoc?=1 (c je rychlost svétla ve vakuu), bude platit '

.ﬁni (7))

g= VI(2.15)
Hustota elektromagnetické hybnosti je rovna podilu vektoru proudové hustoty
elektromagnetické energie a Ctverce rychlosti svétla. To je specidlni piipad
relativistického vztahu mezi hybnosti (popf. hmotnosti) a energii. S timto vztahem
se v dal§ich kapitoldch jeSté setkdme.

K volbé tenzoru napéti je uZite¢né pfipojit n€kolik poznamek. V izotropnim
prostiedi (D; = ¢E;, B; = uH;) je tenzor VI(2.12) symetricky: Ty = T;. V anizotrop-
nim prostfedi je tato symetrie Maxwellova tenzoru naruSena.

Formiélné lze docilit symetrizace tenzoru Ty i v anizotropnim prostfedi, aniZ
bychom tim narusili rovnice pole anebo jejich dtsledky. Tenzor T; neni totiZ urfen
jednoznaéné. Tenzorem Ty jsme oznacili vyraz v hranaté zdvorce na pravé strané
rovnice VI(2.11). Misto VI(2.12) Ize totiZ vzit novy tenzor

TH=Ty+en 2L, VI(2.16)
axk
kde v je libovoln4 diferencovatelnd funkce. Vyraz e (3%1/3x;9x:) dé identickou
nulu, jeliko? ex je antisymetrické a (3%y/3x;9x:) je symetrické vzhledem
k'indextim j, k. Je tedy
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oT}_T,
8x,- ax,- ?

a tudiz i rovnice VI(2.13) a VI(2.14) zistanou v platnosti, kdyZz tenzor T;
nahradime tenzorem T!;. To je podobnd situace jako s kalibraci Poyntingova
vektoru, o niZ jsme pojednali v zavéru pfedchoziho ¢lanku.

Nejednoznaénosti, resp. jisté libovile v definici tenzoru napéti lze vyuzit k jeho
symetrizaci. Zavedeme analogicky k VI(2.16) tenzor transponovany vzijemnou
vyménou indexti i, j, tj. ,

Tii=Ti+ e ‘aa—w ’ VI(2.17)
X
kde T; a T; jsou uréeny rovnici VI(2.12). Doposud libovolnou funkci 9 zvolime
tak, aby novy tenzor Ty byl symetrickym. Z pozadavku symetrie

pak plyne

-Eijk ggﬁ = %(E;D, + HB, - E,'Di - II,B,) VI(219)

Di se dokézat, e takové v existuje, takZe soustava ma feseni. Po dosazeni tohoto
vysledku do VI(2.16) dostaneme symetricky Abrahamiiv tenzor napéti

T:',' = u5,-,- e 'ZL(E,D, + EjDi + H-;B] + I‘IjBi), VI(220)

co? je ve skutecnosti 3(T; + T;).

V izotropnim prostfedi jsou oba tenzory Ty i Ti; symetrické a dévaji stejnou
hodnotu toku i-té slozky hybnosti jednotkovou ploskou kolmou k j-té ose. Pro
anizotropni prostfedi se vysledky li§i. Experimentalni rozhodnuti mezi obéma
stanovisky je prakticky nemozné, jelikoZ se jednd o mizivé rozdily. Nejsou ani
pFesvéddivé teoretické argumenty pro symetrii tenzoru napéti v libovolném
prostiedi, proto sprdvni volba tenzoru napéti patfi k otevienym problémim
klasické elektrodynamiky.

V1.3 Tlak svételného zareni

Casové proménné elektromagnetické pole je nositelem hybnosti, kterd proudi od
mista k mistu a m@Ze se pfedavat latkovému prostfedi. Vime, Ze Tin, pfedstavuje
mno¥stvi i-té slozky hybnosti, kterd protece jednotkovou plochou za jednotku
Zasu, tj. i-tou slozkou sily, plisobici na jednotkovou plochu. Normalni slozka sily
piisobici na jednotkovou plochu bude (Tiyn)m = Tyrun;. Stfedni hodnota této sily
(T;mn;) predstavuje tlak P, jimZ elektromagnetické pole piisobi na télesa

P= ('E;n,-n,-). 7 VI(3.1)
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Po dosazeni za T; z rovnice VI(2.12) se objevi vyraz é;mn; = mn; = 1. Vyrazy typu
Ewn; apod. pfedstavuji skaldrni souéiny (En) apod. Je tedy

P=u— ((En)(Dn)+ (Hn)(Bn)). VI(3.2)

Stfedovéni pies orientace vektord pole vzhledem k normdle plochy se provede
podle nivodu v dodatku VIL. V daném pfipadé se jednd o vztahy

((En)(Dn)) =3ED, ((Hn)(Bn))=3HB,
pomoci nichz bude

P=u-4(ED+HB)=}u. - VI(3.3)

z6¢
1

K uvedenému vysledku lze dospét i pomérné ,lacin€jsi“ argumentaci.
V izotropnim prostfedi miizeme tenzor napéti zredukovat na pisobeni skaldrniho
tlaku, coZ vyjadfuje rovnice T;=P3&;. Polozime j=i a seteme pfes i, coZ da
Ta= Ty + Ta2 + T33 = 3P. Tlak P je tedy roven 1/3 souctu diagonalnich komponent
tenzoru Tj

P=1%T; El(Tu + Taz+ Tss); VI(3-4)

~

co? je ptirozeny vysledek. Po dosazeni za T z rovnice VI(2.12) dostaneme T: = u,
coz vede k vysledku VI(3.3).

Tlak elektromagnetického zdfeni je roven jedné tfetiné hustoty energie elektro-
magnetického pole. (Jelikoz — jak pozdé&ji uvidime — svétlo je elektromagnetic-
kym vInénim, zpravidla se mluvi o svéteIném tlaku.) Existence svételného tlaku
prvné experimentdlné dokédzal P. N. Lesebev (1901).

Vysledek VI(3.3) je teoretickym zdkladem pro odvozeni slavného Stefano-
va—Boltzmannova zdkona zafeni absolutné erného télesa. Naznacime zde hlavni
ideu tohoto odvozeni.

Z béiné zkusenosti vime, Ze viechna télesa emituji elektromagnetické zéfeni,
jehoZ spektralni rozdéleni a intenzita zévisi na teploté emitujictho télesa. Je-li
zdfeni uzavieno v duting, jeji stény jsou udrZovany na konstantni teploté 7,
vznikne nakonec stav termodynamické rovnovahy. V takovém piipad¢ je nutno
zafeni pfifadit touZ teplotu, na jaké jsou udriovany stény dutiny. Ponévadz tato
teplota je vSude stejnd, charakteristiky zéfeni nejsou zdvislé na prostorovych
soufadnicich bodd v dutiné.

V rovnovazném stavu je energie U zdfeni rozdélena v dutiné rovnomérné, coz
vede ke vztahu U= Vu, kde V' je objem dutiny a U je rovnovdzni hustota
(elektromagnetické) energie v dutin€. Tato rovnovazna hustota zavisi na teploté
u=u(J). Vynechdme-li pro struénost oznaceni stfednich hodnot, pak je

U= Vu(T). VI(3.5)

Zména energie dU se sklddd z dodaného tepla dQ a z price —P dV vykonané
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vy

silami tlaku (v daném pfipad¢ na rozsifeni stén dutiny), coZ vyjadfuje prvni princip
termodynamiky dU=dQ —P dV. Infinitezimalni ptirGstek tepla dQ souvisi
s teplotou 7 a entropii ¥ zndmym vztahem dQ =3 d¥, coz vede k rovnici pro
entropii
1 P
, d¥ = ? dU+ 97 dv.
Jelikoz U=U(V, J), je tplny diferencidl

AU £10)
du=(= v+ (22 78
(a V)yd +(3J°)v d7,
a tudiz

_1 AW 4o, Llp, (2U
49 = ( “‘)v dJ+g[P+(av)g]dV. VI(3.6)

Pro zéfeni v dutiné uZijeme VI(3.3) a VI(3.5), coz d4

Vyraz d¥ mé tvar d¥=M(V, J)dT +N(V, T)dV; z podminky pro tplny
diferencidl (OM/3V)y=(3N/3TJ)v pak po jednoduché tipravé dostaneme diferen-
cidlni rovnici pro rovnovaznou hustotu energie '

du
g CU _
g a7 4u.

Trivialni integraci dostaneme
w(J)=069", VI(3.7)

kde o je integraéni konstanta. |

Rovnice VI(3.7) pfedstavuje slavny Stefaniiv—Boltzmanntv zdkon. Teoretické
odvozeni tohoto pivodné empirického zdkona pochdzi od Boltzmanna (1884).
* Absolutné Cerné téleso je takové téleso, které pohlcuje vedkeré zvnéjsku
dopadajici zafeni. Je-li v dutiné maly otvirek, pak kazdy paprsek, ktery dopadne
z vnéjSku do tohoto otviirku mizZe vyjit z dutiny pouze po mnohonasobném odrazu
od (vnitfnich) stén dutiny. Po velkém poétu odrazii bude paprsek prakticky
pohlcen, takZe z malého otviirku dutiny bude vychézet zafeni identické se zidfenim

absolutné Cerného télesa. Intenzita tohoto zafeni je pfimo imérna &étvrté mocniné
(absolutni) teploty.

VL4 Zikon zachovini momentu hybnosti

Nese-li elektromagnetické pole hybnost, d4 se ofekavat, Ze elektromagnetické pole
bude také nositelem momentu hybnosti.
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Proilustrujeme tuto skuteCnost na elektrorhagnetickém poli ve vakuu, kde
hustota hybnosti pole je uréena vztahem VI(2.15).

Hustotou momentu hybnosti elektromagnetického pole nazveme vektorovy
soudin [r, g] a nenulové sloZky tohoto vektorového souéinu vyjadfime pomoci
antisymetrického tenzoru

Mij =Xigi — Xigi = _Mi- VI(41)

Ukazeme, Ze slozky tohoto tenzoru spliiuji jistou rovnici kontinuity, jez vyjadfu-
je zékon zachovéni momentu hybnosti. ‘

Ve vakuu zapiSeme bilanéni rovnici VI(2.13) pro i-tou a j-tou slozku hybnosti
takto

3g;, 8T,

ag, 3 ],k
T
ot Ox«k

% =0.

=0,
Prvni z téchto rovnic vyndsobime x;, druhou x; a vzniklé rovnice odelteme. Pfi
odeéteni se objevi ¢asova derivace (9M;/3t), coZ vede k rovnici

% aT,-k AT
ot + axk i Sxk

=0. VI(4.2)

Pii tipravé tohoto vyrazu uZijeme identity (ve vakuu T; = T;)

8Ty 3Tu_
Yo% Y ox axk

(% T — T

Je tedy vyhodné zavést tenzor tfetiho fddu antisymetricky v indexech i, j
Nijk = x;'Tjk - x]‘11ik = "]\rﬁk. VI(4.3)

Pomoci tohoto tenzoru piepiSeme VI(4.2) ve tvaru rovnice kontinuity pro
moment hybnosti elektromagneti’qkého pole

aM; oM, 9N AN _

VI(4.4
3t T = (4.4)

popf. v integrdlnim tvaru

-2 j M, dv=§ Nie dse. . VI(4.5)

Pri uprave jsme uzili Gaussiv teorém I(5.9).

Ubytek momentu hybnosti za jednotku ¢asu z daného objemu je roven toku
momentu hybnosti pfes ohrani¢ujici plochu. Tenzor Ny proto interpretujeme jako
tenzor proudové hustoty momentu hybnosti elektromagnetického pole.

Je-li do elektromagnetického pole vlozeno latkové prostiedi (ndboje, atomy
apod.), dochézi k vyméné momentu hybnosti mezi polem a prostfedim (naboji,
atomy apod.).
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Experimentalné se podafilo méfit (A. BoTHe, 1936) moment hybnosti piedava-
ny slidové desticce dopadajicim elektromagnetickym zifenim.

U makroskopickych teles je zména jejich momentu hybnosti vlivem interakce
s elektromagnetickym polem velmi malym, obtiZzné méfitelnym jevem. V oblasti
atomdrnich a subatomadrnich jevi je vSak existence momentu hybnosti elektromag-
netického pole podstatnou. Tak napf. pfi emisi svétla excitovanym atomem dochazi
ke zméné& momentu hybnosti atomu, pfi¢emz tato zména je srovnatelns s piivodnim
momentem hybnosti atomu. Ubytek momentu hybnosti atomu je unasen vzniklym
elektromagnetickym zdfenim.

VI.5 Jednoznacnost feSeni Maxwellovych rovnic

V piedchozich kapitoldch jsme se vicekrdt setkali s problematikou jednoznaénosti
feSeni soustavy Maxwellovych rovnic elektromagnetického pole. V nékterych
specidlnich pfipadech (napi. v ¢l. II1.2) jsme se touto otdzkou jiz zabyvali, nyni
pfejdeme k nékterym dal$im p¥ipadtm.

Problém jednoznacnosti feSeni soustavy Maxwellovych rovnic ma nejen teoretic-
ky, ale i prakticky vyznam, a to zejména z téchto divodi:

1. Jednoznalnosti feSeni je urfen stupenn uplnosti dané soustavy rovnic
a pocateCnich podminek ; v opa¢ném ptipad€ by bylo zapotfebi novych fyzikilnich
kritérii na odstranéni nejednoznaénosti.

2. Pouze ditkaz jednoznaénosti feSeni (pro dany druh dlohy) ndm garantuje, ze
feSeni, které jsme néjakym postupem ziskali, je spradvnym FeSenim.

Zde vySetiime problém jednoznacnosti feseni Maxwellovych rovnic pro ptipad
tzv. smiSené Cauchyovy tlohy, kdy jsou zaddny pocate¢ni podminky (tj. podminky
v néjakém Case t=1t,) a hraniéni podminky v celém fasovém intervalu.

Budeme uvaZovat prostfedi s linedrnimi materidlovymi vztahy D = ¢E, B = uH,
j=yE. Polate¢ni podminky necht jsou

. E(r,0)=Ey(r), H(r,0)=Hy(r). VI(5.1)
Hrani¢ni podminky necht pfedstavuji zadani tangencidlnich komponent E, nebo H,
E(R,t)=E(R,0), O0<t<t, VI(5.2)

nebo
H(R, t)=H.(R,0), O=s:<p, VI(5.3)

kde R je polohovy Vektpr-rbbdﬁ hranice uvaZované oblasti.
K diikazu jednoznacnosti feSeni Maxwellovych rovnic pro danou tlohu pouZije-
me rovnice VI(1.9), kterou zapiSeme ve tvaru :

aatfudV—— J' av-$IE, H)-n ds. VI(.4)
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Piedpoklidejme, Ze existuji dvé riznd feSeni E;, H, a Ez, H.. JelikoZ rovnice pole*
jsou linedrni, muselo by jim vyhovovat také feSeni

E'=E,—E;,, H=H, —-H VI(5.5)
s po&ateénimi podminkami
E'(r,0)=0, H'(r,0)=0 VI(5.6) |
a s hraniénimi podminkami
E;=0, 0=t<nt VI(5.7)
neve Hi=0, O0<st=t. VI(5.8)

Stejny postup jako pii odvozovani VI(1.9) by nas pfived! k rovnici
8 (wav=-[Lav-§IE, - VI(5.9)
3 u' dv=-— YdV [E’, H']-n ds,

kde nyni u’ =3(¢E"*+ uH"?). o
Plosny integral v VI(5.9) upravime pomoci vztahi
[E',H']-n=E'-[H',n]=H'-[n, E'].

Vyrazy na pravé strané jsou imérné bud E ., nebo H, a tedy s ohledem na hrani¢ni
podminky VI(5.7) a VI(5.8) je :

[E',H']-n=0. VI(5.10)
Rovnice VI(5.9) pak vede ke vztahu

.2 |
aifu’dv=—-j]?dV$0, (O<t<wn). VI(5.11)
t

Nemiize tedy byt % f u' dV>0, energie { u’ dV mize s Casem pouze ubyvat nebo

(pfi j=0) zlstat konstantni. S ohledem na VI(5.6) pti t=0 je | u:’ dv=0.
Ponévadz energie [u’ dV nemizZe s asem riist musi byt v celém Casovém intervalu

fu' dV=%[(eE*+uH?) dV=0, (0<t<n).

. 2 . . . - ' v v e
Odtud plyne, 7e v celém ¢asovém intervalu 0<<t<t je E'=0, H' =0, ¢imzZ je
" dikaz jednoznalnosti feSeni proveden.

V1.6 Elektromagnetick4 energie v disperznim prostfedi

P#i odvozovéni zdkona zachovani energie ve tvaru VI(1.7) byl podstatny pfedpok-

132

lad linedrnich materidlovych vztaht VI(1.4) a z né&j vyplyvajici nasledny vztah
VI(1.5). Bez tohoto pfedpokladu bychom nemohli ztotoZnit

u=3(ED + HB)=1(¢E*+ uH?)

s hustotou elektromagnetické energie a ddt této veli¢iné odpovidajici termodyna-
micky smysl (rozdil energie objemové jednotky prostfedi v poli a bez pole pfi
stejné entropii a hustotg).

Opustime-li pfedpoklady VI(1.4), pak v nevodivém prostiedi budeme mit misto
VI(1.7) rovnici

aD oB .
557+H57——dlvs. VI(6.1)

Poyntingiv. vektor $=[E, H] md vyznam toku energie jednotkovou plochou
v libovolném poli a libovolném prostfedi (véetné prostfedi s disperzi). Tato
interpretace je nepochybna ve vakuu. Ze spojitosti te¢nych komponent vektori E

a H, jakozZ i normdlové komponenty S plyne uvedend interpretace pro libovolné
prostiedi. . '

Budeme uvaZovat monochromatické pole. Z ¢lanku I1.4 vime, Ze vztahy D = ¢E,
B = uH lze chipat jako relace mezi Fourierovymi komponentami s komplexnimi
£(w) a p(w). V VI(6.6) Ize polozit (3D/3t) = —iwe(w)E, (3B/3t) = —iwu(w)H.
Casové stfedni hodnotu levé strany rovnice VI(6.1) vyjadiime ve shodé se vztahem
V(4.27) takto :

oD* aB*
— 1
(Q)=4Re (E—at +H )

30 )°
coz s pomoci uvedenych vztahi pfepiSeme jako
(Q)=4%Re{iwe*|E|*+iwu*|H|?}.
Zavedeme redlné a imagindrni &asti permiﬁvity a permeability
e(@)=¢'(0) +ie"(@), u(@)=u'(®)+ix().

Po jednoduché dpravé pak ziskime hledany vztah pro stfedni disipaci energie

. v disperznim prostfedi - :

(Q) =7 (¢"|EP*+w'|H]. VI(6.2)

Disipace (absorpce) elektromagnetické energie je uréena imaginarnimi &astmi

£"(w) a p"(w). Tato disipace energie je doprovazena produkei tepla (0>0), a
tudiz T

e"(w)>0, u"(w)>0. VI(6.3)
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Oblasti frekvenci, pfi nichz £"—0, u"—0, odpovidaji oblasti prizracnosti
daného prostfedi. ' S

Zde jsme se zabyvali disperzi energie pro harmonické pole. —

V obecném piipadé je teorie mnohem slozitdj¥i; Gvodni charakter této ucebnice
nam nedovoluje zabyvat se touto problematikou podrobnéji, proto odkazujeme na

specidlni literaturu’).

7y LaNDAU L., Lirsic E.: Elektrodinamika splosnych sred, GITTL Moskva 1957.
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KAPITOLA VIl Elektromagnetické Vlny

VII.1 Vinova a telegrafni rovnice

Z Maxwellovych rovnic vyplynulo, Ze abytek elektromagnetické energie z libovol-
ného objemu je roven Jouleovu teplu vytvofenému ve vodiCich a toku energie pfes
ohranitujici povrch. V prostoru vné vodici je [ JE dV =0, takZe zbyva $ S ds, kde
S =[E, H] je Poyntingiv vektor. Uvidime, Ze v nestaciondrnich polich existuji
feSeni E, H ubyvajici se vzdédlenosti R jako 1/R; povrchovy integral pro takova
pole nevymizi ani pfi integraci pfes nekonecné vzdaleny povrch. Tento nevymizeji-
ci tok energie (a také hybnosti a momentu hybnosti) pfedstavuje elektromagnetic-
ké zafeni. Sifeni (Casové proménného) elektromagnetického pole (elektromagne-
tického rozruchu) je spojeno s pfenosem energie, hybnosti (hmotnosti) a momentu
hybnosti od mista k mistu.

Nyni dokdZeme, Ze toto $ifeni elektromagnetického rozruchu od mista k mistu
m4 charakter $ifeni vlnového signdlu, tj., Ze pro vektory elektromagnetického pole
E, B plati vinova rovnice. v

Vyjdeme ze soustavy Maxwellovych rovnic pro homogenni izotropni prostfedi
s linedrnimi materidlovymi vztahy

B=uH, D=¢E, j=vyE, VII(1.1)
divE=§, o | VII(1.2)

divB =0, VII(1.3)
roté+%? =0, VII(1.4)
rotB=uyE + eu %% VIﬁl.S)
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Na rovnici VII(1.4) aplikujeme operaci rot a uZijeme rot rot=grad div—V>. Po
jednoduché dpravé dostaneme

J’E 3E . 0
2 —_ —_—= = -
V’E — ey =5 3z ™ grad div E = grad (s) .

V homogennim prostfedi je grad(o/€) =0, takze pro vektor E plati rovnice

°E oE

2 —
V’E — gy —— YLy =0. VII(1.6“)
Aplikaci operace rot na rovnici VII(1.5) dostaneme stejnou rovnici pro vektor B
3B - 9B :
2 —
VB — ey —— Y (e =0. VII(1.7)

Rovnicemi VII(1.6) a VII(1.7) je popsédno Sifeni elektromagnetického pole ve
vodivém (homogennim a izotropnim) prostiedi. Ze znamych historickych divodi
se tyto vztahy nazyvaji telegrafnirovnici. Tyto rovnice jsou zobecnénim rovnic
V(1.13) a V(1.14) pro kvazistaciondrni pole na pfipad libovolné promenneho pole

Pro pomalu proménné pole :
£ |9’E . §_E g o’B < QE
3 3t o dt
nopf. pole ve vybornych vodiéich (veliké hodnoty mérné vodivosti y) Mmc
zndmé ndm jiZ rovnice pro kvazistacionarni pole.

V piipadé prosttedi o malé vodivosti, tj. pfi

AY

VII(1.8)

3B

e [9°E|_ |9E £ |9°B :
M SRR ED VII(1.9)
dostdvame vinovou rovnici pro vektory elektromagnetického pole
| (VZ—e 8—2) E=0 (Vz-—e —az—)B=o VII(1.10)
M atz - Va v 1] 8t2 ~ e e

V této i v nékterych dalSich kapitolach se budeme postupné zabyvat feSenim rovnic
. pro elektromagnetické viny.

| VIL.2 Vlnové rovnice v homogennim
a izotropnim dielektriku

V nevodivém prostiedi (y=0) se VII(1.6) a 'VII(1.7) zredukuji na standardni
vinovou rovnici

19 1 9
<v2—; )E 0, (v?——zaat)s=o, VII(2.1)
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kde

W= VII(2.2)

<
N b

N =[e®u®]"". g VII(2.3)
Pfi Gpravé jsme uzili vztahl € = £0e®, = pop®, oploc®=1. Ve vakuu je w=c.
Parametr N charakterizujici prostfedi je index lomu; oprdvnénost tohoto nazvu
vyplyne pii zkouméni lomu elektromagnetickych vin na rozhrani dvou prostredi
(VlZ ¢l. VILS).

Resenim vinové rovnice se budeme zabyvat v dalsi ¢asti této kapitoly; zde
uvedeme pouze specidlni ptipad téchto rovnic pro harmonické ¢asové zévislosti: ‘

E(r, t)=E.(r) exp (—iwt),

B(r, 1)= B (r) exp (~iot), VI24)
co? vede k tzv. Helmholtzové rovnici ’
VE + K’E=0, V’B+k’B=0, | VII2.5)
kde
p=2_Neo VII(2.6)
w ,

VII.3 Vinova rovnice ve vodicich

$iteni elektromagnetického pole ve vodivém prostiedi je popsdno telegrafnimi
rovnicemi VII(1.6) a VII(1.7), které ptedstavuji vlnovou rovnici pro vodivé
prostiedi. Vlastnosti daného prostiedi spolu s rychlosti zmén pole rozhoduji o tom,
jaky je relativni podil &lent eu(3°E/3¢%), yu(3E/3t), popf. eu(3*B/at?), yu(d3B/
/3t). V ¢lanku VIL1 jsme ukézali podminky VII(1.8), za nichZ elektromagnetické
pole ve vodi¢i difunduje.

V pfipadé harmonickych ¢asovych zav1slost1 VII(2.4) dostaneme ze VII(1.6)
a VII(1.7) Helmholtzovy rovnice :

(V*+K)E=0, (V’+K*)B=0, VII(3.1)

kde komplexni veli¢ina K je definovdna rovnici

K=w[ (1+ ‘z))] , VII(3.2)
popt. o
1 1/2
K=o [eu (1 +$)] : | VII(3.3)
137



kde 7 je tzv. relaxaéni doba (viz I1(5.10))

T =

<im

U dobrych vodiét je =10"""s, popf. jeété mensi. Pfi frekvencich ,
wr <1 VII(3.4)
se VII(3.2) redukuje na rovnici typu V(1.16).

VII.4 Rovinné viny v dielektriku

'V homogennim izotropnim dielektriku vyhovuji vektory E a B vvlnovf{m rovnicim

VII(2.1). Z matematického hlediska je vlnovd rovnice parcidlni diferencidlni
rovnici hyperbolického typu.

~ Budeme se zabyvat feSenim této rovnice. Zaneme jednorozmérnym piipadem
¥y 1 3%y .
W_—uﬁﬁzof | . _ VII(4.1)

Tuto rovnici Ize-zapsat v ekvivalentnim tvaru

3 ,13y/3 12
(ax-f-w at) (5;—-‘;52) P =0. VH(4.2)
Odtud je vidét vihodnost zavedeni novych proménnych
E=x—wt, n=x+wt, VII(4.3)
pomoci nichZ se VII(4.1) zjednodusi na

%%wawm

Reéeni vzniklé rovnice lze oividné zapsat jako souéet dvou funkci f(&) a g(n), tj.

| v=fE)+g(n),
’ resp; po piechodu k pivodnim proménnym
P{(x, )= f(x — wt)+ g(x + wi), VII(4.4)

coz je zndmé d’Alembertovo feSeni vinové rovnice.
V tfirozmérném piipadé se d’Alembertovo FeSeni vlnové rovnice

1@
( UTZ"a?)”FO | VII(4.5)
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najde obdobné; vysledkem je formule
y(r, t)\= F(nr — wt) + G(ur + wt), VII(4.6)

kde x je jednotkovy vektor o sloZkich cosa, cosf, cosy (smérové kosiny).
O platnosti feseni VII(4.6) se pfesvéd¢ime dosazenim do VII(4.5) a uZitim vztahu
#2=cos’ o +cos’> B +cos’y=1.

Jeliko? druhé feSeni odpovidd zaméné w— —w, sta¢i k vyjasnéni fyzikédlniho
obsahu feSeni vzit

y(r, t)=F(xr — wt). VII(4.7)
Reseni obsahuje nezdvislé proménné r, ¢ pouze prostfednictvim argumentu (faze) ‘
d=wur—wt=x cosa+y cosf+zcosy— wt. VII(4.8)

Stejnym hodnotdm d patfi stejnd hodnota ¥ (napi. E, B), tj. stejnd hodnota
rozruchu. Zvolme néjakou hodnotu

do= nro— Wio.
Mista stejné faze (d = do) pak leZi v rovinich
xr = do+ wt, VII(4.9)

které se v prostoru piemistuji rychlosti w. JelikoZ w uréuje rychlost pfemistovani
stejnych fazi vin v prostoru nazyva se faizovou nebo vinovou rychlosti. Vektor x je
jednotkovym vektorem normély k této roviné.

Dospéli jsme tak k zdvéru, Ze elektromagneticky rozruch postupuje od mista
k mistu ve formé elektromagnetickych vin, pfiéemz fazové rychlost §ifeni téchto vin
je w=c/N. Ve vakuu je rychlost Sifeni elektromagnetického rozruchu rovna
rychlosti svétla ve -vakuu. Z toho J. C. MaxwerL usoudil, Ze tato shoda neni
nihodnd, nybri obrazi tu skute¢nost, Ze svétlo samo je elektromagnetickym
vinénim. Tato domnénka byla skvéle potvrzena odvozenim zédkont optiky z rovnic
elektromagnetického pole, jak o tom pojednidme v ndsledujici kapitole.

Jelikoz v Zasové proménnych polich jsou &€ a u funkcemi frekvence (viz
&l. I1.4), je také index lomu N zavisly na frekvenci

N=N(w). VII(4.10)

Po t&chto poznimkich pfejdeme k podrobnéjSimu zkoumani vlastnosti rovin-
nych vin v nevodivém prostiedi. Vzdalenost rovinné vlnoplochy od podatku v Case
t =0 oznaéime g, tj.

t=nr. | VII(4.11)

Prostorové proménné ve viech bodech roviny zdvisi pouze na {, takze pro
operatory \J, V> lze psit
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verl, v VII(4.12)
“3E 3¢

vSoustavu Maxwellovych rovnic (pfi ¢ =0, j=0) pak bude pro E=E(C, 1),

D=D(t, 1), H=H(E, 1), B=B(E, 1) znit

divD=0, = %‘—C’ 0, VII(4.13)
divB=0, g-?= 0, VII(4.14)
3B JE] 9B
rotE= -3, [ ac] -5, VII(4.15)
aD 3H1 3D
rotH=22, [x, 55]_-57. VII(4.16)

Kviili lepsi referenci a pfehledu je kazda rovnice uvedena paralelné s odpovidajici
modifikaci pro rovinnou vinu.
Po skaldrnim vyndsobeni rovnice VII(4 16) vektorem x dostaneme

aD

o™ VII(4.17)
'Obdobna iiprava rovnice VII(4.15) vede ke vztahu

oB

$==o0. | VII(4.18)

Z rovnic VII(4.13) a VII(4.17) je vidét, Ze podélné komponenty vektoru D (tj.
komponenty kolmé k dané rovin€) nezdvisi ani na {, ani na Case t. Jedinym
podélnym feSenim je tedy homogenni elektrostatické pole D konst, resp.
E = konst.

Obdobné z rovnice VII(4.14) a VII(4.18) Ize usoudit, 7Ze jedinym podelnym
feSenim muzZe byt homogenni magnetostatické pole B = konst.

¥y

%

Obr. VIL1.
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Kazdé nestatické feSeni vyhovujici Maxwellovym rovnicim VII(4.13) az VII
(4 16) sestava pouze z piicnych (transverzainich) komponent, tj. vektory E, (D),
B, (H) jsou rovnobéZné s rovinou zobrazenou na obr. VIL1. To jsou vysledky
platné pfi libovolné Casové zdvislosti viny. DileZitym specidlnim pfipadem mo-
nochromatické viny se budeme zabyvat v ndsledujicim &lanku.

VIL.5 Rovinna monochromaticka vina v dielektriku

Pomoci vztahu VII(4.14) pfepiSeme tfirozmérnou vinovou rovnici VII(4.5) na
jednorozmérny piipad typu VII(4.1), tj.
Yy 1 %y

5E 5 5r =0 VII(5.1)

Doposud libovolnou ¢asovou zavislost zvolime v harmonickém tvaru

V(& =x(E) e,

coz vede k rovnici

2 | .
gc—’i + k=0 VII(5.2)
kde
k =€v’—=1—\’c—“’ VII(5.3)

Rovnice VII(5.2) mé feSeni exp (xik§); zvolime-li kladné znaménko, pak

Y(E, )=1po e *7, VII(5.4)
resp.
W(r, t)= o e*r-o", VII(S.5)
kde
k= kx =-$ % VII(5.6)

je vinovy vektor. Absolutni hodnota k= |k| se s ohledem na VII(5.12) nazyva
vinoctem: piedstavuje 2m ndsobek poétu vinovych délek na jednotkové délce.
Reseni rovnice VII(2.1) ve tvaru rovinnych monochromatickych vin tedy zni

E=E, e, , VII(5.7)
B =B, ¢, VII(5.8)
resp. ‘
E=E, ¢ *-", VII(5.9)
' B =B, ¢ %, VII(5.10)
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Casov4 zdvislost viny je uréena veli¢inou @ = kw = kc/N. Stejné hodnoty poli E, B
se (v daném bodé&) s asem opakuji s periodou

2n 2x 2nN

T:——-—:———_—'..

n_2n 2t VII(5.11)

Prostorové opakovani stejnych hodnot poli E, B (v daném &ase) se d€je s periodou
(vinovou délkou)

jo2m_2me_ ¢ VII(5.12)

kde v=1/T je linedrni frekvence vlny. Prostorova a ¢asovd perioda jsou tak
spojeny znimym jednoduchym vztahem

Jelikoy N zavisi na frekvenci, obrdcenim rovnice VII(5.3) ziskime zavislost

frekvence na vinoétu — disperzni vztah
w=w(k). VII(5.14)

Po dosazeni VII(5.7) a VII(5.8) do VII(4.13) a VII(4.14) dostaneme kolmost
vektordi E, B k vinovému vektoru
' xE=0, xB=0. VII(5.15)

VInové rovnice VII(2.1) jsme ziskali zv§Senim fadu derivaci (operaci rot) Max-
wellovych rovnic, proto vinové rovnice obsahuji ve srovndni s Maxwellovymi
rovnicemi pfebytecnd feSeni. To je cena za separaci rovnic pro vektory E a B.
Vztah mezi vektory E a B najdeme tak, Ze feSeni VII(5.7) a VII(5.8) dosadime do
VII(4.15). Po elementarni dpravé dostaneme ik[x, E]=ikwB, tj.

B =% [x, E] = (1), E]. VII(5.16)

V rovinné elektromagnetické vIné jsou vektory E, B kolmé k vlnovému vektoru
i k sobé navzajem, a to tak, ze tfi vektory x, E, B tvofi pravotodivy kartézsky
systém. : : ‘
Poyntingiv vektor S rovinné elektromagnetické viny (v homogennim izotrop-
nim dielektriku) upravime pomoci VII(5.16)
£

S=I[E, H]=% (E, B] = (ﬁ)”z[sx [%, E]).

Po tpravé dvojitého vektorového soudinu E x [#, E]=E*x—(%E)E uZijeme
VII(5.15), takZe je '

_(£ V2, . -12{ EP).
s=(; E*x = (en) "(ED)x, | VII(5.17)

142

resp.
-1, B j
S=(eu) "x 7= (eu) V*(HB)x. VII(5.18)

Poyntinglv a vinovy vektor maji souhlasny smér a smér vinového vektoru je

'totozny se.smérem ‘toku energie (rovinné monochromatické viny v homogennim
izotropnim dielektriku).

Zavedeme-li hustotuk elektromagnetické energie
u=%(ED + HB)

a S vyjadfime jako poloviéni soudet vyrazt VII(5.17 iska
At ¥ (5.17) a VII(5.18), ziskdme pro S
S=uwx=uw, (w=wx). VII(5.19)

Vektor proudové hustot ie m4 4
ek y energie md tak ndzorny vyznam jako Ci
energie a rychlosti $ifeni. o J soucin hustoty

Pfl cas.ovevpro?lenn)’fch polich je Casto potiebné zndt ¢asové stfedni hodnotu
velicin, tj. stfedni hodnoty veli¢in za dobu jedné periody.
Stfedni &asovd hodnota hustoty energie je definovana rovnici

< _ 1 T w 2n/w
u)—i;J; u(r, t) dt=§;L u(r, t) dt.

Ve vyrazu vystoupi stfedni hodnota z cos®(kf — wt) =}, tak?e s ohledem na

VII(5.16) je

(u) =%£|Eo[2=§% |Bof?. VII(5.20)

Elektrické a m_agrfetické Pole tedy daji stejny pfispévek k stfedni hodnoté hustoty
elektromagnetické energie. Stfedni hodnota hustoty energetického toku je podle

VII(5.9) rovna
(8)={(u)wx. VII(5.21)

Poznamenejme jesté, Ze rovnice VII(5.20) a VII(5.21 i fedni
ket v Vot 97). (5.20) (5.21) Ize ziskat bezprostiedni

Ve vakuu je w=c, 8= ucx a hustota hyb ii X L
vztahem - ybnosti je ve shodé€ se VI(2.15) déna

u
g="x . VI(5.22)

\

Mezi energii U= [u dV a hybnosti G=[g dV rovinné monochromatické viny
tedy plati vztah

U=cG. VII(5.23)
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Pro relativistickou &astici s klidovou hmotnosti mo je hybnost p = mov(1—v?/
/c¢?)™"* a energie €= moc*(1— v2/¢?)™2, odkud plyne €>=(moc®)*+cp*. .Pro/
tastice s klidovou hmotnosti mo=0 je €=cp. V monochromatické rovinné
elektromagnetické viné je tedy vztah mezi energii a hybnosti stejny jako u dstic
s nulovou klidovou hmotnosti. V &l. X.7 tuto analogii mezi elektromagnetickym
polem a soustavou ¢astic déle rozvineme a dime ji velice elegantni formu.

Poznimka: V homogennim a izotropnim prostiedi je frekvence w funkci pouze
absolutni hodnoty k = |k|. Vektor grupové rychlosti (viz €. VIL7)

Jw ow
== == VII(5.24
W=3x- Y= (5.24)

upravime pomoci vztahu (36/3k) = (9w/3k)(9k/ak:). Jelikoz k= ki + k3 + k3, je
(3k/3k) = (ki/k), a tudiz

dw
=7 VII(5.25
W=3k * - VI(-25)
v izdtropm’m prostfedi jsou vektory grupové rychlosti vinového vektoru a Poyntin-
gova vektoru paralelni.

VIL6 Polarizace elektromagnetické viny.
Tenzor polarizace

Viimnéme si podrobnéj§i otizky sméru pole rovinné elektromagnetické viny.
Vektory Eo, Bo vystupujici v komplexni notaci

E= Eo ei(k:—mr), B — Bo Ci(k;—fm)

jsou obecné komplexnimi vektory. .

Kvadrit E3 (a obdobné B3) bude tedy obecné opét komplexnim ¢islem. Je-li
argument tohoto komplexniho &isla roven —2a, tj. je-li E%=|Eo|* exp (—2ia), pak
vektor € definovany vztahem

E;=€e7° VII(6.1)
bude mit realny kvadrat
' & =|Eo|. VII(6.2)
ZapiSeme proto explicitné
E =Re {§ '~} VII(6.3)

a zavedeme redlné vektory €,, €, vztahem {
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Jeliko? &%= &%+ &3 +2i €,&, ma byt redlnym &islem, vektory €,, €, musi byt
navzdjem kolmé

€6, =0 VII(6.5)
i kolmé ke sméru Sifeni
» xC =2E,=0. VII(6.6)
Ze vztahii VII(6.3) a VII(6.4) ziskime vyjidfeni ,
E=C cos(kl—wt—a)—E,sin(k{ —wt—a) VII6.7)
a pak pomoci VII(5.16) obdobny vztah pro vektor B
B =b, cos(kt — wt— a) — b, sin(k{ — wt — a), VII(6.8)
kde :
b, = (eu)"[x, €], b,=(en)"*[x, €,]. VII(6.9)

Vektory &, &,, » tvoii pravotoéivou ortogondlni bazi.
Promitneme VII(6.7) do sméru €,, &, a dostaneme

E, =&, cos (ki — wt— a),
E.=—G€,sin(ki - wt — a).

Odtud plyne, ze v kazdém bodé a v kazdém &ase vektor E vyhovuje rovnici
(%1—:[@1', g2=|@2l) E% E%

F

VII(6.10)

1. VII(6.11)

Vektor E tedy rotuje v roviné kolmé ke sméru Sifeni viny, pficemz jeho konec
opisuje elipsu. Takova vina se nazyva elipticky polarizovanou vinou.

Je-li & =%,, pak vektor E opisuje kruznici konstantniho poloméru, v tom
piipadé mluvime o kruhové polarizované viné.

Nakonec, je-li jedna z veli¢in €;, &, rovna nule, pak pole viny je vzdy a ve viech
mistech paralelni (resp. antiparalelni) jednorau sméru, coz odpovid4 linedrné
polarizované viné.

Nepolarizované viné odpovida Gplna ekvivalentnost v§ech smérd v roviné kolmé -

ke sméru Sifeni x. _

V fadé piipadi (zejména v optické oblasti) mame do Cinéni se zdfenim fady
nezavislych zdrojt. Takové viny nebudou pfesné monochromatické a budou pouze
CasteCné polarizované.

Je-li fdzovy rozdil vin emitovanych riznymi zdroji stdly, mluvime o koherentnim
zéfeni, pii chaotickém rozdéleni fizovych rozdili mluvime o nekoherentnim
zéfeni. '

Piipady monochromatickych vin dpIné nebo &asteéné polarizovanych miZeme
jednotné popsat pomoci tenzoru polarizace.
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Intenzitu zafeni budeme charakterizovat tenzorem
L= (EOiEﬁk )s VII(6.12)

kde symbol () (?znaéuje jak stiedovani podle &asu, tak i sttedovani pies soubor
nezavislych zdroji (statistické sttedovani). Indexy i, k=1, 2 charakterizuji dva
zékladni sméry v roviné (x, y) kolmé k vektoru k.
Tenzor I je evidentné hermiteovsky (samosdruZeny), tj.
Ie =I%.. VH(6 13)

Tento tenzor md pouze redlné vlastni hodnoty. Celkovou 1ntenzxtu I vyjadiime
vztahem

I=1Iy+ In=(E.E}). VII(6.14)

Abychom vyloutili tuto veliinu, zavedeme tenzor polarizace
I _
Ou =7"= ot VII(6.15)

Tento tenzor je hermiteovsky, j'eho diagondlni komponenty i1 a @2, jsou redlné,
pfi¢emzZ 01, + 022 = 1. Odtud plyne, e tenzor Ou se da vyjadiit pomoci tif redlnych

parametrii. Dfive neZ pfejdeme k tomuto obecnému vyjadfeni, v§imnéme si dvou
specidlnich pfipadi.

Pfi dplné polarizaci je E,= konst, takze znak stredovam v VII(6.12) lze
vynechat

In = EoE §. "VII(6.16)

Komponenty tenzoru I se tedy daji vyjadfit pomoci soudinii komponent konstant-
niho vektoru. V tom pfipadé je determinant z komponent g roven nule

det (Qik) = 011022 — 012021 = 0. VII(6.17)

V pfipadé nepolarizovaného neboli piirozeného svétla (vInéni) jsou viechny

smery v rovin€ (x, y) zcela ekvivalentni, proto gy = Cx. S ohledem na normovaci
podminku @i;+ @22 =1 musi byt

Oi = 5 Ou, VII(6.18)
a tudiz

det(g,-k =3

V ptipadé€ libovolné polarizace je O<det(g.k)\4 ; misto toho zavedeme stupeii
polarizace P vztahem :

P?=1-—4 det{gu). VII(6.19)
Stupeti polarizace je v intervalu
0=<P=<l1. VII(6.20)
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V obecném piipadé méZeme tenzor gu vyjadfit pomoci dvou vzijemné kolmych
komplexnich vektori e, e® normovanych vztahem

eVe®=4,. VII(6.21)
Hiavni hodnoty A1, A, jsou feSenim rovnic A
Qlkek Aex, VII(6.22')
tj.
det (Qik - A.a.'k) =0. VII(623)

Hledany rozvoj se da vyjadiit rovnici
O = AMePef* + hrePe@*. VII(6.23)
Snadno se presvédéime, ze guef = Aiel, guel® = A.ef® ve shodé s VII(6.22).
Tenzor gx mé komponenty g11 a @z redlné a nezaporné, piiCemz 011+ 02 =1.

Tomu vyhovime volbou @1=3(1+&), 02=3(1—§). Jelikoz ¢u=pt=
1(&:1+1&,), vyjadiime gx ve formé matice

1+§3, El—i§2 ’ ‘
o <§1+1§2, 1_53)~ | | VII(6.24)

Realnd &isla & leZici v intervalu (=1, +1) se nazyvaji Stokesovymi parametry.
Hermiteovskou matici VII(6.24) miiZeme ocividnym zpisobem vyjadfit jako
linedrni kombinaci ¢tyf hermiteovskych matic

_'1,0 _0,1 _O,-—i _1’ 0
1—(0’ 1), 01—(1, 0), 02—(i, 0), 03—(0’ _1). VII(6.25)

Tento rozvoj mé tvar
0= %(1 +Eo+ &0+ 530'3). VH(6.26)

Matice 031, 02, 05 jsou stejné jako zndmé Pauliovy matice pii popisu polofiselného
spinu v kvantové mechanice. MiiZeme ddle zavést vektor & o slozkdch &, &, &; a
,,maticovy vektor e o slozkich o1, 0,2, 03, €imZ VII(6.26) zapiSeme ve tvaru

=1(1 + &o). VII(6.27)

Pouzijeme-li v VII(6.19) vyjddfeni (6.24), ziskdme pro stupefi polarizace
jednoduchy vztah ‘

BB =g VII(6.28)

Nepolarizovanému svétlu odpovida & =&, =& =0, pfipad §=§.=0, §&==1
odpovida tiplné linedrni polarizaci podél osy 1, resp. 2. Parametr &; charakterizuje
linedrni polarizace ve smérech svirajicich s osou 1 ihel nt/4, parametrem &, se

* charakterizuje kruhova polarizace.
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VIL.7 Vlnovy svazek. Grupova rychlost

Doposud jsme se zabyvali rovinnou monochromatickou vinou charakterizovanou
vinovym vektorem k a frekvenci . Reélné viny jsou vSak zpravidla superpozici
takovych vin v uréitém vinovém pdsmu. Rovinnd monochromatickd vina je obecné
nenulovd v celém prostoru a ve viech Zasech. VétSinou se vSak setkdvime
s pfipadem, kdy viny jsou lokalizovany v uréité &dsti prostoru, popf. maji jistou
koneénou dobu trvani. Takové viny mizeme vyjadfit jako superpozici rovinnych
monochromatickych vin.

Pro jednoduchost zdpisu budeme uvazovat jednorozmérny pfipad vinové rovnice

Py 1 %y

ax® w?or

Partikuldrni feSeni této rovnice vezmeme ve tvaru exp [i(kx — wt)], kde k= w/w.
Jelikoz w= w(w), bude disperze

o = w(k). VII(7.1)
S ohledem na linearitu vlnové rovnice zapiSeme jeji feSeni ve tvaru
Cp(x, 0= a(k) é® dk., | VIK7.2)

Jsou-li zaddny amplitudy a(k) individudlnich monochromatickych rovinnych vin,
pak pii dané disperzi o = w(k) se vypolet 9 redukuje na integraci. Pro konkrét-

nost budeme pfedpokladat, ze vina y je superpozici vin, jejichz vlnolty leZi

v dzkém intervalu
ko— Ak<k<ko+ Ak VII(7.3)

a 7e amplitudy a(k) se v daném intervalu jen nepatrn€ méni, popf. jsou konstantni,
takze Ize polozit

a(k)=a(ko).

V takovém piipadé se jednd o vypolet integrélu

VII(7.4)

ko+Ak

Y(x, t)=a(ko) exp [i(kx — wt)] dk. VII(7.5)

ko—Ak
Pii nepfili§ silné zavislosti w(k) lze poloZit
Pro derivaci (3w/3k)o zavedeme oznadeni (index nula vynechdme)

W= W(k)sg%’ . VII(7.6)
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Argument v integrandu VII(7.5) upravime
kx — ot = kox — wot + (k — ko)(x — Wt).

Vznikly integrél [ exp [i(k — ko)(x — Wt)] dk se vypolte elementdrné. Po provede-
ni jednoduchych vypocti dospéjeme k rovnici

w(x, t)=A(x, t) exp [i(kox — wot)], VII(7.7)
kde vysledna amplituda vinového svazku
A(x, )=A(x — Wt) =2a(ko) 22 [(’; __“‘;,’t) Ak] VII(7.8)

Vysledkem superpozice VII(7.5) je tedy rovinnd monochromatickd vina
exp [i(kox — wot)] s amplitudou A(x, t) zdvislou na soufadnicich a na Case pro-
stfednictvim argumentu x — Wt. v

Mista stejné amplitudy svazku (grupy) vln odpovidaji stejnym hodnotdm argu-
mentu x — Wt = xo — Wto. Mista x stejné amplitudy se tedy v prostoru §ifi rychlosti
W = (3w/3k), proto se W nazyvd grupovou rychlosti. (UZivd se téz nédzvu
skupinovd nebo svazkova rychlost.)

Amplituda. A(x, t) je maximalni pfi x — Wr=0. Argument [x— Wt| se d4
pfepsat jako Ax, tj. '

|x = Wt| = |x — Xmax] = Ax. VII(7.9)

Ponévadz maxima |A(x, t)| jsou klesajici funkci argumentu x — Wt, amplituda

- A(x, t) bude (v daném case) prakticky nenulovd pouze v prostorové oblasti Ax,

pro niz plati

Ax-Ak=1. VII(7.10)

Cim bude pasmo Ak §ir$i, tim bude prostérovd lokalizace viny pfesnéjsi,
a naopak s klesajici $ifkou pasma roste prostorova rozlehost vinového signalu.

Vztah mezi faizovou (w) a grupovou (W) rychlosti vin najdeme derivovdnim
vztahu ck = woN(w) podle w. Vysledkem je vztah

1 1 wdN .
Tt VII(7.11)
Index lomu je neklesajici funkci frekvence (dN/dw) = 0 (viz pf. VIIL.14), proto je

w<w. VII(7.12)

V prostiedi bez disperze jsou obé rychlosti stejné.

Podobnym zplisobem miiZzeme studovat i ¢asovou zavislost viny v zavislosti na
Sifce spektrdlniho pdsma Aw. Rovinnd monochromatickd vina mé viude stejnou
amplitudu. V obecném pitipadé je vSak amplituda funkci fasu. (Prostorovou
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zavislost zde nebudeme vypisovat.) Je-li w, stfedni frekvence, pak vinu zapiSeme
ve tvaru Yo(?) exp (—iwot)=f(t). Tuto funkci rozloZime pomoci Fourierova inte-
gralu

f(t)=515 f fo €7 dw, VII(7.13)

z néhoZ plynou pro Fourierovy korhponenty fo vyjadfeni

fo= I_ww(;(t) exp [i(@ — wo)t] dr. CVINT.14)

Kdyby bylo (t) konstantni ve viech casech, pak by bylo f,, =0 pfi viech ®# wo,
jelikoz exp [i(w — wo)t] je periodickou funkei, jejiz sttedni hodnota je rovna nule.
Ma-li byt f,#0, je tfeba, aby se o(t) znatelné ménilo na dasovém intervalu At
t4dové 1/|w — wo|. Postupem stejnym jako pti odvozovéni VII(7.10) dospéjeme
k relaci mezi $itkou spektra Aw=|w — wo| a dobou At, béhem niZ se amplituda
viny (v daném misté) znatelné méni.
Tento vztah zni i
' Aw-At=1. VII(7.15)

VII.8 Sférickd a cylindrickéd vina

Pfi analyze feSeni vinové rovnice VII(4.5) jsme uzivali kartézskych soufadnic.

Casto je vyhodné piejit-(v zdvislosti na symetrii problému) k jinym soufadnicim.
Vysvétlime piislusny postup v piipad€ sférickych soufadnic r, &, @, v nichz

179 3 ) 1 3 (. 3 1 2
2 _ 1.2 2 _7 — —— e ———
vi= r? [ar (r ar +_sim9 ¢ (sm19 819) t S o aqu] )
Budeme se zabyvat pfipadem, kdy feSeni y(r, &, @, t) nezavisi na sférickych
tthlech 4, @, tj. ' v '
Y=R(r, t). VII(8.1)

Po dosazeni do VII(4.5) dostaneme pro R(r, t) rovnici

13 ,8R]_1&R_ '
2 ar [’ ar] wiar O VII8.2)
kterou Ize substituci
R(r, ©) =% 2(r, ) VII(8.3)

prevést na tvar
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| 32 i =0 VII(8.4)
To je vinova rovnice pro jednorozmérny pfipad typu VII(4.1), proto feSeni

VII(8.4) je

x(r, )= f(r—wt)+ g(r + wt),
a tudiz

1
R(r, t)=7[f(r—wt)+ g(r+wt)}. VII(8.5)
Dalsi postup je podbbn)" jako v piipadé rovinné viny, proto provedeme vyklad
pouze velmi stru¢né.  Pro harmonickou zéavislost
f(r __ Wt) — RO eik(r—wt) - RO ei(kr—wn:)

bude (klademe g =0)
R(r, )= %9 gitlr-an, VII(8.6)

Mista stejné faze jsou koncentrické koule, jejichZ polomér roste s rychlosti
w = w/k. Amplituda této sférické viny je nepiimo imérna vzdélenosti r, takZe | R[>
je nepfimo amérné povrchu koule.

V ptipadé obecné&jiich zavislosti nez VII(8.1) je tfeba poloZit

y(r, 8, @, t)=R(r, ) Yiu(¥, @),- VII(8.7)

kde Y. jsou sférické funkce (viz dodatek V). Postup je v principu stejny, 1 kdyz
ponékud komplikovanéj§i. S nékterymi zvldStnostmi se seznamime na jinych
mistech. :

Zde si viimneme monochromatické sférické viny, kterou vyjadiime zdvislosti

w(r, 8, @, 1)=R(r)Yiu(9, @) e VII(8.8)

Po dosazeni tohoto vyjadfeni do vinové rovnice VII(4.5) dostaneme pro radidlni
funkci R(r) rovnici :

17d (,dR ‘
= [&7 (r2 5) — 11+ l)R] +Kk*R =0. ' VII(8.9)
Pti dpravich jsme uzili vztahu (viz dodatek V)
1 8 /. .0y 1 @
[———sin a5 <s1n19 éﬁ) e Er 1)] Y, =0.

Substituci : .
R(r)=r""u(r) VII(8.10)
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prevedeme VII(8.9) na Besselovu rovnici (viz dodatek VI)

2 1)?
%%%Jr[sz(lt;) ] u(r)=0, VII(8.11)

jejimZ feSenim je cylindrickd funkce Zi.u/2(kr), tj.
u(r) = CZ,+(1/2,(kr).

Volba této cylindrické funkce zdvisi na okrajovych podminkach dané dlohy.
Z diavodt, které budou ziejmé z dalS§iho vykladu, zvolime Hankelovu funkci
H{¥Yq.), takZe bude

Y(r, &, @, t)= C(kr) 2HZum(kr) Yim (9, @) e VII(8.12)

Pro kr>1, tj. r> A, lIze uZit asymptotického rozvoje (viz dodatek VI)

172 '
m0=(2)" oo i (5],

Y(r, 8, @, )=C(kr)™ e* Y, (8, ¢). VII(8.13)

coz da

Asymptotické feSeni pfedstavuje rozbihavou sférickou vinu. To byl diivod pro
volbu Hankelovy funkce v feSeni VII(8.11). Uhlové rozdéleni pole je uréeno
sférickymi funkcemi Y;.(®, @), dhlové rozdéleni intenzity |y|* bude ddno fakto-
rem |Yim (%, @)I.

Zdroji elektromagnetického pole jsou zpravidla elektrické proudy tekouci ve
vodicich kruhového prifezu. V takovém piipadé je vyhodné prejit k cylindrickym
soufadnicim r, @, z, v nichZ Laplacedv operdtor je

13 a> 18, o
2 _ - > _— —— e [
V= (’ar +r28q)2+822'

Budeme pfedpokladat, Ze feSeni vinové rovnice ma osovou symetrii, tj. nezdvisi
na @. Pro monochromatickou vinu poloZime

w(r, @, 2, = Q(r, 7) ™. VII(8.14)
Z vinové rovnice VII(4.5) pak plyne

¥Q,13Q,3Q, . _,

ar 7 ar +812+k Q=0.

Reseni této rovnice budeme hledat metodou separace proménnych, tj. poloZime

Q(r, 2)=v(Nu(z).
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Po jedno'duch)"ch Gpravich dospéjeme k rovnici

Ld, 1dv, o 1

=t .
vdr® rudr u dz*

Leva strana zdvisi pouze na r, pravd pouze na z, proto obé€ strany musi byti rovny
stejné konstanté. Oznadime-li tuto konstantu q°, pak mdme rovnici

2

—Z‘-‘+'qzu=0, VII(8.15)

I, tpv= 0, VII(8.16)

kde
p’=k*—q>. VII(8.17)

Rovnice VII(8.15) mé partikuldrni feSeni exp (-f_-iZz). Resenim rovnice
VII(8.16) jsou cylindrické funkce nultého fadu Zo(pr), tj.

v(r) = CZo(pr).

Monochromatickou cylindrickou vlnu lze reprezentovat zavislosti

Y(r, z, )= CZo(pr) gilez—en, VII(8.18)
Zvolime-li Zo(pr)=H{"’(pr), pak pro |pr|>1 bude
Y(r, z, )= C(pr) ? e!®r+az=en, VII(8.19)
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KAPITOLA VIII Sifeni

elektromagnetickj’mh vin

VIII.1 Odraz a lom na dielektrickém rozhrani.
Fresnelovy yzorce

Dopadajlcx vlna se na rozhrani Casteéné odréZi a &isteéné pronikd do druhého
prostiedi. Z hrani¢nich podminek pro vektory elektromagnetického pole na
rozhrani dostaneme zndmé optické zdkony pro odraz a lom. Tim se ziskd silny
argument ve prospéch elektromagnetické teorie svétla.

Nejdfive se budeme zabyvat elektromagnetickou vlnou dopadajici z dielektric-
kého prostiedi (&1, p1, w1) na rovinné, rovnéz dielektrické rozhrani (&2, p, W2).

Obé& prostiedi budeme poklddat za homogenni, izotropni, nevodivé a bez
volnych naboji. Jak vime z pfedeslé kapitoly, soustavé Maxwellovych rovnic

divE=0, divB=0, VIII(1.1)
)] JE
rotE + Y =0, rotH—sE, VIII(1.2)
vyhovuji fefeni ve tvaru rovinnych monochromatickych vin
o | E = E, exp [i(kr — wt)], VIII(1.3)
1
=—-1k, E]. VIII(1.4
o [k E] (14)
Odrazenou vinu popiéeme vektory E’, H’', k' a frekvenci o', takze
E'=Ejexp[i(k'r—w't)], VIII(1.3%)
1
H =——|[Kk', E’]. 4
w’m[ , E'] VIII(1.4")
Ve druhém prostfedi (vlna lomend) bude
E'=Ejexp [i(k'r— 0"t)], VIII(1.3")

1
HII= " (4 . ) N "
o, K E'] VIII(1.4")

Spojitost teénych komponent vektoru E a H vyjadiuji rovnice (viz ¢l. 1.13)

nx[E+E'l=nxE’

nx[H+H']l=nxH". VII(1.5)

. |
Po dosazeni za E, E', E", H, H', H" se pfesvéd¢ime, Ze fizové faktory\véech tfi vin
musi byt na rozhrani stejné ve vSech casech a ve viech mistech rovmneho rozhram
Musi tedy platit \

o=o"=0, » .  VII(1.6)
Kr=Kr=kr. " VII(1.7)

Rovnice VIII(1.6) vyjadiuje tu skutecnost, Ze odraz a lom na rozhram probiha
beze zmény frekvence.

Ze vztahtt VIII(1.7) plyne, ze vSechny tfi vinové vektory k, k', kK" lezi v jedné
roviné (jsou komplandrni). Rovinu vytvofenou vektorem Kk dopadajici viny
a normélovym vektorem rozhrani nazgvdme rovinou dopadu. Vektory k' a k" tedy
le?i v roviné dopadu (viz obr. VIIL.1). -

,,\k\ oo
b V4

€22 "

Obr. VIIL1. Vinové vektory pii odrazu a lomu na rovinném rozhrani

Potatek soufadnicové soustavy polozime do roviny rozhrani, kterd je pak
popsana rovnici

nr=0. ' ‘ VIII(1.8)
Jednotkovy vektor n zvolime v kladném sméru osy z; rovinné rozhrani je rovina |
(x, ¥), tj. rovina :
z=0. VIII(1.8")
Jelikoz v prostiedi 1 je wi=w;, je také k=(w/w1), k' =(w'/wi)= (w/w1), tj.
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absolutni hodnoty vektort k a k' jsou stejné

k'=k. VIII(1.9)
Pro lomenou vlnu je k"= (w”/wz)=(a)/w2)=(a)/W1)(w1/w2), tj.
K_w VIII(1.10)
k Wy

Zavedeme indexy lomu obou prostfedi N;=[ePu{]"?, Ny=[Pu’]"?, tazové
rychlosti budou wy=c¢/N1, wo=c¢/N,. Rovnice VIII(1.10) pak bude

K _wi_No_ VII(1.10°
' . k w2 ,Nl N21 , . II( )

Podil fizovych rychlosti elektromagnétické viny v prostfedi 1 a 2 je roven
obracenému poméru absolutnich indexti lomu. Podil N>/N; je relativni index lomu
obou prostiedi. Z definice je zfejmé, Ze

. N 12N21 = 1

Zatim jsme vyuzili pouze rovnost frekvenci VIII(1.6). Uvézime-li volbu
VIII(1.8"), pak z VIII(1.7) plynou vztahy

xk, + yk, = xki+ yk,=xk%+ yk;.
Jelikoz tyto podminky musi platit v libovolném bodé (x, y) rozhrani, vyzaduje to
rovnost koeficientii-u stejnych proménnych
ki=ki=k., ky=ky=k,. VIII(1.11)
Tyto rovnice vyjadtuji spojitost x-ovych a y-ovych komponent vektort k, k', k.
Rovina dopadu necht je rovina (x, z). Z podminky k.= k. po dosazeni k:=
k'sin®', k, =k sin? a uvdZeni podminky VIII(1.9) plyne
9 =9. VIII(1.12)

Odrazena vina lezi v roviné dopadu, pfiéem? iihel odrazu je roven iihlu dopadu.
Ze vztahu kY=k, dostaneme obdobnym postupem k”sind"=k sin, coZ
s ohledem na VIII(1.10') d4 Snelldv zdkon lomu

=2=N,. VIII(1.13)
1
Nyni najdeme vztah mezi z-ovymi komponentami vektort k, k', k". Jelikoz

ki=k., ky=k,, k'=|k'|=k=|k|, absolutni hodnota z-ové slozky se neméni.
S ohledem na orientaci vektord k a k’ bude

ki=—k=—k cos19=—N1%cosﬂ. _ VIII(1.14)
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Pro vinu lomenou bude
n n " w "
ki=k" cos? =N2-Ecos19 .
Uhellomu 9" vyloudime pomoci Snellova zakona VIII(1.14), &im? ziskdme vztah
k'=N, % (N3, —sin? 9)". VIII(1.15)
Pro vétdinu prithlednych prostfedi je magnetickd permeabilita y jen nepatrné
odli$na od permeability vakua po, proto lze polozit
N — [s(r)u(r)]I/Z o= [e(r)]I/Z.

Porovnanim fazovych faktori v podminkach VIII(1.5) jsme ziskali vztahy mezi
frekvencemi vin a vztahy mezi ihly dopadu, odrazu a lomu. Nyni pfejdeme ke
vztahim mezi amplitudami téchto vin, coZ nam poskytne informace o intenzité
odrazené a lomené viny.

Budeme rozliSovat dva piipady: ¥

1. Elektrické pole E je kolmé k roviné dopadu. V takovém pfipad€ jsou viechny
elektrické vektory E, E’, E” rovnobézné s rovinami rozhrani, takZe -plati (spojitost
E,=E)

Eo+ E4=EL. VIII(1.16)

Spojitost tecnych komponent vektoru H se redukuje na spojitost x-ovych kompo-
nent. Z VIII(1.4) pak plyne

H,= ———iE,
W1

Polozime-li p, = u,= o, pak z podminky plyne
k.Eo+ k;E¢= k?E,.
V odrazené vin€ je k;=—k,, ¢imZ mame druhou hraniéni podminku
k.(Eo— Eb) = k.Ep. VIII(1.17)

Resenim rovnic VIII(1.16) a VIII(1.17) ziskime vztah mezi amplitudami

r_ kz — k,z,

Ei=1 7 Bo C VII(1.18)
w_ 2k
K E. VIII(1.19)

Dosadime k. = (N:w/c) cos &, k7= (N,w/c) cos #" a po jednoduché tpravé, pfi niz
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uZijeme Snellova zékona, dostaneme

sin (8" — 8)

, _sm(v —vU) VII(1.20

Eo sin (9" + 9) Eo, 11(1.20)
2 cos? sind’

" _ v g VII(1.21
sin(9"+9) ° (1:21)

Koeficient odrazu R pfedstavuje podil Easové stiedniho odrazeného energetic-
kého toku a casové stiedniho toku dopadajici energie. V daném piipadé (pole E
kolmé na rovinu dopadu) oznaéime tento koeficient R.; z VIII(1.20) plyne

Ei|? _sin’(8"—9)

Loy AV /) I .22
Eof sin®(#"+ %) ViI(-22)

RJ_=

2. Elektrické pole E leZi v roviné dopadu. V tomto piipadé je vyhodné provést
vypocet magnetického pole H, jeZ lezi v roving kolmé k roviné dopadu, tj. H je
paralelni s rovinou rozhrani. Obdobny vypoket jako v prvnim piipadé nam
poskytne vztahy

Hi= N3k, — Nik}
" Nk, + Nik!

2Nk,

H, VIII(1.23)

- VIII(1.24
9~ Nk, + N3k Ho, (1.24)
popf. '
,_tg(8—-9") VIII(1.25
HO—tg(ﬂ_}_ﬁ”)HOr ( . )
sin 29

"

Hi= sin (¢ + ") cos (8§ — 9")

Ho. VIII(1.26)

Koeficient odrazu se vypoéte ze vztahu

| Ha?_tg? (8 —19") '
" Ho| g8+ 9’ VHI(-27)
cos’ (9 +49") o
=—" K. .2
R~ ) R VIII(1.28)

Koeficienty odrazu R, a R; se vyznacuji nésledujici symetrii: pfi vzajemné
zdmén& Ghiu dopadu ¢ a dhlu lomu 4" se vyrazy R, a Ry neméni. (Ze vzorch
VII(1.20) a VIII(1.26) viak plyne, Ze faze viny se pfi tom méni o x.) To znamens,
7e koeficient odrazu viny dopadajici z prostiedi 1 pod Ghlem & je roven koeficientu
odrazu viny dopadajici z prostiedi 2 pod thlem 4"

Vzorce VIII(1.22) a VIII(1.27) odvodil A. FresneL (1831) jesté pomoci tzv.
éterové teorie svétla, proto se nazyvaji Fresnelovymi vzorci. Odvozeni pomoci
elektromagnetické teorie svétla podal H. A. Lorentz (1875) ve své disertaci.
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Zajimavy jev nastdva pfi odrazu viny dopadajici pod dhlem ¢ = #s=mn/2 —§".
Ponévadz ¢’ =& je také 4"+ 9' =n/2, tj. odrazend a lomend vina jsou navzijem
kolmé. Dosadime-li sin®"=cos ¥ do Snellova zdkona, pak pro ¥s plati vztah

tg ¥ = Nax. VIII(1.29)

Jelikoz tg (¢ + #") = o, je koeficient odrazu Ry roven nule. Libovolné polarizovana
elektromagneticka vina dopadajici pod fthlem #s bude po odrazu polarizovana tak,
e jeji elektrickd intenzita E’ bude kolma k rovin€ dopadu. Z toho dtavodu se s
nazyvd uhlem dplné polarizace nebo — na pocest objevitele — Brewsterovym
tihlem.

Je-li N.>N,, tikdme, Ze prostiedi 2 je opticky hustsi; v opadném piipadé
(N2< N:) mluvime o prostfedi 2 jako o prostfedi opticky fid$im.

Budeme vySetfovat piipad odrazu na opticky fid§im prostfedi (N><N;), kdy
tihel lomu #"=mn/2. Lomend vlna se §ifi paralelné s rozhranim. Oba koeficienty
odrazu R; a Ry jsou v tomto ptipadé rovny jedné

Ri=Ry=1, (9"=n/2). . VII(1.30)

Ze zdkona lomu pak plyne, Ze tato situace nastdva pfi tihlu dopadu 9x uréeném
rovnici

sindz = Ny < 1. VIII(1.31)
S ohledem na VIII(1.30) se dhel ¥ nazyva dhlem tplného odrazu neboli ithlem

* totalni reflexe.

Snadno se pfesv€dlime, Ze plny odraz nastdva také pfi ghlech dopadu ¢ > 9.
Vztah VIII(1.18) snadno upravime na tvar

cos & — (N3, — sin® §)"2

o= os o+ (N& —sin?8)72 VIII(1.32)

Pii dhlech &> U= je vyraz pod odmocninou zaporny, proto

cos @ —i (sin®> § — N3, )"
cos# +i (sin®> & — N3,)2

E(’)= Eo.

Zlomek piedstavuje vyraz typu (a — bi)/(a+ bi), jehoz modul je roven jedné,
a tedy |Es|* = |Eof*, takZe R, =1. Obdobné sa piesvédéime, ze pfi &> 9= je také
R” =1,

Snadno najdeme také zménu fize p¥i Gplném odrazu. ZapiSeme-li
Ej, = Eoy exp (—iA.), Eg = Eoj exp (—iAy),
pak pro faze plati

29 N%I)I/Z

tg(A,) =0 , VIII(1.33
cost ‘ ,
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LAY = (sin® & — N3,)'"?
gGA) =" ose VIII(1.34)

Uplny odraz je doprovdzen zménou faze viny, p¥i¢em? tento fdzovy posuv je
réizny pro pole rovnob&iné a kolmé k roviné dopadu. Pro fazovy rozdil
A=A~ A
po jednoduchych trigonometrickych tpravich dostaneme vzorec

cos &
1g(GA)= sin® &

(sin® & — N3)".

Tento fazovy rozdil je roven nule pouze pfi Ghlech dopadu 19=. Or a #=m/2.

VIIL.2 Odraz na kovech

“Ve voditich piibude v rovnici VII(4.16) ¢len yE od vodivého proudu, takZe bude

3H oD
[x, a—c]—yE+—a—t. VII(2.1)

Po vynasobeni skaldrné vektorem x dostaneme

x (Y a) D=0. VII(2.2) |

._+_._
e Ot

Tato rovnice spolu s VII(4.13) ukazuje, Ze podéIné komponenty vektorii E a D
nezavisi na &= xr. Casové zévislost plyne z rovnice VIII(2.2), tj. (Ex)~exp(—t/
/1), kde T = ¢/y je relaxacni doba. Toto podéIné elektrické pole ve vodicich velmi
rychle vymizi, takZe po uplynuti relaxaéni doby zbyde pouze transverzalni pole E.
Casové proménni slozka magnetického pole B je vidy transverzélni (viz ¢l. VIL.4).

Budeme pfedpoklidat harmonickou ¢asovou zdvislost exp (— wt). V telegrafni
rovnici VII(3.1) uzijeme V>=8%/3(?, ¢imZ dostaneme

2
%-C% K’E=0, VIII(2.3)
kde
| o |
K=a+if=k (1+%)1f, VII(2.4)
k = w(eu)". VIII(2.5)

Budeme predpokladat, Ze € i p jsou redlné. Pro redlnou (a) a imagindrni Cast
komplexniho ¢isla K dostaneme ‘
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Ca=2-17k {1 + [1 + (ZU";)Z]”}"'Z,
p=27i{~1+[1+ (l)z]m}m
wE )

Pole E a B jsou . ;
E=E,e " ), VIII(2.6)

=% (a +iB)[k, El, VII(2.7)

kde vektor k m4 smér osy { a jeho absolutni hodnota je uréena vztahem VIII(2.5).

Z rovnice VIII(2.6) a VIII(2.7) je vidét, Ze vodivost prostiedi ptivadi ke dvéma
vyznamnym odchylkdm ve srovnani s polem v nevodivém prostiedi:

1. Viny jsou tlumené, klesaji s hloubkou ¢.

2. Faze elektrického a magnetického pole jsou rizné.

Odraz na kovové hranici lze vyjadfit Fresnelovymi vzorci, pfiCemz nutno vzit
v tivahu, 7e nékteré z veliéin v téchto vzorcich jsou komplexni. Obecné vzorce jsou
véak slozité a mélo piehledné, proto se obritime k limitnimu pfipadu -

w
78 <. VIII(2.8)
V tomto piipadé je
1+i
K=—%", VIII(2.9)

kde
6 — (L) 1/2
YU

je zndma ném jiz hloubka priiniku (viz €. V.1). Pfedpokladejme, Ze rovinnd vina
§ifici se v dielektriku ve sméru £ dopadad kolmo na povrch vodice. Pole ve vodici
jsou ‘

E'=Eje % exp [i (g— wt)] ,

H'=Hi e exp [i (3 - 0t) | = (140 (55) T £

Vzdélenost £ se odedita od rozhrani. Pti vypoétu koeficientu odrazu R od vodivého
povrchu zapiSeme odraZenou vinu

Er — EC’l ei(kt—wr)

161



Ze spojitosti vektortt E a H na rozhrani pak (po provedeni obdobnych tiprav jako
v &l VIIL1) dostaneme :

R= VIII(2.10)

E

! 1/2
EI ~1- 2(2“’8)/, ;
v

coz se jen nepatrné 1i§i od jedni¢ky. To je pochopitelné s ohledem na skinovy jev,
ktery zabrafuje priniku viny do vodife. Odvozeni vztahu VIII(2.10) pifenechdva-
me Ctendfi ve formé cviceni.

Mal4 hodnota priinikové hloubky & vede k tomu, Ze normélové derivace slozek
pole tésné pod povrchem znaéné pfevyfuji derivace tangencidlni. Budeme dile
pfedpoklddat, Ze 6 je velmi malé vzhledem k polomérim kiivosti povrchu kovu.
Za téchto okolnosti miZzeme pole uvnitf kovu pfiblizné€ povaZovat za pole rovinné
vlny, v niZ jsou tangencidlni slozky E., H: spojeny vztahem

_ E 1/2
Et_(e) (H, nl,

kde n je jednotkovy vektor normaly k povrchu kovu (orientovany dovnitf kovu).
Jelikoz te¢né slozky E,, H. jsou spojité, budou vztahem VIII(2.11) spojeny i slozky
E., H. vné kovu. Elektromagnetické pole vné kovu lze tedy pocitat bez feSeni pole
uvnitt vodie; pfitomnost vodide se zapoéte Leontoviovou hraniéni podminkou
VIII(2.10) na rozhrani vodi¢e (M. A. Leontovic, 1948).
Charakteristicka veli€ina
g - < E)I/Z
£

je tzv. povrchovd impedance. Pfi nepfili§ vysokych frekvencich lze permitivitu
¢(w) svdzat s mérnou vodivosti staciondrniho proudu. Pro monochromatickou vinu
je rotH = ~iwE. Funkci ¢(w) definujeme tak, aby rovnice rot H = —iweE pteché-
zela v rovnici rot H = yE pro pole stacionarniho proudu. Odtud plyne

VIII(2.11)

VIII(2.12)

e(w)=i—(%. : VIII(2.13)
Takto definovan4 funkce £(w) mé v bodé w =0 pél, jehoz reziduum je rovno iy.

Pro Spatné vodi€e lze uzit vyjadieni e(w)=¢(0)+iy/o.

VIIL.3 VIny v nehomogennim prostfedi

Doposud jsme se zabyvali elektromagnetickymi vlnami v homogennim (a izotrop-
nim) prostfedi, v némZ jsou elektromagnetické parametry konstantni. V pfipadé
rozhrani dvou takovych prostfedi dochéazi k odrazu a lomu vin na tomto rozhrani.
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V redlnych podminkach (napi. pfi Sifeni elektromagnetickych vln v zemské
atmosféie) se viak setkdvame se sloZité€jsi situaci. Permitivita ¢ zdvisi (mimo jiné)
na hustoté prostfedi. Ponévadz hustota atmosféry se s vyskou méni, je ¢ (a tedy
i index lomu N) funkci polohy. Po téchto motivaénich tvahich pfejdeme
k odvozeni vlnovych rovnic pro elektromagnetické viny v nehomogennim
prostiedi.

Budeme uvaZovat nevodivé prostiedi (y =0). Pn harmonické ¢asové zavislosti
poli budou Maxwellovy rovnice znit

div(eE)=0, divB=0,
rotE=iwB, rotB=—iweukE.

Jeliko? relativni permeabilita v&tSiny latek se li§i od jednitky jen nepatrné, polozili
jsme p=po. ZapiSeme &= £0e® a uZijeme gopoc’>= 1, dostaneme

N=N(r)=[e®]*". VIII(3.1)

Rovnice pole budou mit tvar
div(N?E)=0, divB=0, VIII(3.2)
rotE=iwB, rotB= —”‘?’2 E VIII(3.3)

Z prvni rovnice vyjadiime B = (iw)~* rot E a dosadime do druhé rovnice VIII(3.3).
Pifi dpravé se uZije identita rotrot=grad div—V?; vysledkem je rovnice pro
elektrické pole E

V2E Nzwz

VIII(3.4)
Prvni rovnici VIII(3.2) zapi§eme pomoci identity div(N’E)=N>divE + E-VN?=
0, coz vede k podmince

N divE +2(E-VN)=0. VIII(3.5)

Rovnice pro magnetické pole B najdeme obdobné. Vyjadiime E z druhé rovnice
VIII(3.3) a dosadime do prvni rovnice soustavy VIII(3.3). Pii tipravach uZijeme
vztahu

rot(fA)=frotA +[Vf, A],
v némz f= 1/_N7, A =rotB. Vysledkem naznadenych dprav je rovnice

Nw

2
B+ [VN, rot B] =0. VIII(3.6)

Posledni ¢leny na levych strandch rovnic VIII(3.4) a VIII(3.6) pfedstavuji
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hledanou korekci na nehomogenitu prostfedi. Nejlépe je to vidét ze srovndni
t&chto rovnic s rovnicemi VII(2.5) pro homogenni prostiedi.

Rovnice VIII(3.4) se zjednodusi, kdyZ N zavisi pouze na jedné soufadnici, f:oi je
prakticky pfipad Sifeni elektromagnetickych vin v atmosféfe. Oznacime-li tuto
soufadnici z, pak

N=N(z). VIII(3.7)

Soutadnou soustavu zvolime tak, aby se vina Sifila v roviné (x, z). Touto volbou
vylouéime zavislost vektord E a B na soufadnici y. VIna necht je polarlzovanz} tak,
e vektor E je rovnob&Zny s osou y. V takovém ptipadé je (Casovou zavislost
exp (—iwt) nevypisujeme)

E,=E.,=0, E,=E(x,2). VIII(3.8)
Rovnice divE =0 je splnéna identicky spolu s VIII(3.5), jelikoz (E-VN)=0.

Vezmeme y-ovou komponentu rovnice VIII(3.4); pro E,=E(x, z) pak plati
rovnice

” 0’ N? _
(-é—x-i-f-'é?) E(x, Z)+ 2 E(x, Z)—O.

Proménna x se zde explicitné nevyskytuje, proto provedeme separaci proménnych
(A =konst)

E(x, 2)=@(z) €™, VIII(3.9)
coz vede k rovnici pro @(z)
do, (w2N2 - 12) @=0. VIII(3.10)
dz2 "\ ¢

Vznikld rovnice ma tvar jednorozmérné Schrodingerovy rovnice pro ¢astici
s hmotnosti m v potencidlovém poli U(z)=U
hz d2w
———+ (U~-E)y =0,
a lze tedy pievzit metody vypracované v kvantové mechanice pro feSeni této
rovnice. o o
Ve druhém piipadé, kdy vektor E leZi v roviné Sifeni (x, z), je vyhodné vyjit
z rovnice VIII(3.6) pro pole B, které mé smér osy y. Nyni bude

B.=B.,=0, B,=B(x,2). VIII(3.11)

Rovnice divB =0 je splnéna identicky. Pro kontrolu vypolti uvedeme jedinou
nenulovou (y-ovou) slozku vektorového souéinu [VN, rot B), = —(—dN/dz)(3B/
/3z). Pro B, = B(x, z) pak dostaneme

164

3> 9 2 dN3B @>N?
(8x2+822) “Nazaz & B=O

Ze stejnych diivodil jako u elektrického pole provedeme substituci
B(x, 7) = b(z) &, © VIII(3.12)
coz vede k rovnici pro b(z)

2b 2NJ2 .
& 2 dNdb (wclzv _Az) b=0, VIII(3.13)

resp.
dr1 dbp w? A? v N
dz [Kfi &] * (?__Nz) b=0. ME.13°)

V literatuie se viny VIII(3.8) popisované rovnici VIII(3.10) nazyvaji vlnami
elektrického druhu (zkricené E-vinami); viny VIII(3.11) popisované rovnici
VIII(3.13) jsou vinami magnetického druhu (zkricené B nebo H-vinami).

Problém je tak pfeveden na feSeni rovnice VIII(3.10), resp. VIII(3.13) se
zadanou zavisiosti N = N(z) a danym parametrem A. Tento parametr charakterizu-
je smér prichodu viny prostfedim. Pii A = 0 pole vitbec nezavisi na x, zavisi pouze
na z, proto mluvime o kolmém (normélovém) prichodu. Pfipad A# 0 odpovidé
$ikmému priichodu.

Charakter feSeni (oscilujici anebo exponencidlni priibéh) se podstatné méni
v oblasti, kde funkce k*(z)=(N’w?/c*)—A* méni znaménko.

Uréitou pfedstavu o nékterych zvlastnostech Sifeni elektromagnetickych vin
v nehomogennim prostfedi poskytnou pfiloZené dGlohy. Tato problematika je dnes
samostatnym oborem teorie elektromagnetického pole; ¢tendf najde podrobnosti
ve specidlni monografické literatufe.

VIIL.4 Viny v anizotropnim prostfedi

V izotropnich prostfedich plati materidlové vztahy D =¢E, B=puH. Rovinnd
elektromagneticka vina, v niz vSechny polni vektory zavisi na soufadnicich a ¢ase

prostfednictvim faktoru exp [i(kr— wt)], se §ifi v takovém prostfedi fdzovou
rychlosti

W= N=[e® u(r)}l/:_

c
N )
Smér pfenosu elektromagnetické energie (smér vektoru §) souhlasi se smérem

vinového vektoru k. V anizotropnich prostfedich dochdzi k nékterym vyraznym
zméndm pfi Sifeni elektromagnetickych vin. :
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Pro rovinnou elektromagnetickou vinu v nevodivém prostiedi se Maxwellovy
rovnice divD =0, divB =0, rot H=0D/3t, rot E+ (3B/3t) =0 pfevedou na tvar

kD=0, kB=0, VIII(4.1)

[k, H|=—oD, [k, E]=wB. VIII(4.2)

V nevodivych prostiedich je magnetickd anizotropie zpravidla zanedbatelna
oproti elektrické anizotropii, proto v dal§im poloZime '

B =uoH. VIII(4.3)

V izotropnich prostiedich bylo k= Nw/c, proto zavedeme v anizotropnich
prostiedich vektor N vztahem :

k =% N. VIII(4.4)
Vztahy VIII(4.3) a VIII(4.4) dosadime do VIII(4.2), pfitemZ pfi Gpravé uzijeme
vztahu goptoc®=1. Mezi vektory N, E, D, B pak plati vztahy

D =—¢.c[N, B], [N, E]=cB. VIII(4.5)

Tfi vektory N, D, B jsou navzdjem kolmé, pfi¢emz vektor B je soucasné kolmy
k vektoru E. PonévadZ vektor B je kolmy soucasné ke tfem vektorim E, D, k,
musi tyto tii vektory lezet v jedné roviné (viz obr. VIIL2.). Aby nedoslo
k ptehlédnuti, zdiiraznime je$té jednou, Ze k vinovému vektoru k jsou kolmé
vektory D a B, nikoli vSak obecné vektor E. ‘

Obr. VIIL.2. H

Poyntingiv vektor § =[E, H]=[E, B}/uo upravime tak, ze B vyjadiime pomoci.

druhé rovnice VIII(4.5). Po rozndsobeni dvojitého vektorového soucinu
dostaneme

8 = ceo{ BN — (NE)E}. VIII(4.6)

JelikoZ obecng (NE)#0, smér Poyntingova a vinového vektoru je obecné jiny. Z
vyjadieni VIII(4.6) je vidét, Ze vektor S lezi v rovin€ vytvofené vektory N, E, v niz
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leZi také vektor D. Snadno se dokéZe, Ze Ghel mezi vektory 8, k je roven tihlu mezi
vektory D, E.

K diikazu vyjadfime vektor B z druhé rovnice VIII(4.5) a dosadime do prvni
rovnice, ¢imZ dostaneme ' 4

D =¢{EN*—(NE)N). VIII(4.7)
Ze skaldrnich soudint

SN = eoc{ E’N* — (NE)?},
DE = ¢,{ E2N* — (NE)*)

plyne uvedené tvrzeni. Poznamenejme jesté, Ze vyjadfeni VIII(4.6) a VIII(4.7),
jakoZ i rovnost (Ghli mezi vektory E, D a 8, k je nezdvisld na volb& vztahu mezi
vektory E a D. :

Nyni budeme specifikovat tento vztah linedrni z4vislosti

D: = exEx = £0£REx. VIII(4.8)
Po redukci k hlavnim osdm bude
Di=£,E;, Di=E, Ds=eE, VIII(4.9)

kde &, &, & jsou hlavni hodnoty tenzoru permitivity.
Vztah mezi vektory D, E a N najdeme tak, Ze i-tou komponentu VIII(4.7)
ztotoznime s VIII(4.8), tj.

N?E; — (NE)N, = ¢ PE.. © VIII(4.10)

Dfive nez pfejdeme k obecnému rozboru disledkl této rovnice, viimnéme si
nejdiive dvou specidlnich ptipadi:
1. Nechf vektor D ma smér osy 1, tj.

D=D,= eoei”El, D,=D;=0.
Z VIII(4.10) plynou tfi rovnice
NzEl—(NE)N1=E§')E1, N2E2—(NE)N2=O, N2E3—(NE)N3=O

Jehkoi Dz = EzEz = 0, D3 = 83E3 = 0, je také Ez = E3 = 0, a tudii (NE)Nz =
(NE)N5=0. Jsou moZné dva pfipady. Bud N, = N; =0, pak z rovnice pro E; plyne
N’E, = —(N,E;)N; = ¢’Ej, tj. (po uvaZeni N*= N?)

8(1r)E1 =(.

To by znatilo, Ze E:= E>= E;= 0 (neexistenci viny). Je-li NE =0, pak je N’E,=
ePE,, a tudiz '

N=Vep. - VIII(4.11)
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Tomu odpovidé pfi¢na vina (NE = 0) s fazovou rychlosti

C c
Wi = ﬁ = W . VIH(412)

2. Nechf se vina §ifi ve sméru osy 1, tj.
N:#0, N,=N;=0.
Z rovnice VIII(4.10) pak plyne
ePE, =0, ePE,=N?E,, &PE;=N’E;.
Jelikoz D, =0, vektor D je kolmy ke sméru §ifeni, leZi v roviné (2, 3). Pak je bud
N2=¢P, nebo N%2=¢{, a tudiz

k =%) Vef nebo k =% Ve

Tomu odpovidaji fazové rychlosti podél hlavnich os

C

" =V§? . W=7 VIII(4.13)
V obecném pfipadé postupujeme takto: V rovnici VIII(4.10) poloZime NE =
N¢Ei, N2E; = N*E,Sx, coZ vede k rovnicim
(NN + €9 — N6 )Ec =0
Tato soustava homogennich rovnic pro E; ma netrividlni feSeni pouze tehdy,rkdyi
det(N:N, + s(') N?6,)=0. VIII(4.14)

Vypocet determinantu je nejjednodussi v soustavé hlavnich os tenzorl permitivi-

ty; po jednoduchych dpravich dospéjeme k rovnici
NY[ePN2 + P N3 + e N3+ ePePef — NieP(eP + e9) -
VIII(4.15)
— N2eP(e + ) — N3eP(eP + £9) = 0.

Tato rovnice &tvrtého stupné pro plochu vinovych vektort je zndma
Fresnelova fundamentédlni rovnice krystalové optiky. Rovnice urfuje
disperzni zdkon w = w (N1, N2, N3), resp.

o= o(k)=0(k, k, k). _ VIII(4.16)

Komponenty tenzoru & zdvisi na frekvenci &« = ex(w). Je-li frekvence dana, pak
pfi daném sméru vektoru N je VIII(4.15) kvadratickou rovnici pro N?, takie
kazdému sméru N odpovidaji obecné dvé riizné absolutni hodnoty vinového
vektoru, a tedy dvé riizné rychlosti §ifeni.
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Snadno se dokaZe, Ze Poyntingtiv vektor S je ortogondlni s plochou vinovych
vektord. Za tim d&elem piepiSeme rovnice VIII(4.5) ve tvaru

cD=[H, N}, cuH=[N, E].
Diferencovanim téchto rovnic dostaneme

cdD =[H, 5N]+[5H, N],
cto SH =[E, 5N] +[N, SE).

Prvni z téchto rovnic vynasobime skaldrné vektorem E, druhou H

cE 6D =[N, E] 5H +[E, H] 5N = cuoH H+ S 5N,
cioH 5H = cD SE + [E, H] SN = cE 5D + S 5N.

Seétenim obou rovnic ziskdme hledany vztah
S-N=0. VIII(4.17)

Rozbor Fresnelovy rovmice VIII(4.15) je jednoduchy ve dvou specidlnich
piipadech. U krystalt s kubickou symetrii je &x = €8x, tj. hlavni hodnoty &= &=
£s= ¢, pfiéem? orientace hlavnich os je libovolna. Takovy krystal se — z optického
hlediska — chova jako izotropni téleso.

U jednoosych krystalii (romboedrické, tetragonélni a hexagonalnl soustavy) jsou
dvé hlavni hodnoty tenzoru & stejné. Zvolime-li

P =eP=P, eP=¢f, VIII(4.18)

pak Fresnélova rovnice VIII(4.15) se rozpadne na soufin dvou kvadratickych
faktort '

[N2— eP)[efPN3 + eP(Ni + N3) — eP¢f’] = 0. VIII(4.19)
Odtud plynou dvé rovnice druhého stupné
N*=N?+ N3+ Ni=¢,, ' VIII(4.20)
N}  Ni+ N3
;&73) —_IW'E= 1. VIII(4.21)

Prvni rovnice odpovidd kouli, druh4 rotaénimu elipsoidu. Je-li £, > ¢, pak koule
lezi vné elipsoidu, pfi £, <¢ je koule uvnitf elipsoidu. .
V krystalu se mohou §ifit dva druhy vin. V prvnim pfipadé (tzv. obycejné neboli
normélni viny) se krystal chova jako izotropni prostfedi s indexem lomu Ve®.
V druhém piipadé VIII(4.21) polozime Ns = N cos ¢, Ni + N3= N?sin*#, kde &
je tihel mezi vinovym vektorem K (resp. N) a optickou osou 3. Rovnice pak zni

_ sin219+c05219__1_
P e N*°

VIII(4.22)
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Velikost vinového vektoru v této tzv. mimofddné vIné zdvisi na dhlu ¢ mezi
vlnovym vektorem a optickou osou.

, U dvouosych krystald, k nimZ patfi krystaly triklinické, monoklinické a rombické
“soustavy, jsou vSechny tfi hlavni bodnoty tenzoru rtzné. Pro konkrétnost je
sefadime tak, Ze

eP<ef <€l VIII(4.23)
Abychom ziskali pfedstavu o tvaru Fresnelovy plochy vinovych vektori najdeme

jeji priifezy do sufadnicovych rovin. PoloZzime N; = 0, ¢imZ se VIII(4.15) rozpadne
na souéin dvou faktord

[N? - eP][N1ef + N3ef — ePe] = 0. VIII(4.24)
Obrysy prifezii Fresnelovy plochy v roviné N; =0 sestdvaji z kruZnice
N>=¢f VIII(4.25)
a elipsy
N,Z) + I\fi 1, VIII(4.26)

€

jez — s ohledem na volbu VIII(4.23) — leZi uvnitf kruznice. Obdobnou strukturu
maji prifezy v rovinich N;=0 a N,=0. Plocha vinovych vektori je teda
protinajici se plochou, jejiz tvar v jednom oktandu je znazornén na obr. VIIL.3.

N3
CZ(”
€1lr)

\
l
N2
53(” 52(!‘)
Obr. VIIL3. ‘N,

VIII.S Ptiblizeni geometrické optiky. Eikondlova rovnice

A

Rovmna vina se vyznacuje tim, Ze ma konstantni amplitudu a stejny smér Sifeni. -

Obecné elektromagnetické viny v§ak maji proménnou amplitudu i proménny smér
Sifeni.
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Existuji vSak situace, Ze vinu Ize poklddat za rovinnou alespofi v jisté malé cdsti
prostoru. V takovém piipadé se amplituda viny i smér jejiho Sifeni méni jen
nepatrné na vzdalenostech fadov€é rovnych vinové délce.

Oznaéime-li L charakteristicky linedrni rozmér oblasti, pak musi byt vinovd
délka A velice mald ve srovndni s timto rozmérem

L>A. VIII(5.1)

V takovém piipadé miZeme zavést pojem vinoplochy, tj. takovych ploch, na
nich? je faze vlny (v daném Case t) stejna. V kazdé malé Casti prostoru mizeme
zavést (proménny) smér $iteni viny ; tento smér odpovidd norméle (v daném bodé&)
vlnoplochy. Tyto sméry $ifeni definuji jistou kfivku zvanou vinovy paprsek.

V tomto limitnim piipadé (A <L) se staéi zabyvat smérem $ifeni vin (paprsky)
a neni tfeba piihliZet k vlnové povaze svétla, coz je pfedmétem tzv. geometrické
optiky.

Zékladni rovnici geometrické optiky, tzv. eikondlovou®) rovnici, lze odvodit
n&kolika zptisoby. Dva z nich, které se ndm jevi nejinstruktivnéjsi, si zde

predvedeme.
Pro vektory elektromagnetického pole plati ylnové rovnice typu.
Ve — 71— %::—f —0. VIII(5.2)
V rovinné monochromatické viné je
Y(r, t)=a exp [i(kr — wt)]. T VIII(5.3)
V obecném pfipadé zapiSeme feseni
Y=ae*, VIII(5.4)

kde realnd tize X je tzv. eikonal.
V malych oblastech prostoru a malych casovych intervalech lze poloZit

3x
at”

Srovnani VIII(5.3) a VIII(5.4) pak vede ke vztahiim

x=xo+(rV)x+1t=%

k=Vy, o= ~%’f. ' VIII(5.5)
Zavedeme
k= % N VIII(5.6)

#) Z feckého eixov =ihlova drdha, zobrazeni.
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a z rovnic VIII(5.5) pak plyne eikondlov4 rovnice

N? ax)z
2. (24 =
(V0 - ,(at 0. VIII(5.7)
 Z vyjadieni VIII(5.6) je vidét, Ze absolutni hodnota N=|N| vektoru N je index
lomu.

~V monochromatické viné s danym w je vyhodné polozit

x=—ot +% xo(r), VIII(5.8)

odkud plyne tzv. staciondrni eikondlové rovnice

Vio=N, VIII(5.9)
resp.

NIV, S
2= —_— —_—
(VXO), —<8x> +(8y‘) *
Absolutni hodnota vlnového vektoru je tadové rovna pfevridcené hodnoté
vlnové délky k=1/A. V pfiblizeni geometrické optiky je kr=kL =(L/A)>1, a
tedy i eikonal méd velkou hodnotu. Tohoto poznatku vyuZijeme k odvozeni
eikonélové rovnice jako limitniho p¥ipadu vinové rovnice VIII(5.2) pro 1 —0.
Pro jednoduchost vypocti vyjdeme z jednorozmérné vinové rovnice
%y 1 %y

ax® w?arr

o\ _ a2
(az) = N2, VIII(5.10)

2, 2 y
(B L2 er o[22 12030 o,

a1 3% ax\_1 ax)2 _

1 [ax2 w? atz] V- [(ax) w? (at ] ¥=0.
Prvni tfi ¢leny v hranatych zdvorkach Ize zanedbat s ohledem na pfedpoklidanou
pomalou zménu amplitudy a a eikonalu y a velikou hodnotu x. Zbyde tak

() - G -G -5 B -0
dx) w2\at/  \ax c? (at e
V tfirozmérném ptipad€ dospéjeme k rovnici VIII(5.7).
Postup v geometrické optice je tedy tento. Pfi zadaném indexu lomu N=N(r)
vyfesime rovnici VIII(5.9), resp. VIII(5.10) a pomoci vztahdt VIII(5.5) uréime

smér §ifeni paprsku v kazdém bod€. Touto problematikou spadajici do uéebnice
geometrické optiky, se zde zabyvat nebudeme.
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Viimnéme si v‘§ak pozoruhodné analogie rovnic VIII(5.5) s rovnicemi mechani-
Kky. Zéakladni rovnici mechaniky je Hamiltonova—Jacobiova rovnice pro ééinkovou
funkci S; hybnost ¢astice p a jeji energie € jsou pak dany rovnicemi

. R

p=VS, €= 3 VII(5.11)
V geometrické optice je vinovy vektor ,,mechanickou analogii* hybnosti &astice,
zatimco frekvence je analogii energie. Uvedend analogie plati i v obridceném
sméru, coZ je jiz idea korpuskuldrné-vinového dualismu vyjadieného de Broglieo-
vymi vztahy

p=nhk, €=ho,

kde h=1,054-107*J s je Planckova konstanta délend 2. Tato problematika viak
patii do kvantové fyziky a proto se ji zde zabyvat nebudeme.

VIII.6 Kramersovy—Kronigovy disperzni relace

V piedchozim vykladu jsme Casto pouZivali toho, Ze permitivita a jiné elektromag-
netické parametry zavisi na frekvenci. Nyni si viimnéme nékterych obecnych
désledkd téchto zdvislosti,.

Nejdfive si pfipomeneme nékteré vysledky z ¢l. I1.4. Polarizace P v Case ¢ je
urcena elektrickym polem E(¢') ve v8ech ¢asech ¢’ <t. Jistd redln4 korelaéni funkce
K(t—t') zachycuje vliv téchto pfedchozich okamzZiki na stav v ¢ase ¢. PoloZime-li

P(t)=£oj K(t—1t)E(¢)dt,
pak po zdméné ¢ —t' =t dostaneme
P()=e| K(ME(t-7) dr.
(o}

Pfechodem k Fourierovym komponenfém podle vztahu II(4.34) dostaneme

P, = eox(w)E., VIII(6.1)
kde susceptibilita
()= f K(7) & dr=K, VIII(6.2)
0
a permitivita )
£(@) = eof1 + %()] = &o [1 + f K(z) & dt] : VIII(6.3)
0
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Integrace v mezich —o<t'<t, resp. 0s7T<® je odrazem principu
phci nnosti, coz vdaném pfipad€ znamena, Ze na polarizaci v ¢ase t nemohou mit
vliv pole v casech t'>t.

Viimnéme si nyni vlastnosti funkci #(w) a (o). Funkce K(7) je klesajici funkci
tasu 7 ; konkrétni tvar K () neni nutno znét, budeme v8ak pozadovat, aby existoval
integral

%(0) = L “K(t) dv

predstavujici susceptibilitu x ve statickém poli. Oscilujici faktor exp (iwt) hodnotu
integralu zmensuje; v limit€¢ w— o je
lim #(w)=0, VIII(6.4)

w—>00

lim e(w) = go. VIII(6.5)
Z vyjadieni VIII(6.2) a VIII(6.3) je vidét, Ze funkce #(w) a e(w) jsou obecné
komplexni funkci redlného argumentu , proto poloZime

x#(w)=x'(0)+ix"(w),
e(w)=¢'(w)+ie"(v),

kde x', &' jsou redlné a x”, ¢” imagindrni ¢asti pfisluSnych funkeci.

Funkce %(®) a e(®) lze analyticky prodlouzit do horni Gaussovy roviny. Tyto
funkce totiz budou existovat, i kdy? budeme ® povaZovat za komplexni
proménnou

w=0'+in", (0"=0). VIII(6.7)

V integrandu se objevi dodate&ny faktor exp (—w"7), jenZ konvergenci integralu
jesté zlepéi.

" Funkce x(w) a e(w) jsou tedy pro nevodivé prostfedi vSude konené, a to nejen
na redlné ose © = ', ale také v celé horni Gaussové roviné w”>0. Ze vztahu
VII(2.12) plyne, Ze u kovii mé &(w) pol pfi @ =0; tento ptipad nebudeme zatim
uvafovat a pojedndme o ném pozdéji.

Oznatime-li hvézdi¢kou komplexni sdruZeni, pak z definice VIII(6. 2) plynou
vztahy

()= x(—w*), e*(w)=t¢(-0*), | VIII(6.8)

jeZ jsou zobecnénim vztahi II(4.38) na komplexni rovinu @. Na imagindrni ose
w=iw" je x*({iw")=x(+iw"), tj. na imagindrni ose je x a & redlné

Imx(w)=0, Ime(w)=0, (w=iw"). VIII(6.9)
Skuteénost, Ze funkce #(w) a £(w) jsou ohrani¢ené na redlné ose ® = @’ v celé
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VIII(6.6)

horni Gaussové roviné w”>0, znaéli, Ze to jsou holomorfni funkce v uvedené
oblasti. To ndm umoZnuje pouzit ke studiu t€chto funkci matematického aparitu
teorie funkci komplexni proménné.

Jeden z téchto teorémi si zde pfipomeneme ve formé, ktera se bezprostiedné
hodi pro nase tiely. Mame-li holomorfni (analytickou) funkci 4(z), pak integral po
uzavfené kiivce C je roven nule (Cauchyiv teorém)

i h(z') dz’ =0.

Tento teorém upravime takto. Méjme komplexni funkci f(z) komplexni proménné
z=x +iy. Necht tato funkce je na kfivce C i uvnitf ni holomorfni. Potom plati

3§C g.(i_lz_ dz'=0. VIII(6.10)

Kiivka C je volena tak, Ze bod z lezi vné této kfivky. Budeme déle predpokladat,
ze pro |z]—>® je f(z)=z'"", £=0. Integraéni kfivku zvolime tak, jak je
zndzornéno na obr. VIIL.4. V integrilu po redlné ose poloZime z'=x’, takZe po
rozepsdni integratu VIII(6.10) budeme mit

J-x bf(x’) dx it dx f(z' )dZ fz' )dz

o x'—x cvs X' —x Cs z'—z . 2'—2

Obr. VIIL4. Znazornéni integraéni cesty

Prvni dva integraly daji pfi 6-»0 hlavni hodnotu integrélu

R L e VT g T

e X' —x 01}« x'—x cvs X' —x

Hlavni hodnotu integrilu nékdy oznafujeme bud V.P. (valeur principal) nebo
pfeskrtnutim integra¢niho znaku. Integral pfes nekoneéné vzdilenou pilkruznici
C» dé nulu, jelikoZ viude na tomto oblouku je integrand nulovy. Zbyva tedy

vypodist integrdl pfes infinitezimélni ptlkruZnici Cs. Polozme ' —x=08-¢",
dz’ —16 -ede, a tudiz
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f(z') dz’

e 2 —x

=i Jof(x +6-e'%) do.

V limité 8 —0 to poskytne vysledek

! (ZZ )de’_ —mif(x). VIII6.11)
Cs
Dospéli jsme tak k rovnici
f—(;—)_q%wif(x). VIII(6.12)

Funkce f(x) je obecné komplexni. Vyjadiime ji pomoci redlné a imagindrni casti

f(x)=Ref(x)+iImf(x).

Toto vyjadfeni dosadime do VIII(6.12) a porovndme redlné a imagindrni Casti na
obou stranach. Vysledkem jsou vztahy

_ 1™ Ref(x") dx’
Imf(x)= nf_m BT VIII(6.13)
Ref(x)= ++ j Ii}f";)f—x VIII(6.14)
svazujici redlnou a imagindrni ¢ast funkce f(x).
Tyto integralni vztahy budeme aplikovat na funkci
x(w)=x"(0)+ix"(w).
PoloZime-li x =w, x' = Q, pak dostaneme
(@)= - f M, VIII(6.15)
= x"(Q2) dQ
x'(w)= +  To-w - VIII(6.16)

Z vyjadfeni e(w) = &[1 + x(w)] plynou odpdvidajici vztahy pro permitivitu

1 f*“ ”(Q) dQ

£'(0)— 0= + : VIII(6.17)

()= - “g (Q.)—so

= oo e VIII(6.18)

Tyto dilezité vztahy svazujici disipativni (imagindrni) a nedisipativni (redlnou)
&ast permitivity prvné odvodili H. Kramers a R. KroniG (1927),:nazyvaji se proto
Kramersovymi—Kronigovymi disperznimi vztahy.
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Jeliko? €"(— Q) = —£"(Q), bude

"E(Q) qo_ [0 EE) 4o, [TEE)

- 2 —w - Q- w o @—w

* 1 1 .
=L [Q+w-9__w]e(g)dsz.

Misto VIII(6.17) pak budeme mit

dQ=

Qe”(Q)

oo de. VIII(6.19)
o

"(w)—€eo=
()= e0=
U znaéné Casti latek lze polozit permeabilitu 1= to. Relativni permitivita
£@=g/g, souvisi s indexem lomu N(w) vztahem

£9(w) = N*(w),

takze Kramersovy—Kronigovy relace spojuji také redlnou a imagindrni Cast
(kvadratu) indexu lomu.

U kovii je nutno uvazit, Ze v bodé.w =0 m4 e(w) pol iy/w. Tento pdl obejdeme
infinitezimalnim oblou¢kem, coZ da piispévek y/w. Pfislusné disperzni vztahy pak
zni

Q)

 _O-w dQ, VIII(6.20)

£ (w)—80=4—

&(0)= —= L £@ D go+ L VII(6.21)

Obdobnym zplisobem se odvodi disperzni relace pro permeabilitu p(w)=
p'(w)+ip"(w).

Z Kramersovjch—Kronigovych relaci se snadno odvodi nerovnosti (viz dlohy
k této kapitole)

de(w) -0 ds(w) 2

S0 > (s E) VIII(6.22)

a obdobné nerovnosti pro u(). ‘
Polo¥ime-li § = o, pak (£/£0)"> = N(w). Nerovnosti VIII(6. 22) pak piejdou na

d(wN)

d(wN)>_1_
dw

>
N, dw N’

VIII(6.23)

Z téchto vztahdi odvodime dileZité nerovnosti pro grupovou rychlost

_do
“dk -
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JelikoZz k= Nw/c, je

¢ _d(wN)
S VI;I(_6.24)
Nerovnosti VIII(6.23) pfejdou na tvar
NW<¢, =~ W<Nc. VIIL(6.25)

Pii N=1ipfi N<1 je grupové rychlost W < c. (Rovnost nastava pouze pfi N =1.)
Z nerovnosti také plyne, zZe W >0, tj. grupova rychlost mifi na stejnou stranu jako
vinovy vektor.

Zobecnéni vysledkdl na anizotropni prostiedi je piimocaré. Misto VIII(6.1)
a VIII(6.2) bude mit

PA(0) = eoa(0) Ex(0), VITI(6.26)
o = f "Ka() & dr. . VI6.27)
0

Zavedeme-li redlné a imagindrni ¢asti
Hae = ix +1 %k, VIII(6.28)
odpovidajici Kramersovy—Kronigovy relace pak budou

,k(Q)

e, VIII(6.29)

%’{k(w) =‘ “E

#i(w)= +1 3 Q(Q)dg : VIII(6.30)

Poznimka: V matematice se integrdlni transformace

f=t [ 2%,

e [
g()= : i(f)t

nazyvaji Hilbertovou transformaci. Kramersovy—Kronigovy relace mtizeme inter-
pretovat tak, Ze imagindrni ¢4st susceptibility je Hilbertovou integralni transforma-
ci redlné &asti susceptibility (a obracené). -
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karrolA X Elektromagnetické rezonaty
a vlnovody

IX.1 Zakladni rovnice. Hrani¢ni podminky

V pfedchozich dvou ‘kapitolach jsme se zabyvali elektromagnetickymi vlnami

a jejich §ifenim v riznych druzich neohranienych prostfedi.

V kapitole V jsme se sezndmili s tim, Ze ¢asové proménné elektromagnetxcke
pole je dobrymi vodici odstinéno (pole do. Vodlcu nepromka) ¢imz vznikd moznost
uzaviit elektromagnetické pole do jisté ohranidené &asti prostoru, popf. vésti
elektromagnetické viny v urcitém smeéru.

Elektromagnetické pole na hranicich vyhovuje jistym hrani¢nim podmmkam (viz
mze) které vedou k tomu, Ze v dané oblasti prostoru mohou existovat a §ifit se
pouze viny uréitych frekvenci a v uréitych smérech.

Teorie elektromagnetickych rezondtorli a vinovodd méd v moderni radiotechnice
a optice (svétlovody) Siroké pole aplikaci.

Zde se omezime pouze na nejjednodussi pfipady, Které vSak ilustruji podstatu
jev i metody jejich matematického zpracovani.

Budeme vysetfovat elektromagnetické pole v prazdném prostoru ohrani¢eném
dokonale vodiv§mi sténami. V Maxwellovych rovnicich VIII(1.2) polozime H = B-
/o, €= €0, Eolloc®> =1, ¢imZz dostaneme

B 1 3E o
rOtE+'8t =0, rotB—-?a—O. ‘ IX(1.1)
K tomu je nutno pfipojit rovnice )
divE=0, divB=0. IX(1.2)

Pro harmonickou vinu E ~exp (—iwt), B~exp (—iwt) bude platit
rotE—iwB=0, rotB+ = E=0. S IX(1.3)
c »
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Hraniéni podminky najdeme takto: V dokonalém dielektriku je 1= 0, u
dokonalého vodide je v.= . Pfi koneéné proudové hustoté j, je E»= j2/y2 rovno
nule, E;=0. Obdobné je B, =0. Z podminek na rozhrani Bix— Bz, = 0, Ei.— Ea=

0 pak plyne
| 'E=Eu=0, B,=Bxn=0. IX(1.4)

Teéné slozky elektrického pole a normélové slozky magnetického pole jsou na
hranicich nulové.
Po vylougeni vektoru B z rovnic IX(1.3) dostaneme standardnim postupem
V?E+ k’E=0, divE=0, IX(1.5)
kde

k=

olg

1X(1.6)

Stadi tedy fesit rovnice IX(1.5) s hrani¢ni podminkou E.=0. Magnetické pole B
se pak uréi pfimo z prvni rovnice IX(1.3) s hrani¢ni podminkou E,=0.

Pfi danych rozmérech a tvaru dutiny maji rovnice IX(1 5) feSeni vyhovujici
hraniéni podmince pouze pfi zcela uréitych hodnotich frekvenci w =ck. Tyto
hodnoty se nazyvaji vlastni nebo charakteristické frekvence elektromagnetickych
kmitd daného rezondtoru. V daném piipadé (y.= =) elektromagnetlcke pole
nepronik4 dovnitf kovu, takZe nejsou ztraty energie elektromagnetického pole. To
znadi, 7e viechny vlastni kmity jsou netlumené, a tudiZ vSechny vlastni frekvence
jsou redlnd Cisla.

IX.2 Elektromagnetické kmity v rezonétorech

Budeme hledat vlastni kmity elektr,omagnetického' rezonatoru, jenZ mé tvar
pravoihlého rovnobéznosténu (kvédru). Stény necht jsou z dokonale vodivého
materialu.

Potiebujeme tedy res1t Tovnice IX(1 5) pro oblast

0sx<a, O0sy<a, 0=z<a,

pfiCemz ha hranicich oblasti plati pedminka IX(1.4).

Z povahy ilohy plyne, Ze je vyhodné uZit kartézské soufadnice. Kazda

z komponent E,, E,, E, vyhovuje rovnici
? P,
(ax2+ay az) (.X )’, Z) 0

I§e§eni této rovnice budeme hledat metodou separace promenny’lch. Za tim Géelem
polozime

1X(2.2)
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IX(2.1)

, y(x, ¥, )=X(x)Y(y)Z(z).
Po dosazeni do IX(2.2) a jednoduché tpravé dostaneme

1 d2X+ 1 d2Y+1 d&’Z_
X dx*" Y dy? Z dz?

IX(2.3)

—k>

Kazdy ¢len na levé strané zdvisi pouze na jedné proménné, pfi¢emz soulet téchto
tii ¢lend je roven konstanté. Tomuto poZadavku vyhovime, kdyz kazdy z ¢lenti
bude konstantni, tj. kdyz X, Y, Z budou feSenim rovnic

X Yy d*Z
H)—C;+ kiX=0, a?+ k%Y=‘0, iz +k3Z =0, 1X(2.4)
pfiCemZ separacni parametry ki, k», k; spliiuji podminku
P+ K3+ ki=k2. IX(2.5)

Kazdi z rovnic IX(2.4) m4 teSeni typu A;sin(kix)+ A, cos(kix). Resem
IX(2.3) se tak vyjadii vztahem

w(x, y, z)=(A;sink;x + A, cos kix)- (B; sinkzy + B, cos kzy)
-(C sinksz + C; cos ksz).

Necht ¥ zna&i komponentu E,. Podminka IX(1.4) pak vyZaduje, aby‘p'fi y =O,
z =0 bylo y(x, 0, 0)=0. Odtud plyne, Ze musi byt B, = C,=0. Komponenta E; je
pak déana rovnici

E.= (A’l sin kix + A cos kix) sin(k.y) sin(ksz) e™". A
Na zékladé stejnych argumenti dostaneme pro slozky E,, E.

E, =(Assink:y + As cos k.y) sin(kix) sin (ksz) e™,

E.=(As sinkaz + As cos ksz) sin(kix) sin(koy) e 7.
Z podminky div E = 0, které musi platit vSude, plyne '

(Asks cos kux — Azky sin kox) sin(kzy) sin (ksz) +
+ (Askz cos kzy — Ask; sin kay) sin (kix) sin(ksz) +
+ (Asks cos ksz — Asks sin ksz) sin (kix) sin(k;y)=0.

Polozime-li x =0 dostaneme A;=0. Obdobné pfi y =0, resp. z =0 dostaneme
A3=0, resp. As=0.
Elektrické pole E=(E,, E,, E;) v daném rezonatoru je

E, = E; cos(kix) sin(kzy) sin(ksz) e,
E, = E; sin(kix) cos (kzy) sin(ksz) e,
E, = E; sin(kyx) sin(k2y) cos(ksz) e™'*".

1X(2.6)
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Podminka div E =0 pak _§yAa‘z,uje,aunﬂ1p1it}1dfy E;, E;, E; rovnici

k1E1 + k2E2 + k3E3 =0. t t'iw : IX(27)

Zatim jsme nevyuZili podminek pfi x = a1, y = a2, 2= da. Anulovani E, pfi y = az,
z =as vyZzaduje, aby bylo kaa = nsy ksas= nsj) kde ns, n:=0,1,2,... Moiné
hodnoty separaénich parametrl ki, ka, ks jsou )
n n s
ki=nm—, ky=n,—, ki=ns—,
a1 a: as
ny, na, n3=0,1,2, ...

Vztahem IX(2.5) jsou uréeny vlastni frekvence

o = w(n, R, N3)=7C [(_11_1)2+ (—n—2)2 + (9—3-) ]1/2' I1X(2.8)

ai az as

Z vyjadieni IX(2.6) plyne, Ze jsou-li vechna tfi &isla ni, n2, ns rovna nule, je
také pqle E =0. Pole E je rovno nule i tehdy, jsou-li dvé z &isel n1, na, ns nulova.

Necht n;=ns=0, pak Lorentzova podminka IX(2.7) implikuje n:E:=0. Podle

predpokladu je n,#0, a tudiz E,=0.

Prvrif (nejnizii) vlastni frekvenci tedy odpovida kmit, v némz jedno z téchto &isel
ni, na, ns je rovno nule a_zbyvajici dvé jsou rovny jedné.

Viivem vazby IX(2.7) obsahuje feSeni IX(2.6) s danymi nenulovymi ny, N2, 13

. pouze dv& nezévislé libovolné konstanty. Kazdy takovy vlastni kmit je dvojndsobné

degenerovan. ,

Parametry ki, k;, ks miizeme interpretovat jako slozky vektoru k= (ki, k2, k3),
tak?e podminka IX(2.7) vyjadfuje kolmost vektorti E a k. :

Magnetické pole B uréime pomoci prvni rovnice soustavy IX(1.3)

iwB, = B, sin (kix) cos(k2y) cos(ksz) e, _
iwB, = B; cos (kix) sin(k2y) cos(ksz) e, 1X(2.9)
i B, =B; cos(kix) cos (kz2y) sin(ksz) e,
kde '
B1 = k2E3 - k3E2, Bz = k3E1 e k1E3, B3 = k1E2 - kZEl- IX(210)
Snadno se pfesvéd¢ime, Ze plati
kiB:+ ;B + ksB> =0, 1X(2.11)
coz vyjadiuje kolmost vektori k a B. Obdobné plati
E\Bi+ E:B:+ E;B;=0, 1X(2.12)
coz vyjadiuje kolmost vektorl E a B.
Reseni IX(2.6) a IX(2.9) pfedstavuji stojaté vlny, v nichZ trojice vektori E, B, k
tvo¥{ ortogondlni soustavu.
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Ve vySetfovaném pfipad€ s idedIné vodivymi sténami se energie elektromagne-
tickych kmitd sténami neabsorbuje. V redlnych rezonatorech s kone¢nou vodivosti
stén je energie absorbovdna sténami rezonitoru. V takovém pfipadé je nutno
IX(1.4) nahradit odpovidajicimi podminkami pro st€ny s kone¢nou vodivosti.
Rezonitor miiZe byt zaplnén dielektrikem nebo jinym prostiedim. Témito otdzka-
mi se viak zde nemiiZeme zabyvat, Ctenaf nalezne bliZ§i poudeni ve specidlni
literatufe.

IX.3 VInovod obdélnikového prifezu

Vlastni kmity rezondtoru konecnych rozmérii jsou stojaté transverzalni viny.
Vlnovod pfedstavuje dutinu neohrani¢ené délky, takZe vina je v ném stojatd pouze
v pficném sméru, zatimco ve sméru délky trubice je mozné Sifeni béZicich vin.
Uvnitf vinovodu je vakuum. ' _

- Budeme uvaZovat vinovod obdélnikového priifezu s dokonale vodivymi sténami.
Dokonald vodivost stén vede z bezeztrdtovému $ifeni vin.

Dalsi postup je obdobny jako v pfipadé rezonatoru. Potfebujeme feSit rovnice
IX(1.3), popf. IX(1.5) s hraniénimi podminkami IX(1.4) pro béZici vinu typu
exp [i(xz — wt)). ;

Kazda komponenta elektrického pole E=E(x, y, z, t) vvhovuje rovnici

V’+ K)y(x, y, z,1)=0, 1X(3.1)

kde -
Y(x,y, 2, )=f(x,y) =" [ v 1X(3.2)
Parametr x, jenZ charakterizuje $ifeni viny. ve sméru osy z, se nazyva konstantou

(para.m']etrem) Siteni. Po dosazeni IX(3.2) do IX(3.1) dostaneme pro f(x,y)
rovnici :

az 82
(5';2 + a_yz) f(x, y)+p*f(x, y)=0, 1X(3.3)
kde ‘
w2
w=k-w=z-x : - IX(3.4)

je dosud nezndmé Cislo, jehoZ hodnoty uréime z hrani¢nich podminek.

Reseni rovnice IX(3.3) budeme opét hledat metodou separace proménnych, tj.
poloZime

f(x, y)=X(x)Y(y). - IX(3.5)
Po dosazeni do IX(3.3) a jednoduché tpravé dospéjeme'k rovnici

1dex 1d&Y o
Xds~ TYdy H-
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Leva strana je funkci pouze proménné x, prava strana zavisi pouze na proménné y.
Mi-li tato rovnice platit pro libovolné x,y, musi byt obé strany rovny téze
konstanté, jiz oznaéime —a’. Dostdvime tak rovnice

%%ﬁ a?X =0, giyyﬁ BY=0, 1X(3.6)
V nichZ konstanty a, 8 jsou vizany vztahem
a*+pr=u’ IX(3.7)
Regeni rovnic IX(3.6) je tvaru

X(x)=A s1n(ax)+F cos (ax),
Y(y) = C sin(By) + D cos(y).

Na st&n4ch vinovodu vymizi te¢né slozky vektoru E, coZ znadi, Ze pro viechna z a
¢t musi platit

E.=0, E,=0 pro x=0,a a 0<y<a, IX(3.8)
E.=0, E.=0 pro.y=0,a. a 0sx<a. 1X(3.9)
Necht slozky E,, E,, E, jsou’

E =[A, sin(ax) + F; cos(ax)][C: sin(By) + Dy cos (By)] &=,
=[A; sin(ax) + F; cos (ax)][C: sin(By) + D2 cos (By)] €'**~ “")
=[As sin(ax) + F; cos (ax)}[Cs sin(By) + Ds cos(By)] e eite- “")

Podminka IX(3.8) pro x=0da Fs=F,
vztah D; = D; =0, takze je

=0 a podminka IX(3.9) pro y =0 poskytne

E. = C1[A1 sin(ax) +F, COS(ax)] Sin(ﬁy) ei(xz-wy),
E, = A, sin(ax)[C; sin(By) + D cos(By)] e'*~7,
E, = A;G; sin(ax) sin(By) e'®",

Pouziti podminky IX(3.8) pro x=a; a podminky IX(3.9) pro y=a. vede ke
vztahiim aa, = mm, faz = naw, tj.

a=mE, B=m, 1X(3.10)
az

kde
A1, n2=0, 1, 2,

jsou nezdporna celd &isla. Tim jsme také zjistili moZné hodnoty u?, jez jsou

W= g, o) = [("l) +(ﬂ)2], IX(3.11)

ai az
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coz ve spojitosti s IX(3.4) d4 _
o= c(x® + u’)'”, o IX(3.11")
kde p je nyni ureno rovnici IX(3.11).
Veli¢ina xz — wt uréuje fazi viny, proto w = w/x je fdzova rychlost a W= (dw/
/9x) je grupova rychlost, coz da

W:%:-:—;(c2+%2)1/2>(), IX(312)

_Qw _ cx
“ax “ T F x2)1/2\c

Féazova rychlost je tedy vétsi nebo nejméné rovna rychlosti svétla, coZ neni
v rozporu s teorii relativity, ponévadz fazova rychlost w je Cist€¢ kinematicky
pojem, signdl je pfendSen grupovou rychlosti W, jez nepresahu]e c. Mezi obéma
rychlostmi plati vztah wW = ¢*. i

Rovnice IX(3.11) je disperzni zikon o = w(x) Je v1det Ze ve vinovodu existuje
disperze i ve vakuu.

Po téchto vsuvkéch ptejdeme k tipraveé feSeni pole E. Pomoci nalezenych feseni
E., E,, E. vypolteme divE = 0. Ve vzniklé rovnici pak polozime x =0, co? dd
A;=0. Obdobné v rovnici div E = 0 polozime y = 0, ¢imZ dostaneme D, = O Pole E
pak vyjaddfime rovnicemi

IX(3.13)

E, = E, cos (m EiC) sin (flz M) etemen 1X(3.14)
KA1 az )

E,=E, sin (n1 “—-") cos (nz "—y)e“"z-wn IX(3.15)
ai & .

E,=E; sin (m "—") sin (nz "—y) giteman, IX(3.16)
a az/ - )

kde jsme misto B:Ci, A:D;, A;C; zavedli oznaeni Ei, E,, Es. Konstanty
(amplitudy) E,, E,, Es viak nejsou nezavislé : podminka div E = 0 implikuje vztah

ixEs = aE; + BB, =n (’;—1 Ei+2 Ez) IX(3.17)
: 2

Magnetické pole uréime z prvni rovnice soustavy IX(1.3). Jednoduchym vypo-
¢tem ziskdme magnetické pole

'B.=B, sin'(n1 ”—") cos (n2 EX) gte=e  [X(3.18)
a az :
B, = B; cos (m ﬂ‘) sin <n2 ’ﬂ) gitaman IX(3.19)
as az 7
B, =Bs cos (nl EiC) cos (nz H) glte—on, 1X(3.20)
, ai az -
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Amplitudy Bi, B, Bs souvisi s Ei, Es, E; soustavou vztahi

in1=nzg-Eg—ixE2=ﬁE3—isz, ¥X(3:21)
2
iwB.=ixEi—m al E:=ixE; — aEs, IX(3.22)
1
iwBy=m - E2 na ;"— E.= aE,— BE.. 1X(3.23)
2 .

S ohledem na vazbu IX(3.17) se jednd o pouhé dvé nezéivislé konstanty
(amplitudy), napi. E,, E. Vhodnou volbou téchto konstant Ize provést klasifikaci
moznych typt vin ve vinovodu (lord RAYLEIGH, 1897), &imz se budeme zabyvat
v nasledujicim &ldnku. Dfive nez pfejdeme k této klasifikaci zrekapitulujeme
rozdily mezi vinami v rezondtoru a vinovodu. Reseni IX(2.6) ptedstavuje stojaté
vny ve viech smérech rezonatoru. Naproti tomu IX(3. 14)—IX(3.16) popisuji viny
stojaté v roviné prittezu vinovodu (tj. kolmo k ose vlnovodu), aviak ve sméru délky
vinovodu je vina béZici (postupnd).

IX.4 Vlny elektrického a magnetického typu

Pole E, B ve vySetfovaném vinovodu zavisi (pfi danych i, n2) na dvou konstan-
tach (amplitudach) E;, E,. Je vyhodné klasifikovat tato feSeni podle specialni volby
téchto konstant.

V prvnim piipadé zvolime

Z definice IX(3.23) pak plyne, Ze pfi této volbé je
B;=0. IX(4.2)

V takovém piipadé pak vymizi longitudinélni slozka B, magnetického pole B, =0.
Magneticke pole ma pouze transverzélni sloiky, proto se vlny daného typu nazy’fvaji
. vidét, ze elektrlcke pole md v daném pnpade nenulové vsechny tfi slozky (t]
i longitudinalni), coz je divod, proé se takové viny oznacup jako viny elektrického
typu, zkrdcené viny typu E.
Pfejdeme nyni k uréeni pole ve viné typu E. Po dosazeni IX(4.1) do IX(3.14) az
IX(3.20) dostaneme

E, = E; cos(ax) sin(By) e'®~9, 1X(4.3)
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e B

E, =—g— E, sin(ax) cos(By) €7, IX(4.4)
E,=- %‘O—j E, sin(ax) sin(By) €, 1X(4.5)
'B.= ai“c’z iGa—on IX(4.6)
B, = % E; cos(ax) sin(By) e'®=~?, 1X(4.7)

B, =0. IX(4.8)

Pfi dipravach jsme uzili defini¢nich vztahi pro veliCiny a, 8, 1. V teorii se ¢asto voli
misto E, novd konstanta A = A(n,, n,) vztahem E; = —ixoA. Odpov1da;1c1 trans-
formace ziskanych vzorct je trividlni.

Polozime-li v rovnicich IX(4.3) az IX(4.8) =0 (tj. n.=0), pak automaticky
vymizi vSechny slozky poli E a B. Pii a=0 zbyde pouze E,=
E, sin(By) exp [i(#z — wt)]. Jelikoz divE =0, bude (9E./3x)=0, coz vyzaduje,
aby bylo B cos(By) =0 pro vSechna y. Musi byt tedy také f=0.

U vin elektrického typu miuzZe tedy existovat pouze vina s obéma nenulovymi
indexy n,#0, na #0.

Ve druhém pfipad€ zvolime E; =0, tj. E: = —(B/a)E:, Za nezévislou amplitudu
zvolime Bs. Z rovnice IX(3.23) pak plyne iwpBs=—u2E;. Tim jsou E; a E,
vyjaddfeny pomoci Bs. Ze vztahti IX(3.21) a IX(3.22) vypo¢teme B, B, pomoci Bs.
Vysledkem téchto elementirnich dprav jsou nasledujici rovnice pro pole

E.= _1_5?(0 Bs cos(ax) sin(By) €', 1X(4.9)
E, it—an), 1X(4.10)
E. =0, IX(4.11)

ixa . i (xam :

B, =— a B sin (ax) cos(By) e'®?, 1X(4.12)
B, = HB B; cos (ax) sin(By) =", 1X(4.13)
B. = B; cos (ax) cos(By) e, 1X(4.14)

Longitudindlni slozka elektrického pole je nulova (E, = 0) a magnetické pole mé
nenulové vSechny tfi slozky. Z tohoto diivodu se dany druh vin nazyvd vinami
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magnetického typu, zkrécené vinami typu H, resp. B. Transverzilnost elektrického

‘pole je diivodem technického oznaceni téchto vin symbolem TE — transverzalné
elektrické. Snadno se piesvédéime, Ze na rozdil od vin elektrického typu mohou
existovat viny magnetického typu,, jejichZ jeden index je nula.
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karrora X Nehomogenni
vlnova rovnice

X.1 Elektromagnetické potencialy

V piedeslych kapitoldch jsme fesili n€které dlohy Sifeni elektromagnetickych vin
bez pouziti elektromagnetickych potencidli. P¥i zkoumdni procesu vyzafovani
elektromagnetickych vin je v8ak vyhodné pouziti elektromagnetickych potencidld.
Zpiisob zavedeni potencidli je obdobny jako v elektrostatice a magnetostatice,
aviak potencidly budou nyni zédviset také na case.

Vyjdeme ze soustavy Maxwellovych rovnic

divD=9, divB=0 ' X(1.1)
aB aD . :
rotE+§—0, rotH——a-t-—j, X(1.2)

pfitemZ budeme pfedpoklddat linedrni materidlové vztahy
D=¢E, B=_uH. X(1.3)

Rovnici divB =0 lze (obdobn& jako ve statickém p¥ipadg) spinit identicky tak,
Ze polozime (viz ¢l. 1.6)

B =rotA, X(1.4)
pfi¢emZ nyni je
A=A, 1). X(1.5)

Vektorovy potencidl A neni uréen jednoznacné, nebot k nému lze pfidat
gradient libovolné diferencovatelné funkce, aniZz by se tim zmeénilo pole B. O
dasledcich jez z toho plynou, pojedndme v dalsi ¢asti této kapitoly.

Po dosazeni X(1.4) do prvni rovnice X(1.2) dostaneme

3A

rot (E+—é—t) =0.
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Odtud s ohledem na identitu rot grad=0 plyne
oA

E= —E—Vd) , X(1.6)
kde skaldrni potencidl @ je funkci soufadnic a ¢asu
& =D(r, 1). X(1.7)

Vektory E a B jsme vyjadfili pomoci potencidli A a @. K tomu, aby takové
vyjadieni mélo praktickou cenu potfebujeme najit rovnice pro tyto potencialy. Za
tim Géelem dosadime X(1.4) a X(1.6) do rovnic obsahujicich ¢ a j.

Celkovou proudovou hustotu j rozdélime na dvé &asti: vodivy proud vE a
proudovou hustotu J vnéjsich zdrojt

j=YE+J. X(1.8)

Po dosazeni do druhé rovnice X(1.2) dostaneme
TotB —gu %E yuE = ud. » X(1.9)

(Nadile budeme mit na mysli homogenni prostfedi s konstantnimi &, u, y.)
Po zavedeni vztahti X(1.4) a X(1.6) do X(l 9) dospéjeme po jednoduchych
dpravach k rovnici

DA — yu %‘tﬂ—v (divA+£u %‘f+ yuqb) ul. X(1.10)

Zde jsme zavedli d’Alembertiv operdtor

82 N2 82

2oy 2 -T2
0=V s V- gyl X(}.ll)

Dosadime-li vyjadieni X(1.6) do prvni rovnice X(1.1), ziskime druhou rovnici pro
potencidly
9 .. Q
P+ =—=. X(1.12
Vo + 3 divA . (1.12)
Rovnice X(1.10) a X(1.12) pfedstavuji simultdnni soustavu parcidlnich diferen-

cidlnich rovnic pro skaldrni a vektorovy potencidl. Resenim této soustavy a pomoci
vztahtt X(1.4) a X(1.6) ziskdme vektory E a B.

X.2 Kalibraé¢ni invariantnost

Rovnice X(1.10) a X(1.12) pro potencidly jsou zbytetné slozité. Ke zjednoduseni
této soustavy Ize s vyhodou vyuZit zminéné nejednoznacnosti (liboviile) v definici
potenciald.
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Misto vektorového potencidlu A lze vzit pfekalibrovany potencidl
W A'=A+Vf, f=f(r, 1), X(2.1)

aniz by se tim zménilo pole B. Pole B vypoctené pomoci tohoto nového potencidlu
A’ da ’

B' =rotA’' =rot(A+Vf)=rotA=B. X(2.2)

Vektor E zavisi kromé A také na ¢. Ma-li zGstat E invariantni vii¢i kalibraci
X(2.1), nutno spolu s A piekalibrovat také skaldrni potencial.

Ze struktury vyrazu X(1.6) je vidét, Ze kdyZ spolu s kalibraci X(2.1) zavedeme
pfekalibrovany potencidl

e Of
=02, X(2.3)

elektricka intenzita se pfi tom neméni. Je totiz
E’=———V¢’——§'-:-—V¢P=E. , X(2.4)

Invariantnost vektorii E a B vi¢i transformacim X(2.1) a X(2.3) nazyvdme
kalibraéni (neboli téZ cejchovaci, popf. gradientni) invariantnosti.

Transformace X(2.1) a X(2.3) neméni nejen Maxwellovy rovnice, ale ziejmé
i vyrazy pro Lorentzovu silu

F = ¢E + ¢[v, B],
popf. hustotu této sily
f=oE +[j, B].

Pozndmka: V teorii relativity se zavadi ¢tyfvektor polohy

x.=(r,ict)
a Ctyfvektorovy potencial

A=(cA, id).

Transformace X(2.1) a X(2.3) Ize pak sjednotit do jedné &tyfvektorové rovnice

of _
3% (v=1,2,3,4).

. Veliginy (3f/3x.) jsou slozky gradientu ve &tyfrozmérném prostoru, coZ vysvétluje

ptivod ndzvu gradientni invariantnost navrzeného V. A. FokeM.
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X.3 Lorentzova podminka

Nejednoznatnost ve volbé potencidli Ize vyuZit k tomu, abychom na tyto potencia-
ly nalozili vhodnou kalibra¢ni podminku.

Inspiraci Ize ziskat z rovnice X(1.10). Kdyby bylo divA + su(a &/31) + yud =0,
méli bychom separovanou rovnici pro vektorovy potencidl [JA — yu(0A/3t)=-
—ud. UkédZeme, Ze takovou podminku Ize na A a @ skute€né naloZit.

Necht A, @ je néjaké feSeni rovnic X(1.10) a X(1.12). Oznacme

L(r,t)=divA +¢eu aa¢+ yud X(3.1)

a vypocteme obdobny vyraz L(r, t) vytvofeny pomoci pfekalibrovanych potenciali
A ’

L'(r,t)=divA’ +eu -aal;-+ yud'=L(r, t)+0f—yu g—{ X(3.2)

Funkci f=f(r, t), kterd byla doposud libovolnd, zvolime tak, aby byla fe$enim
rovnice
of i
Of —yu -é;+ L(r,t)=0. X(3.3)

- Tim bude L’ =0, tj. bude platit tzv. Lorentzova podminka

divA'+yu a—a?%-+ yud' =0. X(3.4)

Pro vektorovy potencidl A’ tak ziskdme rovnici

A’
OA' —yu i —ud, X(3.5)

kterd ma tvar nehomogenni telegrafni rovnice (viz &l. VIL.1) neboli telegrafni
rovnice § pravou stranod.

Zavedeme-li do rovnice X(1.12) piekalibrované potenciély, dostaneme stejnou
rovnici

1)

Vo +2 diva' = -2,
3t

3]

Clen divA’ vyloudime pomoci Lorentzovy podminky X(3.4). Po jednoduché
tipravé dospéjeme k rovnici

X(3.6)
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To je opét separované rovnice pro skaldrni potencial @', pfi¢emz tato rovnice ma
stejny tvar jako rovnice X(3.5) pro vektorovy potencidl A’.

Je viak tfeba Fici, Ze ani kalibracemi X(2.1) a X(2.3) s funkci f vyhovujici rovnici
X(3 3) nejsou potenciély A, uréeny jednoznaéné V feSeni rovnice X(3.3)

vvvvvvv

5
0fo—yu L2 =0, X(3.7)

Pomoci této funkce fo provedeme novou kalibraci

A'=A"-Vfy, @' ="+ %f;" X(3.8)
Nové potencidly @”, A” opét vyhovuji Lorentzov€ podmince
divA” + eu %+ yud" =0, X(3.9)
a spliuji tedy rovnice \
(IZ] —yu a%) A"=—pd, X(3.10)
(El—yu _a_) o=-2. X(3.11)
ot €

Ve specidlnich ptipadech, o nich? se déle zminime, lze této dal§i nejednoznad-
nosti s vyhodou vyuzit.
V_nevodivém prostiedi (y=0) se Lorentzova podminka zredukuje

divA’'+eu éa?t—,=0, (y=0). X(3.12)
ve vakuu (£ = g0, i = Hho, Eoftoc’=1) je
divA’ + 21; %(—);—’ 0, (ve vakuu), X(3.13)
piiemz A’, @' vyhovuji nehomogennim vinovym rovnicim
OA’' = —uod, (vevakuu), . X(3.14)
O¢' = —f—o , (vevakuu). X(3.15)

V oblasti, kde nejsou ani naboje ani proudy, mame pro potencidly A’, @'
homogenni vinové rovnice '

OA'=0, O¢'=0. X(3.16)
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V tomto pfipadé 1ze tyto rovnice dile zjednodusit. Zavedeme-li kalibracéni funkei fo
vyhovujici rovnici ~
Ofe=0 X(3.17)

a nové potencidly A"=A'+Vf,, ®"= ' —(3fo/3t), pak je

O (rb" + %ft?) -0, COo"=0.

Jelikoz @', ®" a f, vyhovuji stejné rovnici, lze najit takové feSeni, Ze

o"=0, X(3.18)
a zbyva pouze rovnice pro vektorovy potencidl A"
0A"=0. X(3.19)
Lorentzova podminka pro nové potencidly A", @", tj. rovnice
divA" + % % =0,
se pak zredukuje na tvar
divA"=0. X(3.20)

Vyhodnost této podminky proilustrujeme nasledujicim pfikladem. Rovnice
X(3.19) ma fefeni ve tvaru rovinné monochromatické viny

 A"= A exp [i(kr— wt)], X(3.21)

které po dosazeni do X(3.20) da
(kA") = 0. X(3.22)

Ve volném prostoru bez ndboji a proudi Ize potencidly A”, @" piekalibrovat
tak, aby bylo ¢"=0 a vektorovy potencidl A" byl transverzilni. Pole E, B ve
volném prostoru se vypoctou z rovnic

E- —%‘%—, B =rotA". X(3.23)

S ohledem na zdvaznost ziskanych vysledki provedeme je$té jejich shrnuti.
Elektromagnetické pole v prostiedi jsme plivodné popsali dvéma tfirozmérnymi
vektory E a B, tj. celkem Sesti veliCinami. Pro tyto vektory plati soustava
Maxwellovych rovnic, coZ je z matematického hlediska soustava vazanych parcidl-
nich diferencidlnich rovnic prvniho fadu. Vztahy X(1.4) a X(1.6) jsme tyto dva
vektory E a B vyjadfili pomoci jedné skaldrni funkce @ a jednoho t¥rozmérného
vektoru A, t] pomoci Ctyf velifin A;, Az, As, @. Na tyto Ctyfi veli¢iny lze nalozit

vhodnou vazebni podminku, napf. Lorentzova typu X(3.4), takze zbyvaji pouze tfi
nezavislé veli¢iny. Diky této vazebni podmince vznikne pro potencidly A, @
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- soustava nezdvislych parcialnich diferencidlnich rovnic druhého tadu. ReSeni
téchto rovnic jsou viak vzijemné svizina Lorentzovou podminkou. Nesmime pfi
tom zapomenout, Ze cenou za tuto redukci poctu velicin na tfi a za separaci rovnic
bylo zvySeni fadu téchto rovmc Rovnice druhého fddu maji dvojnasobek poétu
feSeni rovnic prvniho fidu, ¢imZ je vysvétleno pozadi redukce Sesti veliCin E, B na
tii.

V prazdném prostoru lze skalarni potencidl volného elektromagnetického pole
poloZit rovnym nule a na vektorovy potencidl naloZit podminku transverzalnosti
X(3.20), ¢imzZ se stanou nezavislymi pouze dvé slozky vektorového potenciilu.

Lorentzova podminka je vyhodna také s ohledem na rovnici kontinuity. Jsou-li
v rovnicich OA=—yuj, O®=—p/¢ potencidly A, @ vizany podminkou
divA + gu(3®/3t)=0, je tim garantovdna automaticky také platnost rovnice
divj+ (8p/3t)=0. Zaplisobime-li na rovnici JA = —uj operdtorem div a na
rovnici (1@ = — /e operdtorem 3/3t, pak divA +eu(3®/3t)=0 implikuje (3o/
/3t) +div j=0.

X.4 Retardované a avanceované potencidly

S ohledem na dalsi aplikace budeme uvazovat elektromagnetické pole ve. vakuu
vytvofené nidboji s prostorovou hustotou g=p(r,t) a proudy s proudovou
hustotou J = J(r, t).

Vektorovy a skalarni potencidl vyhovuje rovnicim X(3.14) a X(3.15) a Lorent-
zové podmince X(3.13). Vynechdme-li édrky u oznadeni potenciald, budeme mit
vychozi soustava rovnic :

OA=—pod, X(4.1)
-_8
Oo=-£ X(4.2)
- . &o
. 1380
divA ta5,= 0 X(4.3)

Reseni rovnic X(4.1) a X(4.2) najdeme nasledujici fyzikdlni tvahou, jejiz
sprdvnost pozdé€ji ovéfime pfimym vypoétem.
Ve statickém pfipad€ se X(4.2) redukuje na Laplaceovu—Poissonovu rovnici

©
Vo= 2
€o

b

jejiz feSeni zname z dvodni kapitoly.

(D(O)(’)_E{gf I (o)(r ) ds ’
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Rovnici X(4.4) ziskime z X(4.2) formilni zdménou c—x, tj. pfechodem
k okamzitému §ifeni rozruchu.

Vime viak, e elektromagneticky rozruch se iifi kone¢nou rychlosti, ktera je ve
vakuu rovna rychlosti svétla c. Nastane-li v rozd€leni naboji a proudd néjakd
zména v &ase ¢, vzniknou ndsledné zmény v elektromagnetickém poli. Ve vzdale-
nosti R=|r—r'| od zdrojii se tato zména projevi se zpozdénim At=R/c, tj.
o dobu, kterou elektromagneticky signil potfebuje k uraZeni vzddlenosti mezi
polohou zdroje a mistem pozorovani pole. D4 se proto odekavat, Ze k urceni
potencidlu @(r, t) v &ase ¢ nutno znit rozdéleni naboji Q(r t') v Case

t_‘=‘t'=t—§. X(4.4)

Reeni rovnic X(4.1) a X(4.2) Ize vyjadfit vztahy

A(r, t)=1“—:‘ j i(’T;t—) ar, X(4.5)
@(r)(r t) J'Q(r ! ) dr’ X(4 6)
47, )

Tyto vyrazy jsou obdobou feSeni Laplaceovy—P01ssonovy rovnice s tim podstat-
nym rozdilem, Ze berou v dvahu konefnou rychlost §ifeni elektromagnetickych
signald.

Jelikoz X(4.5) a X(4.6) respektuji retardaci (zpoZdéni) pole za jeho zdrojem,
nazyvaji se tato feSeni retardované neboli zpoZdéné potencidly.

Pfimym vypoltem se piesvédéime, Ze feSeni X(4.5) a X(4. 6) vyhovuji rovnicim
X(4.1) a X(4.2), jakoz i Lorentzové podmince X(4.3). Podrobnosti vypoctu
uvadime v dlohich k této kapitole.

Ponévad rovnice X(4.1) a X(4.2) jsou invariantni vii¢i zdméné c— —c, bude
jim kromé& X(4.5) a X(4.6) vyhovovat také feSeni

W o (I 47
AS(r, 1) 4nf =D er, X(4.7)
@ Q(I’ ) 4
SO(r, 1) == j &r X(48)
kde ’
"=t =t +B . X(4.9)

Zde pole ptedbihd (avancuje) sviij ZdrO], proto se feSenim X(4.7) a X(4.8) fika
avanceované neboli pfedbihavé potencidly. Pokliddme-li viak nébojové
a proudové hustoty o, J za zdroj (a tedy i pficinu) elektromagnetického pole,
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nutno predbihavd feSeni vylou€it jako fyzikalné nepfipustnd pfi popisu emise
elektromagnetického zafeni.

Zdanlivd jednoduchost rovnice X(4.4) pro retardovany &as t'=t—R/c je
klamna. Nédboje se totiz pohybuji, a tedy i vzddlenost R=R(t') mezi néaboji
a bodem pozorovani je funkci retardovaného Casu. Retardovany Cas je urcen
implicitni funkci

oo _l ?
t'=t cR(t).

Nyni ptejdeme k odvozeni feSeni X(4.5), X(4.6), popt. téz X(4.7) a X(4.8)
piimym feSenim vychozich rovnic X(4.1) a X(4.2).

K vypoétu uzZijeme Fourierovy transformace (viz dodatek IV). Funkci f(t)
vyjaddiime ve tvaru Fourierova integrélu

1 —iwt ‘
fO=5- I fo €7 do, : X(4.10)
ptiéemz Fourierovy komponenty f., jsou
=[f(ye~dr. X(4.11)
V daném piipad€ poloZime
1 o
o(r, )=7- f ®.(r) e do, X(4.12)
1 —idt )
or, =5 j 0u(r) e do>. X(4.13)

Fourierovy komponenty zde pro piehlednost oznacujeme symbolem f, misto f)
uzivaného na jinych mistech.

Vyjadfeni X(4. 12) a X(4 13) dosadime do X(4.2), ¢imZ dospe]eme k rovnici

f [(v2+—2) & (r)+L Q“,(r)] e do =0,
C Eo
S ohledem na- iplnost Fourierovy baze pak mdme
; _
1 .
(v2 +‘—“’—,) ®u(r)= —— 0u(r). X(4.14)
c Eo ]
Vzniklou rovnici pro Fourierovy komponenty budeme fe§it metodou Greenovy
funkce (viz dodatek III). Zavedeme Greenovu funkci G(r, r’) vyhovu_|1c1 rovnici
typu X(4.14) s bodovym zdrojem

(vu%) G(r, r)=-58(r—r). X(4.15)
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Reseni rovnice X(4.14) je pak ddno integrilem
db.,,(r)=—§- f G(r, r)ou(r') &r'. X(4.16)
0
Vime, ze (viz dodatek II) rovnice X(4.15) ma pii @ =0 fefeni 1/(4nR), jelikoZ
v? (—113) = —4n8(R).
' Polozime-li v X(4.15)
1
G(R) =73z 9(R),
~ pak snadno zjistime, Ze g(R)=exp (¥FioR/c), takZe je
)
exp (+1 p R)

X(4.17
4R ( )

G®(R)=
Pomoci rovnice X(4.16) pak ziskdme vztah mezi Fourierovymi komponentami

ex (:iQR)
@(py=—L P (r) &r' X(4.18)
38 (r)—4m R ou(r’) d’r'. .

Tuto rovnici vynasobime exp (—iwt), prointegrujeme pies w a uZijeme rovnice
X(4.12) a X(4.13). Dospéjeme tak k rovnici

d(r, t)_4J:E Q(’R ts) &r

pti jejiz apravé jsme uZili vyjaddieni
1 , . do = olr’
m | () exp (miotz) dw = (1, t=),
kde t= =t ¥ R/c. Horni znaménko odpovidd retardovanému a dolni avanceované-
mu feSeni.
X.5 Greenova funkce vlnové rovnice

Greenova funkce G(R, T) vlnové rovnice vyhovuje rovnici

1 2?

— 2.———————
0G= (v oy

) G(R, T)=-58(R, T), X(5.1)
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kde
R=r—r, T=t-t¢. X(5.2)

Derivace V2, 3°/3¢* v X(5.1) se vztahuji na neé4rkované proménné.
Rovnici X(5.1) budeme fesit metodou Fourierova integralu. Diracovu distribuci
vyjadiime Ctyfndsobnym Fourierovym integrialem

y — 1 ikR —ioT 3
SR, T)= 5 f ¢4 ¢ T Pk doy. X(5.3)
Podobné vyjadiime
_L ikR _—ioT 43
G(R, T)= 5 J' g(k, ®) &*® 7T Pk doy, X(5.4)
kde g(k, @) jsou Fourierovy komponenty. Po dosazeni X(5.3) a X(5.4) do X(5.1)

ziskdme pro g(k, w) vztah (-k*>+ w?*/c*)g(k, )= —1, z néhoZ plyne

g(k, w)=m- X(5.5)

Tento vyraz dosadime de X(5.4). Vyraz d°k vyjadiime ve sférickych soutadnicich
k*sin® dk d® d@, coz po integraci pfes ¢ dd d’k=2mk’sin® dk d9. Dile
polozime kR = kR cos#, éimz ziskdme vyjadfeni

fg(k 0) &R Pk =2 'r kdk Jme“d* 59 in § df)
’ 0 k2—(a)/c)2 0 )
Integrél pfes ¥ se vypoéte elementarné
" ikR cos# — 1 . ikR cos #]x ikR —ikR
Le sind = kR [e 15 = AR (e'*R — e 'kR),
Je tedy
2n k dk ;
k ikR 34 _ &% Ak S 1kR __ ~—1kR
jg( w)e dk R k2 (w/c)z( € ),

resp.

fg(k w) e ® d3k— wkﬁeim—dk
R o k*—(w/c)?

Vznikly integrél je zndm a d4 se pocitat mnoha zptisoby. Abychom nerusili vlastni
sled mySlenek, uvedeme zde pouze vysledny vztah

G k= cos k), X(5.6)

jehoz odvozeni najde &tenaf v dlohach k této kapitole. Pomoci posledniho vztahu
dostaneme

2 .
fg(k’ w) eikR d3k= __2_1_2[_ (eilec +e—-in/c). X(5.7)
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Tento vysledek dosadime do X(5.4); pfi integraci pfes w uZijeme vztah

[ e-io doy = 28 (a).

e

Greenova funkce je urena vyrazem

1 1 _R R
~G(R, T)—2 IR [6 (1 —C)+5 (1 +—c>] . X(5.8)
Pomoci vztahd

|a|6(aT)=8(T), &(T—a)+8(T+a)=2|a|6(T*~a’)

dostaneme
G(R, T)= —ﬁ 8(c*T* - R?). X(5.9)
Reseni
1 R
O —__
GO= 7= 6 (t c) X(5.10)
je retardovanou a '
Go=--—1_5s (t+-13) X(5.11)
4nR ¢ )

avanceovanou Greenovou funkci. V argumentu X(5.10) anulovani T—R/c=0
odpovid4 retardovanému &asu t' =t — R/c; obdobné T + R/c =0 odpovidi avan-
ceovanému Casu t"=t+ R/c.

Retardované feseni rovnice

je
¢(t)(r, t):-‘—:'—J' G(r)(R’ T)Q(r', tr) d3r’ dt',

0
coz s ohledem na X(5.10) dé

(-
1 e\r c

®, =
o (f, t) 4mey R

co je zndmé nam jiz feSeni X(4.6). Podobné& pomoci Greenovy funkce X(5.10)
dostaneme X(4.8). ‘

Greenova funkce m4 singularitu pfi ¢>T?>— R*=0, tj. na tzv. svételném kuZeli. Z
teorie relativity je zndmo, Ze interval s® = ¢*T? — R? je invariantni vii¢i Lorentzové
transformaci. ’

Pii T=t-t'>0 je druhy ¢len v hranaté zivorce rovnice X(5.8) vidy nulovy,
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jelikoZz argﬁment u 8(T + R/c) neprochézi nulou. Je tedy

G(R, T)=:G”(R, T), (T>0), X(5.12)
a obdobné
G(R, T)=3iG®(R, T), (T<0). X(5.13)

7 toho miZeme sestavovat Greenovy funkce vyhovujici potfebnym pocitecnim
podminkdm. Pro funkci

-

D«(R, T)E(l T) G(R, T) X(5.14)

+._
IT|
ziejmé plati

DR, T)=0 pro T<O0, DR, T)=G® pro T>0. X(5.15)

Tato funkce tedy vyluéuje vliv &asu T <O (tj. ¢’ > t) na stav v Case ¢, proto se nazyva
kauzilni nebo Feynmanovou funkci. Vzhledem k singuldrnimu charakteru této
veliiny by bylo vhodn&jsi mluvit o Feynmanové distribuci. VZité oznaleni funkce
tedy nutno chépat ve smyslu zobecnéné funkce (distribuce). TotéZ plati pro
viechny Greenovy funkce.

Pro nékteré tigely je vyhodné provést v X(5.4) pouze integraci pfes w a ponechat
trojrozmérny Fourierdlv integral pfes k. Po dosazeni X(5.5) do X(5.4) vznikne
integral

+w e—-imT

(o de= T sin(ckT), X(5.16)

ktery se snadno vypoéte podle nivodu v ptikladé 4 k této kapitole. Dostaneme tak
vyjadfeni

___c i SIN(ckT) i
G(R, T)= — 1o J o ST X(5.17)
Odtud je vidét, ze G(R, T) spliiuje potdteéni podminky
G(R, 0)=0, (99) = —1c*5(R). ©X(5.18)
aT T=0

Z toho plyne, Ze funkce D.(R,T) je Greenovou funkci vlnové rovnice

_ ODJR, T)=—5(R, T), pfi¢emz plati potitecni podminky

aDN
aT)M“C 5(R). X(5.19)

DR, 0)=0, (

Spojenim vztahti X(5.12) a X(5.17) ziskdme pro retardovanou Greenovou
funkci vyjadfeni ‘ A

GOR, )= - 7753 f gis SIN (I‘;"D &k, X(5.20)
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Zpravidla se zavadi Diracovo feSeni vinové rovnice

D(R, T)=(—2—;? f oikR s—i"(,ii)—dsk; X(5.21)

vyznacuje se tim, Ze

D(R, -T)=—-D(R, T),

X(5.22)
(@) = c5(R)
3T )ro=C .
Analogické funkce s cos(ckT) je (viz ptiklad 5 k této kapitole)
1 ixr COS(ckT) . 1
Di(R, T)= 55 j e e SRR (CE)

X.6 Pole pohybujicich se bodovych naboji.
Liénardovy—Wiechertovy potencidly

Retardované potencidly jsou uréeny rovnicemi X(4.5) a X(4.6). Retardovany ¢as
je urcen rovnici

t’=t—l |r—r'|.
C

Abychom nemuseli v X(4.5) a X(4.6) uvadét, emu je rovno t’, pfepiSeme tyto-,
rovnice pomoci Diracovy distribuce

o(r, t)—4mf Q(T;’_’)r,‘f’}[r—t+%]r—r'|]qr, X(6.1)
Ar, =12 %Td;r—,é[t—t+l]r—r’l]dr. X(6.2)

Index (r) oznadujici retardované feSeni budeme vynechdvat. M&jme bodovy naboj
pohybujici se po trajektorii ro(t); hustotu o(r’, t) vyjadfuje rovnice

o(r', T)=ed[r — r(7)]. X(6.3)

Tento vyraz dosadime do X(6.1) a prointegrujeme pies r’, coz dd

d(r, t)=4;£0f lf‘(:(fﬂ é [r—t+% lr—ro(r)l]. X(6.4)

V argumentu u distribuce stoji vyraz typu 6[F(‘r)] Vznikly integrdl vypocteme
pomoci vztahu (viz dodatek II)
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.ﬁuwwunm—mggr X(6.5)

kde t' je kofen rovnice F(7)=0. V daném pfipad¢ je

1 _ 1
= @I~ R@®

Fft)—r—t+ lr—ro(t)l—t-—t+ R(7),
takze je
e 1
D= ZreR 1 <aR) :
ot

d(r,

X(6.6)

Zde R=R(t')=r—ro(t'). Derivaci (3R/3t'), vypolteme derivovanim vztahu
= R?, z néhoZ plyne

2R (aR) —2R (55—’3) = g dn(t)

at’ a de’
Derivace ¢
v(t ’)—d"’(t ) X(6.7)
pfedstavuje rychlost ndboje v retardovaném case. Je tedy
(aR) _YR X(6.8) -
at’ R ,
coz po dosazeni do X(6.6) dé hledany vztah
1
o(r, 1) =~ ——— . X(6.9)
4meo R 1 VR
c
Obdobné feéenib pro vektorovy potencidl zni
Ar, =22 ——, X(6.10)
T R —; VR

co se ziskd z rovnice X(6.2), v niz polozime J(r’, t)=ev()d[r' — ro(7)].

Rovnice X(6.9) a X(6.10) urCuji elektromagnetické potencidly bodového naboje
pohybujlcxho se rychlosti v; na poest objevitell se nazyvaji
Liénardovym—Wiechertovymi potencidly (1898). Jednoduchost téchto
vzorcl je pouze zd4nliva, jelikoZ relativni poloha R i rychlost v jsou funkcemi
retardovaného Casu.
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Pole E, B jsou urfena rovnicemi

E=—§—4—V(D, B =rotA,
ot v

kde derivovani se provadi v pozorovacim bodé€ r a v pozorovacim €ase ¢, proto je
vypotet derivaci ponékud zdlouhavy. (Jedni se o derivovéni slozenych a implicit-
nich funkci.) Naznaéime pfisluSny postup. Derivovanim rovnice

R(t)=c(t-1t") X(6.11)
podle ¢asu ¢ pfi konstantnim r dostaneme ‘
5 - @)~ (-%)
(at),_ ar ) \at ).~ ¢ at) "

Odtud po dosazeni (R/3t'), = —(VR)/R dostaneme

at’ 1 '
(37),= i X(6.12)
: cR
Obdobné ziskame

gradt'= —— R X(6.13)

VR

cR (1 —;—)
cR

Ze vztahu grad[R(t")] = —c gradt’' pak plyne

gradR(t)=—R— - X(6.14)

R(l—"— -4

cR c
‘kde n=R/R.
Vypocet E, B pomoci téchto vztahd je pak rutinni, i kdyZ pomérné zdlouhavou
zélezitosti. Ctendf se snadno piesvéd¢i o spravnosti rovnic

Eo_¢ 1‘(3)2 A DR - L__Toax[{n-Yxv]],
4n£oR2<1_?)3( :)4n£oc2R(1 !g)’[ [( :) ]]

C
X(6.15)

=%an, o X(6.16)

kde v=0v/3t' je zrychleni nidboje v retardovaném case t'; vSechny veliCiny
v X(6.15) a X(6.16) se rovnéz berou v retardovaném ¢ase. Magnetické pole je vidy
kolmé k poli elektrickému.
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Vsimneme si nyni struktury vyrazid pro pole. Prvni ¢len pro pole zvisi pouze na
rychlosti v, nikoli viak na zrychleni. Tento &len ubyvé se vzdéilenosti jako 1/R>,
takze Poyntingtiv vektor § =[E, H] ubyva jako 1/R*. Pfi integraci pfes nekonecné
vzdilenou plochu d4 tento &len nulovy prispévek k toku energie § S ds. Druhy &len
z4visi také na zrychleni, a co je podstatné, ubyva se vzdilenosti pouze jako 1/R;
Poyntingiiv vektor ubyva jako 1/R?, takZe tento ¢len md nenulovy tok energie
i pfes nekoneéné vzddlenou plochu. Tento ¢&len odpovidd elektro-
magnetickému zdfeni.

Z vyrazit X(6.15) a’X(6.16) Ize snadno odvodit vzorce pro malé rychlosti naboji
(v <c¢), coZ zde délat nebudeme, ponévadz se k této otdzce vratime v ndsledujici
kapitole vénované elektromagnetickému zafeni.

X.7 Hamiltonovska-forma Maxwellovych rovnic

V &ldnku VILS5 jsme poukédzali na jisté souvislosti, resp. analogie mezi polem
rovinné elektromagnetické viny a soustavou ¢astic. Nyni tyto analogie rozvedeme
na bézi formalismu Hamiltonovych kanonickych rovnic.

Budeme uvaZovat elektromagnetické pole ve vakuu (bez ndboji a proudd).
Vektorovy potencidl A vyhovuje d’Alembertové rovnici '

\

DA—‘:-(V’—l i

2357) A=0, X(1.1)

piitemz plati (viz ¢l. X.3) Lorentzova podminka
divA=0. . X(7.2)

Elektrické a magnetické pole jsou urCena rovnicemi

JA

~35;»  B=retA. X(7.3)

E:

Rovnici X(7.1) vyhovuje partikuldrni feSeni A(r, t) = a«(t) exp (ikr), pfiCemz
pro amplitudu a«(t) plati rovnice

G + wiac =0, ‘ X(7.4)
kde
Wi = ck. X(7.5)
Amplitudy ax — jak plyne z X(7.4) — zdvisi na &ase harmonicky, G«=
Oox €xp (—iwkt), proto je '
dk =—i Wy Ux. X(7.6)
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Pro komplexné sdruzenou amplitudu a% plati obdobné
a% = +iwat. X(7.6")
Mozné hodnoty vinového vektoru k zavisi na objemu V, v némi je pole

uzavieno, a na hraniénich podminkach. Zde budeme pfedpoklddat objem V ve
tvaru kvadru o linearnich rozmérech Li, Lz, Ls. Ve Fourierové rozvoji

A= ZA.( exp (ikr)

se séita pies hodnoty (ki, k2, ks)=k »
2n 2z n

2
k1 =E Ny, k2=f2 na, k3 ="L_3 ns, X(7.7)

kde n; jsou celd &isla. Z rovnice X(7.5) pak plynou mozné hodnoty frekvenci

2 271
on =27V, = 27C [(E)Z + ({32) + (%3;) ] ? X(7.8)

Maéme-li polarizovanou vinu, pak veli¢ina AI'= An; An, Ans udavé pocet kmitd,
jejichz vinovy vektor leZ v intervalu Ak, Ak, Aks. Pfi velikjch rozmérech
(L1, La, Ls— ) bude spektrum veli€in ki, ks, ks takika spojité (kvazikontinuum).
Vyjadiime An; z rovnic X(7.7) a uvaZime obé polarizace ; pro po¢et kmitd dI'(k) v
intervalu d*k = dk; dk, dks vinového vektoru pak plati vztah (V =L,L.L,)

2V 2V

_ =Y 53 _ 2
AT(k)= 35 &'k = o K* dk 6. X(7.9)
Fourierovy funkce )
v =17y ¢ X(7.10)

tvoti tiplnou ortonormdlni bézi
[ pE(r)Ye(r) &r=buw. X(7.11)
V skaldrnim soudinu kr zavedeme X(7.7), takze je
kr =2n[(nix/Li) + (nz2y/Lz) + (n3z/Ls)).
V integrandu X(7.11) pak vzniknou vyrazy typu
exp {2 [(n}— n)(x/L:)}.

Pfi n# n} jsou integraly nulové (ortogonélnost trigonometrickych funkci) a pfi
n' = n; d4 integrace objem V, jenz se vykrati s faktorem 1/V od funkci X(7.10).
Uplnost baze X(7.10) nam umoZziiuje zapsat vektorovy potencial ve tvaru souCtu

A — V—IIZZ(ak eikf+ ai e—ikr)’ X(712)
k
ktery explicitné vyjadiuje redlnost vektorového potencidlu.
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Amplitudy ax vyhovuji ocividnému vztahu
’ » a.=at.

Jelikoz A vyhovuje Lorentzové podmince X(7.2), budou také amplitudy a, ai
spliiovat relace transverzalnosti

(kax) = (ka)=0. X(7.13)

Pole E, B vyjadiime pomoci X(7.3), coz po jednoduché dpravé vede k rovnicim
E= ivV‘”ZZ ou(ax € — af e™'*), X(7.14)
B= iv—m}k‘,([k, a e — [k, at] e7*]. X(7.15)

Tyto vyrazy dosadime do vyjadfeni energie elektromagnetického poie
€=3[(eE*+ uoH?) dV =4g, [(E*+ c*B* dV. X(7.16)
Energii zde znaéime symbolem € obvyklym v mechanice.
Pti vypoctu integrahi v‘X(7.16) se vyskytnou vyrazy

1 Ry
Ik,k’E"_/ €xXp [1 (k+ k,)r] d3r= 6.(,1-“';

smiSené soutiny typu c’[k, a%]-[k, a.] upravime pomoci X(7.13), coz d4
c’lk, at]-[k, a] = c*k*(atac) = wi(atai).

Po jednoduchych algebraickych dpraviach dostaneme

8= %, X(7.17)
kde '
gk = 280(aiak)wﬁ. ° X(7.18)

Energie € elektromagnetického pole je rovna soultu energif jednotlivych

Fourierovych komponent. To je pfirozeny vysledek s ohledem na ortogondlnost
funkci X(7.5) a linearitu rovnic pole. '

Hybnost G elektromagnetického pole je uréena rovnici VI(2.15), kterou pfepi-
Seme ve tvaru

G=[gdV==souo[[E, HldV=¢,f[E, B]dV. X(7.19)
Po analogickych tpravich jako pfi vypoétu energie dostaneme
G =ZG«, X(7.20)
kde
e k
Gv= % X(7.21)
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Hybnost elektromagnetického pole je souttem hybnosti Gk jednotlivych Fouriero-
v§ch komponent (rovinnych vin). Mezi %« a Gk plati vztah

=G X(7.22)
s nimZ jsme se jiz setkali pfi studiu (izolované) rovinné monochromatické viny.

Misto komplexnich amplitud a«, a% zavedeme redlné vektory Q« a Px pomoci
vztahi

Qi = ei”(ax + at), X(7.23)
P, = —i wel?(ax — at) = Q. X(7.24)
Posledni vztah jsme ziskali pomaci X(7.6) a X(7.6').
V téchto redlnych proménnych dostaneme pro . vztah
« = H(Pi+ 0 Q7). X(7.25)
Z rovnic X(7.4), jez jsou disledkem vIinové rovnice, plyne, Ze pro Q« plati
oscildtorova rovnice
dk + wiQk = 0, X(726)
pficemz misto X(7.13) bude
To znamen4, e ka#dy z vektord Qk, P« méd dvé nezavislé (a obecné nenulové)
komponenty v roving kolmé ke sméru vinového vektoru k. Tyto dvé slozky
oznadéime Qu, Pk, 0 =1, 2, pfiCemi
2= Q%+ Q%, Pi=Pu+tPh

Vyraz pro energii elektromagnetického pole v téchto redlnych proménnych
ozna¢ime symbolem H (hamiltonidn), takZe je

H= 2 >3 (Pi+ wiQia). X(7.28)

Vypoéteme derivace (9H/3Qus) = 0% Quo, (H/ 3Pu) = P, = Q. Pii tipravé dru-
hé rovnice jsme pouzili definice Px= Q.. Vhodnou volbou proménnych jsme tak
dosahli toho, Ze tato druh4 rovnice ma automaticky (definitoricky) tvar I_-Iamiltono-
vy kanonické rovnice ¢; =(9H/3p;). Zkusime proto, zdali plati také P, =— (8H/
/3Qk). Je-li tomu tak, pak to implikuje rovnici P, = O = — 030k, tj.

éko + wiQko = 0- X(7.29)

Tento pfedpoklad tedy vede k rovnici X(7.26), kterd je disledkem
Maxwellovych rovnic. o
To tedy znamend, ze proménné Qu, P V rovnici X(7.28) pro hamiltonian
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elektromagnetického pole miZeme interpretovat jako kanonické proménné
(zobecnéné soutadnice a zobecnéné hybnosti), pro néz plati Hamiltonovy kanonic-
ké rovnice

. _ oH , _ _oH
Qka_ qu— aQ‘w.

9P’
Jeit& jednou zdiiraznime, Ze tato interpretace vede k rovnici X(7.29), tedy ke
stejné zavislosti Qus, Kk jaké pfivadi vinova rovnice. Navic je pfi tom respektovana
i Lorentzova podminka, takZe rovnice X(7.30) vedou ke stejnym vztahiim jako
odpovidajici soustava Maxwellovych rovnic. :

Rovnice X(7.29) je zndmou rovnici pro linedrni harmonicky oscildtor, takze
$(Pi,+ 0iQ%) je energii linedrniho harmonického oscilitoru k, o s frekvenci
. = ck. (Oba oscilitory o=1,2 kmitaji se stejnou frekvenci.) Pfichdzime tak
k nasledujicimu zdvaznému vysledku:

Energii vinového elektromagnetického pole Ize vyjadfit jako soulet energii
nezavislych linedrnich harmonickych escildtord.

S ohledem na pozd&jsi reference uvedeme jesté lagrangidn L elektromagnetické-
ho pole. Z mechaniky vime, Ze lagrangién L a hamiltonidn H jsou spolu svdzany

X(7.30)

vztahem H= 3 pg: — L, coZ v nasem ptipadé dé

L= Z 23 (Pio— 0iQk),

resp.
L= 2‘, > 1(Qk— 0iQko). X(7.31)
Z Lagrangeovych rovnic
d oL oL
4300 30w 0 - X032

L]

opét plyne rovnice X(7.29).
Lagrangidan X(7.31) reprezentujici soustavu nezavislych linedrnich harmonic-
kych oscildtorti je vyjadfen pomoci zobecnénych soufadnic Qu, a zobecnénych
rychlosti Q. Pi vypoétu hamiltonidnu pole jsme vysli z vyjadfeni X(7.16) pomoci
vektorli E a B a pak jsme dospéli ke kanonickému vyjadieni X(7.28). Vznikd
proto otdzka, jak je vyjadfen lagrangian X(7.31) pomoci vektort E a B. Snadno se
piesvédéime, Ze
L=3[(&E?*—- uoH?) dV=4¢g [ (E*- c*B* dV. X(7.33)
V relativistické elektrodynamice uvidime, Ze E*>— ¢>B? je invariantni vii¢i Lorent-
zové transformaci, takZe objemova hustota lagrangidnu je relativistickym invarian-

tem. Tento poznatek je voditkem pfi konstrukci lorentzovsky invariantnich
pohybovych rovnic. :
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Po téchto poznamkéch se vratime k rozkladu X(7.26) elektromagnetického pole
na soustavu nezavislych linedrnich harmonickych oscilatord. Dokud na tyto
oscilatory nahlizime klasicky (nekvantové), je jejich energie spojitd (spojitd zména
Pis, Oko), takZe tento korpuskuldrni (oscilitorovy) aspekt elektromagnetického
pole nepfivadi k podstatn& novym vysledkim, popf. obsahuje stejné potiZe jako
klasickd mechanika. Proilustrujeme to na jednoduchém piikladé.

Zavedeme do X(7.9) frekvenci o = ck a prointegrujeme pies prostorovy thel Q2
orientace vinového vektoru. Pro polet kmitd dI'(w) ve frekvencnim intervalu dw

ziskdme vztah

dI(w) =n2‘; - 0? do. ‘ X(7.34)

V klasické fyzice plati tzv. ekvipartiéni teorém: na kaZdou kanonickou proménnou
vystupujici v energii kvadraticky pfipada stfedni energie k7/2, kde k je Boltzman-
nova konstanta (k=1,38-10"2JK') a 7 je absolutni teplota. U oscildtoru jsou
takovymi proménnymi Py, Qu,, takZe stiedni energie jednoho oscildtoru je kJ. Po
vyndsobeni stiedni energie jednoho oscildtoru poétem oscildtor dI'(w) dostaneme
energii d, pole :

d%, = Jo* dw, X(7.35)

n*c?

coZ je znamy Rayleightiv—Jeansiv zdkon ziieni absolutné Cerného télesa. Je
ihned vidét, Ze tento vztah nemiZe platit v celém rozsahu frekvenci, jelikoZ celkova

energie
€= j de,
0

diverguje pfi viech teplotich F+#0, coz je zfejmy nesmysl. Vychodisko z této
situace pfinasi kvantova teorie.
V kvantové teorii se ukazu]e Ze energle linearniho harmonického oscildtoru je®)

& = Nichwy, » X(7.36)
kde h= 1,054-107* J s je redukovana Planckova konstanta a ,
Ne.=0,1,2, ... X(7.37)

Vyraz X(7.36) m4 stejny tvar jako energie Ny, nezavislych Castic, z nichZ kazda
nese energii hwi. Misto toho, abychom fikali, Ze oscildtor k, o je ve stavu
s kvantovym &islem Ni,, miZeme fici, Ze midme Ny, Cdstic (svételnych kvant,

°) Energii odeditdme od tzv. nulové energie hw/2.
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fotonit), z nichZ kazdé nese energii hwy. Ze vztahu X(7.21) plyne, Ze kazd4 tito
Castice nese také hybnost, pfifemz

h
Gio = Ny, % % = Nuhk. X(7.38)

Zde hk je hybnost fotonu. Vinovy vektor k je tak jednoduse spojen s hybnosti
fotonu.

V kvantové teorii se ukazuje, Ze strednl energie jednoho oscilitoru je (viz
piiklad 7 k této kapitole)

_ hw
() “exp (ho/kT)-1"

Pfi (hw/kT)<1 je exp (hw/kT)—1=kT, coi vede ke klasickému vyrazu. Po
vyndsobeni X(7.39) poétem oscilatort X(7.34) dostavame slavny Plancktiv zdkon
(M. PLaNCK, 1900)

X(7.39)

- 2 )
4%, = Vw hw

*exp (hw/kT) - 1 X(7.40)
X.8 Lagrangidn a hamiltonidn pro Lorentzovu silu
V ¢lanku 1.10 jsme ukdzali, Ze magnetickou ¢ast Lorentzovy sily F..= e[v, B] lze

odvodit z lagrangidnu
L=1muv®+ evA.

Piisobi-li na nabitou bodovou ¢&astici soudasné elektrické pole E = E(r,t) a
magnetické pole B=B(r, t), pak sila je 7

' F=¢E+e¢[v, B]. X(8.1)
UkazZeme, zZe této sile odpovidéd lagrangian'®)
L=imv?®+evA — ed, X(8.2)

kde skaldrni a vektorovy potencidl souvisi s E a B vztahy X(l 4) a X(1.6). Postup
je podobny jako v ¢&l. 1.10.

Zobecnéna hybnost p se vypoéte ze vztahu

_9L_
p—av—mv+eA, X(8.3)

%) Tento lagrangidn se vztahuje na nerelatlvlstlcky pohyb ¢astice. Relativisticky lagrangidn je ddn
vztahem X(8.10).
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jenZ je stejny jako v piipadé statického magnetického pole. Lagrangova rovnice

vede ke vztahu

d R _
T (mu. +eA)=e 3x (A + Ay, + Av. — D).

Vzniklou rovnici upravime pomoci vztahi

g_&=?_ﬁ+ (SA, 3A, +8A" vz> .
dt ot

dx Vet dy YT 3z

2 _BA., A, 34 30
55 AV @) =0 Gt 5 T U S T o

o _ 0A 30 o 3A dA. g 3A 2A 4

3t ax’ Y 3z ax’ - d3x 3y’

Po jednoduchém pfeskupeni ¢lenit dospé&jeme k rovnici

mv, = eE, + e[v,B, — v.B,],
coz odpovidd x-ové sloZce rovnice X(8.1).
z lagrangidnu X(8.2) najdeme odpovidajici hamiltonidn H= Zpiq,- — L, coZ
v daném pfipad¢ je . '
H=pv-L.

Rychlost v vylou¢ime pomoci X(8.3), coz po jednoduché tpravé da
1 oAy
H= m (p‘ eAY + ed. X(8.4)

Pomoci tohoto hamiltonidnu snadno zapiSeme Hamiltonovu—Jacobiovu rovnici
pro pohyb nabité bodové Eastice v elektromagnetickém poli. Utéinkova funkce
S(r, t) vyhovuje rovnici :

%§+ H(p, r, £)=0, X(8.5)
kde zobecnéna hybnost souvisi s uéinkovou funkei S vztahem
p=VS.
Hamiltonova—Jacobiova rovnice mé tedy tvar
98, 1 5 _
Y t5a (VS—eA)+ed=0. X(8.6)
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Uplny integrél této rovnice obsahuje integraCni konstanty, které ozna¢ime a1, ¢z,
os. Jak zndmo z teoretické mechaniky, z feSeni

S=8(1, r, a1, a2, Q1) X(8.7)
dostaneme trajektorii tak, Ze polozime |
3S
3a - P X(8.8)

Z rovnic X(8.6) a X(8.7) ziskéme r=r(t, a, B).
V ptipadé, Ze hamiltonidn H nezdvisi explicitné na Case (konzervativni systém),
se zavadi S(r, t)=S(r) — &:. Misto X(8.5) pak mame

H(r,p)=¢,
tj. ‘
_1_._ (VS__ A 2 —

Zdiraznéme, e zde je A=A(r), @ = &(r) na rozdil od X(8.6), kde je A=A(r, t),
O=d(r, ). ’

Relativistické zobecnéni pfedeslych vysledkii je snadné. Hybnost mv volné
nerelativistické ¢astice ziskdme z lagrangianu Lo =3 mv?, (3Lo/3v) = mv. Relativis-
ticky vyraz pro hybnost mv(1 — v?/c*)""? ziskdme z Lagrangidnu

2

a1 U\ Odko_  mv :
Lo= —mec (1 c2> , SR X(8.9)
C
2

L_ 2 v 1/2
= —me (1-—03) +evA—ed. X(8.10)

Misto lagrangidnu X(8.2) je tieba vzit

Odtud plyne pro zobecnénou hybnost

3L mv

p=5—-—7—1-/;+eA. X(S.ll)
(1-5)
c
Pro hamiltonidn H= pv —L dostaneme
2
H=—" 4 co. X(8.12)

(-5

Rychlost v vylou¢ime pomoci X(8.11), ¢imZ ziskdme hamiltonidn
H=[c(p — eA) + m*c*]"* + e®, ’  X(8.13)
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kterj se od hamiltonidnu Ho volné Eastice Ho=(c’p*+ m2c*)"? 1i§i zdmeénou
p—)p"'EA, Ho—)Ho+e¢p. _
Relativistickou Hamiltonovu—Jacobiovu rovnici volné &astice

, 1 (3S\?

vS)y— = (—) 204
(¥S) ¢ \at +mic=0

je nutno v piipadé Cdstice v elektromagnetickém poli nahradit rovnici

2

;15 (%S;-l- edf') + m2ct=0. X(8.14)

Pii kalibraéni transformaci A'= A + Vf, @' = @ — (3f/31) se lagrangidn X(8.10)

(VS—eA) —

zméni na

L'=L+e (g{+ va). ' X(8.15)

Oba lagrangidny se li§i o éplnou &asovou derivaci

e gl:=e (%+ va) ,

takze lagrangiany L a L’ vedou ke stejnym pohybovym rovnicim. Nejednoznaénost
elektromagnetickych potenciald tedy nevadi pfi volbé lagrangianu.
Pro éastici v Coulombové poli

__q =6’1€2 )
u(n=1, (a ——4MO) X(8.16)

se zavadi tzv. Lenziv vektor (p=mv, L=[r, p])
A=+ Lo ). X(8.17)
r ma"’

V ptikladé X.9 je ukdzdno, Ze tento vektor se zachovdva, tj.

dA :

—-—=0. X(8.18
2-0. | (8.18)
Ctenéfi obezndmenému s kvantovou mechanikou pfipomeneme, Ze se zachovanim
tohoto vektoru je spojena tzv. ndhodné degenerace energetickych hladin vodiku-

podobného atomu.
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KAPITOLA XI Elektrom a gnetické Zéf'eni

X1.1 Radia¢ni z6na a radiacni pole

Tok elektromagnetické energie dI plo§kou ds je dan rovnici

dI=S, ds, XI(1.1)
resp. L

dI=S.r* dQ. X1(1.1")

Tok elektromagnetické energie nevymizi ani na velkych vzddlenostech (r— «),
kdyZ normalova slozka S. Poyntingova vektoru ubyva se vzdalenosti jako 1/7%.

V predeslé kapitole (¢l. X.6) jsme vidéli, Ze existuji specidlni feSeni Maxwello-
vych rovnic, a to takova fefeni, Ze kazdé z poli E, B ubyva na velkych vzdélenos-
tech jako 1/r, a tedy Poyntingliv vektor ubyvé jako 1/r%

Takovd feSeni Maxwellovych rovnic, jez vedou k nevymizejicimu toku energie
na libovolné velkych vzdélenostech od zdroji, nazyvime radia¢nimi fesenimi
a uvedenou oblast pole radiaéni (nebo téZ vinovou) zénou. v

Pii studiu elektromagnetického zafeni budeme z poli E, H ponechdvat pouze ty
&asti, jez ubyvaji na velkych vzdalenostech jako 1/r.

XI1.2 Multipélovy rozvoj radiaéniho pole

Vektorovy potencidl A budeme poditat z rovnice

o [J(r, ¢t ,
A(r, t)=4——;f——R )d’r, XI(2.1)
kde
' | o_. R
R=[r-r|, t =t-—. X1(2.2)

Vyraz XI(2.1) lze upravit obdobné jako ve statickém piipadé (viz kap.IV).
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Rozvinutim 1/R v fadu podle Legendreovych polynomi ziskame vztah

_ Mo - r_, ! rogr 30
| ACr, t)_——4nr¢§=:‘>f <r>J(r , )P, (cos ©) &r, X1(2.3)
kde . ,
cos@=ﬂ'—,.
rr

Uvidime, Ze jednotlivé éleny rozvoje XI(2.3) souvisi s multipélovymi momenty
soustavy. :

Budeme se zajimat o pole na velkych vzdalenostech od zdroji, a to pouze o tu
Cast, kterd da nenulovy pfispévek k integralu z Poyntingova vektoru pfes libovolné
vzddlenou plochu. K tomuto je nutno v souctu XI(2.3) vzit pouze ¢len [ =0, takZe
v radiacni z6né bude

A('ad)5%=ﬁg;fJ(r', t’)‘d3'r'. XI(24)

s vz

Radiacni ¢asti vektori elektromagnetického pole budeme oznaéovat frakturovym
typem odpovidajictho symbolu %, €, , B. ;
Cas t' je uréen implicitné rovnici XI(2.2). PouZijeme-li rozvoje R=|r—r'|=
r—(nr')x..., kde
r
n=_, - XI(2.5)

s presnosti do ¢lend (r'n)/c bude

U
t'=t c[r r'nj.

"~ Veliéina

r=t-7 X1(2.6)

je spolecny retardacni ¢as; r/c je doba, kterou potfebuje elektromagneticky signal,
aby proSel z po¢atku soufadnic (stfedu zdroje) do bodu pozorovéni. Clen (r'n)/c
pfedstavuje korekci, kterd zachycuje tu skutecnost, Ze retardaéni asy jsou rtizné
pro riiznd mista zdroje. Retardaéni &as ¢’ bude

r’
t’=f+7"- XI1(2.7)

Integrand J(r’, t')=J(r', T+ r'n/c) rozvineme v fadu do ¢&lend r'n/c; po
dosazeni do X1(2.4) dostaneme '
A=AD L+ AD + | - XI(2.8)
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kde

gor = to J J(r, ) &Pr, | X1(2.9)
o= 2 [ (e, er X1(2.10)

Nyni ptejdeme k vypoctu radiacnich poli AD, AP a k vyjasnéni jejich fyzikalni-

" ho smyslu.

X1.3 Elektrické dipolové zdfeni

Provedeme vypo&et pole A pro soustavu bodovych nabojii s proudovou hustotou

J(r', 1) =S eaVad(r' —ra). X1(3.1)

- Rychlost v4 bodového ndboje se vztahuje ke spole¢nému retardacnimu Casu

r=t—r/c. Po dosazeni XI(3.1) do XI(2.9) dospéjeme k rovnici
gy — _Ho_ .
U 4nr ;eAVA

Tento vyraz upravime zavedenim rychlosti va = dra/d7 a elektrického dipdlového
momentu

p=p(1)=Deals; ' X1(3.2)

A

takZe je ,
w = o ‘ XI(3.3
_ w= o p (33)

Tedka nad symbolem oznaluje derivaci podle spole€ného retarda¢niho Casu 7.
Prvni &len rozvoje AP tak jednoduie souvisi s elektrickym dip6lovym momentem
soustavy naboji.

Magnetické pole B® odpovidajici vektorovému potencidlu A® vypolteme
obvyklym zptsobem B®=rotA®. Vypoéteme z-ovou slozku

ot 2 (Ly) 3 (L)1
B: 4n[8x rPr) "3y P
o X LY l(%_%)]
Tan [( r3py+r3p")+r dx dy/l’
Clen v prvni zdvorce ubyvé rychleji nez 1/r, takze radiaéni &ast pole B —
oznadime ji B — je rovna

B = Ho @9—’ - a—”—") . XI(3.4)
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Jelikoz p=p(t), upravime jesté derivace

8 _3p3T_ _y

3y arady oo
takzZe je

) — Ho . =
B¢ dmer [Bxny — Pyns].
Obdobné vypoéteme zbyvajici slozky pole BY. Vysledek je dan vzorcem
Ww__Mo s g '
B eyl AL B R, nj, XI(3.5)

resp. pro magnetickou intenzitu

PO = 1

4mcr

[p, n]. X1(3.6)

¥y,

Pro radiaéni pole vy$§ich multipolarit se (ﬁapf. uzitim vzorce XI(2.10)) obdobné
dostane :

=119, n). X1(3.7)

c
Radiaéni slozku € elektrické intenzity E vypolteme ze vztahu
€ =c[B, n]=[%, n]xn. XI1(3.8)

Pf)yntingﬁv vektor © radia¢niho pole upravime pomoci XI(3.8). Pfi dpravé
dvojitého vektorového soucinu vezmeme v dvahu, ze XI(3.7) implikuje ($n)=0.
Mame tak ddlezity vztah

G =[€, 9] = cusHn. X1(3.9)
V elektrické dipélové aproximaci (tzv. aproximaci E1) je
W Ho s
¢ Anr [p, n]xn, X1(3.10)
1
M___ T 2
& = Tac 2 P nI’n. XI(3.11)

Pfi tpravé jsme do XI(3.9) dosadili XI(3.6) a uzili vztahu gopoc®=1.
Mnozstvi energie dI emitované za jednotku &asu do prostorového tihlu dQ je
déno vztahem ©, ds=&,r* dQ, coZ pro ziieni typu E1 dd

p?sin* @

1
ED_____ T H 2 =
dI 16m2e0c? [, nI" d@ 16m%eoc?

de, XI(3.12)
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kde © je thel mezi p a n. Integraci pfes & dostaneme celkovou intenzitu zéfeni
elektrického dipdlu

1 .

(ED) 52 X1(3.13
I 6.7[:80(!3 p ( )

Pfipomenime si je§té jednou, Ze elektricky dipélovy moment p zivisi na spolecném
retardaénim Sase p=p(1).
Pro jednu Céstici je p=er, a tudiz

= _p X1(3.14)
6meoc’
Nabit4 &astice pohybujici se zrychlené emituje elektromagnetické zéfeni. V praxi
k tomu nejéastéji dochdzi pfi ndrazu nabitych Castic na ,,brzdici‘ pfekazku, proto
mluvime o brzdném zifeni.
Viimnéme si nyni soustavy &4stic se stejnym mérnym nébojem (ea/ma) =konst.
(V praxi se to vyskytuje u soustavy stejnych ééstic.) Elektricky dipélovy moment
upravime takto

p= ;eArA = ; (%) mara = konst. ;mArA

vwviw

ZmArA
o= = »

;mA

pak vidime, Ze elektricky dipélovy moment je imérny polohovému vektoru ro
hmotného stfedu, p = konst- ro. U uzaviené soustavy je zrychleni hmotného stiedu
rovno nule (rovnomé&rny p¥imocary pohyb hmotného stiedu), proto uzaviend
soustava &dstic se stejnym mérnym ndbojem nemiiZe emitovat elektrické dipolové

YW W

zdfeni E1. U takovych soustav nutno zahrnout vys§i éleny rozvoje XI(2.8), coz

Yo %2

provedeme v dalsi casti této kapitoly.
Pouzijeme pfedeslé vysledky na Hertziiv dipdl kmitajici harmonicky

p(t)=po sinwrt. : XI1(3.15)

sws s

Takovy dipél lze uZit jako jednoduchy model zafictho atomu anebo antény
vysilage. Je-li emitovand energie neustile dopliiovdna vnéj$im zdrojem, pak lze
zanedbat Gtlum kmitdi a pouZit vzorce XI(3.12), resp. XI(3.13). Mdme tak

w*pd

dI®) = (6o sin’(wt) sin’ © dQ, X1(3.16)
0
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1=V = 6‘;: PCcin? (or). X1(3.17)

Stfedni vykon dostaneme tak, Ze sin’(wt) nahradime stfedni hodnotou 1/2, takZe
je

4
d(I‘E’)) gz——f;ssm 0 dQ, X1(3.18)
JED Y PO ,
(1%2) =322 XI(3.19)

Stfedni emitovand intenzita zdfeni je pfimo umérnd kvadratu amplitudy elektric-
kého dipolového momentu a roste se ¢tvrtou mocninou frekvence kmitfi. PHi
stejnych amplituddch kmit intenzita zifeni roste velice silné s rostouci frekvenci.
Smérova charakteristika je zfejma z XI1(3.18), kde © je tihel mezi orientaci dip6lu
a privodi¢em bodu pozorovanl Intenzita zéfeni je maximalni ve sméru kolmém

k orientaci dipdlu. _ ;
V praxi se miizeme s elektrickym dipolovym zafenim setkat pii zafeni (otevieng)
linedrni antény (viz obr. XI.1). Elektricky dipélov§ moment p(7)=le(t) se (pH
. -

+

3 p
Obr. XI.1. -

fixované délce antény /) bude ménit nasledkem zmeny nabo;e na jednom konci
antény. Derivace dipdlu

dp_ de_
dr_ldr_lf

pak jednoduse souvisi se zadanym" proudem %.

V piipadé€ libovolné zavislosti p=p(t) je vypodet stiedni intenzity obdobny.
Zéavislost p(t) rozvineme na Fourierovu fadu podle frekvenci w, = nw. Misto toho,
abychom psali

p(r)=Re D p. exp (iw.7),
zapiSeme o

p(v)=3 Y [p. exp (iw.1) + p¥ exp (=i w,T)]; X1(3.20)
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odtud
5(x) = =3 S 0lp. exp (@,1) + p¥ exp (—iw,1)].

Potfebujeme vypocist
1 T
VAT +* o ND
(BP)=lim 7 [ (3 ar.

Pii V}?poétu se vyskytnou integrily typu

1 T

Ron == f exp [i(n £ m)t] dv
T Jo

které daji nulu, s vyjimkou piipadt, kdy » + m =0. Po jednoduchém vypoétu pak
dostaneme

((B)) =13 wilpal’, , X1(3.21)
a tudiz

3 201l XI(3.22)

(€Y _
(I%2) = 12ne c
Celkova stfedni intenzita zdfeni je.rovna souétu stfednich intenzit jednotlivych
harmonickych komponent. V pfipadé€ spojitého spektra se soudet XI(3.20), a tudiz
i XI(3.22) nahradi odpovidajicimi integraly.

X1.4 Betatronové zafeni

V fadé experimentilnich a technickych zatizeni jsou nabité &dstice vychylovany

magnetickym polem. Vlivem Lorentzovy sily nabité &stice nabyvaji zrychleni
F=% [v, Bd], XI(4.1)

kde B, je magnetické pole, které zde pokldddme za homogenni a na &ase nezavislé.

O (astici pfedpoklédddme, Ze se pohybuje rychlosti malou ve srovndni s rychlosti

svétla (v <c), takZe jeji zrychleni Ize popsat nerelativistickym vzorcem XI(4. 1).
Uhlové rozdéleni emitovaného zafeni dostaneme tak, Ze do XI(3.12) dosadime

2
p= ef=§1— [v, Bo], X1(4.2)
‘coz da
4
dI® = WS ([V Bl x n)2 dQ. XI(4.3)
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Obdobné po dosazeni XI(4.2) do XI(3.13) dostaneme pro celkovou intenzitu
vyjadieni
[®=—2 (v, B | X1(4.4)
Temeom?ct T ‘

Z4ifeni tohoto druhu se nazyvd betatronové nebo magnetické brzdné
z4Feni. Zvolime-li magnetické pole B, ve sméru osy z, tj. Bo= (0, 0, Bo), pak je

42
e’Bo e (vi+v3). X1(4.5)

I(ﬁ) —_——
6Jt80m2

V zafizenich na uskute¢néni fizené termonukledrni syntézy je ionizovany plyn
(plazma) udrZovdn v uzaviené Cdsti prostoru (v tzv. magnetickych nddobich)
vnéjiim magnetickym polem.

Nabité &4stice (elektrony a atomova jadra) emituji pfi svém pohybu v magnetic~
kém poli elektromagnetické zifeni. JelikoZ intenzita tohoto zéfeni je nepfimo
Gmérné &tverci hmotnosti &stice, bude podstatny rozdil téchto radiaCnich Ztrat
pochizet od elektronil, jelikoZ hmotnost je o tfi fady mensi neZ hmotnost
vodikovych jader. Ve vzorci XI(4.5) bude symbol m oznafovat hmotnost
elektronu.

Tonizovany plyn je udrzovan pfi teploté . Stfedni intenzitu dostaneme tak, 7e
v XI(4.5) zavedeme stredni kvadratické rychlosti. Podle ekviparti¢niho teorému je

ym(vi) =tm(v}) =1kJ,
kde k je Boltzmannova konstanta, takZe pro stfedni intenzitu plati

e*BikT
6meomic®”

(I®) = XI(4.6)
Je-li v objemové jednotce N© elektrondi, pak objemovi jednotka plazmatu

vyzéii za jednotku &asu (vlivem betatronového zdfeni) stfedni energii W® =
N(e)( [(ﬂ)>’ tj.

e4

’ W(B) —
6meom’c

5 BIN©KT. X1(4.7)

Kineticky tlak plynu je 2NkJ = (N® + Nk T, kde N je hustota ionti. Tento tlak
je v uvedenych zafizenich kompenzovan magnetickym tlakem B?/(2u0), coZ vede
k podmince

2
B _oNkT.
2“0
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Tuto hodnotu B dosadime do XI(4.7) a zavedeme tzv. Klasicky polomér
elektronu')

e2

roEWEZ,SIS'IO_IS m. XI(4.8)

Po jednoduchych tupravach ziskime pro betatronové ztrity plazmatu rovnici

kT \?
B = 32 0 21 ZNON [
W® = Zrcrdme’NON (mc2) . XI(4.9)
Betatronové ztraty rostou kvadraticky s teplotou plazmatu.
Pro ilustraci uvedeme, Ze v typickych zafizenich je N®=N®=10* m~3, =
10’ K; po dosazeni &iselnych hodnot do XI(4.10) dostaneme pro mérny vykon
betatronovych ztrat piekvapivé velikou hodnotu

W®=5MWm™.

Je-li rychlost Céstice srovnatelnd s rychlosti svétla, nutno zapodist relativisticky
vzriist hmotnosti Castice s rychlosti, popf. vzit hybnost &astice mv (1 — v?/c?)~"2,
Misto X1(4.4) pak plati

I®= e‘lv, B
5
6meom®c? (1 —-32-)
C

XI(4.10)

Pozndmka: V tzv. magnetickych nddobach na udrZeni horkého plazmatu ma
magnetické pole znacné sloZitou strukturu, proto i vypolet betatronovych ztrat je
nutno provadét v zivislosti na konkrétnim tvaru magnetické nddoby. Pouzity
zjednoduSeny model homogenniho pole je vhodnou ilustraci metody vypoétu,
pfi¢em? ziskané vysledky vcelku vystihuji i zdvislosti v redlnych zafizenich.

X1.5 Magnetické dipdlové a elektrické kvadrupolové zéafeni

Pfejdeme k dpravé druhého élenu multipélového rozvoje radiaéniho pole

3
wo=ko = [ (rmaer, 5 er,

resp..

1 3
W@ i ' ’
A dmeecr 31 f (r'm)J(r’, v) d°r'. XI(5.1)

11 2z we < sy . . . .
) Zde nam postati chapat tuto veli¢inu jako vhodnou kombinaci univerzilnich konstant. O souvislos-
tech této veli€iny s ,,rozmérem* elektronu pojedname pfi jinych piilezitostech, napf. v &l. XI.8.
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Proudovou hustotu bodovych ndboji

J= ZeAVAé(r’ — l’A)
A
dosadime do XI(5.1), coZ po integraci poskytne vztah

ZeA(rAn)vA X1(5.2)

@
A 47r£oc r at

Clen (ran)va =(ran)fa upravime takto
(rAn)VA ——z(rAn)VA +%(VAn)rA + z(rAn)VA %(VAﬂ)fA-.

Prvni dva &leny na pravé strané jsou derivaci vyrazu 3(ran)ra, tj.
3
3(ran)va +3(van)ra =37 1(ran)ra.

Tteti a étvrty &len lze spojit do dvojitého vektorového soucinu
3[(ram)va — (van)ra]l=3[ra, val X n.

Tim jsme pro &len AP ziskali vyjédfeni
1
dmeoc’r ar

1 31
e ———  — — x n.
Y dmeoc’r 87 2 ;eA[rA’ Val

91(2) —

62 ESeA(rAn)rA

Veli¢ina
=33 ea[ra, va] XI1(5.3)
A

je magneticky dipélovy moment soustavy bodovych naboji.
Clen A rozdélime na dvé &sti

AP = YMY 4 YE), - X1(5.4)

kde
ML = f XI(5.5
91 4TE£0C3T [m’ n]a ( )
1
(E2) = E ~ XI(5.6
A 4meoc’r ar 64 3ea(ram)ra. (5.6)

Clen U™V souvisi s magnetickym dipélovym momentem soustavy (proto oznace-

ni M1) a &len A=? upravime pomdci elektrického kvadrup6lového momentu E2.
Potencidl %®? piekalibrujeme pomoci funkce f=f(r)

A Y 1+ V= A+ f(r),
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K AE? Ize pfidat libovolny ndsobek jednotkového vektoru nm=r/r. Vzpomene-
me-li si na definici tenzoru elektrického kvadrupélového momentu

=fo(r', ©)(3xix;—r'8;) &®r’
coZ pro soustavu bodovych ndboji '

o(r', )= ;eAé(r’ —ra)

da
Qy =X ea(3xiaxia — r28y), XI(5.7)
A
vidime, Ze je vyhodné pfecejchovat AED na
1
?I‘EZ’—4M pep ar 52 ZeA[3(rAn)rA - rin].

Vznikly soucet lze vyjadfit jako skaldrni soudin tenzoru Q = Q; a.jednotkového
vektoru n, takZe je ((Qn);=Q;n;)

(€2)
A 243_:8 dmecr (Qn). XI(5.8)
Pole A*™? tedy souvisi s elektrickym kvadrupélovym momentem soustavy — jak
bylo uvedeno vyse.
S ohledem na snaz§i reference uvedeme vysledny vektorovy potenciél radiaéniho
pole odpovidajictho prvnim dvéma Cleniim rozvoje XI(2.8)
1 1, 1 .
o=—1_ {p +2m, ]+ Qn)}. X1(5.9)

dneoc’r

Pomoci vzorci XI(3.7) a XI(3.8) vypocteme pole B, € ve stejné aproximaci

R 1«
T dneoc’r {["’ nj+_[m, "]X"+§(On)xn}, X1(5.10)

& =c[B, n]. XI(5.11)

Nyni pfejdeme k vypoétu intenzity zafeni élenti M1 a E2. Zaéneme magnetickym
dipblovym ¢lenem. Z indukce

BOMD

m,nlxn X1(5.12
47 £o ctr [ ’ ] ( )
uréime intenzitu zafeni

dI=%.r* d@ =< 8% 4Q.
Ho
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Po dosazeni mame
1
MY _ X 2
dr Tomenc ({m, n] x n)*>dQ:
Dvojity vektorovy soudin upravime [, n] x n=(mn)n - m, coz po povySeni na
druhou da

dI(M1)=E%E)?[m, n]* dQ:T—G_J_‘E%ch m?sin’ @ dQ, XI1(5.13)

kde © je tihel mezi i a n.
Vzorec XI(5.13) mé stejnou strukturu jako vzorec XI(3.12) pro elektrické

dip6lové zafeni E1.
Integraci rovnice XI(5.13) ziskdme celkovou intenzitu magnetického dip6lového

zafeni

. .
™MD 12, X1(5.14
I 6meoc’ m ( )

Jednoduchym piikladem magnetického dipdlového zédfeni je zdfeni rdmové
antény (viz obr. XI.2). Proud J protékajici smyckou o ploSe s vytvafi magneticky
dipolovy moment '

m=1J]s.

Plochu s lze povaZovat za danou, takie m1=Js. Dosazenim tohoto vztahu do
X1(5.13) dostaneme smérovou charakteristiku zdfeni rimové antény

arew =515, np a0

Obr. XI.2.

Dalsi postup (harmonicka zavislost J = J, sin wt, Fourierliv rozklad, stfedni asovy
vykon) je stejny jako u linedrni antény (viz ¢l. X1.3), proto jej nebudeme opakovat.

Ma-li soustava &astic stejny mérny ndboj (ea/ma)=Xkonst, pak magneticky
dipélovy moment m je pfimo dmérny momentu hybnosti soustavy m=g & (viz
¢l. IV.3). S ohledem na zachovdni momentu hybnosti soustavy je v tomto piipadé
m =0, takze takova soustava Castic nemiize kromé E1 emitovat ani magnetické
dipélové zafeni M1.
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Nyni pfejdeme k vypoctu elektrického Pk'vadrup:élového zéfeni. Pomoci pole

BED = m [(On) x n] X1(5.15)

ziskdme intenzitu zafeni

dQ
dI®= 144m Tadnees [(Qm) X n]2 : XI(5.16)
Vznikly V)’/raz upravime

Dale uZijeme
el = Oy = B B — Gy Oy

éimz ptevedeme XI(5.16) do tvaru

dQ

dI®? = T4dm o 5 Ql'n'n' (er ni”i'éi’r’) Wn

7 4n = XI(5.17)

Celkovou intenzitu ziskdme integraci, kterou provedeme pomoci vztahii (viz
dodatek VII)

dQ
J‘ n.n, Z']; = % 6"’9

f mng ne N, ig— L (5,] O + 6,;61 et 6]" 6} r)

Pfi upravé jesté uZijeme symetrie tenzoru Q; = Q; a nulového souétu diagonalnich
elementll Qi =0 (viz ¢&l. IIL7). Po téchto rutinnich dpravach dosp&jeme k vysled-
nému vzorci

1 1 -
I‘E”’=m 8005 Q- XI(5.18)

. XI.6 Hertzovy vektory

Pii odvozovini rovnic pro elektromagnetické potencialy v kap. X jsme pfedpokld-

dali linedrni materidlové vztahy D = ¢E, B = uH. V rovnicich
DA=-yj, O&= —g

vystupovaly v roli zdroji pole ndboje s hustotou ¢ a proudy s hustotou j (resp. J).
Pii studiu elektromagnetického zéfenti jsme se setkali s pfipady, kdy elektromagne-
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tické pole zévisi na elektrickém a magnetickém dipélovém momentu soustavy. To
je diivodem k tomu, abychom pievedli soustavu rovnic pro potencidly do takového
tvaru, v némZ v roli zdroji pole budou vystupovat elektrickd polarizace P
a magnetizace M.

Za tim téelem zavedeme v Maxwellovych rovnicich defini¢ni vztahy D=
gE + P, H=(B/us) — M. Po jednoduchych tpravéch, pfi nichZ uzijeme gotoc® =1,
ziskame vychozi soustavu rovnic ‘

g divE =(¢ —divP), divB=0, X1(6.1)

1 3E 3
== i — XI1(6.2
rotB Pyl (l+rotM+‘a‘:), (6.2)
rotE +%?= . X1(6.3)

Z druhé rovnice XI(6.1) opét plyne, Ze lze poloZit

B =rotA. X1(6.4)
Po dosazeni XI(6.4) do XI(6.3) dospéjeme ke standardnimu vztahu
E= —%é—V(D XI1(6.5)

' Vyjddieni vektortt E a B rovnicemi XI(6.4) a XI(6.5) je nezdvislé na volbé
materidlovych vztahg.

Rovnice pro vektorovy a skaldrni potenciél dostaneme po dosazeni vztahit

X1(6.4) a XI(6.5) do XI(6.2) a prvni rovnice XI(6.1). Vysledkem jsou rovnice

O = —;1— (o —divP), X1(6.6)
i}

DA =—o (i+rotM+%7P) . XI1(6.7)

pfi¢emz mezi A a @ plati Lorentzova podminka

divA +-1——8§ 0. X1(6.8)

Pro tplnost je§té poznamendme, Ze operdtor [1 zde znadi

1 82
U2 _ - =
0-V-555
Rovnice XI(6.6) a X1(6.7) ‘maji obdobny tvar jako odpovidajici rovnice X(3.14)
a X(3.15) pro pole ve vakuu s tim dileZitym rozdilem, Ze misto ¢ a j figuruji v roli
zdrojit o —divP a j+rotM+(3P/3t).
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Budeme uvazovat dva specidlni pfipady rovnic XI(6.6) a XI(6.7). V prvnim
pfipadé poloZime ,

0=0, j=0, M=0, X1(6.9)
coz vede k rovnicim
O¢ = +El— divP, X1(6.10)
0
P .
DA = — o %7 : XI1(6.11)

Z kapitoly II vime, ze 9®=—divP pfedstavuje hustotu polariza¢niho ndboje
a j®=(8P/3t) hustotu polarizaéniho proudu. V rovnicich XI(6.10) a XI(6.11)
vystupuje polarizace P v roli zdroje elektromagnetického pole.

Ve druhém pfipadé vezmeme

0=0, j=0, P=0, X1(6.12)

coz vede k rovnicim .
O¢ =0, X1(6.13)

OA=—uorotM. . X1(6.14)

Zdrojem elektromagnetického pole je zde magnetizace M, popf. magnetizaéni
proud (viz &l. 1.8 a IL.3) rot M.
Poznamenejme jesté, Ze v obou pfipadech je splnéna Lorentzova kalibraéni
podminka XI(6.8). Oba pfipady lze sjednotit zavedenim tzv. Hertzovych vektord.
Kalibra¢ni podminku splnime identicky tak, Ze poloZime
1 20®

¢ = ~divIl®
iv IT, A= piaryal

X1(6.15)

kde veli¢ina I je tzv. prvni Hertziiv vektor. Rovnice pro tento vektor

dostaneme tak, Ze XI(6.15) dosadime do XI(6.10) a XI(6.11). Vysledkem ]sou
rovnice

div (u:m(e) +1 P) -0, 2 (DH@ +L p) ~0.
Eo ot €0

Nejednoznaénost II® umozfiuje (viz piiklad X1.4) splmt obé rovnice tak, Ze
poloZime

ome=-Lp, X1(6.16)

Eo

Ponévadz vektor IT® je uréen polarizaci P, nazyva se nékdy té7 potenmalem
polarlzace Zde viak tuto terminologii uZivat nebudeme.
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Ve druhém pifpadé X1(6.12) polozime
®=0, A=rotlI™. X1(6.17)

Kalibraéni podminka XI(6.8) je tim splnéna identicky. Po dosazeni XI(6.17) do
XI(6.14) ziskdme rovnici
rot (OH™ + uoM) =0.
Druhy Hertziv vektor I tak uréfme z rovnice
O™ = —uoM, X1(6.18)
ktera je sfejného typu jako rovnice XI(6.16) pro prvni Hertzliv vektor. V tloze
zdroje H®™ vystupuje magnetizace M.

Retardovand fefeni rovnic XI(6.16) a XI(6.18) miZeme zapsat na zakladé
vysledki ¢&l. X.4 ve tvaru

1 P(r,t) :
@y et [BULE) 5,
(1, )= 77— f D g, X1(6.19)
@y oo (M) &
e, =42 f e, X1(6.20)

kde — jako obvykle — R=|r—r'}, t'=t—R/c.
Pole E, B najdeme tak, Ze v prvnim piipad€ uZijeme X1(6.15) a pak dosadime
do XI(6.4) a XI(6.5). Vysledkem téchto dprav jsou vztahy

2
E= (grad div —% éa?) e, X1(6.21)
B=L2 1ot H‘;). | X1(6.22)
c* ot

Ve druhém piipadé XI(6.17) mame
E= —% rot 1™, - X1(6.23)
B = rot rot H™. | X1(6.24)
Druhy pfipad se vyznaluje tim, Ze pole je Cisté virové, jelikoz
divE=0, divB=0.

V oblasti vné zdrojii (P=0, M =0) oba vektory H®, I vyhovuji stejné
rovnici '

Om=0, II=H°, I, X1(6.25)
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Vyjadiime-li odtud (3°HI®/31*) = ¢*VII® a dosadime do XI(4.21), dostaneme
pro prvni pfipad :

E =rot rot I, - XI(6.26)
B =—cl—2 58; rot I, X1(6.27)

Ve druhém piipadé mdme obdobné vztahy shodné s XI(6.23) a XI(6.24).

" P¥ibuznost rovnic X1(6.26) a XI(6.27) s rovnicemi XI(6.23) a XI(6.24) umoZiiuje

ze zndmého pole elektrického dip6lu najit pole magnetického dipolu a obricené.
Pouzijeme ziskané vysledky na vypoCet radiaéniho pole ¢asové proménného
elektrického dipdlu. '
Necht polarizace P je nenulové uvnitf oblasti

r=|r|sl
Na vzdélenostech r> 1 lze X1(6.19) vyjadfit ve tvaru

1
dmeor

Cas t' =t — R/c lze ptiblizné nahradit (viz XI(2.7))

e =

j P(r', ) d'r'. X1(6.28)

A !‘_ 1 ~ _l_
t —r+c(r n)_r+c.

Je-li doba (I/c) pottebna k prob&hnuti svételného signdlu oblasti ! velice mald
vzhledem ke spoleéné retardaéni dob& 7, pak misto XI(6.28) bude

r
-3
e = P(T) =P( c
4eor dresr

XI1(6.29)

Hertziiv vektor IT® ma4 tvar (viz &l. VIIL.8) sférické vlny r~'f(t - r/c), kde v roli
funkce f(t— r/c) vystupuje elektricky dipolovy moment
p(v)=JP(r', t)dr'. : X1(6.30)
Obdobnym zplisobem dostaneme z XI(6.20)
m (z -1)
m(z) _ c

dmeoc’r 4dmeoc?r

e = X1(6.31)

kde _ i ‘
m(t)=[M(r', t) d’r’ X1(6.32)

je magneticky diplovy moment soustavy. Opét se jedna o (rozbihavou) sférickou
vinu.
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Vyjasnime si podminky, za nichz plati feSeni X1(6.29) a X1(6.31). Pfedpokladej-
me v XI(6.28) harmonickou zivislost
P(r', t"y=Py(r') e ",
Abychom mobhli zanedbat vliv vnitini retardace, tj. &len exp[iw(r'n)/c], musi byt
(wl/c) <1, tj.
1<A, XI1(6.33)

kde A =2nc/w je vinovi délka. Toto kritérium je snadno pochopitelné, jelikoZ pii
vlnové délce 1> je zména faze viny na vzdélenostech srovnatelnych s rozméry
systému zanedbatelnd. Ke kritériu XI(6.33) je nutno jesté pridat

r>1. X1(6.34)

Po téchto upfesnénich piejdeme k vypodtu poli E a B. Kli¢em k feSeni jsou
rovnice XI(6.26) a XI(6.27), v nichz II®® je uréeno rovnici XI(6.29). Zavedeme
stérické soufadnice r, 4, @ tak, Ze po&itek zvolime ve stfedu dipélu a zetovou osu
ve sméru dipdlu (viz obr. X1.3). Jelikoz p = p(t), zvolend soufadna soustava zdvisi
na 7. Tuto skuteCnost nutno respektovat pfi vypoctu derivaci. Je tedy

I,=Mcos®, II,=-ITsin®, II,=0, X1(6.35)

kde IT = (4meor)'p(t —r/c). Slozky rotace vektoru a ve sférickych soufadnicich
jsou (viz dodatek I)

1
r sin?

rot,a =

[ (sin 0a.,,‘) ]

Obr. X1.3.
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Na zikladé toho je
rot, lH1=0, rot,II=0, rot,JI=—sind %I
Ze vztahu X1(6.27) pak ziskdmie slozky magnetického pole
X1(6.36)

Elektrické pole vypolteme ze vztahu X1(6.26). Vysledkem jednoduchych vypoctu
jsou rovnice

1 2 cosdall
=T 819 (sin & rot H) - % X1(6.37)
sind 3 ¢ OIF .
Eo=—=2 (r rot, I =2 = (r E) X1(6.38)
E,=0. X1(6.39)

Elektrickd intenzita jé vZdy v azimutalni roviné a je kolmé na vektor B magnetic-
kého pole.
Vypocteme pole E a B pro pfipad harmonické zivislosti

O=MI®= 4:£0r gl ’XI(6.40)

kde po je konstantni vektor ve sméru osy oscilatoru. Po provedeni ]ednoduchych
pocetnich operaci ziskdme rovnice

B,=B,=0, B,=--psind (1—‘—‘0"—’) m, X1(6.41)
E =2 C:’S‘? (1 —“C‘”) m, X1(6.42)
. 2.2 - _
Eo= S“‘ﬁ(1—ﬂ—“’ r ) m, X1(6.43)
r C C
E,=0. X1(6.44)

Pole E, B obsahuji ¢leny s rdznou rychlosti klesdni pole se vzdilenosti r.
Rozhodujicim faktorem pro posouzeni jednotlivych Elend je podil (wr/c), résp.
(A/r). Oblast r <A se nazyva b11zkou zénou. V této oblasti je (wr/c)<1, takie
hlavni ¢leny budou

2 cos sin &

E = ) II, Ey = 2 I, E; =0,
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kde IT = (47 gor) ' po exp (—iwt)=p(¢). V blizké oblasti je tedy (viz obr. XI1.4)

_ 2 cos
4meor’

_ sind
4reor

pf(t)’ Es 3 p(t)’ E,=0, XI(645)

T

co? je stejna zavislost jako u statického dipélu (viz €l IIL.7). Tento vysledek
nepfekvapuje, jelikoir pfi A>r je zména fize viny na vzdilenosti r velmi mala.

7))

Obr. X1.4. Elektrické pole zéficiho elektrického dip6lu

V daleké neboli vinové zéné (wr/c)> 1, tj. r> A, stali ve vyrazech XI1(6.41) az
XI(6.44) pro pole ponechat pouze &leny s nejpomalej§im poklesem se vzdalenosti,
aZ jsou ¢leny fadu 1/r. Pole ve vlnové zdén€ je pak uréeno rovnicemi

2
By = to¥y = — 5 sin 11, B, =Bo =0, X1(6.46)
w? .
& = — 5 sin oI, € =¢€,=0, X1(6.47)
kde
o= p(t) _poe™”

Jelikoz p(r)=(d*p/dt*) = —w’p(t), miiZeme poloZit

B, —sin ﬂp(‘[) %, =sin l?‘p(‘f,')

T 4meocir 4dmeocir XI(6.48)
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co? (po uvézeni vztahu &opioc®=1) odpovidd vzorcim XI(3.6) a XI1(3.10) pro
radiadni &sti pole elektrického dipdlu. Pro intenzitu zafeni pak dostaneme vzorce
XI(3.12) a XI(3.13). '

Vypodet pole (asové proménného) magnetického dip6lu pomoci Hertzova
vektoru IT™ je obdobny, proto jej pfenechdvame ¢tendfi jako piiklad ke cviCeni. '

Poznamka: Z vyjadieni pole vzorci X1(6.41) az X1(6.44) je vidét, Ze v statickém
pfipadé w = 0 neexistuji pole ubyvajici se vzdalenosti jako A/r. Na tuto skutecnost
jsme upozorfiovali jiz v Gvodnim-¢ldnku této kapitoly.

X1.7 Zateni dipolového fetézce

Doposud jsme se zabyvali zafenim jednoho (izolovaného) dipélu. Vysledky lze
snadno zobecnit na zafeni soustavy dip6l. Zafeni soustavy dipoli se vyznaduje (ve
srovnéni se zafenim individudlniho dip6lu) nékterymi specifickymi rysy, které si
struéné vysvétlime na jednoduchém modelu. '

Budeme predpokladat, 7e soustava elektrickych dipolt je rozloZena periodicky
na pfimce (ose x), pfiCemz rozméry dip6li jsou velmi malé vzhledem k vinové
délce emitovaného zafeni. Oznadime-li a vzdalenost mezi sousednimi dipdly, pak
vektor polarizace P bude vyjidfen rovnici

P(r, t)=2p~(t)6(x—Na)é(y)é(z), X1(7.1)

kde sumace se vztahuje na véechny dipély v objemové jednotce.
Po dosazeni XI(7.1) do XI(6.19) najdeme Hertziiv vektor

1 1 R
H(e)=4n80 2 R P¥ (t_ N) ’ X1(7.2)

¢
kde Rn je vzddlenost od N-tého dipdlu do bodu pozorovani. Na velikych
vzdilenostech od dipélového fetézce lze polozit (viz obr. X1.5.)

Obr. XL.5.
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Rn=r—E& cosd, XI1(7.3)
kde
&=Na XI(7.4)

~a ¢ je uhel mezi fetézcem a smérem pozorovéni.

Ve vinové z6né bude

1 Na
(o) — na .
n Imeer ;pp] (r+ - cos ﬂ) s X1(7.5)
kde t=t—r/c. Vezmeme harmonickou zivislost
P~ = Po exp {i [kE—w <r+§cos‘ )]} , XI(7.6)

kde k je vinocet a A.=2m/k je odpovidajici vinové délka. Disperzni zdkon
o = w(k) nebudeme zatim konkretizovat, ponévadz to by znamenalo zvolit néjaky
model interakce mezi dipoly.

~ Za daného pfedpokladu bude

—iwr

ne= Poc Sexp [i (k -—%’ cos 1‘}) Na] . XI1(7.7)
N

dmeor

Je-li vinové délka A mnohem vét3i nez vzdilenost mezi sousednimi dipdly (A > a),
Ize soucet v XI(7.7) nahradit integraci podle vztahu

R P

N=—w — a

Je tedy pro fetézce dipéli rovnomérné rozdélenych pocél celé p¥imky

©_Poe"
9 =5"— 5(x), X1(7.8)
kde '
x= k—%)cosﬂ. XI(7.9)

Pitomnost Diracovy distribuce 6(x) v XI(7.8) ukazuje, Ze ze viech dipélovych
vn, které se mohou $ifit ve zkoumaném fetézce, k vyzafovani piispiva pouze ta
vlna, u niZ je mezi frekvenci w, vinoétem k a tdhlem & splnén vztah

xEk—%)cosﬂ=O. o XI(7.10)

Na rozdil od zafeni jednoho dipélu, kdy nejsou Zddné vybrané sméry emise
zafeni, u soustavy dip6li vznikd jehlovité zdfeni. Toto jehlovité zéfeni je
emitovano pouze ve smérech uréenych rovnici
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cos0=-£, X1(7.11)

kde w=w/k je fazova rychlost vin. Jelikoz |cos®|<1, k zéfeni je nutné, aby
fazova rychlost dipSlovych vin byla vétsi (nebo alespofi rovna) nez rychlost svétla,
w=c. Je-li okolni prostiedi charakterizovdno indexem lomu N, pak musi byt
w>(c/N).

Vzorec XI(7.8) se vztahuje na nekone¢n& dlouhy dipdlovy fetézec. V piipadé
fetézce konecné délky L je nutno sumaci v XI(7.7) provést od No=—L/(2a) do
N;=+L/(2a). Soucet pfedstavuje geometrickou fadu s kvocientem g = exp (ixa)
a poctem ¢lend 2N, + 1 =(L/a) + 1. Po jednoduché tipravé dostaneme (pii L > a)

sin (EI—J)
ixNa 2

e T (gg)
"2

qo=Poc” - (7) _ X1(7.12)
dreor . (%a)
sin

a tudiz

2
Pole a Poyntinglv vektor uréime pomoci vztahé XI(6.46) a XI(6.47), &imz
dostaneme vyzafovaci charakteristiky daného typu antény.

XI.8 Thomsontv rozptyl

Dopada-li na soustavu nabojii elektromagnetickd vlna, pak pod vlivem této
dopadajici viny dochazi k pohybu naboji. Tento (zrychleny) pohyb ndbojti je pak
doprovazen vznikem elektromagnetického zifeni, jehoZ smér §ifeni je obecné
odliSny od sméru Sifeni dopadajici viny. Uvedeny proces nazyvime rozptylem
elektromagnetickych vin.

Necht na volny nepohybujici se néboj zaéne v ¢ase t=0 dopadat rovinni
linedrné€ polarizovand vina

E=E,cos(kr— wt+a), B=B,cos(kr— wt+ a).

Je-li ziskand rychlost naboje mald (v <c), pak Lorentzovu magnetickou silu lze
_zanedbat oproti elektrické sile. P¥i malych rychlostech (a malych rozmérech
néboje) lze také zanedbat vliv Elenu kr, takZe pohybovy zdkon bude

mi = eE = eE, cos(wt + a). - XI(8.1)
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Z feSeni £ oE.
nezw2 : mafz cos{wt + a) XI1(8.2)

r=—

je vidét, e ndboj kond harmonicky pohyb s frekvenci @ rovnou frekvenci
dopadajici viny (fize se li§i o m). Takovy ndboj emituje sekundédrni viny (zéfeni)
s frekvenci w, coZ odpovidd koherentnimu rozptylu.

Z XI(8.2) ziskime amplitudu rychlosti ndboje

eE,
v=—
mw

sin(wt + a).

Podminka v <c¢ pak dé pfislusné kritérium pouzité aproximace

v B X1(8.3)
C mao K

Svazujici amplitudu a frekvenci viny. . .
Z rovnice XI(8.1) vyjadiime p = ef a dosadime do vzorce XI(3.12) pro intenzitu
elektrického dipélového zdfeni, coz da .
éd

dI'= 16m2m2c’ep

[E, n]* dQ.

Zde E= E(7) je elektrickd intenzita v retardovaném Case 7=1— r/c. Oznaéime-li

© tihel mezi polarizaci (vektorem E) dopadajict viny a smérem §ifeni rozptylené
viny, pak je j
4

dI = m E?sin® @ dQ. X1(8.4)
0

Hustotu dopadajiciho toku elektromagnetické energie charakterizujeme pomoci.

(absolutni hodnoty) Poyntingova vektoru
S = cu= ceE” XI1(8.5)

Pomér stfedni intenzity dI rozptylené energie k stiedni hustoté toku dopadajici
energie ma rozmér kvadratu délky a nazyva se proto diferencidlnim ucinnym
priifezem do pro rozptyl.

V daném piipadé se tento podil nazyva Thomsonovym dcinnym prifezem pro
rozptyl elektromagnetického zafeni (3. J. Tuomson, 1881)

do= QSI= rsin’ @ dQ. XI(8.6)

Zde jsme znovu zavedli velifinu .(ViZ ¢l X1.4)
2

e
= XI1(8.7
"= Aneome?’ (8.7)
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kterd se (pro elektron) nazyva klasickym polomérem elektronu. Pivod této
terminologie je v tom, Ze rj vystupuje v roli ,.efektivni ploSky* pro rozptyl
elektromagnetického zafeni. Jak je vSak patrno pfimo z definice do =dI/S Gcinny
prifez do (a tedy i ro) charakterizuje schopnost télesa rozptylovat elektromagne-
tické zafeni, a nikoli rozméry rozptylujictho objektu. Z toho diivodu jsou dvahy
o souvislosti 7o 8 ,,geometrickym rozmérem* elektronu pouhou bezcennou speku-
Jaci. Klasicky polomér elektronu se zpravidla zavadi touto dvahou. Elektron
vytvoii potencidl e/(4neor). Interakéni energie tohoto pole s ndbojem je e?/
/(4ns?r). P#i vzdilenosti r, definované vztahem

e? 2

=mc
4xeoro

se tato energie stdvad rovnou klidové energii mc? elektronu. Z tohoto poZadavku
plyne pro ro vzorec XI(8.7). Pfi tom jsme ve§kerou hmotnost elektronu ztotoZnili
s hmotnosti odpovidajici energii elektrostatického pole. K takovému ztotoZnéni
viak nemdme 74ddné pfesvédCivé experimentalni, ani teoretické diivody. Kvantovy
charakter elektromagnetického pole pak vede k tomu, Ze pokusy ztotoznovat ro s
rozmérem elektronu jsou vyslovené zcestné. Zde budeme pokladat r, za vhodnou
kombinaci univerzilnich konstant.

Po téchto pozndmkdéch se vratime k Thomsonovmu vzorci XI(8.6). Integraci pfes

prostorovy thel dospé&jeme ke vzorci : :
o=4§nr. X1(8.8)

Pro elektron je 0=6,57-107* m>.

Utinny priifez koherentniho rozptylu volnym elektronem nezavisi na frekvenci
a je univerzélni konstantou.

Vzorec XI(8.6) se vztahuje na rozptyl (linedrné) polarizované viny. V pfipadé
nepolarizované vlhy upravime vzorec takto: Dopadajici vlna se §iii ve sméru
vinového vektoru.k, (jednotkového vektoru. x = Ko/ ko). Rovinu ko, n zvolime za
rovinu (z, y). Zvolime-li ko ve sméru osy z, pak vektor E leZi v roviné (x, y) a
s osou y svira tihel @. Uhel rozptylu (tihel mezi n a ko) oznaéime 3, takze cos © je
projekce n na E, tj. :

cos O = ne,, _ XI1(8.9)

kde e, je jednotkovy vektor polarizace dopadajici viny. Tuto projekci vyjadfime
také tak, 7e promitneme n na osu y a vzniklou projekci na vektor E, resp. e, coZ
vede ke vztahu

cos @ =sin? cos @. X1(8.10)

Odtud uréime sin® @ =1 —sin” ¢ cos’ . Pro nepolarizovanou vinu je nutno dosadit
(cos? @) = 1/2, tj. vystiedovat pfes vSechny orientace vektoru E v roviné kolmé ke
ko. Je tedy '
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(sin? @) =34(1 + cos* ), XI(8.11)
resp.
(cos’ @) =} sin’ B, XI(8.11")

Thomsoniv vzorec pro rozptyl nepolarizované viny pak je
do=4r§(1+cos’¥) dQ. XI1(8.12)

Uéinny priifez je maximalni pfi rozptylovych thiech 4 =0, ¢ =n.
Stfedovani pfes polarizace provedeme také podle metody vysvétlené v dodat-
ku VIIL. Ze vzorce XI(8.9) vyjadiime

(cos’ @) = ((neo)*) = nin;{ evi€o; ). X1(8.13)

Smér n je dan a stfedovéni se vztahuje pouze na orientace vektoru €. Velifina
€oi¢o; je symetricky tenzor druhého fadu, proto poloZime

<eOie0j> = aaij + %o.‘%o,'b, XI(8.14)

kde x je jednotkovy vektor ve sméru §ifeni dopadajici vlny. Tento smér je dan
a nestfeduje se pfes néj. Po vynasobeni XI(8.14) xy vznikne xpieo; = #o€0=0
(transverzalnost viny), proto je b= —a, tj.

(eoieo;) = a(8y — Koitto;).
Hodnotu koeficientu a najdeme tak, Ze poloZime j = i (a sefteme pfes [), coZ dd
(eoieoi ) = (€3) =1=a(ds — %oo:).
Uvazime-li, Zze 6; =011+ 82+ 0:3=3, Koo = =1, je 2a=1, a tudiz
{ eoio; ) = (84 ~ Hoio; ), X1(8.15)

coZ pc dosazeni do XI(8.13) vede k XI(8.11).

Thomsoniv vzorec XI(8.16), pop¥. XI(8.12) popisuje rozptyl elektromagnetické
viny na naboji, jenz byl pivodné v klidu (nepohybujicim se ndboji). Provedeme
zobecnéni téchto vysledki na piipad, kdy ndboj (elektron) kon4 vlastni periodické
oscilace s frekvenci wo,. Pohybova rovnice naboje

m(F + wir) = eE, cos(wt+ a) XI(8.16)
ma feSeni
r=—2E__ cos(wt + ) XI1(8.17)
m(ws— 0?) ’

Odtud uréime p = ef. Misto XI(8.6) budeme mit
Wo 27-2 .
do=13 [1 - (70-) ] sin’ @ dQ.  XI(8.18)
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Diferencidlni G¢inny prifez do i celkovy Géinny priifez
w4

(0® - w)*

jsou nyni — na rozdil od rozptylu na volném niboji — frekvenéné zivislé.

Neohranieny rlist o pfi w— wo se odstrani zahrnutim tlumeni oscilatorq.
Zpravidla se pfedpoklada, Ze sila tlumeni je pfimo dmérn4 . Z pohybové rovnice

m(F + I't + wjr) = eE, cos(wt + a) X1(8.20)

o=%nr}

X1(8.19)

a jejiho feSeni
_ _eEpcos(wt+ a)
m(wi— 0*—ilw)

najdeme P = ef a pak dosp&jeme k Géinnému priifezu (lord RAyLEIGH, 1898)

w4

(03— 0?)+ I’

o=%nri

X1(8.21)
Pfi @ €wo je uCinny prifez umérny w*

o=§nr; (2)4
Wo
Z tohoto Rayleighova vztahu plyne, Ze kritké viny jsou rozptyloviny mnohem
intenzivnéji nez viny dlouhé.
V  blizkosti  rezonance lze polozit @i— w?=(wo+ w)(wo— w)=
(w0 + wo)(wo— w), coz po dosazeni do XI(8.21) d4 standardni tvar Lorentzovy
zavislosti

2
Mo
o=%nrd

) oo T X1(8.22)

XIL.9 Rozptyl na atomech

Budeme se zabyvat rozptylem rovinnych elektromagnetickych vin soustavou

. vazanych nébojii; s ohledem na aplikace budeme mluvit o atomech. JelikoZ

soustava nabojt kona finitni pohyb, existuje alespoii jedna frekvence w, charakte-
rizujici pohyb naboji. K feSeni tlohy rozptylu zafeni je v obecném pfipadé nutno -
znét feSeni pohybovych rovnic nidboji dané soustavy.
Uloha se podstatné zjednodudi ve dvou limitnich p¥ipadech, a sice @ > wo a
® <o, kde @ je frekvence dopadajici viny. A
Zde se budeme zabyvat pfipadem ® > wo, s nimZ se setkdvdme pfi rozptylu
rentgenova zafeni na atomech.
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Radia¢ni ¢ast vektorového potencidlu vypolteme z rovnice X1(2.4), v niz
polozime »

J(r', t’) = zeAVA.(t')é(r' - rA).

Vysledkem je rovnice
1

T 4meoc?r

ZeAvA(tA), X1(9.1)
kde

tA=t—1[r—rA|
c

je retardaéni &as A -tého niboje. Jelikoz se zajimame o pole na velikych vzdélenos-
tech r> ra od naboji, lze poloZit

1
tA= 17+'E (an),

kde n=r/r, t=t—r/c.

Ponévad? o> wo, pak perioda 2s/w, pohybu ndboji je velikd ve srovnéni
s periodou kmité dopadajiciho (priméarniho) z4feni. Pro Easové intervaly ¢t <27/ wo
lze zanedbat interakci mezi naboji, takZe pohybové rovnice kazdého paboje v poli
dopadajici viny bude :

Ma dvaz eaE, exp [i(kora — wt)],

kde Ko=(w/c)xo je vinovy vektor dopadajici viny. Pti integraci lze pomalu se
ménici faktor kora poklddat za konstantni, coZ vede k rychlosti

iesE, .
Va =1£’;nA° exp [i(Kora — 0t)]. X1(9.2)

Vzhledem k tomu, e hmotnost M kladné nabitych astic atomu je znadné vétsi nez
hmotnost elektronil m, stadi uvaZovat pohyb elektrond. V takovém piipadé€ je

ea €
—4 = — =konst.
ma m

V rovnici XI(9.2) zaménime t— tA= T+ (nra)/c, &imZ ziskime vyjadieni rychlosti
(v komplexni symbolice)

i E iwr—igr,
Va(th) =70 et X1(9.3)
kde
q=k-—ko=%(n—-xo) X1(9.4)
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&
i

je zména vinového vektoru pfi rozptylu. Absolutni hodnota q = |q| je
20, 0 _dn_ 0
q="—siny=-"sinz, X1(9.5) ‘

kde ¢ je thel mezi # a n (Ghel rozptylu). Vztah XI(9.5) se ziskd povySenim
X1(9.4) na druhou a dosazenim

nP=xt=1, 1—-nmgu=1—cos?=2 sinz—g.

Po dosazeni XI(9.3) do XI(9.1) ziskdme vektorovy potencial
. E . . :
9 = 11020 gior Sexp (—iqra), XI(9.6)
wr y
pak pomoci vztahi XI(3.7) radiaéni pole B a z néj vypocteme vztahem XI(3.9)
Poyntingiiv vektor. Z vySetfované intenzity rozptyleného zéfeni
d(I)=(S)r’*de
a toku dopadajiciho zdfent XI(8.5) ziskame diferencidlni a¢inny prifez

do =r3|F(q)|*sin’ © dQ. X1(9.7)
Veli¢ina
F(q)= gexp (—iqrs) X1(9.8)

zdvisi na rozlozeni ndboji v atomu, a nazyvad se proto tvarovym faktorem
(formfaktorem). Zde je jiz provedeno ¢asové stfedovini, tj. sttedovani pfes pohyb
naboji v atomu. Toto stfedovdni se provddi proto, Ze rozptyl se pozoruje
v ¢asovych intervalech pfevySujicich periody pohybu ndboji v atomu.
Souvislost F(q) s rozdélenim naboje v elektronovém oblaku atomu lze zabudo-
vat pfimo do defini¢éniho vztahu XI(9.8). Je-li g(r) (¢asové vystiedovand) hustota
elektronového oblaku, pak (p/e) dV=(g/e) d’r je polet &astic v objemovém
elementu dV. Sumaci v XI(9.8) nahradime integraci, coZ vede ke vztahu

eF(q)= [ o(r) exp (~igr) dr. - XI(9.9)
Vzpomeneme-li si na definici Fourierova integralu (viz dodatek I'V)
’ . &
o(r)= [ ea exp (+ian) s,

0qa=Jo(r) exp (—igr) &r,

vidime, Ze F(q) je aZ na numericky faktor (ndboj e jedné Castice, elementdrni
niboj) rovno Fourierové komponenté hustoty elektrického ndboje
eF(q)=6(q)= gs, X1(9.10)

243



popf.
F(q)=7(q)=na, X1(9.10")
kde n=p/e je objemova hustota &astic.
Pro nékteré Gvahy je vyhodné piepsat |F(q)|* ve tvaru

[F(@)[*= 3, exp [~iq(ra 1)), XI(9.11)

coZ po upravé da
|F(@)*=Z+2 AE cos(qraz). X1(9.12)

Zde Z je pocet elektronii. Tento ¢len se objevi tak, ze vXI(9.11) separujeme &leny
B=A.

Pfejdeme k dvéma limitnim pfipadim ziskanych vzorct. Necht a je linearni
rozmér oblasti, v niz 9#0, tj. a je fadové rozmér atomu. V takovém piipadé
k integralu v XI(9.9) pfispéje pouze oblast 0<r=<a. Je-li qa <1, tj.

a<a, XI(9.13)
pak v XI(9 9) se ob]ev1 Jo(r) dr, coz je celkovy naboj atomu
eF(q)=[o(r)d’r=Ze, (a<h). X1(9.14)
Po dosazeni do XI(9.7) méme .
do=(Zr)*sin*© dQ, X1(9.15)
popf. pro nepolarizovanou dopadajici vinu
do=3(Zro)*(1 + cos*#) dQ. X1(9.16)
V opalném limitnim ptipadé qa > 1, tj.
- a<a, X1(9.17)

je vyhodné uzit vyjadieni X1(9.12). Faktory cos(qras)= cos (qa) rychle osciluji,
takZe jejich stfedni hodnota bude blizkd nule. V takovém pfipadé bude

[F(@)*=2Z, (A<a). X1(9.18)

Odpdvidajici vzorce pro Ucinny prifez do budou
do=Zrisin’ @ dQ, X1(9.19)
do=31Zrj(1 +cos*#) dQ. X1(9.20)

Je-li hustota o(r) elektrického naboje ve zkoumaném objektu znidma, lze uréit
tvarovy faktor F(q), a tim i diferencidlni G&inny prifez (thlové rozdéleni) rozptylu
zafeni. V praxi je Casto iloha obrdcend : experiment4lné se pozoruje (méfi) Ghlové
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rozd8leni rozptyleného zafeni, odkud Ize uréit tvarovy faktor F(q). Je-li. tato
zavislost F= F(q) zndm4, pak hustotu naboje o(r) uréime z rovnice

o(r)=(2n)"’e [ F(q) exp (iqr) d*q. ‘ X1(9.21)

V tom je hlavni praktickd cena ziskanych teoretickych vzorci, jez slouZi k uréeni
hustoty ndboje riznych objektl. Nabojovd hustota se obvykle charakterlzu]e
stfednim kvadratickym polomérem -

(r’)=- f o(r)r? dB"% : X1(9.22)

XI1.10 Cerenkovovo zifeni

V roce 1934 zjistil P. A. CERENKOV, Ze'pii bombardovani kapalin zéfenim vy vznika
viditelné svétlo, které je naprosto odli§né od luminiscence a brzdného zafeni, napt.
silnou anizotropii. Brzy se ukazalo, Ze pficinou tohoto zdfeni jsou Comptonovy
elektrony vznikajici v absorbujl’cim prostfedi pﬁsobenim kvant y. Stejné zafeni

Prvni teoru Cerenkovova jevu podali I. E. TamM a . M. FRANK (1937) ktefi
ukdézali, Ze se jednd o zafeni nadsvételného elektronu, tj. zafeni elektronu, jehoZ
rychlost v je vétsi nez fazova rychlost w = ¢/N elektromagnetickych vin v daném
prostiedi.

Elektron za &as At urazi v dlelektnckem prostfedi vzdalenost vAt. Pole
elektronu budem pokladat za superpozici sférickych vin (retardovanych potencia-
14). Tyto viny se Sifi rychlosti w=c¢/N. Z obr. X1.6. plyne vztah

vAt

Obr. XL.6.
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wAt= pAt cos,
tj.

cos§ == X1(10.1)

w
BN v’

kde ¢ je tihel mezi rychlosti Castice a smérem §ifeni zafeni. Zde i v dal§im budeme
symbolem B oznalovat podil rychlosti Eastice k rychlosti svétla ve vakuu

B

1
(SRS

V tomto ¢ldnku budeme pfedpokladat konstantni rychlost v =konst, ponévadz
z vysledku plyne, e ztraty energie jsou velmi malé.

Jelikoz |cos #|<1 pfi v =konst, miZe byt zafeni emitovdno pouze tehdy, kdyz
rychlost nabité &4stice je v&t§i neZ (fdzovd) rychlost elektromagnetickych vin
v daném prostfedi. Elektron tak pfedbihd pole, které sam vytvoiil, odtrhuje se od
néj. Je to tedy elektromagneticka analogie razové hydrodynamické viny, kdy napf.
letadlo pfedbihd zvukovou vinu jim vytvofenou.

Rovnice XI(10.1) vysvétluje pozorovanou silnou anizotropii zafeni: zéfeni je
emitovdno pouze ve sméru povrchu kuZele (Cerenkovova kuzele) o iihlu
¢ =arc cos(w/v). UvaZime-li disperzi indexu lomu N=N(w), lze podminku
vzniku Cerenkovova zafeni vyjadfit nerovnosti

BN(w)=1.  XI(10.2)

Na rovnici XI(10.1) jsou zaloZeny Cerenkovské detektory ¢astic. Proléta-li rychld
nabité &astice prostfedim s indexem lomu N, emituje Cerenkovovo zdfeni ve sméru
&. (Toto zafeni se zpravidla detekuje soustavou fotonasobi¢ii.) Z pozorovaného
ithlu emise & Ize uréit rychlost nabité Cdstice.

K podobnému zifeni dochazi i pfi prichodu elektnckych a magnetickych
multip6li ldtkovym prostfedim, avSak vzniklé zafeni je mnohem slabsi, nez je tomu
u elektrickych naboji, proto se omezime na teorii Cerenkovova zéfeni vznikajictho
pfi pohybu nadsvételné nabité Castice v latkovém prostiedi.

Budeme vySetfovat pole néboje pohybujictho se rovnomérmé piimodate
v izotropnim latkovém prostfedi. Pfechodové jevy vznikajici pfi vstupu ndboje
z vakua do prostfedi nebudeme uvaZovat.

Pole budeme poditat z rovnic pro skaldrni (@) a vektorovy (A) potenciil

2 2 .
(Vz——N; %) o=--2, X1(10.3)
N? @ . '
(vz——c; 5?) A=—yuj. X1(10.4)
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Ze svych ivah vylou¢ime feromagnetika, proto lze poloZit p= to- Index lomu N
pak souvisi s relativni permitivitou £¢® vztahem

N2=¢®, XI1(10.5)

2 w2

Piedpoklddejme, Ze nabité ¢astice se pohybuje podél osyz. V takovém ptipadé
je

0 =ed(x)6(y)d(z — vt), X1(10.6)
=i =0, [ =evd(x)8(y)6(z~ vt), XI1(10.7)
a tudiz :
N2 32
2 [ J—
(Vi c* ar ) o= N?
N2 32 .
(v2 - é?) A, = —1toevd (x)8(y)8(z — vi). X1(10.8)
Zde jsme s ohledem na XI(10.7) polosili
A, =A,=0,
takze Lorentzova podmmka divA + eu(39/31) =0 bude
aA N2 o
it g =0 X1(10.9)
Z rovnic XI1(10.8) a XI(10.9) je 4vid'ét, zZe
N2
A="5v0, X1(10.10)

takZe stadi fesit pouze rovnici XI(10.8) pro skaldrni potenciil, ktery pak vyhovuje
kalibra¢ni podmince
) 8 o 3P
vy cx = 3 =0, } XI(10.11)
z niz se da usoudit, 7e @ = f(x, y)g(z — vt).

Z rovnic E=-V® —(3A/3t), B=poH=rotA ziskdme pole

__9¢® L —22?
Ex— ax, y = ay, Ez"a az9
e 30 : .
H; = gN*v gy— , H,=—gN I H,=0, X1(10.12) |
kde , o ‘
aA?=pN*~1=tg* 9. ‘ X1(10.13)

Pi tpravé E, = —(3®/9z) — (9A./31) jsme uzili vztahi X1(10.11) a XI(10.12),
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Tim mame viechny potiebné veli¢iny vyjadfeny pomoci skaldrniho potencidlu
&, proto ptejdeme k feSeni rovnice XI(10.8).

Smér pohybu &istice (osu z) lze zvolit za osu vélce, a je tak vyhodné pouzit
cylindrickych soufadnic 7, @, z. Misto XI(10.10) bude

A =A,=0, X1(10.14)

pHiem? vztah XI(10.12) zistane zachovin. Pomoci vztahu 6(ax) =‘|a|"6(x)
upravime

8(z - vt)=% 8 (t——z—)=ﬁj+we)§p [—iw (t—i)] do. XI(10.15)

v —w v
JelikoZ pole nezévisi na thlu @, lze v rovnici XI(10.8) provést ziménu

> .18 &

2 — — — ————
Ay —>ar2+rar+azz.

Pro potencidl @ jsme tak ziskali rovnici

2,18, Ny
(8r2 rar 3z c*af

N _z
= -2 (18 (t v) . X1(10.16)
Obdobné se upravi XI1(10.8), coz s ohledem na XI(10.10) nebudeme provadét.
Z rovnice XI(10.16) se d4 usoudit, Ze proménné z a ¢ se budou v feSeni
&(r, z, t) vyskytovat pouze v kombinaci z — vt, resp. t— z/v, proto je vyhodné
vyjadfit @ ve tvaru Fourierova integrilu'!)

=—2% f_:uu(r) exp [—iw (t—f)] do, XI(10.17.)

kde u(r)= ®,(r) je pfislusna Fourierova komponenta. Obdobné pro Diracovu
distribuci 6(t— z/v) uZijeme vyjidieni XI(10.15). Po dosazeni XI(10.17) do
X1(10.16) ziskdme pro u(r) rovnici :

du 1ldu, ,, _ e
artra T ku= neouNr 6(r), X1(10.18)
kde
2 2
=2 (BN -1)=25 8. X1(10.18")

1y Tim také automaticky splnime Lorentzovu kalibra¢ni podminku XI(10.11).
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Funkce u(r) vyhovuje viude s vyjimkou bodu r =0 rovnici

d®>u 1du
artrar

+k*u=0, (r#0), X1(10.19)

takse misto XI(10.18) stadi feit homogenni rovnici X1(10.19) a chovéni v bodé
r =0 nahradit odpovidajici hraniéni podminkou. Tuto podminku najdeme tak, Ze
rovnici XI1(10.17) vynasobime r, prointegrujeme v mezich 0<r=<roa pak piejde-
me k limit& 70— 0. Vysledkem je hrani¢ni podminka

lim [r ‘;—’r‘] = X1(10.20)
Problém je tak pfeveden na fedeni rovnice X1(10.19). Jedna se o Besselovu rovnici
pro cylindrické -funkce Zo(kr). Linedrni kombinaci cylindrickych funkci nutno
zvolit tak, aby (pfi kr> 1) feSenim rovnice XI(10.16) byla rozbihava cylindrick4
vina @ ~ exp [i(kr — t)]. Tomu vyhovuji Hankelovy funkce H ¢ (viz dodatek VI),.
proto poloZime '

u(r)=aH(kr).
Jelikoz pti |§] <1 je .

: YC)
1)
HP(E) 1+u ln(2 ,
je (r du/dr)=2ia/m, coz se spojenim s XI1(10.20) d4

ie

u(r)= Te. 0N H§V(kr). X1(10.21)

Z asymptotického vztahu (]¢|>1)

HP©)=(7) e

ziskdme asymptoticky tvar (pro kr={>1) radidlni funkce’
ie 2\ kreni) '
= hr=t/8) X1(10.22

u(r) 4gouN? (nkr) © I )
K této zavislosti Ize snadno dospét i bez znalosii Besselovych funkci, a to takto:
Kdyby v rovnici XI(10.19) nebylo &lenu r~* (du/dr), rovnici by vyhovovalo feSeni
exp (ikr), proto budeme hledat asymptotické feSeni rovnice X1(10.19) ve tvaru
u(r) = f(r) exp (i kr). Snadnym vypoétem dospéjeme k zavéru, Ze tomu vyhovuje
klesajici funkce f(r)=konst-(kr)~*2, coz vede k zavislosti X1(10.22). Multiplika-
tivni konstantu Ize uréit nap¥. z pozadavku, aby ve statickém piipadé mél potencidl
chovidni typu e/(4meor). o : o
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Po dosazeni XI(10.22) do X1(10.17) dostaneme potencidl @ ve vinové zéné

e (2N fr s . T z
qj—Snsov (nr) _mN k gxp {1 [kr—-z—w (t—;)]} do.

Faktor kr+wz/v vyskytujici se v exponenté upravime pomoci XI(10.18)
a XI(10.1)

wz No .
kr +—=—(rsin® + z cos #).
v c
Zavedeme-li oznadeni

xEm [g(rsinﬂ+z cosﬁ—t)]—g,-

pak potencidl @ vyjde ve tvaru

ie I \12 [ ) ‘
R (5?;) [ N2k 2o 4. X1(10.23)
0 —

Dalsi vypoget je jiZ rutinni, av§ak pom&rné zdlouhavy, proto jej zde nebudeme
podrobné provadét. Vypodéteme Poyntingiv vektor
S=IE, H]

a pomoci néj ubytek energie za jednotku asu
-dU
e f S, ds.

PloSku ds zvolime ve tvaru malého véle¢ku 2nr dz. Vysledkem pfisluSnych
vypolti je vzorec (I. E. Tamm, 1. M. Frank, 1937)

'dEl?] = 4;::’02 f o (1 _B%V_z) do, X1(10.24)
v némz se integrace provadi pfes oblast frekvenci , pfi niZ je
BN(w)=1.
Vzorec X1(10.24) pfevedeme na ztraty na jednotkové draze pomoci vztahu

dU_dUdz_ dU

dt dzdt Vdze
Rovnice

dU 2 . 1 ’
"Hz"ﬂ?f%—c?]‘” (I_W) do XI(10.25)

udavd energetické ztrity derenkovskym zdfenim na jednotkové draze. Pro infor-
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maci uvedeme, Ze pro Castici s energii fddové 1 MeV jsou Cerenkovské ztraty
fadové keV/cm. Dal§i informace najde ¢tenaf ve specidlni monografické
literatufe'?).

X1.11 Absorpce zdfeni oscilatorem

P¥i dopadu elektromagnetického zafeni na néjaky objekt dochazi nejen k rozptylu3
ale také k absorpci zdfeni. Rozptylem na volném i vdzaném ndboji jsme se zabyvali
v &lanku X1.9, nyni budeme zkoumat mnoZstvi energie, které elektromagneticka
vina pfedd vdzanému naboji. \

Sila F = eE + e[ v, B] ptisobici na ndboj vykond za jednotku ¢asu préci Fv = eviE .
Energie AU absorbované nabojem je pak déna vztahem (E+# 0 pouze v kone¢ném
intervalu)

AU= J':ev(t)s(t) d. XI(11.1)

V této formé plati vzorec obecné. Nyni budeme pfedpoklidat, Ze se jednd
o ,elasticky vdzany* elektron. Pfi zapoCteni tlumeni mame pohybovou rovnici

m(¥+ I't + wir) = eE(t). XI1(11.2)
Polohovy vektor r(¢) a pole E(¢) rozloZime ve Fourierovy integraly
r()=Q2n)"*fr, e do, X1(11.3)
E(t)=02n) 'fE, e7* dw. XI(11.4)
Po dosazeni téchto vztahii do XII(11.2) dostaneme
r,= ek ! XI(11.5)

m wi—-w—ilw"
Pro rychlost

v(t)Eg—:=(2:n;)‘1 j Vo e do XI(11.6)
ziskime obdobné . ‘
= —””f‘” w%_w‘;’_irw. X1(11.7)
Realnost veliin r(t), v(¢), E(t) implikuje vztahy
| Fi=tu VE=V., Ei=E...  XI(118)

) Viz napt. J. V. JELLEY: Cereni(ov radiation, Pergamon Press London 1958 ; rusky pfeklad DZelli
Dz.: Cerenkovskoe izluenie, 1. L. Moskva 1960.
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Tim méme urleny vSechny potfebné veli¢iny k vypoétu absorbované energie
XI(11.1). Vypocet provedeme pomoci vzorce, jehoZ platnost se snadno ovéii (v1z
téz piiklad XI(10)). Jsou-li

()=@n) " [ fo e ™ do, g()=(Qm) fge e do  XI(11.9)
dvé realné funkce, pak™) ‘

f:f(t)g(t) ar=0m “(fugt+ fig.) do. X1(11.10)

V daném piipadé f, = V., g. = ¢E,, dostaneme
re* (= w?*E,[?
p— 2 2\3 > do.
xm Jo (0*— wd)*+Iw
XI(11.11)

Pr1 zadaném spektralmm rozdéleni E., vnéjsiho pole j ]e vzorcem XI(11.11) dan4
uloha feSena. Pro ilustraci zde budeme pfedpoklddat, Ze rezonanéni vrchol (tzv.
pik) je mnohem uz8i nez spektralni §ifka vnéjiiho pole. V takovém pfipadé lze
v Citateli integrandu XI(11.11) poloZit w?|E,|*= w3|E.,|* a ve jmenovateli

(0= 0’ + Fw*= (0 + W) (0 — wo)* + I*w?=2wo(w — wo)* + w3

Pomoci téchto aproximaci dostaneme

= [T (v E*+ v =
AU 2EL(V°’E‘”+V“’E‘”)dw

_re? ) Ie® ZJ“” dé
AU—nmewol | Ewo] :

J; 4(w—w0)2+1"2=4:n:m wo EX+(I/2)*°

Ve vzniklém integrilu lze integraci roziifit do —, coZ dé

2
AU=—2£”—l |E..o|2. XI(11.12)

V daném pfibliZeni nezdvisi absorbovana energie na koeficientu Gtlumu (8ifce
spektralni &ary) I'.
Rovnici XI(11.12) Ize d4t ponékud jinou interpretaci. Tok energie jednotkovou
plochou vyjadfime rovnici
I ceoE? dt=5§9.f lE,,,|2dwsf S, do.
- T Jo 0
Spektralni rozdéleni S, toku energie jednotkovou plochou je tedy S.=
xn"ceo| E |*, takze
AU =27% croSa, X1(11.13)

kde ro=e?/(4meomc?) je klasicky polomér elektronu.

) V literatufe se na pravé strané tohoto vzorce vyskytuji riizné numerické faktory, coz souvisi s riiznou
definici Fourierovych komponent. Viz té7 poznimku na konci dodatku IV.
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KAPITOLA XII

Magnetohydrodynamika

XII.1 Uvodni poznimky

Vodivé tekutiny (elektrolyty, ionizované plyny) obsahuji relativné vysokou kon-
centraci elektricky nabitych Castic-elektronii a iontd. P¥i hydrodynamickém pohy-
bu takové tekutiny dochdzi k pfenosu elektrického naboje, a tedy ke vzniku
makroskopického elektrického proudu. Pohybuje-li se vodiva tekutina ve vnéj$im
magnetickém poli, pak se v ni indukuje elektrické pole. Na nabité Eastice
(elektricky proud) v magnetickém poli piisobi (magnetick4) Lorentzova sila, kterd
miiZe dosti podstatné ovlivnit pohyb &astic (proudéni tekutiny). Tento zménény
pohyb se projevi ve zméné€ makroskopického elektrického proudu, a tim nakonec
i ve zméné samotného magnetického pole. UZ z této kvalitativni divahy je zfejmé,
Ze dochézi ke vzdjemné vazb€ hydrodynamickych a elektromagnetickych jevi.
Kvantitativni zkoumdni téchto jevii bude (v makroskopické teorii) zaloZeno na

" vzéjemné& svdzané (simultdnni) soustavé rovnic hydrodynamiky (dopinéné o mag-

netickou silu) a Maxwellovych rovnic pro pohybujici se (vodivé) prostiedi. Odtud
také plyne ndzev magnetohydrodynamika — zkricené MHD. Vyskytuji se
i jiné podobné ndzvy, aviak termin magnetohydrodynamika je prevladapcnm proto
jej zde budeme pouzivat.

Vysledky a metody magnetohydrodynamiky maji Siroké spektrum aplikaci ve
védecké a technické praxi: od teorie Serpadel tekutych kovi pies teorii elektric-
kych vybojt a Sifeni elektromagnetickych vin v ionosféfe aZ po popis astrofyzikal- .
nich jevii. Od poloviny padesitych let naSeho stoleti k tomu pfistupuji prakticky
nejvyznamnéjsi aplikace, jeZ jsou spojeny s MHD generitory a s pokusy
o ovlddnuti fizené termonukledrni syntézy. '

Pro snaz8i uvedeni do dané problematiky a pochopeni struktury rovnic magneto-

hydrodynamiky zaéneme vyklad piehledem potfebnych hydrodynamickych vztahii.
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XI11.2 Piehled zdkladnich rovnic hydrodynamiky

Tekutinu budeme charakterizovat jako spojité prostfedi (kontinuum) s mistné
i dasové proménnou hustotou'*) (hmotnosti objemové jednotky)

e=o(r, 1)
a mistné i ¢asové proménnym polem rychlosti
v=v(r, t).

Vektor proudové hustoty gv je s hustotou o svazdn zdkonem zachovani
hmotnosti — rovnici kontinuity

%’4_ div(gv),=2—$+(VVQ)+ o divv=0. XII(2.1)
Operace
4_3 L ww XII(2.2)
dt at '

se nékdy nazyva substancilni derivaci, pomoci niz upravime rovnici kontinuity

lde, yivv=
o dr +d1vv-9. X11(2.3)
Pro neztladitelnou tekutinu g =Kkonst je
divv=0. XI1(2.4)

Pro idedlni tekutinu, na niZ pisobi pouze tlak P, zapiSeme pohybovy zdkon
fg Yav= —§P ds = —JVP dv,

odkud plynou Eulerovy rovnice pro idedlni tekutinu

£ll’=av+(vV)v= —%3 .

= 2.
TR, XI1(2.5)

Tyto Eulerovy rovnice spolu s rovnici kontinuity predstavuji &tyfi rovnice pro pét
veli¢in @, v., vy, v, a tlak P. Soustavu rovnic hydrodynamiky je nutno doplnit
termodynamickecu stavovou rovnici

P=P(0), X11(2.6)

4y Hustotu tekutiny zde budeme znait obvyklym symbolem o, jim# ve zbyvajicich kapitolch
oznacujeme hustotu elektrického néboje. V rovnicich této kapitoly se hustota elektrického niboje
nevyskytuje, proto nemize dojit k ziméné.
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popf. jinou ekvivalentni termodynamickou rovnici. Pro wdely daliich referenci
upravime tuto podminku idedlnosti tekutiny.

Oznadime-li U, ¥, T vnitini energii, entropii a absolutni teplotu tekutiny, pak
podle zndmé termodynamické rovnice je ' ’

dU=F dF¥~PdV.

Objem V tekutiny vyjadfime pomoci hmotnosti M a hustoty V= M/g. Zavedeme
mérnou vnitini energii u=%/M a mérnou entropii s = %/M (energii a entropii
jednoho kilogramu), pak je

P
du=9 ds +52- do. XI1(2.7)
Zpravidla se zavadi mérnd entalpie
P
h=u +5 ) XI1(2.8)
pro niz pak plati .
1
dh=9 ds +— 4P,
o XI1(2.9)
Pfi adiabatickém déji je
4 .
= J' dv=0,
a tudiz
ds_3s
a=é—t+(st)=0. XI1(2.10)

Posledni rovnici Ize pomoci XII(2.1) pievést na rovnici kontinuity pro entropii

3 .

3 (os) +div(gsv)=0. XII(2.11)
Veliéin'a 0s j.e e:ntropii objemové jednotky a gsv je vektor proudové hustoty
e.ntropxe. Je-li v ase ¢ = t; ve vSech bodech s =konst, pak je s konstantni vidyéky
tj. ’

ds=0, s=konst. XI1(2.12)
JelikoZ s=s(P, ¢), plyne odtud rovnice adiabaty P= P(o).
Polozime-li v XII(2.9) ds =0, pak je
1 VP=Vh
2 "P=h, X11(2.13)
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a tudiz Eulerovy rovnice budou mit tvar

dv . vn=o. XII(2.14)
de

K vnitini energii ou jednotkového objemu nutno ptidat kinetickou energii_%gv2
objemové jednotky. Z hydrodynamiky je znam (viz téZ piiklad 1 k této kapitole)
vztah

%(Qu +ipv?)+divd =0, X11(2.15)

kde vektor J proudové hustoty energie_ je
J=(}pv*+oh)v. XI1I(2.16)

Eulerovym rovnicim lze dét tvar rovnice kontinuity pro hybnost. VeliCina ov
pfedstavuje hybnost objemové jednotky. Vypoéteme derivaci

5.\ %, . ou
3 e =g, utem,

Z rovnice XII(2.5) dosadime
au, v 9P

05T T am
a 0p/3t vyjadiime pomoci rovnice kontinuity

30_ _ 8 (on)."
et— ax]_(QUJ)'

Po snadné tpravé pak dospéjeme k rovnici

2 (ov) 2 7§ =0, XI11(2.17)
ot ax,' .

kde
175,9) = P6,~,~ + QViV;

je tenzor napéti v idedlni tekutiné. Prvni &len P&; urduje tok hybnosti vlivem
tlakové sily, druhy je konvekéni pfenos hybnosti.

V neidedlni tekutiné dochdzi k vnitinimu tfeni, a tedy i k toku hybnosti, vlivem
gradientu rychlosti dv:/8x;. Z derivaci duvi/dx; lze sestavit symetricky tenzor
druhého fadu

g (30,80 B
Tii _q (8x,-+8x,-)+ b axk 6'1.
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Misto a, b se zavddéji koeficienty viskozity n, §, pomoci nichZ vyjadiime tenzor t;
viskoznich napéti

=1 (g—z %—%5.-,- g—mﬂ;&i%. XI1(2.18)
Tenzor 1; neidedlni tekutiny bude
T; = P&y + oviv; — Ti;. XI1(2.19)
Pohybovou rovnici tekutiny
aéi (ov) +-g;’jj" =0 XTI(2.20)
snadno pfevedeme na standardni tvar Navférovycb_—-Stokesovicb rovnic
¥y (vWyv= —%VP+VV2V+(A +)vave,  XuE21)
kde
v =—g . A =—§- ' X11(2.22)

jsou koeficienty kinematické viskozity.

Piisobi-li na tekutinu kromé tlaku jiné objemové sily f, pak pravou stranu rovnic
XII(2.21) nutno doplnit o ¢len f/g.

Vlivem viskozniho tieni je proudéni tekutiny nevratnym procesem, cozZ se
projevi na vzristu entropie. V hydrodynamice se dokazuje platnost rovnice (viz téz
pfiklad 3 k této kapitole) ‘ '

oT ds_ Tl g%' +div(xVT), XI1(2.23)
i

dt
kde x je koeficient tepelné vodivosti.

Pro téely referenci uvedeme jeSté vztah pro energetickou bilanci v neidedlni
tekutiné (viz téZ piiklad 2 k této kapitole)

9 Lov?) = —divd = — 2%
3 (Qu +iov?) =~divd= 3%, X11(2.24)
kde ‘
— 1 2 ! ag
Ji=(oh +30v*)vi — Tijv;—x (a—x—) . XI1(2.25)

‘Cleny maji jednoduchou interpretaci. Dosadime-li z X11(2.8) gh = ou + P, pak ouv.

je tok vnitini energie a Pv souvisi s vykonem tlakovych sil. Clen 7}v; uréuje
disipaci energie vlivem sil vnitfniho tfeni. Posledni ¢len — %V J je standardni vyraz
pro tok tepla vlivem gradientu teploty.
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XII.3 Soustava rovnic magnetohydrodynamiky

V ¢ldnku V jsme ukdzali, Ze pfi pohybu vodite v magnetickém poli je nutno Ohmiv
zédkon j= yE nahradit obecnéj$im vyrazem
j=y(E+]v, B)]). : XII(3.1)
Veli€ina
E'=E+[v, B] XI1(3.2)
je elektrickd intenzita v soustavé pohybujici se rychlosti v (viz té7 XIII(5.6)).

Poznamenejme jesté, Ze vzorce XII(3.1) a XII(3.2) plati pouze pfi nerelativistic-
kych rychlostech

v<c, XI1(3.3)
coZ budeme nadile v této kapitole pfedpoklddat.
Budeme uvaZovat kvazistaciondrni pole (viz kap. V), takze Maxwelldv proud

oD/at 1ze zanedbat oproti vodivostnimu proudu. Pro magnetickou intenzitu H tak
mame rovnici

rotH=y(E +]v, B}).

V prostiedich, jimiZ se zde budeme zabyvat, je relativni magnetickd permeabilita
velmi blizkd jedné, takZe Ize poloZit H = B/, ¢imz je

rot B = yuo(E +[v, B]. XI1(3.4)

K tomu pfistupuje _
divB=0 XII(3.5)
a Faradayiv indukéni zdkon

rotE+%—?=O. XI1(3.6)
Elektrické pole E vyjadtime z rovnice XII(3.4), tj.
E=—L rotB~[v, B].
. Yo
Po dosazeni tohoto vztahu do XII(3.6) a jednoduché dtpravé (rotrotB=

grad divB ~ V’B = —V?B) dospéjeme k rovnici

3B_ 1 .,
TR V’B + rot[v, B], ‘ XI1(3.7)

s niZ jsme se jiz setkali (viz V(5.7)) pfi studiu kvazistacionarniho pole.

Rovnice XII(3.7) uréuje vyvoj magnetického pole B v zavislosti na rychlosti -

proudéni. Jak jsme jiz uvedli v Gvodni &4sti této kapitoly, existuje v proudici
tekutiné také obraceny vliv magnetického pole na pole rychlosti v=v(r, t). Proto
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potfebujeme doplnit Naviérovy—Stokesovy rovnice XII(2.21) o magnetickou
slozku Lorentzovy sily

1
o [B, rotB].
Elektricka slozka sily 0*’E je zpravidla zanedbateln4, jelikoZ v dobrych vodicich je
objemova hustota o elektrického naboje zpravidla velmi mala. Situacemi, kdy
tomu tak neni, se zde zabyvat nebudeme?®).

Pfiddnim ¢lenu f/@ na pravou stranu rovnic XII(2.21) dostaneme hledanou
soustavu

f=[j, B]=

av _ __l N l n S
St (v= =PIy (z;+3) Vdiv -~ [B, rotB],
XII(3.8)

kterd vyjadfuje vliv magnetického pole B na pole rychlosti v.

Rovnice XII(3.7) a XII(3.8) pfedstavuji (jiz v Gvodu zmindnou) svézanou
(simultdnni) soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic pro pole B a rychlost v. K
tomu je nutno pfipojit rovnici kontinuity

%’ +div(ov)=0 XII(3.9)

a stavovou rovnici
P=P(p, B, 7) X11(3.10)

nebo jiny ekvivalentni termodynamicky vztah.

Rovnice XII(3.7) az XII(3.10) pfedstavuji soustavu osmi rovnic pro osm veli¢in
B, Bs, Bs, v1, vs, vs, 0, P, takZe soustava je tiplna.

K rovnicim XII(3.8) Ize dospét také tak, Ze k tenzoru nap&ti XII(2.19) pfidime
magnetickou &dst Maxwellova tenzoru napéti (viz &l. VI.2)

B? B.B; ,
- Tij=5—8;———. XII(3.11
=2 T T - II(3.11)
Z rovnic '

k) 9Ty _

5; (0v) +3°=0, X11(3.12)
kde ‘

‘nj=P6i;+Qv;vj— T?j'f‘ ’T,-,‘,v XII(313)

pak plyne XII(3.8). Rovnice XII(3.12) je tedy bilanéni rovnici pro hybnost
magnetohydrodynamické tekutiny.

¥) Rovnice XII(3.7) se &asto u¥ivd samostatnd k modelovdni magnetickych poli generovanych
pohybem nabité tekutiny.
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Energetickou bilanci najdeme takto: K hustoté energie ou +3}ov® je nutno
pfidat hustotu B?/(2u0) magnetické energie. Vektor XII(2.25) proudové hustoty
energie nutno doplnit o vektor proudové hustoty toku elektromagnetické energie
(Poyntingiiv vektor) '

S=[E, H]=EI;[E, B].

Elektrické pole E vyloutime pomoci vztahu XII(3.4), ¢imZ vyjadfime Poyntingiv
vektor pomoci magnetického pole B a rychlosti v proudéni tekutiny. Vysledkem je
rovaice

— — LB, rotB]+~ Bx[v, B. X11(3.14)
‘ Yo Mo
Energetickd bilanéni rovnice MHD tekutiny pak je
3 top2 e BoY= 3o g
2 (Qu +1ov +2m)_ S=—div, XII(3.15)

kde vektor J proudové hustoty energie md komponenty
a

Ji=(oh +30v)v;i — (vijvs) — % g%+ S:. XI11(3.16)

Entropickou bilanci najdeme obdobné. V tekutiné se generuje Jouleovo teplo
a=L=L (rotBY, | XI1(3.17)
Y Yo
jimZ je nutno doplnit pravou stranu rovnice XII(2.23). Hledana rovnice je

3,

1
M a5 2
5%, +le(MVJ)%—yu% (rot B) . XII(3.18)

os ,
Qg— (_a_t+ VVS) =Ty

Obecné soustava rovnic magnetohydrodynamiky je velice sloZita (nelinearni
simultdnni soustava), takze jeji obecné analytické feSeni nepfichdzi v Gvahu.
Ptiznivéjii je situace v nékterych specidlnich piipadech .(idedlni, neztla€itelna,
dokonale vodivé tekutina), k nimZ se nyni obratime.

XI1.4 Specidlni pfipady rovnic magnetohydrodynamiky

P stacionarnim proudéni je nutno v soustavé magnetohydrodynamickych rovnic

anulovat asové derivace. Tuto elementarni transformaci rovnic XII(3.7) aZ

XII(3.9) si &tendf snadno provede sam, a proto ji zde uvadét nebudeme.
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Pro dokonale vodivou tekutinu (y— ®) se rovnice XII(3.7) zjédnoduéi na

9B
-§=rot[v, Bj]. XI1(4.1)
Ve vektorové identité
rot[v, B]|=(BV)v—(vV)B—- B divv+ v divB X11(4.2)

vypadne posledni ¢len divB =0, takZze misto XII(4.1) budeme mit-
3B _dB .
Y + (vV)B=?t—i(BV)v— B divv.
Z rovnice kontinuity XII(2.3) vyjaddfime divv = —p ' (do/d¢). Vysledkem jedno-

duchych tprav je hledana rovnice pro vyvoj magnetického pole v dokonale vodivé
tekutiné

db
il CAAL2 XII(4.3)
kde : ’
B
b =2 X11(4.4)

Rovnice XII(4.Z'3) je podobna rovnici pro proudocdry. Necht 8/ je element
Proudocary. Na jednom konci necht je rychlost tekutiny rovna v, na druhém konci
je pak v+ (8IV)v. Za &as dt se element 8/ posune o dt(81V)v, takZe je

£ en=@m)v. XII(4.5)

Rovnice pro zménu vektordi b a 8/ jsou stejné. Jsou-li v pocateénim okamziku t
sméry obou vektorii stejné, pak sméry téchto vektort ziistanou paralelni i ve viech
budoucich okamzZicich; délky obou vektorl jsou navzajem imérné.

Uvedeme jesté soustavu rovnic magnetohydrodynamiky -pro neztladitelnou
tekutinu, kdy je divv=0. Pomoci identity XII(4.2) se upravi ¢len rot[v, B] v
rovnici XII(3.7). V rovnici XII(3.8) vypadne ¢len grad divv=0. Posledni ¢len
upravime pomoci identity ' '

[B, rot B]=—(BV)B + V(%B?).

Vysledkem téchto dprav je soustava MHD rovnic pro neztladitelnou tekutinu )

divB=0, divv=0, ' XI1I(4.6)
a—§+(vV)B— BV)v+— V2 '
5, =(BV)v+ ” \ p xn(4.7)_
av 1 B>\ 1
= +(vV v=———V(P+———)+—- Ty
YRA ). o 2m) Vs (BV)B+QV v. X1I(4.8)
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XII.5 Hartmanovo feSeni rovnic magnetohydrodynamiky

Budeme zkoumat neztladitelnou, viskozni, vodivou tekutinu proudici staciondrné
mezi dvéma rovnob&znymi tuhymi rovinami. Ve sméru kolmém k témto rovindm
piisobi vnéj$i homogenni pole Bo. :

Rovnob&sné roviny vezmeme paralelné s rovinou (x, y). Rychlost tekutiny
zvolime ve sméru osy x; bude tedy

ve=v(z), vy,=v,=0. XII(5.1)

Zavislost v=v(z) na vyice je zplsobena viskozitou. Rovnice divv =0 je splnéna
automaticky.
) .Pro pole B bude obdobné

B.=B(z), B,=0, B.=B.. XI1(5.2)
Touto volbou je automaticky splneno divB =0, takze obé rovnice XII(4.6) jsou

splnény identicky.
Vezmeme z-ovou slozku rovnice XII(4. 8) Pfi stacionarnim proudéni (3v/3¢) =

=0toda
9 B?
P+ —) =0.
( 2o
Ve shodé s XT1(5.2) je B= B2+Bo, a tudiz
B2
5 ( 2uo) 0. . XH(G.3)
Z y-ové slozky rovnice XII(4.8) plyne
8 (p B\ o
3 (P + Tm) =0. | XII(5.4)
Odtud je vidét, ze P+ B?/(2u0) zavisi pouze na x, coz vyjadfime rovnici
‘ 5
P+ o —-H(x) XI1I(5.5)

Pro x-ovou slozku rovnice XII(4.8) snadno odvodime vztahy

B, dB.  nd 13( B’) 1P

wo dz 0dz’ edx\ 2

0 dx’
Jeliko? lev4 strana je funkci pouze z, prava zavisi (ve shodé s XII(5.5)) pouze na x

a obé& strany musi byt rovny stejné konstanté. Pfichizime tak k zavéru, Ze

oP _oII
5;——5; konst. » XII(5.6)
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-Mame tak rovnice

dB, d’v_dP

B

‘ °dz +ndz P = konst, XII(5.7)
1 d&B. dv
Yio dz’ +B"dz 0. XII(5.8)

Posledni z téchto rovnic je x-ovou slozkou rovnice XII(4.7).

Tekutina proudi mezi rovinami z=+*a. Na té€chto rovinidch plati hraniéni
podminky

v(xa)=0, B.(+£a)=0. XII(5.9)

Reseni soustavy rovnic XII(5.7) a XII(5.8) s konstantnimi koeficienty je
jednoduché, proto je provedeme pouze struéné. Rovnici X1I(5.7) proderivujeme

_ podle z a za (d°B./dz?) dosadime z XII(5.8). Zavedeme-li jesté oznateni

_ 1 n 1/2 '
=5 (WO) : XII(5.10)
dostaneme rovnici ' '

Integrace této rovnice je trividlni, proto uvedeme pouze vysledek

2\ _an (&
ch ( A) ch ( A)
v =1 . XII(5.11)
ch (—“—)—1 | |
A
Velidina ve je rychlost pfi z=0, tj. "uprostfed mezi ob€ma rovinami. Stfedni
rychlost je

. 1 +a
<u>=-2-;j v dz.

—a

Jednoduchy vypocet d4
e [ (2Y- (2 sn (2
(v) " (1)—1 [ch (A) (A) sh (A)] .
) A
Z této rovnice vyjadfime vo, dosadime do XII(5.11); z XII(5.7) pak ziskdme vztah
mezi (v) a dP/dx ’

(v)= _g;ﬂé [cth (.‘i) ——2—] . XII(S.»lZ). |

Magnetické pole B, dostaneme tak, Ze XII(5.11) dosadime do XII(5.8).
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Integrace vzniklé rovnice — s ohledem na hrani¢ni podminku XII(5.9) — da
(S. HarT™AN, 1937)

1/2 .
B, = Zolyron)” [sh (i) N (i)] . XTI(5.13)
ch (5)-1 A/ a = \A
A -
Kritériem vlivu magnetického pole na proudéni tekutiny je veliina a/A. Pfi
a<A (slabé pole) je
o z* _ dPa’
| v =vo (1 az), (v)=-F 5 XT1(5.14)
coz jsou zndmé vysledky z obyéejné hydrodynamiky (parabolicky profil rychlosti).
Pfi a> A (silné pole) je

vguo[1—exp(—EAﬂ)]. | | XTI(5.15)

Vnéjii pole zplodtuje profil rychlosti; pfi silnych polich je odchylka od rovinného
profilu znatelna pouze u stén.
Obdobné najdeme asymptotické chovani podélného pole B.. Pfi a<A (slabé
vnéj§i pole Bo) je
3

=4 vo(yHon)? — =5 XI1(5.16)

Pro siln4 vnéjii pole B, (tj, a> A) je

B. = vo(yon)'? [exp ( - “___AM) - ,—Z—l] . XI1(5.17)
Vypodet stacionarniho magnetohydrodynamického proudéni v trubicich obdél-
nikového a kruhového prifezu je obdobny, i kdyZ ponékud delsi.

XII.6 Magnetohydrodynamické viny malé amplitudy

Soustavé magnetohydrodynamickych rovnic XII(3.7) az XI1(3.10) vyhovuji kon-
stantni hodnoty (oznadime je indexem nula) B = B,, V= Vo, 0 =00, P=P,. Pii
odchylce (poruse) n&které z t&chto veliéin dojde k odpovidajicim zménam
i u ostatnich veli¢in — ve shod& s pohybovymi rovnicemi tekutiny. Zde se budeme
“zabyvat malymi odchylkami. Jednd se o linearizaci rovnic.

Pro sna7$i orientaci zaéneme idealni ztladitelnou tekutinou bez magnetického
pole. Rovnicim XII(2.1) a XII(2.2) vyhovuji konstantni (staciondrni) hodnoty
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0 = 0o, P =Po, V= Vo. Budeme uvaZovat pouze malé odchylky od téchto hodnot;
poloZime

0=00+0', P=Py+P', v=vo+V' X11(6.1)

V soustavé pevné spoljené s tekutinou je vo=0, proto bude v'=v, coz budeme
piedpoklddat. Odchylky ¢’, P’ jsou malé, tj.

lo’| <o, [P'|<Po. X11(6.2)
Zménu tlaku maZeme vyjadfit z XII(2.6) jako
P’ =wo’, - XII(6.3)
kde
aP 1/2
Wo= (%) _ XII(6.4)

je — jak uvidime — rychlost zvukovych vin.
V rovnici kontinuity poloZime gv=(go+ 0')(Vo+ V')= Qov’: ooV, takZe (do/
/3t) +div(pov) =0 da
%+ 00 divv =0. CXII(6.5)

V Eulerovych rovnicich linearizujeme &len (vV)v, coZ da (vV)v=0(s presnost1 do
malych veli¢in prvniho fadu). Je tedy

! 2
v, VP’ §!+Y—OVQ’.

XT1(6.6
3t g 9t 0o (6:6)

Pfi posledni uprave jsme uzili vztahu XII(6.3). Na posledni rovnici aplikujeme
operaci div a pak div v vyjadiime pomoci { XI1(6.5) ; vysledkem je vinova rovnice

(V’——l—iai) =0 | X11(6.7)
wiarr) ¢ T )
v ni% wo ma vyznam rychlosti §ifeni rozruchu (zvukové viny) v tekuting. Obdobnou
rovnici dostaneme pro rychlost v.

ReSeni linearizované soustavy XII(6.5) a XII(6.6) budeme hledat ve tvaru
rovinnych monochromatickych vin

v=aexp (ikr—iot), o' =b exp (ikr—iw?).
Z t&chto rovnic plyne '

!

%o’

ar = lwe’, Ve'=ike’,

v . . .
3= Tlov, divv=i(kv).
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Po d.osazeni téchto vztahti do XII(6.5) a XII(6.6) ziskime homogenni soustavu
rovnic

—wo'+00(kv)=0, wiko'— wgov=0,
jez mé’ netriviélnj feSeni pouze tehdy, kdyZ je determinant soustavy roven nule.
V daném pfipadé€ to znaéi w?— k*w3=0.
Postup pro rovnice 'magnetohydrodynamiky je obdobﬁff. Budeme uvaZovat

id.eélni tekutinu (n = { = 0) dokonalé vodivosti (y = ), pfifem? zanedbidme také
vliv tepelné vodivosti (x =0). : ' '

Pfi dpravé rovnic XII(3.7) a XII(3.8) uZijeme vektorové identity

‘rot[a, b]=(bV)a—(aV)b + a divb - b diva,
[a, rotal=V(}a®) - (aV)a.

Po jed_noduch)"ch‘ dpravich dostaneme

divB =0, XII(6.8)
B_ gy
Yiui divv+(BV)v—(vV)B, XT1(6.9)
av, . 1 B>\ 1 | '
—+(vV v=———V(P+——) —
5 ) , 2m) * o (BV)B. X11(6.10)
00, ..
-é—t-+d1v(gv)=0, XT1I(6.11)
as :
, -é—t+(st)=O. X11(6.12)

Tyto rovnice maji feSeni pii konstantnich velidinich B = By, v=v,, P=P,
= = v e . v . P v v ¢
0 = Qo, s = so. Pfedpoklddejme, Ze dojde k malé poruse t&chto veli¢in, a p¥isluiné

-Zzmény ozna¢me &4 ymi ! i i
y oznaCme Carkovanymi symboly B’, v', P’, o', s'. Misto poli B, a B’ je

vyhodné zavést veli¢iny

‘ B, B’ :

W,=— T —

= Toopa) w o) X11(6.13)

Vysledné hodnoty veliéin jsou.
v=Vo+~VI, W=WO+W’, Q=Qo+Q,, P=P0+P', s=S8o+s’.

Tytq veli.c':i-ny dosadime do soustavy XII(6.8)—XII(6.12), v niz ponechéme pouze
malé veliCiny prvniho fddu. Linearizovani soustava zni ‘

divW’' =0, XI1(6.14)

oW’ . , :
S VOW = (WO - W divy’, X11(6.15)
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éév7+(vV)V'= _%V(P' +oWW") +(WV)W', XT1(6.16)
an ’ : ’

ET vVo' + o divv' =0, X11(6.17)

%iﬁ Vs’ =0. . XI(6.18)

Zde jsme pro jednoduchost vynechali index nula u stacionarnich hodnot Vo, go, Wo.

Tlak P je funkci hustoty ¢ a entropie s, takze

P'= w30’ + bs’, XI1(6.19)

kde wo=(3P/30)” je rychlost zvukovych vin v obylejné hydrodynamice (pfi
B =0, co? je vyznaleno indexem u w).

V linearizované soustavé XII(6.14)—XI1(6.18) lze kazdou z veli¢in w,v', o,
P’, s’ polozit imé&rnou exp [i(kr — wt)]. Po dpravich obdobnych tém, jichZ jsme
uzili p¥i dpravé rovnic XII(6.5) a X1I(6.6), dospéjeme k rovnicim

kW' =0,
(0 — kv)W' + (kW)v' — (kv )W =0,
(0 — kv)V' + (kW) W' —% (P" + oWW')k =0, XI1(6.20)
(0 —kv)o'—o(kv')=0,
(0 — kv)s' =0.

Tato soustava deviti linedrnich homogennich rovnic pro devét veli¢in (W', v,
o', P’, s’) ma netrividlni feSeni pouze tehdy, kdyZ determinant soustavy je roven
nule. Determinant nejsndze vypoéteme tak, Ze vinovy vektor k polozime do sméru
nékteré ze soufadnych os. Po delsi, aviak jednoduché tpravé dospjeme
k podmince pro existenci netrividiniho feSeni

0= w30~ (kW) [0§— K*(Wi+ W)wi+ kK*wi(kW)?], XII(6.21)
kde je zavedeno oznaceni '
’ o wo= w — Kv. XI11(6.22)

Rovnice XII(6.21) uréuje &tyfi rizné feSeni w§=f(k) disperzni relace —, pro
né7 existuji rizné fazové i grupové rychlosti. Ptejdeme nyni k rozboru téchto
teSeni.

XIL7 Entropickd vina
V disperznim zdkonu mohou byt rovny nule v§echny tfi faktory. Je-li roven nule
prvni ¢len, tj.
we=w —kv=0, - XI1(7.1)
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pak z XI1(6.20) plyne, Ze je také
" W'=0, v'=0, P'=0. XII(7.2)

Z posledni rovnice XI1(6.20) pak plyne, Ze je nenulovd pouze zména s’ entropie

a s tim svdzand zména hustoty
2

o = —%9 0. X11(7.3)

Pfi tpravé jsme v X11(6.19) polozili P’ =0. :

Z definice wo je vidét, Ze odpovida frekvenci v soufadném systemu vici némuz
je tekutina v klidu. JelikoZ u entropické viny je rychlost Sifeni vzhledem k tekutiné
nulové, je nizev vina dosti konvenéni. Entropické viny se uplatni v tzv. rdzovych
vindch, &m? se zde vSak zabyvat nebudeme.

XII.8 Alfvénovy viny
Anulovdnim druhého faktoru v XII(6.21) dostaneme

wo=tkW = )1,2 cos ¥, XI1(8.1)

(

kde # je tihel mezi smérem Siteni viny a puvodmm polem Bo. Rychlost $ifeni téchto
vin V, je

Va=20= + £ IZ jcost. XI1(8.2)

Po dosazeni XII(8.1) do XI1(6.20) se pfesvédéime, Ze
0'=0, P'=0, s'=0, : XT11(8.3)
v =FW, kW =0, WW' =0. X11(8.4)

Jelikoz ¢’ =0, mohou tyto viny existovat i u nestladitelné tekutiny. Viny jsou Cisté
transverzdlni, pfiCemz kmity probihaji ve sméru kolmém k W, a tedy
i k pivodnimu poli B,. Jsou to specifické magnetohydrodynamické viny, jeZ v roce
1942 ptedpovédél H. ALFVEN, a proto nesou jeho jméno. Jejich existenci experi-
mentilné potvrdil S. Lunpquist (1949) v pokusech se rtufovymi parami.

Transverzalnost Alfvénovych vin znaéi, Ze vodivd tekutina nabyvd v magnetic-
kém poli jistych elastickych vlastnosti,

XII.9 Magnetozvukové viny
Anulovénim posledniho faktoru v XII(6.21) ziskdme feSeni

— K*(w§+ WHwj+ K*wi(kW)* = XI1(9.1)
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ResSenim této bikvadratické rovnice dostaneme dvé€ viny s riznou rychlosti §ifeni

Vi=i{wh+ W E[(wh+ WP —4Wwicos 8]},  XII(9.2)

kde & je tihel mezi k a W (resp B,). Je v1det Ze rychlosti V% jsou ohraniGeny
nerovnostmi

max(W?, wi) < Vi<wi+ W?, X11(9.3)
V2 <min(wj, W? cos®>#) =min(wj, V3), X11(9.4)

kde Va je Alfvénova rychlost XII(8.2).

Je zfejmé, Ze V. piedstavuje vinu zryclenou ve srovnani se zvukovou anebo
Alfvénovou vinou; obdobné V_ popisuje vinu zpomalenou ve srovnani se zvuko-
vou anebo Alfvénovou vinou.

Snadno se ptesvédéime, Ze zmény v’ a W’ leZi v roviné (k, B,), tak¥e maji
komponenty jak ve sméru Sifeni vlny (k), tak i ve sméru kolmém.

Vyjadieni zmén v’, W’ a P’ pomoci zmény hustoty @' je provedeno v ptikladé 4
k této kapitole.

XII.10 Magnetohydrodynamické viny
libovolné amplitudy

Alfvénovy viny jsme ziskali za pfedpokladu malych odchylek od staciondrnich
veli¢in. Nyni ukdZeme, Ze za jistych podminek existuji Alfvénovy viny libovolné
amplitudy — jako exaktni Ffe§eni soustavy rovnic magnetohydrodynamiky.
Budeme uvaZovat idedlni (n = { =0) dokonale vodivou (y = ) neztladitelnou
tekutinu v magnetickém poli.
Prvni dv€ rovnice maji standardni tvar

divB=0, divv=0. XI1(10.1)
Pro neztlaitelnou tekutinu se XI1(6.9) zjednodusi na
aB
=(BV)v—(vV)B. X11(10.2)
Pro rychlost plati XII(6.10), tj.
Bz
+(vV)v— ——v (P+ﬁ>+—(BV)B X11(10.3)

Rovnice pro entropii X1I(6.12) ziistane nezménéna. Podminka neztladitelnosti
divv =0 znali, Ze vSude budeme pfedpokldidat

¢ = konst.
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Budeme uvaZovat takovy pohyb, pfi némz vSechny veliCiny z4visi pouze na
soufadnici z a na Case ¢, tj.
» B=B(z,t), v=v(z,t), P=P(z,1t); XI1(10.4)
v takovém piipadé ze soustavy XII(10.1)—XII(10.3) vypadnou viechny Cleny
obsahujici derivace 3/3x, 3/9y.

Druh4 z rovnic XII(10.1) da (3v./3z) = 0. Pfedpoklddame-li tekutinu na hranici
(v nekoneénu) v klidu, pak

v, =0;  XII(10.5)

" Prvni z rovnic XII(10.1) d4 (3B./3z) =0. Slozka pole B, nezavisi na z. Vezmeme
z-ovou slozku rovnice XII(10.2) a s ohledem na XII(10.5) dostaneme

3B, dv, 9B,

TR PR P
Je tedy
B. = Bo=konst. XI11(10.6)
Z rovnic XI11(10.2) a XII(10.3) ziskdme vztahy
oB
- = : XII{(10.7
ot Bog, az (10.7)
2
sv__ly (P+B—) +L p,2B XT1(10.8)
ot e 2p0) oo 02
Ze z-ové slozky posledni rovnice plyne k
2
i <P+ B ) 0, X11(10.9)
. 2o
tj.
2
P+—I-3——=konst— Po+—B—°— XI1(10.9)
2po 2u0°
Z rovnice XII(10.9) pii zapodteni XII1(10.4) plyne, Ze
2
v (P —'—3—) =0.
2“0

Tento &len pak vypadne z XI1(10.8), ¢imz mime
dv_ B, 3B oB v

dv_B, 3B  3B_p dv XI1(10.10
at ouo 3z’ ot B"az ( )

Pro piehlednost jsme zde pfidali rovnici XII(10.7).

Nelinearni soustava rovnic magnetohydrodynamiky se zredukovala na linedrni

soustavu X11(10.10).
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Ptredpokladejme, Ze tekutina se pohybuje v konstantnim vnéj$im magnetickém
poli Bo, jeZ zvolime ve sméru osy z, tj. Bo=(0, 0, B,). Indukované (libovolné
veliké) pole oznafime symbolem b, takZe po dosazeni

B=B,+b XI1(10.11)
do XII(10.10) mime ’

ab v dv_ B, db
37 =Bo— 3z’ 3t ome 3z XI1(10.12)
Proderivujeme prvni z téchto rovnic podle z, druhou podle ¢. Po jednoduchém
vypoétu dospé€jeme k rovnicim

® 1 9 |
(é?_ﬁg?) v=0, X11(10.13)
¥ 1 &
(a_f_ﬁa_ﬁ) b=0, XT11(10.14)
kde
B
VA=W XI11(10.15)

je zndmd ndm jiZz rychlost Alfvénovych vin. Vztahy X11(10.13) a XII(10.4) pro
rychlost v a pole b jsou vinové rovnice pro tyto veli¢iny.

Symetrie t&chto rovnic ddvd moznost fefeni v=ab, kde a je konstanta. Po
dosazeni najdeme a®=(ouo)™", a tudiz

— b
v= +W. XI1(10.16)
Piedpokladejme sinusoidélni feSeni vinovych rovnic
B, = b, = bo sin [w (t—f—)] X11(10.17)
. Va

Tento vztah dosadime do druhe rovnice XI1(10.12) a po mtegrac1 dostaneme
rychlost

v, = (95)“2 sin [cu (t—ViA)] XI1(10.18)

Totéz plyne pfimo z XI1(10.16).
Na Alfvénovych vinich (libovolné amplitudy) lze ndzorné prodemonstrovat

zamrzani magnetickych indukénich ar v idedlni dokonale vodivé tekutiné. Rovnice
magnetickych indukénich &ar jsou

dz
B,

i'?l&
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Polozime B,=Bo a B, vezmeme ve tvaru XII(10.17), &imZ dostaneme rovnici
magnetickych indukénich Car

dx_bo sin [w <t4-5—>]
dZ Bo 'VA )

Integraci dospéjeme k rovnici

x=xo+z)—@%’5,—,; cos [w (t——‘f—A)] X11(10.19)
Kazdy bod této magnetické induk¢ni édry se pohybuje paralelné s osou x rychlosti
dx bo _ _Z_
N [w (t VA)] XT1(10.20)

jez je podle XI1(10.18) rovna rychlosti v, pienosu hmoty tekutiny. Magnetické

pole se (v takové tekutin&) $ifi stejnou rychlosti jako sama tekutina.
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karrroa xut - Relativisticka |
elektrodynamika

XIII 1 Gahlelova transformace
a Maxwellova elektrodynamika

Hned v dvodu této kapitoly bychom chtéli zddraznit, Ze nas$im cilem neni
systematicky vyklad teorie relativity, kterd tvoii samostatny pfedmét vysokoskol-
ského studia. Ctenaf zajisté vi, Ze Einsteinova specidlni teorie relativity vznikla
z analyzy rovnic elektrodynamiky pohybujicich se prostfedi, coz nakonec pfivedlo
k radikalni zméné nizorf na prostor a ¢as. Na pidé specidlni teorie relativity vznikl
princip lorentzovské kovariantnosti pohybovych rovnic, jenZ je dnes viidéim
principem ve fyzice. Na§im cilem je vysvétlit vznik tohoto principu a jeho aplikace
v elektrodynamice. '

V nasi literatufe existuje znamenitd vysokoskolska ucebnice akademika Votru-
by'®), v niz najde &tenaf viestranné pouceni o specidlni teorii relativity.

Méjme dvé referenéni soustavy (x, y, z) a (x', y’, z'), jeZ se vii¢i sobé pohybuji
konstantni rychlosti V. tuto rychlost zvolime ve sméru osy x (viz obr. XIII.1).

Obr. XIII.1. z

Newtoniiv piedpoklad absolutniho (na pohybu téles nezavisiého) prostoru a ¢asu
vede k tomu, 7e mezi obéma soustavami plati

x'=x-Vt, y'=y, 2=z, t'=t. XII1(1.1)

Tato soustava rovnic se obvykle nazyvd Galileiovou transformaci.

') V. VOTRUBA : Specidlni teorie relativity, Academia Praha 1969.
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Rychlosti ¢astice v obou soustavach v, =(dx/dt) a vi=(dx'/d¢’) jsou svazdny

vztahem

ve=vi+V, v,=v,, vi=v,. . XIII(1.2)
Tento adi¢ni teorém rychlosti je nerozluéné spojen s pfedpokladem nezdvislosti
chodu ¢asu (¢’ = £) na referenéni soustavé. Takovy pfedpoklad viak neni oéividny,
proto je nutno jej experimentdlné provéfit.

Rychlost V vzajemného pohybu obou soustav je podle pfedpokladu konstantni,
takZe zrychleni (dv’/dt') a (dv/dt) budou v obou soustavich stejnd. Newtonovy
pohybové rovnice

&
drs?
jsou tedy invariantni vii¢i Galileiové transformaci XIII(1.1).

Referencni soustava, v niZ se téleso nepodrobené silovému ptisobeni pohybuje

konstantni rychlosti, se nazyvd inercidlni soustavou. Invariantnosti pohybo-

=F=-VU

vych rovnic mechaniky vaéi Galileioveé transformaci vyjddfime ekvivalentnost.

véech inercialnich referennich soustav v Newtonové mechanice, coZ se nazyva
Galileiovym principem relativity.

V Mechanice tedy neexistuje privilegovand soustava v klidu, jelikoZ ji nelze
principidlné odli§it od ostatnich soustav, jez se vi¢i ni pohybuji konstantni
nenulovou rychlosti.

Zdalo se, ze takové rozliSeni bude mozné pomoci elektromagnetickych jevil.
Sifeni elektromagnetickych vin ve Vakuu je popsdno rovnici typu

82 ? 12 S
Oy= ( +az 5 aﬂ) w=0, XII1(1.3)
kde rychlost Sifeni _
Cc= (80[10)1/2 ) XIII(14)

je (s ohledem na &, yo) univerzalni konstanta. Existence této rychlosti se zdila byt
klifem k rozlifeni soustavy v klidu od soustavy v rovnomérném pifimocarém
pohybu. Méjme néjakou privilegovanou soustavu, v niZ je rychlost sifeni elektro-
magnetickych vin ve sméru osy x rovna c¢. Ve shodé s adi¢nim teorémem rychlosti
XIII(1.2) by méla byt rychlost §ifeni ¢ —V, resp. ¢ +V v zdvislosti na vzdjemné
orientaci obou rychlosti ¢ a V. Takovou zéivislost rychlosti svétla na relativni
" rychlosti soustav (zdroje a pfijimace) je nutno experimentalné provéfit.

Zatimco Newtonovy rovnice jsou invariantni viiéi Galileiové transformaci, neni
tomu tak u rovnic Maxwellovych. Proilustrujeme tuto skutecnost na vinové rovnici
XII1(1.3). Budeme zkoumat d’Alembertuv operétor v obou soustavach.

Ze vztahu

9 3x' 3 993 _ a9

3x ox dx’ +8x ot ax
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plyne
s

35,7 XIII(1.5)
Obdobné je
8 _%x' 3 .83 _( 8 8
3t ot ax' arar ( Vax'+at')'
Opétovanou aplikaci tohoto vztahu dostaneme
82_ ) az 82 aZ . ,
at2—-V 8x’2+at’2 2V 33 XIII(1.5")

Kromé toho je (3%/3y*)=(8%/3y"?), (3%/3z*)=(3%/3z'*). Po dosazeni XIII(1.5)
a XIII(1.5) do vinové rovnice XIII(1.3) zjistime, Ze v pohybujici se soustavé by
mél byt d’Alembertiv operitor

. 2: 2 2 2 2 2

o=(1- . ) a?c'z’L:szi'ﬁaaz'”zc¥ ax?at' _215% :
Tento operdtor m4 jiny tvar nez XIII(1.3), a tedy vinova rovnice XIII(1.3) neni
invariantni vii¢i Galileiové transformaci.

Mame tak na vybranou dvé mozZnosti:

1. Ekvivalentnost inercidlnich soustav plati v mechanice, nikoli viak v elektrody-
namice. V takovém pfipadé by méla existovat privilegovana soustava v klidu, jeZ by
se dala odliit od soustav s (konstantni) rychlosti V #0.

2. Ekvivalentnost inercidlnich soustav plati v mechanice i v elektrodynamice.
V tom ptipad€ je nutno modifikovat bud Maxwellovy nebo Newtonovy rovnice.

Volbu mezi témito logicky moZny¥mi navrhy nutno provést na zékladé rozhoduji-
ciho experimentu. Zde se zminime o slavném Michelsonové—Morleyové (MICHEL-

soN, MorLEY, 1887) experimentu. Pfipomeneme si podstatu tohoto pokusu (viz
obr. XIH.2.).
).

H

|

L L2
1 \

S

Obr. XIIL2. Schéma Michelsonova—Morleyova pokusu
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Svétlo vychézejici ze zdroje L se polopropustnym zrcadlem P rozdéli na dva
paprsky. Po odrazu od zrcadel S; a S, se paprsky vriti pies polopropustné zrcadlo
do okuldru F, pomoci néhoZ se pozoruje interference obou paprski. Rozdil
optickych délek ramen interferometru se vyrovnavd kompenzacni destickou K.

Necht se interferometr pohybuje (ve sméru S,P) rychlosti V vzhledem
k privilegované soustavé. Kdyby platil adi¢ni teorém rychlosti (a tedy i Galileiova
transformace), pak doba ¢, potfebna k tomu, aby svétlo pfekonalo vzdilenost PS;P,
by byla rovna

I + L 2L 1
c—-V ¢+V ¢ 1-8*

= XIII(1.6)

Symbolem f§ jsme oznalili pomér rychlosti soustavy k rychlosti svétla c, tj.

E¥ . XIII(1.7)
Pfi pohybu svétla od P k S; se zrcadlo P posune o vzdélenost & (viz obr. XIIL.3.),

kterou uréime ze vztahu

Vi 8
c (8*+08B)"*°
1 4
Sz
%
7
5 L2
Obr. XIIL3.
Odtud plyne pro 6 vyjadieni
' 8 =By, XIII(1.8)

kde jsme zavedli oznaceni
y=(1-p>)"12=(1-V¥/cd) 2 XII1(1.9)

Doba ¢, potiebna na to, aby svétlo pfekonalo vzdalenost PS,P vypolteme z rovnice
ct;=2(6%+ B)'2, 1. '

2 N
2@+ 13)1/2=-2-c’—2 v. XIII(1.10)

Pro rozdil optickych drah (ozna¢ime jej A) obou paprski pak plati rovnice
A EC(tx—tz)=2’y(‘Yl1— lz) XIII(I].].)
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Pfi pootodeni interferometru o 90° se postaveni ramen /; a [; vzijemné vyméni, coz
da pro rozdil optickych drah

A'=2y(li— yL). XII1(1.12)
Odtud plyne, Ze pfi pootoceni pfistroje o 90° se ma objevit posuv interferenéniho
obrazce o n prouzkid, kde

A-A" 2L+h)
AT A

n y(y —1). XIII(1.13)
Pfi malych rychlostech 8 <1 lze uZit pfiblizeni y=1+ %/2, coz d4 pro posuv
interferencnich prouzki

——————2(11; L) g2 XIII(1.14)

n=
V uvedeném pokusu bylo pouzito sodikového svétla (vinova délka A =5,5-107" m)
a interferometru s délkou ramen ;=L =11 m, coZ pfi rychlosti Zemé kolem
Slunce V=30km s~ mélo dit snadno méfitelny posuv n=0,4 prouzku. Ani
v uvedeném pokusu, ani v pozdéjsich experimentech nebyl takovy posuv
pozorovan.

Z negatlvmch vysledki téchto pokusii ALBERT EINSTEIN v roce 1905_dospél
k témto zavérim, resp. postuldtim:

1. Tvar fyzikdlnich zdkont je nezdvisly na volbé inercidlni soustavy, takze ‘nelze
Zddnym pokusem objevit tzv. privilegovanou soustavu, tj. soustavu v absolutnim
klidu.

2. Princip konstantni rychlosti svétla, ktery dovoluje formulaci teorie relativity

nezivisle na pohybovych rovnicich elektrodynamiky.

Jak jsme jiz uvedli, souvisi s tim nutnost pozménit Maxwellovy nebo Newtonovy
rovnice. Einstein akceptoval beze zmé&ny Maxwellovy rovnice, které nejsou invari-
antni -viéi Galileiové transformaci. Z toho logicky vyplynul zdvér, Ze je nutno
pozménit transformaci XIII(1.1) tak, aby Maxwellovy rovnice byly invariantnf viici
této nové transformaci. Opusténi Galileiovy transformace viak soudasné znamend
opusténi pfedstavy Newtonova absolutniho prostoru a ¢asu, a tedy kardindlni revizi
nézorii na prostor a &as. Pozdé&jsi vyvoj fyziky potvrdil spravnost Einsteinovy volby
v plném rozsahu a ve v§ech mnohostrannych disledcich.

XII1.2 Lorentzova transformace

Zaporny vysledek Michelsonova—Morleyova experimentu vede k zdvaznym dis-
ledkiim pro transformaci soufadnic x, y, z a ¢asu ¢ pfi pfechodu od jedné inercidlni
soustavy k jiné x’, y’, z’, t' '
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JelikoZ &tenat vi jiz ze stfedni $koly, Ze tento pfechod je popsén slavnou
Lorentzovou transformaci, naznac¢ime zde pouze piislu$né kroky, aniz bychom
zachézeli do podrobnosti. -

Invariantnosti rychlosti svétla miZeme dit ndsledujici matematickou formu.
Méjme dv& referenéni soustavy K a K', jez se viiéi sobé pOhybUJl konstantni
rychlosti. Soufadné osy zvolime tak, aby osy x a x’ splyvalya osy y, z byly paralelm
s odpovidajicimi osami y’, z'. (Obé soustavy se tedy pohybuji ve sméru osy x).C
v soustavé K oznaéime ¢, v soustavé K’ symbolem ¢'.

Svételny signal je vyslén z bodu xi1, y1, z1 v soustaveé K v Case #; (v téZe soustavé

Yy

K). Budeme pozorovat §ifeni tohoto signilu v soustavé K. Necht svételny signal

Yovr

dostihne bod x2, 2, 7. této soustavy v &ase t, (této soustavy). Signal se §ifi rychlosti
¢, takZe urazi vzdalenost c(t, — t;). Tuto vzdélenost lze vyjadfit také jako

[(x2 = x1)" + (y2= y1)* + (22— 22)°T"™
V soustavé K tedy plati

A=ty = (= x)— (2= y) — (2~ )=
V soustavé K’ bylo vyslani svételného signilu zaregistrovano. v bodé xi, y1, Ziv
ase t] a jeho dopad v bodé x3, yi, z5 v Case t5. JelikoZ rychlost svétla je v obou
soustavach stejnd (a rovna c), bude v K' — na zdkladé obdobnych argumentt
— platit
= t) — (= x:) = (y2— y1)* — (22— 1)’ = 0.
S invariantnosti rychlosti svétla teay souvisi invariantnost vyrazu
sP=cPP—x -y 2= - xP -y = XII1(2.1)
Novou transformaci, o niZ byla fe¢ na konci pfedesiého ¢ldnku, budeme hledat
jako zobecnéni Galileiovy transformace ve tvaru
x'=A(x-Vt), y'=y, z'=z, t'=B(t~DVx). XII1(2.2)

Koeficienty A, B, D uréime z XIII(2.1). Transformacéni vztahy XIII(2.2) dosadime
do XIII(2.1) a porovnidme koeficienty u odpovidajicich ¢lent. Vzniklé rovnice
A?=c’B2D, ¢*B?— A*V*= k¢?, A?*— ¢*B?D?V*= k?, kde k? je koeficient imér-
nosti, maji feSeni

1

2 2 k2
R e (7

JelikoZ per Omdbytx'=x,t'=tje A=B= (1- Vz/cz)“”2 Hledana transfor-
~ mace tedy zni

x'=y(x—-Vt), y'=y, 7'=z, t'=y(t—¥), XII1(2.3)
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kde y= (1 - V2/cz)_m. XIII(2.4)

Rovnice XIII(2.3) pfedstavuji slavnou Lorentzovu transformaci (H. A.
LoORENTZ, 1895). Resenim t&chto rovnic dostaneme obrdcenou transformaci

x=y(x'+Vt), y=y', 2=z, t=y( ! V;) XIII(2.5)
V obou piipadech se jednd o tzv. specidlni Lorentzovu transformaci.

P#i malych rychlostech V < ¢ se Lorentzova transformace XIII(2.3) redukuje na
Galileiovu transformaci XIII(1.1). ‘
- Najdeme adiéni teorém rychlosti pomoci Lorentzovy transformace. Z XIII(2.3)
ndjdeme :

=y (dx—-Vdt), dt'=y(dt—Vc? dx)
Vydélenim obou rovnic dostaneme
T dx’ dx—Vdt
dt’ di—-cVdx’

Zavedeme-li rychlosti v obou soustavach v, =dx/dt, vi=dx'/d¢’, dostaneme pak

Einsteintiv adiéni teorém rychlosti

, v, —V
V=T .
I_C VUx

XII1(2.6)

Pro zbyvajici dvé slozky (dy'/dt’)=v;, (dz’/dt')= v dostaneme obdobné
e a1 Uy [t Uy II
WEY T TV, VTS, XIII(2.7)
P¥i V<c¢ dostavamé Newtontiv adiéni teorém XIII(1.2), tj. vi=v. —V, v;=vy,
v’ =uv,. Rychlost svétla se ve shodé s XIII(2.6) neméni. PoloZime-li v: =c, pak
vi=c' =c. '
Veli¢ina s2= c2f*— x*— y*— 7% je tzv. prostoroéasovy interval. V diferen-
cidlni formé vyjadiime lorentzovskou invariantnost tohoto intervalu takto

ds*=¢? df* — dx*— dy* ~ dz? = invariant. XII1(2.8)

V pohybujici se soustavé je ds?=c? dt* —dx'>—dy'?—dz'*. V soustavé pevné
spojené s pohybujicimi se hodinami je dx' =dy'=dz'=0a casovy mterval de'. Z
invariantnosti intervalu pak plyne

de’=(1 =¥’ dt, XIII(2.9)
kde - ‘
_[(dxy? (_1_)_))2 dz\ ]2
o=@ (@) + @) ] XIm(z.10)

je rychlost pohybujicich se hodin.
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Cas méfeny v soustavé pohybujici se spoleéné s danym télesem je tzv. vlastni
das télesa. Rovnici XIII(2.9) je vyjadfen vlastni éas pomoci Casu referencni
soustavy (vidi niz se zkouma pohyb). Vlastni ¢as budeme v dalS§im oznacovat
symbolem t, tj. '

2 1/.2
dr= (1'— %) dr.

Vlastni Cas je ve vSech inercidlpich soustavich stejny, tj. © je lorentzovskym
invariantem.

XII1(2.11)

XII1.3 Geometrick4 interpretace.
Minkovského formalismus

Misto prostorovych soufadnic x, y, z a &asu ¢ zavedeme &tyfrozmérny prostor,
v ném? x, y, z, t znadi
| X=X, Y=X», Z=X3, I1ct=2xs. XIII(3.1)
Prostorodasovy interval XII1(2.6), popf. XIII(2.9) pak vyjadfime rovnicemi
— 5% =x,x,,

—ds*=dx, dx,.

XIII(3.2)
XIII(3.3)

Zde fecké indexy probihaji hodnoty 1, 2, 3, 4 a pfes dva stejné fecké indexy se
provadi sumace od 1 do 4 bez explicitniho vypisovani suma&niho znaku (Einstei-
nova sumacni konvence). Malé latinské indexy budou nadile probihat hodnoty
1,2,3 a budeme pro né uZivat stejnou sumadni konvenci jako v pfedchozich
kapitolach. :

Veli¢iny xi, X2, xs, xs uréuji polohu bodu (tzv. uddlost) ve étyfrozmérném
Minkovského prostorocase (H. Minkovski, 1908).

V oznaceni XIII(3.1) pfepiSeme Lorentzovu transformaci XIII(2.2) takto

xi=y(xi+ifxs), xi=x2, X5=xs, )22 =y(xa—~1fx1), XII(3.4)
kde jako dfive je B =V/c, y=(1—- g2
Zavedeme matici L,, Lorentzovy transformace
Y’ 0, 0, iﬁy
0, 1, 0, 0O
L. o 0 1 0 XIII(3.5)
_lﬁY’ O’ Oa Y

280

Lorentzovu transformaci prostorolasovych soufadnic vyjaddiime rovnici

x4= L. XIII(3.6)

Vyjadiime x.x.= LaL.xx,. JelikoZ je xux,=xx = Snaxy, spliuji koeficienty
Lorentzovy transformace podminku

L,M,Luv = 6Av . XIII(3 7)

Na zakladé uvedenych poznatkid miZeme vytvéaret dalsi Ctyfvektory. Jelikoz ds,
popt. dt (vlastni &as) jsou lorentzovské invarianty (skaldry), bude

_dx,

= XIII(3.8)

Uy
&tyfvektorem. Pfi transformaci XIII(3.6) soufadnic se bude u, transformovat podle
zdkona

- u,=Luu., XT11(3.9)

tj. stejné jako soufadnice, a je tedy Ctyfvektorem. v
Prepiseme XIII(3.8) pomoci ,,obycejné‘ rychlosti v; = dx;/dz. Ctyivektor u, pak
bude

v ic
Uy = ((1 ) (- vz/cz)uz) . XII1(3.10)
Pfi v <c jsou prostorové slozky u; = v;. To nds opraviiuje interpretovat vektor Uy
jako étyivektor rychlosti. Z definice u, je ziejmé, Ze plati '

Uty = —1. XI11(3.11)

V Newtonové mechanice je hybnost p definovana vztahem p=mv, resp.
p;=my;. V relativistické mechanice definujeme ctyfvektor hybnosti (mije
klidovd hmotnost Céstice) '

P = My, XII1(3.12)

jenz s ohledem na XIII(3.1) je omezen podminkou

pupu = —m>c’. XII1(3.13)
Ve shodé s XIII(3.10) vyjadfime p, takto

mv imc

. Du= ((1 - vz/CZ)l/2 (11— vz/cz)l/z> . XIII(3'14)
Prostorové slozky p; hybnosti jsou
mu; mv
Di= (1— '()2/](,‘2)1/2 » P= 1- vz/cz)l/z . XII1(3.15)
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Pfi v < ¢ je to zndmy Newton{iv vztah pro hybnost. Vyznam ¢&tvrté sloZky vektoru
étythybnosti najdeme takto: V analytické mechanice je hybnost p urena pomoci
lagrangidnu L vztahem p; = (3L/dv;), resp. p =(3L/3v). Hybnosti XIII(3.15) pak
odpovida lagrangian o

L= —-mc*(1 —v?/ )" X1I1(3.16)

Hamiltonidn H je uréen vztahem H=py,—L=pv—L, co? dé pro energii €=H
vyjadieni
mc’

& =H=g= 7y -

XII1(3.17)

Srovnanim s XII1(3.14) plyne, Ze ¢tvrtd komponenta p. hybnosti souvisi s energii
vztahem '

pe=il. XIII(3.18)
Na zdkladé toho pfepiSeme vztah XIII(3.13) takto
&= c*(p*+ m*c?). XII1(3.19)
Veli¢ina mc? je klidovd energie Castice.
Ctyfvektor zrychleni
g, =3t _ &
=S X1I1(3.20)

je piirozenym zobecnénim Newtonova g; = duv;/dt. Derivaci vztahu XIII(3.11) se
pfesvédéime o platnosti rovnice

Uua, =0, XII1(3.21)
vyjadfujici ortogondlnost Ctyirychlosti a étyfzrychleni. Podle toho je také Ctyrfsila
' du
E, =ma,= d1:u XI11(3.22)
kolma na étyfrychiost, coz vyjadfuje rovnice
Fau,. =0, XII1(3.22%)

Zde jsme jiz pouzili zobecnéni skalarniho soudinu AB = A;B;. Skaldrnim soudi-
nem AB dvou {tyfvektord A, a B, naz§vame vztah '

AB= A,‘Bu = Aij + A4B4E AB + A4B4. . XIII(323)

Miéme-li skaldr ¥(x.)= 9 (x.), pak jeho derivaci podle souradmc x, dostaneme
Etyfvektor

_ov
V"“axv :
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Snadno se presvédéime, Ze mezi veli¢inami V, a

yi=d¥ 3% 3y
“73x. Ox.0x
plati
Vi=LuV,,
jelikoz (8x.,/3x.)=L,.. To dokazuje, Ze Ctverice (3y/3x,) piedstavuje slozky
Styfvektoru. .
Souciny komponent dvou étyfvektord

T = AuB,
se transformuji nasledovng. Dosadime T, = A, B, Ai=LuAs, Bi=LnbBs,
Ti= A.B}=LuLuABi = LuLuTa.

Tenzorem druhého #4du nazyvime soubor veli¢in T, které se pfi transformaci
~ s’ ’
soufadnic x,= L,.x, transformuji podle zdkona

T;Iw = LyuLvATxA . XIH(324)
Podobné najdeme transformacni zdkon derivaci dA,/dx, Ctyfvektoru. Ve vzta-
+ zich
= o ! '-'_—_a— 4
R#"_ax" AV9 Ruv—'ax’,‘Av
dosadime
Ai=LoA, =22l ._p 2

ox, 8xidx. Mk

Dospéjeme ke vztahu
R;’w = mchleA,

jenz dokazuje, Ze derivace (3A,/3x,) tvoii &tyftenzor druhého fadu.
V dal§im vykladu budeme potiebovat antisymetricky tenzor druhého fadu

d - 8 -
=— —— = — . -2
Fu 3%, A, 3x. A,=~-F, XI111(3.25)

. »
Obecné m4 tenzor 4-4 =16 komponent. Vztah XIII(3.25) pro u#v da (2) =6

zdvislosti. Diagondlni komponenty Fii=Fn=F;=Fu=0, takie zbyva

16 — (6 + 4) = 6 nezavislych komponent.

Trojrozmérna hybnost p a energie € jsou slozkami Etyfhybnosti pu Tento
étyfvektor se transformuje podle zdkona

pu=Lup..
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Po dosazeni za L,, z XIII(3.5) dostaneme

pi=vy (m -B %) s Pi=pa, pi=ps &' =y(%— Bcp1).
XII1(3.26)

Pii Gpravé jsme opétovné uzili cp.=i€, cp£=i$’.
Zavérem uvedeme jesté uZiteény vztah pro objemovy element tyfprostoru
dQ=d*x=dx; dx, dx; dx..
V garkovanych soufadnicich je
, O(x1, X2, X3, Xa)

dQ = dx} dx} dx} dxj o512 X2 Yoy Xa) |
A(x1, x3, x5, x4)

Ze vztahit XIII(3.5) a XIII(3.6) se snadno pfesvédéime, Ze jacobidn je roven jedné,
co? vede k invariantnosti objemového elementu Ctyfprostoru

dQ=d'x=dQ'=d*x’". X1I1(3.27)

D4 se dokazat (viz piiklad XIII.13), 7e faze kr — wt rovinné monochromatické viny
se pii Lorentzové transformaci neméni. JelikoZ kr= k;x;, musi byt kr — cwt skaldr-
nim souéinem dvou Ctyfvektord k., X.,

 kr —ot= k., XIII(3.28)

kde vInovy ¢tyfvektor

= (k, i %) . ki, =0. XIT1(3.29)

XII1.4 Ctyfpotencial
a tenzor elektromagnetického pole

" Na$im nejbliz§im tkolem bude najit étyfrozmérné analogie zdkladnich vektord
vyskytujicich se v rovinich elektromagnetického pole ve.vakuu.

Za¢neme s vektorem proudové hustoty. MnoZstvi naboje de je veli¢inou
nezdvislou na volbé referenéniho systému. Vyjadfime de pomoci hustoty ¢ a
(tfirozmérného) objemového elementu dV zndmym vztahem de=9¢ dV. Po
vynasobeni této rovnice vektorem dx, méme

dx,

dedxu=Qdth—d—t—.

Levd strana je &tyivektorem. Jelikoz dV dr je podle XII(3.27) invariantem,
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veliiny ¢ dx,./d¢t musi byt slozkami Ctyfvektoru. Tento vektor oznaéime

. d
h=0 d—’;“. XIII(4.1)

Aby nedoslo k pfehlédnuti upozorfiujeme, 7e zde je derivace dx,/dt, a nikoli
dx./dz. ’ . ' A
Ctyfvektor j, rozepiSeme na prostorovou a &asovou &ast

je=(ev,ice)=(, ico), XIII(4.2)

kde v« =dxx/dt jsou slozky trojrozmérné rychlosti v. Z vyjadfeni XIII(4.2) je
vidét, Ze j, 'je Ctyfvektorem proudové hustoty elektrického ndboje;
ctvrtd komponenta j. souvisi s hustotou ¢ vztahem

ja=ico. XIII(4.3)
K témto vysledkim lze dospét i nasledujicim zpisobem. Zavedeme v rovnici

kontinuity (30/3¢t) + (3ji/3x:) =0, xs=ict, js=icg. Rovnice pak nabyde tvar

B _
5r =0 XIII(4.4)

coz znafi, Ze Ctyfdivergence (3j./3x,) vektoru j, je rovna nule.
Hustota ¢ elektrického ndboje a vektor j proudové hustoty jsou tedy slozkami
Ctyfvektoru j,. Pfi pfechodu k novému lorentzovskému systému bude

] J1=v(i+iBjs), ji=v(=iBji+ js).
Po dosazeni js=icp, ji=ico’' pak mdme hledané vztahy
L , '
ji=y(i—eV), o'=v ( ~ 11) . XIII(4.5)

Komponenty j:=js, j3=j; se pfi transformaci XIII(3.4) neméni.
Z ¢lanku XIIL.2 vime, Ze d’Alembertiiv operator

O=V-5 = XI11(4.6)

se pii Lorentzové transformaci neméni. Zapi§eme rovnice pro vektorovy (A) a
skaldrni (@) potencidl elektromagnetického pole ‘

0a=--Yj oDe--2.
&oC Eo
V posledni rovnici dosadime icg = ji, coz da

1, . 1.
D(CAk)= —‘a Jrs D(ld))z —-8—();]4‘
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Obé rovnice sjednotime tak, Ze misto A a @ zavedeme Styfvektor potencidlu

A, =(cA, iD), XI11(4.7)
pro néjz pak plati rovnice '
O, = L Ju XIII(4.8)
EoC

K vyjadieni XII1(4.8) lze dospét také jinak. V Lorentzové podmince

1 3P _0dA; 139
divA + 75, =%% I+ v

zavedeme of.=i®, xs=ict. Lorentzova podminka ma pak tvar étytdivergence

potencidlu o, '

8du_y). XIII(4.9)

90Xy

Aplikujeme operaci 3/9x, na rovnici XIII(4.8). Budeme mit

of6)=- (2

Xy, goc \3x,/

S ohledem na rovnici kontinuity XIII(4.4) je 0(3s4./3x.)=0. Tuto rovnici
nejsnéze splnime tak, Ze poloZime (3s4,/3x.)=0. Rovnice XIII(4.4), XIII(4.8)
a XII1(4.9) jsou tedy kompatibilni.

Vime, e vektor B souvisi s (trojrozmérnym) vektorovym potencidlem A
vztahem B =rot A. Slozky vektoru rot A jsou sloZkami trojrozmérného antisymet-
rického tenzoru (3A«/9x;) — (3A;/3x:). To nés pfivadi na mySlenku zavést antisy-
metricky tenzor

—_F,. X111(4.10)

F. &L

B axv
Prostorové komponenty Fj; jsou
(cA )5 (cA )= cexBr, XI111(4.11)

a tedy specidlné
F32 = CB1, F31 = CBz, Fi,= CB3.

Vypoéteme F;, coz postupné dé

) 3 1 3 o\
Fuy=g =5 sde=15; (cA) =5 (19) =
3A; 23O
‘( a1 axj) i
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jelikoz ve shodé s X(1.6) je E=—(3A/3t)—V®. Obecné je |
‘ F4j =—rjg= IE, . XIII(412)

Slozkami tenzoru F,, jsou slozky vektori E a B elektromagnetického pole,
proto se F,, nazyva tenzorem elektromagnetického pole. Pro piehlednost
uvedeme explicitni vztah

0’ CB3, - CBZ, '—iEl

_'(CB3 0 cB —iE

F v = > s 1, 2
’ ¢B,, —cB,, 0, —iEs XIII(4.13)

iEs, iE,, iEs, 0

- Jelikoz v definiénim vztahu pro tenzor F,, VystupUJe rozdil derlvam miZeme
potencial ¢, pfekalibrovat

,_ .3
A=yt f , XIII(4.14)
i

aniz by se pfi tom zménil tenzor F,,. Snadno se pfesvédéime, Ze

'a‘z“ a ﬂ'=5-ﬂv—.—

Hs
v

- a tedy

Fi =F,. XIII(4.15)

Invariantnost tenzoru F,, vici transformaci XIII(4.14) vyjadiuje kalibraéni

neboli cejchovaci invariantnost elektromagnetického pole. V ozna&eni XI11(4.8) to
znadi '

af of
Al=A;+=- ¢ =P~
ax, Xj @ at’

coz je zndma forma kalibraéni invariantnosti (viz ¢l. X.2).

Kalibraéni funkci f miiZzeme zvolit tak, aby ctyrvektor o, splhoval Lorentzovu
podminku XIII(4.9).

XIII.5 Transformace vektori elektromagnetického pole
JelikoZ o, je Ctyfvektor, komponenty <, v nové Lorentzové soustavé jsou
Ai=L.,A,.

Z vyjadfeni XIII(3.5) a XII1(4.7) dostaneme
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&4;=y(&¢x—%’2— ). = di=d,

@' =y(® - Ved,). XII1(5.1)

Transformaéni vztahy vektorii E a B najdeme z toho, Ze sloZky vektori Ea B
jsou slozkami tenzoru F,. Podle transformaéniho zdkona XIII(3.24) ]e Fiv

LuxLaFa. Tak pro p=1, v=2 je
Fi2= LuL2aFa.
Podle XIII{3.5) z koeficientd L, je nenulovy pouze L= 1, takze je
| Fij;= L1 Fo=L11F12 + L14Fa.

Po dosazeni Li;=Y, Lia=iBy, Fiz=cBs, F=1E, dospéjeme ke vztahu cBji=
(cB;— BE>). Vypocet pro dal§i komponenty je obdobny, proto uvedeme pouze
vysledky

E.=E,, E,=y(E,—VB.), E; =y(E, + VBy), XI111(5.2)

v , Y,
B.=B., B,’,=y(By+?EZ), Bz=y(Bz———C—2E,>. ‘x11.1(5.3)

P#i malych rychlostech V<c se posledni vzorec zjednodusi, jelikoZ lze poloZit
y=1, coz d4

E.=E., E,=-VB.+E,, E,=E.+VB,, XIII(5.4)_~
B =B,, B;,=B, + v 5 E., B.=B, —C-V—ZE,. XIII(5.5)
Tyto vztahy Ize vyjadfit ve vektorové formé
E'=E+[V, B], XIII(5.6)
B'=B-[V, E]. XI11(5.7)

XII1.6 Kovariantni tvar Lorentzovy sily

Hybnost relativistické &astice souvisi s jeji (klidovou) hmotnosti m a rychlosti v
vztahem XIII(3.15), tj.

mv
= XII1(6.1)
P (1 — v2/c2)1/2
Lorentzova sila pak souvisi s gasovou zménou hybnosti

d—” — e(E+[v, B]). XII1(6.2)
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Pro i-tou sloZku médme

dp: ‘
d_I; = e(Ei + e,-,-kv,Bk).

Misto E; a B. zavedeme pomoci vztahii XIII(4.11) a XIII(4.12) slozky elektro-
magnetického tenzoru. Po dosazeni euB: = ¢c™'F;, E; = +iF, bude platlt

(Z_I;izg (icFs + Fyvy). XII1(6.3)

Rovnici vydélime faktorem (1 — v*/¢*)'?, zavedeme vlastni &as dt = d¢(1 — v?/c?)"?
ve shod€ s XIII(2.12) a nakonec slozky &tyfrychlosti

Y; U= ic
R R (7D R

Misto rovnice XI1I(6.3) tak dostaneme

U; =

dPi e
dr cFWuV

To nas pfivadi ke étyfrozmérnému zobecnéni Lorentzovy sily, resp. ke kovari-
antnimu zdpisu pohybové rovnice

m—— dz =E=‘£ Fuu,. XHI(64)

Prostorové sloZzky (u=i=1, 2, 3) uréuji Lorentzovu silu XIII(6.2). Najdeme

vyznam ¢tvrté komponenty rovnice XIII(6.4). PoloZime u=4 a p, vyjadiime
vztahem XIII(3.18) pomoci energie p,=i%/c. Ziskime tak rovnice

id€_e | _le Ey;
cdr ¢ T =viA"E"

Pii dpravé jsme vyjadiili F.; pomoci XII1(4.13) a misto u; jsme zavedli rychlost v,
vztahem XIII(3.10).
Vznikla rovnice

d% =¢(Ev)

pfedstavuje vykon elektromagnetickych sil. Ve skuteénosti je to vykon elektrické
slozky Lorentzovy sily, jelikoZ magnetickd slozka e[v, B] je kolm4 na rychlost v;
je tedy v-[v, B]=0, &imZ je vyjadieno, e magnetickd &ast Lorentzovy sily
nevykonava prici.

Ke kovariantnimu vyjadieni XIII(6.4) Lorentzovy sily lze dospét i nasledujici
ivahou. SloZky Etyfsily jsou rovny dp,./dt. Tyto slotky méme vyjidFit pomoci
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rychlosti v &astice a vektorii E a B elektromagnetického pole. Vektory E, B jsou
slozkami tenzoru elektromagnetického pole F,,. Jelikoz F,, je tenzor druhého fadu
a u, je &tyfvektor, veli¢iny F.u, se pfi Lorentzové transformam transformuji jako
slozky étyfvektoru. To nds opraviiuje poloZit

%Pt — onst- Futh. XIII(6.5)

Multiplikativni konstantu Ize uréit z libovolného specidlniho pfipadu. Vezmeme
situaci, kdy na &stici pisobi pouze elektrické pole. Slozky F; jsou pak rovny nule
a z rovnice XIII(6.5) plyne

%If.: konst- F,u, =konst- (—iEjus).

Po dosazeni us=ic(l—v*c?)™""? je

dp;
E konst- cE;.

Jelikoz je (dp;/dt) = eE;, musi byt konst=e/c ve shodé s XIII(6.4).
Poznamenejme jeits, Ze vztah XI11(3.22) je pro Lorentzovu silu spinén identic-
ky, jelikoZ

F.uu, =0.
XI11.7 Kovariantni tvar rovnic elektromagnetického pole

Nas$im nejbliz§im ukolem je pfepsat rovnice elektromagnetlckeho pole pomoci

tenzoru elektromagnetického pole.
Tenzor F,, souvisi se Gtyfpotencidlem of,=(cA,i®) vztahem XIII(4.10).

7 definice tohoto tenzoru plyne platnost identity

) 9 5 _ |
é‘;; Fuv+ax“ Fa +axv FA,;:O. . XIII(7.1)

Diikaz je elementarni. Po dosazeni za F,,, F., Fo, dostaneme
3 /9 3 3 /3
o (5; sy = ax;‘d"> tox (axv axA )

3 /9
*ax (axx o~ axu dx)
Rovnice XIII(7.1) pfedstavuji celkem 4°=64 rovnic. Antisymetrie tenzoru F.
pfivadi véak k tomu, Ze nezavislé jsou pouze tyfi rovnice. Vezmeme A=1,u=2,
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v=3a pro F,, uzueme hodnoty dané vztahem XIII(4.13). Dosp&jeme pak ke
vztahu

9 3
a Fzs"‘a Fi + 83F12=

3B; 3B, 03B,
= —_—t e 1 =
c [8x1 ox, + 8x3] ‘c divB =0.

Podobné volba A =i, u=j, v=4 vede k rovnici

G C) 3
axiE4+a F4t 84F O

Slozky Fjs a Fy; vyjadfime pomoci XI11(4.12) a F; pomoci XIII(4 11). Dostaneme
tak soustavu rovnic

OE,_JE, 8B
ax,- ax,- + ik -é-t_ B 0’
jez vyjadiuje Faradaydv indukéni zdkon rot E + (3B/31) = 0 ve slozkovém zapisu.
Rovnice XIII(7.1) tedy zastupuji sérii Maxwellovych rovnic

N 3B _ :
divB =0, rotE+§—O. XIII(7.1%)

Rovnice XII1(4.8) pro &tyfpotencial o, Ize snadno piepsat pomoci tenzoru F,,.
Vypocteme divergenci tenzoru ’

3 . 3 /a 3
e P =5 (o o4 =5 o) =

X, ox.
3 /o4, 3?
Sx,, (axv) 9x,9x, s =—0,,

jelikoZ (8s4/3x,)=0 (Lorentzova podminka XIII(4.9) a (3*/3x,0x,)=0 je
d’Alembertiiv operdtor.

Dospéli jsme tak k zévéru, ze rovnice XIII(4.8) Ize nahradit rovnicemi pro
tenzor elektromagnetického pole

) 1

T Jus XII1(7.2)

jeZ jsou kovariantnim zépisem rovnic

e 0 JE .
leE_Eo’ rotH — g il L XI1I1(7.27)

Vyhodou kovariantniho zapisu XIII(7.2) je to, Ze tyto rovnice obsahuji pouze
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tenzor F,,, a jsou tedy evidentné kalibraéné invariantni. Kromé toho jsou tyto
rovnice o&ividné kompatibilni s rovnici kontinuity. Zapiisobime-li na XI11(7.2)
operitorem 3/9x, (a sefitdme pies u)? je pak
¢ g1 9
3x,3x, " cgodx,
Leva strana je identicky rovna nule, jelikoZ (3%/3x,3x,) = (3%/3x,3x,) je symetricky
tenzorovy operdtor a F,, =—F,, je antisymetricky tenzor. Je tedy (9j./9x,)=0.
Rovnice XIII(7.1) lze pfepsat pomoci tzv. dualniho tenzoru Fau = eauwF.y, kde
je tpln& antisymetricky tenzor &tvrtého fadu (obdoba tenzoru e;)

Jue

e’duv
e = Sign[(A —0)(u — ®)(v =) (u — (v =A)(v—w)]  XII(7.3)
kde Signz je znaménkova funkce
1 pro z>0, )
Signz=< 0 pro z=0, XI11(7.4)
-1 pro z<0.
7 formélnich diivodii se zavadi numericky faktor —i/2, tj.
G = —-;- eauFi = — Gin. XII1(7.5)
Soustavu XIII(7.1) mtzeme vyjadfit pomoci dudiniho tenzoru ve tvaru
3
3% Ga=0, XIII(7.6)

jenz predstavuje étyfdivergenci tenzoru Ga, a tedy étyfvektor. Ze zdpisu XIII(7.6)
je vidét, 7e soustava XIII(7.1) reprezentuje ¢tyfi nezavislé rovnice.
Rovnice XIII(7.6) tedy vyjadiuji, Ze Ctyfvektor

gx =2 Ga XII1(7.7)
je roven nule, g.=0. Ctvrtd komponenta g.=0 odpovida rovnici divB =0, coZ
vyjadfuje neexistenci izolovanych magnetickych nabojt. Rovnici XIII(7.6) pak
miZeme vyslovit jako neexistenci ¢tyfproudu g izolovanych magnetickych naboji.
Zobecnéni Maxwellovych rovnic XIII(7.6) na pfipad existence izolovanych magne-
tickych naboji je tak pfimocaré. K této problematice se je§té kritce vratime
v ¢l XIII.16.

XII1.8 Invarianty elektromagnetického pole

Elektromagnetické pole jsme charakterizovali ¢tyfpotencidlem o, popi. tenzorem
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F. elek:[romavgnetického pole. Z téchto veli¢in Ize tvofit rizné invarianty, jejichz
znalost je potfebna pfi odvozovani kovariantnich rovnic pole.
Z vektoru o, lze vytvofit skalar So= sf,,, tj. kvadrat délky étyfvektoru

So= oA, = c*A* — &, XIII(8.1)

Tflvtf) ve].léinevl jfe sice invariantni vi¢i Lorentzové transformaci, neni v§ak invariantni
vici l;a;;bracm transformaci XII1(4.14), a nemtzZe byt proto vhodnym invariantem
pro elektromagnetické pole, jelikoZ rovnice elektroma ické i
0 ele : , netického ib-
raéné invariantni. : pole Jsou kalib
Pozadavkiim kalibraéni invariantnosti vyhovuje tenzor F., =(044,/3x,)— (34,/
v rd e . e P . “
/?xv). _Zo kazdeho’tenzoru lze vytvofit linedrni invariant — soudet diagonélni:h
e emen/tu. \" dz.in’em pfipadé je vSak tento invariant F,, roven nule identicky
a nema tak fyzikalni vyznam. ’
Skalarem je soucet kvadratd komponent tenzoru, tj.

S=F,FE,. XIII(8.2)

Lorentzovsk4 i kalibraéni invariantnost 7 j ivi
) t tohoto vyrazu je oéividna. Po do i
F,, z rovnice XI11(4.13) dostaneme e

; S=2(F%2+F%3+F’f’4+F%3+F%4+F§4),
J- :

S = F,F., = 2(c*B*— E?). XIII(8.3)

Z clanku I1.7.vime, Ze pfi prostorové inverzi r'=—r je E'=~E, B'=+B. Z
toho plyne, Ze S je pravym skaldrem a respektuje tedy invariantnos; elektrorn;I -
netickych jevi viii prostorové inverzi. ’

Vime, Ze v rovinné elektromagnetické viné je E*= ¢®B?, tj. § = 0. Tato vlastnost
se zachovava v libovolném Lorentzové systému.

V dal$§im budeme potfebovat derivace

38 38

D,= =
" 3(0s4,/3x,) 3(3.4.) "

XIII(8.4)

Zde jsme vZili Gsporné notace

9, ==
TR XIII(8.5)

Vypodteme variaci
88 =2F,, 8F,, =2F,, 8(3,54, —3,44,).
Ve druhém &lenu F,, 8(3,4,) vzdjemné vyménime indexy u < v, coz d4
F. 8(3,54,) = F,, 8(3,54,)=—F,, 8(3,4,).
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Je tedy
88 =8(F Fw)=4F,. 8(3ut.). XI11(8.6)
Odtud plyne vztah .
D= a(aauiﬁv) 4F,. XIII(8.7)
Ze slozek tenzoru F,, lze vytvofit lorentzovsky invariantni vyraz
| —iP = egwFuFm. - XIT1(8.8)

Soutin F.F, je tenzor ¢tvrtého fadu, jenz v kontrakci s tenzorem e, da
lorentzovsky i kalibraéné invariantni veli¢inu. V souctu XIII(8.8) daji nenulovy
piispévek pouze &leny s x# A# u# v, coZ vypocet znatné zjednodusuje. Jednodu-
chym vypo¢tem dostaneme

P=2¢(EB). xi;1(8.9)

Kolmost vektord EB =0 se pfi Lorentzové transformaci zachovava.
Z &lanku I1.7 vime, Ze E je poldrnim a B axidlnim vektorem. Pfi prostorové
inverzi je tedy P’ =—P, coz dokazuje pseudoskaldrni charakter veli¢iny P.
Misto vektort E a B lze zavést komplexni vektor

F=cB—iE, X111(8.10)

jehoz kvadrét
F?*=(c*B*>~ E*)—2ic(EB)

obsahuje oba lorentzovské i kalibra¢ni invarianty S a P.

XII1.9 Varia¢ni princip pro pole

V mechanice odvozujeme pohybové rovnice z Hamiltonova variaéniho principu,
jenz pravi, ze pro kazdy redlny pohyb je ak¢ni funkcional
s=f 'W(q, 4) dt XI11(9.1)

staciondrni
38 =0. XII1(9.2)

Pfi odvozeni Eulerovych—Lagrangeovych rovnic

oL _ d (i) 8L

|5 X111(9.3
6(]1( dt dgx 8(11( (9-3)

z XII1(9.2) se predpokldda, Ze variace dgx soufadnice je na hranicich intervalu
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rovna nule, tj.
dgx =0 pfi t=t a t=t. XI11(9.4)

Obdobné budeme postupovat i pii odvozovani rovnic pole z variaéniho principu.
Budeme pozadovat, aby ak¢ni funkciondl byl lorentzovsky invariantni. Objemovy
element Ctyfprostoru dQ=d’r d¢ je invariantem Lorentzovy transformace (viz
¢l. X111.3), proto zavedeme akéni funkcional

S= L Lo, 3.0) dQ, XII1(9.5)

kde
F=%p, 3.¢) X111(9.6)

je lorentzovskym invariantem. Akcni funkciondl XII1(9.5) je tak oéividné lorent-
zovsky invariantni, jelikoZ je invariantni jak integrand %, tak objemovy element
dQ (mira Ctyfsvéta).
Zavedeme variaci
dp(x)=0'(x) - @(x), XII1(9.7)

coz je obdoba variace z mechaniky 8q(¢) = q'(¢) — q(¢t). Symbolem (x) je oznaen
Ctyfvektor x = (x1, X2, X3, X4). Hamiltontv princip je vyjddfen staciondrnosti aké-
niho funkciondlu

58 = f 5% dQ =0, XIT1(9.8)
Q
kde variace 8% je urlena rovnici
855
0L = 6 378 oy 000 X111(9.9
Je to obdobny vztah jako v analytické mechanice, kde je

5L=—a-55 +—~a

Dfive neZ piejdeme k dpravé XI1I(9.9), vyjasnime smysl veli¢iny £. Integral
L=[2d X1I1(9.10)
dosazen do XIII(9.5) ukazuje, Ze akéni funkciondl je
S= j L ds,

a tedy & md vyznam objemové hustoty lagrangidnu.
Z vyjadieni XIII(9.7) je vidét, Ze operace derivace a variace jsou zidménné
(komutativni)

3u(39) = 3ug"(x) — Bu(x) = 8(3,90). - XIIO.11)
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Pomoci tohoto vztahu, jenz je obdobou mechanického vztahu 8q =% dq, dosta-

neme § |
KA 3¢ o 3
3P ="=03¢+——— (0@)= |
3 3(3.p) 3x, L
v (0.2) 8%, XII1(9.12) !
=5 [8.52 9 3 ] i( 3 6(17)'
? 50 3x 3G.)] " 3% \5(3,9)
Tento vztah dosadime do XIII(9.8), ¢imZ dostaneme
3L 2o
s (55 ()] 2+ 5 (G 29) 49=0
J ¢ o axu 3(3.9) 3x, \3(3ue)
Posledni integril pfevedeme pomoci Gaussovy véty
' aV,
o %, dQ—éVM ds,,
co? v daném pfipadé da
ds,.
[ 5z (Gea 9) 2= (397 09)
Je-li na hranicich integraéni oblasti .
6¢p'=0 na nadploSe s,
pak je ’
R AEA
8¢ [ ( )] dQ =0,
f 3¢~ 3x, \3(3.9)
co? s ohledem na libovolnost variace d¢ implikuje
8¥ 3% 29 < CEA )
—=r—— XIII(9.13
d¢ d@ 9x. \3(%up) ©-13)

To jsou Eulerovy—Lagrangeovy rovnice pro variaéni tlohu XIII(9.8).
Mé-li pole vice komponent gx, K=1,2, ..., N, pak je

2252 5 (87 )
5(PK—8(PK 3x, \3(3.¢x) -

Tyto rovnice plati pro libovolné pole ¢, K=1, 2, ..., N. Sta¢i dosadit Lagran-
geovu hustotu #-a provést derivace podle rovnice XIII(9.14). Specifikaci tohoto
problému pro elektromagnetické pole se budeme zabyvat v dal§im &lanku.

Poznémka: Z analytické mechaniky je zndmo, ¥e dva lagrangidny L a L', jeZ se
1i§f o dplnou &asovou derivaci df/dt libovolné funkce, vedou ke stejnym pohybo-
vym rovnicim. Lagrangidny L a L’ =L+ (df/dt) jsou tedy ekvivalentni.

XIII(9.14)
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Obdobné se ptesvédéime, 7e Lagrangeovy hustoty £ a £’ lidici se o Ctyfdiver-
genci 8f,/3x, jsou ekvivalentni. Lagrangeova hustota

F' =L+, XIII(9.15)
vede ke stejnym rovnicim jako £. Akéni funkcional
S'=[% dQ=[LdQ+ [ dQ3.f. .

upravime pomoci Gaussovy véty na tvar
=S+4f, ds,.

Na.nadplode integral vymizi, popf. d4 konstantu, coZ se vztahem 6S'=06S=0
dokazuje uvedené tvrzeni.

Doposud jsme ptedpoklddali, Ze lagrangidn obsahuje derivace nejvySe prvého
tadu. Pislu$né Eulerovy—Lagrangeovy rovnice XI1(9.3) a XIII(9.14) jsou pak
rovnicemi nejvyse druhého fadu.

Snadno se najde zobecnéni pro pfipad, kdy lagrangian obsahuje derivace vy$Sich
fadd. Je-li v mechanice

S= J 'Wa, 4, §) dt, XII1(9.16)
pak staciondrnost akéniho funkciondlu 88 =0 vede k rovnicim
2
aL d oL |, d* oL XI11(9.17)

Pii tom se pfedpokldda, Ze variace trajektorie a variace rychlosti jsou na hranicich
intervalu nulové
6611(:0, 6qK=O pf'l t=th a =1t

Zobecnéni na piipad derivaci vy$Sich nez druhého fadu je pfimocaré, proto je
nebudeme provadét.
Méjme Lagrangeovu hustotu, jez obsahuje derivace nejvyse druhého fadu, tj.

£ =L(Px, 3uPx; 3,0,¢x)- X111(9.18)

Zde je zkraceny symbol 3,,3,¢x = (3°¢x/3x,3x,). Budeme dile pfedpoklddat, Ze na
hranicich oblasti Q jsou nulové variace d¢x a variace jejich prvnich derivaci
8(3,¢x), tj. dgx =0, 8(3,9x) = 0 na hranicich Q. Ze staciondrnosti 6S = 0 akéniho
funkciondlu

S= f L(@x, 3upx, 3,0.¢x) dQ XI111(9.19)
Q
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se misto XI11(9.14) ziskaji rovnice .

3L . 3 (a££>+ 8 ( 3 )_0
dgx  9x, \3.wgx/)  3x.0x \3(8.0.9x))

XIII(9.20)

XII1.10 Odvozeni Maxwellovych rovnic
z variacniho principu

K* odvozeni rovnic elektromagnetického pole potfebujeme znit Lagrangeovu
hustotu £. Tuto funkci ¥ budeme hledat pomoci nasledujicich pozadavki:

1. Lagrangeova hustota musi byt lorentzovsky invariantni.

2. Invariantnost vidéi operaci prostorové inverze.

3. Invariantnost vuéi kalibraéni transformaci.

4. Lagrangeova hustota mé vést k linedrnim rovnicim (nejvyse) druhého fadu.

K témto postulatiim je nutno pfipojit nékolik pozndmek. Prvni z nich je vadéim
principem soucasné. fyziky, neni proti nému ani jediného pritkazného argumentu,
proto jej budeme prijimat bez vyhrad.

Invariantnost pfirodnich zdkont vii€i prostorové inverzi neni obecné platnym
zdkonem. Je zndmo, Ze pii tzv. slabych interakcich (napf. pfi rozpadu beta) je tato
invariantnost naruSena. V klasické elektrodynamice budeme platnost tohoto
postulatu poklddat za experimentalné prokizanou.

Kalibraéni invariantnost souvisi s invariantnosti vektorit E a B viéi kalibra¢ni
transformaci, a tedy s jednoznacnosti Lorentzovy sily F = ¢E + e[v, B] piisobici na
Castici. Z téchto (a fady dalSich) divodi budeme poZadavek kalibraéni invariant-
nosti poklddat za oprdvnény.

Linearita rovnic souvisi s principem superpozice: soufet (obecné linedrni
kombinace) dvou feSeni je opét feSenim. Tuto vlastnost maji pouze linedrni
homogenni rovnice. Je viak tieba fici, Ze takové skliddani (superponovini) poli jé
experimentdlné dokdzano pouze pro nepfilis silna pole ; pfi silnych polich miize byt
tento princip naruSen. Podobné je tomu s pozadavkem fadu vyslednych rovnic,
jenz mé sviij pavod v tom, Ze osvédCené fyzikalni rovnice jsou nejvyse rovnicemi
druhého fidu. U rychle proménnych poli miZe byt tento pozadavek pfili§
omezujicim. O nékterych moznostech, jeZ plynou z opusténi ¢tvrtého postulatu,
pojednidme na jinych mistech (viz ¢ldnky XIII.14 a XIIL.15).

Zde budeme pokladat postulaty 1 aZ 4 za splnéné a na zikladé nich budeme
hledat rovnice elektromagnetického pole.

Z vektoru ¥, lze vytvofit invariant So= .4, jenZ vak nevyhovuje poZadavku

_kalibra¢ni invariantnosti, proto jej nutno vylouéit. Z tenzoru F,, lze vytvofit pravy

skaldr (viz ¢l. XIIL.8)
&o=kF,F,, XIT1(10.1)
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kde k je vhodny numericky faktor, ktery zvolime v souladu s pouZitou soustavou
jednotek. o :

Lorentzovsky invariant e.,.FuF,, vyhovuje postuldtim 1,2 a 4 (viz €l. XTI11.8);
pro naruSeni druhého postulitu nebudeme tento ¢len uvazovat.

Clen XIII(10.1) obsahuje derivace 9,4, kvadraticky, takze Eulerovy—Lagran-
geovy rovnice XII1(9.14) povedou k linedrnim rovnicim druhého fadu.

Jsou-li v prostoru elektrické néboje a proudy (charakterizované étyfvektorem
j.), je nutno Lagrangidn doplnit (mimo lagrangianu proudd) o interakci téchto
proudt s elektromagnetickym polem. Tento ¢len najdeme nasledujici dvahou.
Klidovy naboj ¢ dV nabude v potencidlovém poli @ energii 0P dV. Hustota této
interakéni energie da do Lagrangeovy hustoty pfispévek s opaénym znaménkem, tj.
—o® dV. Zavedeme-li As=1iD, js=icp, bude pro elektrické pole

, 1

£ = jast.

To nés opraviiuje poloZit

XII1(10.2)

Tato tzv. interakénf hustota lagrangianu popisuje interakci elektrickych proudi
s elektromagnetickym polem. Jedna se v podstaté (az na numericky faktor 1/¢) o
skalarni souéin dvou &tyfvektorti j., ., coZ je Lorentziiv skaldr. Zavedeme-li A,
podie XIII(4.7) a j, podle XIII(4.2), bude

$'=jA - 0d. XII1(10.3)

Clen jA jsme jiz pouzili pfi vypoétu energie magnetického pole. Lagrangeova
hustota &’ ma tedy pozadované vlastnosti a souhlasi s vysledky ziskanymi jinou

cestou. :
Zvlastni zmiiiky zasluhuje kalibraéni invariantnost interakéniho lagrangianu ¥,

jelikoZ se v ném explicitné vyskytuje tyfpotencial <. Pii kalibraci o= o, +3.f
se zméni hustota interakéniho lagrangidnu ‘

1. 1. 1.
=<£”=; Justy =E Justy +'E JuOuf.

Jelikoz 3,j, =0, je také j.0.f =3.(j.f), a tudiz
=% +3,F,

kde F,‘=1 iuf je Ctyfvektor. Lagrangiany £’ a £ se li§f o Styidivergenci (viz
¢

&l XII1.9) vektoru, a vedou tedy ke stejnym rovnicim. Z toho plyne, e ¥
vyhovuje viem &tyfem pozadavkiim.
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Celkovou Lagrangeovu hustotu vezmeme jako soucet XIII(10.1) a XIII(10.2),
tj.
%= KB+ jush. XII1(10.4)

Pohybové rovnice uréimé z Eulerovych—Lagrangeovych rovnic XIII(9.14),
v nichZ polozime @x = . Je tedy

3% 3 ( 3L )= 0

o4, dx, \3(d.4,) ’

~ XII1(10.5)

Prvni Elen se vypolte jednoduse (3£/34,)=j./c; k vypoétu 3£/3(3,54,) uZijeme
vztahu XIII(8.7), coz d4

oF
WD— 4KkF,, = —4kF,..
Z rovnice XIII(10.5) pak dostaneme
1
OvFu = T dke M )

Porovnani s XIII(7.2) ukazuje, Ze v soustavé SI je nutno poloZit —4ke = C&o, tj.
k=- 80/4. )
S ohledem na reference uvedeme

$= —1goF, F,, + % it XI11(10.6)
8% |
5(8.,7,,) = EOF“V. XIII(10.7)
K rovnicim
1 .
3,F,, = :,’E; Ju

nutno pfipojit jesté rovnice XIII(7.6), tj.
‘ex}.uvaAFp.v = 0,

jez plynou piimo z definice tenzoru F,,.

XIII.11 Teorém Emmy Noetherové

V analytické mechanice se kromé izochronnich (stejno-¢asovych) variaci
dq=q'(t)—q(1)
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vySetfuji i anizochronni (rizné-¢asové) variace
| Aq=q'(t')~q(1).
V teorii ﬁole jsou obdobou téchto variaci veliiny
df =f'(x)— f(x), XI11(11.1)
Af=F(x") - f(x). XIII(11.2)

Zde x je zkracené oznadeni polohového vektoru (bodu) v Minkonského prostoru.
Polozime-li x'=x +dx a rozvineme f'(x +&x), dostaneme

Af=1') =)+ (25) ax,

ox,

coZ s presnosti do dx, da vztah mezi obéma variacemi

Af=8f+ axf 5x,. | XIII(11.3)

3
Aplikaci tohoto vztahu na Lagrangeovu hustotu ¥ dostavime

3L
ox,

kde 8% je (lokdlni) variace urena rovnici XIII(8.12).
V dal§im vykladu budeme uvazovat pouze takové variace (transformace) sou-
fadnic, pfi nichz .

AL=0L+— dx, XII1(11.4)

3.(éx,)=0, XII1(11.5)
takze je
3

5
3%, Ox, ™ (& dx.).

Celkova variace A vlivem variace 8¢ poli a soufadnic 8x, je uréena rovnici

. [3% 3 [ 3% 3 0F
AZ=bg:| 525 (a(a..qa))] o | £ 5%+ 55005 09 -

S ohledem na platnost pohybovych rovnic XIII(9.14) bude

) 3L
AL=3- [z 5%+ 55 o) 6(pJ , XIII(11.6)
popi. pro vicekomponentové pole
3 SN 0%
AF= £ bx, — . .
ol KA 3,9 6"”‘] XI(11.7)
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Je-li Lagrangeova hustota (a tedy i variace AS ucinkového funkcionalu)
invariantni viiéi spojité transformaci prostoro¢asovych soufadnic x, a poli ¢x, pak

AZL=0, XII1(11.8)
resp.

LA
XIII(11.9
= [££6xv+za(av K)écpx] (11.9)

odpovidaji zdkonu zachovani (E.NOETHER, 1918). Aby nedoslo k pfehlédnuti,
pfipominame, Ze XII1(11.8) plati, kdyZ za gx dosadime feSeni pohybovych rovnic.

Rovnicemi typu (8J,/3x,) =0 popisujeme zdkony zachovéni. Seznamili jsme se
jiz s rovnici kontinuity (30/3t) +divj=0, jez v kovariantnim tvaru zni @j.73x,) =
0. Z rovnice (3J1,/3x,)=0 totiz dostaneme (3J./3x4) + (3J/3x:) =0, odkud -

f dv=- f—%dv_ §Jk ds.
(Pii tpravé jsme dosadili Ja=ico.) Je-li na hrani¢ni oblasti J =0, pak je také
d
= j 0 dV=0,
co? vyjadfuje zdkon zachovéni veliCiny
Q=[pdV.

Obdobné je tomu i u dal$ich veli¢in, o éemz pojedndme v nasledujicich ¢lancich.

XII1.12 Tenzor energie-hybnosti

K pojmu tenzoru energie-hybnosti lze dospét nisledujici jednoduchou dvahou.

Lagrangeova hustota & je funkci pole @ a jeho prvnich derivaci
L=2(¢, 3.9).

Derivaci této funkce podle x, dostaneme

a££ AL 3f © (_ai)
3x. 0@ dx. d(d.)3x, \ox,

Derivaci (3£/3¢@) vyjadfime pomoci pohybovych rovnic XII1(9.14), tj.

23 (32 )
3¢ 3x, \3(d.¢))’

¢imz dostaneme
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a_g_@a(az)' 3L 8(8(p>

3x, ox,ox, 3(3.¢) a(avq;) dx, \3x,
d [ dF 3
S [ax“ a(avcp)] dx, Lo
To nas pfivadi k zavedeni tenzoru
3
T.=32% 0L _ o5 XII(12.1)

K axﬂl a(av(Px)

pro néjz plati
3, T, =0. XII1(12.2)
Pro kazdy index p =1, 2, 3, 4 vyjadiuje XIII(12.2) rovnici kontinuity, a tedy zikon
zachovani. Dfive nei pfejdeme k vysvétleni tenzoru T,,, zavedeme jej jinym
postupem, ktery vyjasni jeho hlubsi podstatu.
Budeme se zabyvat infinitezimalnf translaci v prostoroéase

ox, =¢, XI11(12.3)

kde €, jsou konstantni (libovolnd) posunuti. Funkce @(x) se pfi takové transfor-
maci zméni na @’'(x’), pfi¢em? ¢’'(x')= @'(x + €)= @(x), resp.

@'(x)=gp(x—¢). " X111(12.4)

Rozvojem ¢(x —¢&)= @(x)—¢.(3¢/3x,) a dosazenim dostaneme

dp=¢'(x)— ¢(x)=—£.3.0,
popf. pro vicekomponentové pole

SPx = —£,0,0x. XIII(12.5)

Tato variace urCuje zménu pole @k pHi translaci v &tyfprostoru o ¢,.
Vztahy XII1(12.3) a XIII(12.5) dosadime do XIII(11.7), coZ d4

—e a [ a(PK ¥
“ axv K axu a(av(px)

Variace A je vyvolan4 translaci v étyfprostoru o dx, = ¢,. Tato translace nemiiZe
mit vliv na pohybové rovnice (homogenita prostoroasu), proto AL =0, co?
s ohledem na libovolnost ¢, d4 3,T,, = 0, kde T, je opét uréeno rovnici XII1(12.1).
Rovnice XIII(12.4), a tedy.i odpovidajici zdkony zachovéni, jsou tak svazany
s invariantnosti pohybovych rovnic vii¢i libovolné translaci €, v étyfprostoru.

Piejdeme k vyjasnéni smyslu tenzoru T,.,. PoloZime u = v =4, pak je (¢« =3¢/
/3t)

AL =

zauv] . XIII(12.6)

T44—2(PK gq%—ff
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V mechanice veli¢ina

qu( %l:"—L H

je hamiltonidn (energie). Z toho diivodu veli¢inu

Tu=H= qux _a(%_ £ XII1(12.7)

nazyvame hustotou hamiltonidnu (Hamiltonovou hustotou) pole. D4 se proto
odekdvat, Ze slozky T.. budou souviset se &tyfvektorem hybnosti (viz &l. XII1.3).
Rozepsdnim rovnice XIII(12.2) dostaneme

0T 3T,
¢ ot an )

Integraci pfes objem V pak dostaneme

ddI: o O gy — SﬂTu, ds;.
Pii tpravé jsme zavedli ¢tyfvektor
Pu=1 f Toe dV | XIT1(12.8)

a uzili Gaussovy véty [(3T,/3x)dV=¢T, ds;. Pfi integraci pies nekoneéné
vzdalenou plochu, kdy pole ¢x, a tedy iT,;, dostate¢né rychle ubyvaji se vzdale-
nosti, je povrchovy integral nulovy.

Pro ¢tyivektor P, tak plati zakon zachovani

dpP.

5 =0 | XII1(12.9)

Pro u=4 je
P4=1JT44dV=l g,
C C
kde v
€= [T,dV=[%dV. XII1(12.10)

je energie pole. Prostorové slozky P; pak pfedstavuji slozky ttirozmérné hybnosti
pole.

Tenzor T,, zvany kanonicky tenzor energie hybnosti, je obecné nesy-
metricky

T # To.

Tento tenzor neni definovin jednoznaéné. Misto T, lze zavést novy tenzor
Tiw = Ty + 3ifin, XII1(12.11)
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kde f. je tenzor tfetiho fddu antisymetricky vzhledem k poslednim dvéma
indextim :

fuva = — fuav. XI111(12.12)
Je totiz : :
9 g3
dx, T T 3x, Tuw axl f'”l

Prvni &len na pravé strané je v disledku XIII(12.2) nulovy a druhy je nulovy
identicky v diisledku antisymetrie XIII(12.12). Pro takto ziskany tenzor T}, tedy
opét plati rovnice kontinuity

3,Th =0 XII1(12.13)

a stejny zdkon zachovani XIII(12.9).
Nejednoznaénost tenzoru T,, lze vyuzZit k vhodné volbé f.. tak, aby T, bylo
symetrickym tenzorem :

T =Tu. XII1(12.14)

Najdeme Kkalibraéni tenzor fua, kterj povede k rovnici XIII(12.14). Pomoci
XII1(12.11) vyjadiime

T‘,," = Tv“ + akfv,d.
Tento vyraz srovname s XII1(12.11) a pak z rovnice XIII(12.14) plyne

ol o o[ 3% gk 3%
(s~ fou) = Tw = T =3 | 3 525 -5 a(aymx)]‘

X111(12.15)

Odtud lIze uréit f.., a tim i ziskat symetricky tenzor T,.
Nyni aplikujeme tyto poznatky na ziskani tenzoru energie hybnosti elektromag-
netického pole. Pro volné elektromagnetické pole vezmeme ve shodé s XII1(10.6)

fg = —3 80FapFaﬁ .
V rovnici XIII(12.1) poloZime @x = s, takie je

o, 3

T = 3% 33,5

+ l% anquaﬂFag .

Ve shodé s XIII(10.7) je

0¥
a(a &41) —goFs = SOFAV,
a tudiz
8&4; )
T =¢0 [FM = +45WE,,,Fa,,] XITI(12.16)
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Tento tenzor neni symetricky, lze jej vSak snadno symetrizovat. Z vektoru &, a
tenzoru F,, Ize sestavit antisymetricky tenzor

fun = €Favsty = — fiav.
Tento tenzor lze pouzit k symetrizaci tenzoru T,. tak; Ze poloZime
Bifuwn = EoFo s, — €054, [33Fn].
Pro volné pole je 3,F.. =0, a tudiZ
Oxrfun = €oFayOrstl,.
Tento &len odeéteme od XIII(12.6), éimZ dostaneme
T = e[ Fiy (Ousth — 1) + 4 0uFapFap] = Ty
Tento sy{netricky tenzor energie-hybnosti budeme znadit misto T, symbolem ©,,,
pfiCem? je
O, = &[FaFuy + 50y FasFas). XI11(12.17)
Symetricky tenzor ma nulovy soudet diagonélnich komponent
O, = €0 —FuFu +46,.F.sFas] = 0. XII1(12.18)

Prostym dosazenim za F; se pfesvéd¢ime, Ze prostorové slozky @ jsou totozné
se slozkami Maxwellova tenzoru napéti (viz €l. VI.2) volného pole

Oy = goE;Ex + uoH;Hy — udi, XIII(12.19)
kde
‘ u=%(eE*+ poH?) XI11(12.20)

je hustota elektromagnetické energie ve vakuu. (PHi dpravach jsme uZili vztahu
EolloC 2= 1)
Slozka ©., — jak jiZz vime — souvisi s hustotou energie

Ou=u=%. XI11(12.21)
Najdeme je$té vyznam slozek . Tak pro ©;, mame
O1. = eoF 1 Fas. = €o(F12F a2 + F13F43),
coz po dosazeni z XIII(4.13) da

O=—i EoCMo(Esz - Est) =—2' S,

kde S, je slozka Poyntingova vektoru 8§ =[E, H]. Je tedy

O =iz S, . XII1(12.22)
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&m? je vysvétlen vyznam vSech sloZek symetrického tenzoru energie hybnosti
elektromagnetického pole. Hustota elektromagnetické hybnosti (viz ¢l. VI.2) je
g = S/c?, coz umoziiuje piepsat ©; pomoci hustoty g; elektromagnetické hybnosti

O, =1icg;. XI11(12.23)

Pro pozdéjsi reference uvedeme jesté nésledujici pfepisy kanonického a symet-
rického tenzoru energie hybnosti elektromagnetického pole

T = €0F0u sty — Loy, XII1(12.24)

O, = &oFuFy — £y, X1I1(12.25)
kde
&= v"}(&‘oFaﬁFaﬁ

je Lagrangeova hustota volného elektromagnetického pole ve vakuu.

XII1.13 Tenzor momentu hybnosti

V mechanice je moment hybnosti M definovédn jako vektorovy soutin polohového
vektoru r a hybnosti p, tj. M ={r, p]. Misto vektoru M miiZeme zavést antisymet-
ricky tenzor x;px — xep; = M.

V poli je hybnost P; dédna vzorcem XIII(12.8), coz navadi na mySlenku zavést
tenzor hustoty momentu hybnosti

Mjx = x;Ts — xTjay : XII1(13.1)
popf. pomoci symetrického tenzoru takto
M/k = %;Oks — X Oy, XI11(13.2)
coz s ohledem na XII1(12.23) da
‘ M =ic(xgx — xg;)- XIII(13.3)

Nenulové slozky tohoto tenzoru tvofi vektor [r, g] s nimz jsme se jiz setkali
v &lanku VI.4.
Ctyfrozmérnym zobecnénim XIII(13.1) a XIII(13.2) jsou tenzory

Lxlv = xxTAv - x).Txv, XIII(13.4)
M.av = %05 — .0, XII1(13.5)
Vypoéteme étyfdivergeﬁci 9y Mav. Jednoduchym vypoétem dostaneme

8., _8xn, om 30, 80,
ax, M ax, O 3x, On + % ax, ™ Bx,
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coz s ohledem na zdkon zachovani XIII(12.13) a symetrii Ta =0, =6,, di
M, =0. XII1(13.6)

S timto tenzorem je spojeno Sest zdkont zachovéni. O tom, Ze tfi z t€chto zdkond
pfedstavuji zdkon zachovani momentu hybnosti jiz vime. O zbyvajicich tfech
pojedname pozdéji.

Kdybychom provedli stejné dpravy pro tenzor L., vytvofeny pomoci kanonic-

kého tenzoru T,,, dospéli bychom k rovnici
dvbuay = Tax— Ta. XII1(13.7)

Jeliko? kanonicky tenzor T.. je obecné nesymetricky, tenzor L.., nevede obecné

k zékonu zachovéni. Z toho miiZeme usoudit, Ze tenzor L.., neobsahuje veSkery

moment hybnosti, a je tedy nutno doplnit ho o jisté &leny, které budou respektovat
zdkon zachovdni momentu hybnosti. Tim se zdkon zachovini momentu hybnosti
dostiva do souvislosti se symetrii kanonického tenzoru energie-hybnosti T,..

"Prejdeme k podrobngj§imu prozkoumdni téchto souvislosti.

Nejdfive zavedeme infinitezimilni Lorentzovu transformaci. V XII1(3.6) po-
lozime L, = 8, + 0y, kde @y, = —w,, jsou koeficienty infinitezimélni transforma-
ce. Polozime proto ' :

x5 = (Byp + O )Xy = Xy + WXy,
tj. variace
dx, =Xl — Xy = OyuXy. XII1(13.8)
Invariantnost x.x.= x,x, vyZaduje, aby bylo ’
' wuv = —wv‘u XIII(13.9)

V teorému Noetherové XIII(11.9) polozime @x = .. Potiebujeme jesté uréit
8@k = 84, coZ provedeme takto: Vektor s, se transformuje jako soufadnice, tj.

AUx") = Lnss (x) = (8 + 0 ) (%),

coz po dosazeni dd

8&4,’.

i) = i+ 0x) = i) + 5% by = A3 + ”dwuxx

Miéme tak vztah

Ax)+ 2&4" OrnXn = éﬁ,,‘(x) + wush,
Xa v
z n&ho% pro variaci 84, = o (x) — A,(x) plyne

oy = —

* WXy + (D,y,&«l . XIII(I 31 O)

d
axa

4
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Podle XIII(8.7) je
3%

a(av&g“): 80Fuv-

Je-li Lagrangeova hustota invariantni vi& transformacim XIII(13.8) a XI-
I1(13.10), pak plati teorém Noetherové XIII(11.9). Po dosazeni a jednoduché
ipravé dostaneme '

5 B
ax [$(I)V‘4x‘t - EOFMV '& WX+ EOvaquﬂl] =0.

dx
Podle XIII(12.24) je
" &oFn Ay =T+ Lo,
¢imz pfevedeme pfedchozi rovnici na tvar
0.3y (x Ty + €0Fnsty) = 0. XIH(13.11)

Zatim jsme je$té nevyuzili antisymetrie XII1(13.9), proto v XIII(13.11) provedé—.
me vzdjemnou vyménu %< A, coZ da ;
= 4.9, (6T + €0Fo ) = 0. XI1(13.12)
Seétenim XIII(13.11) dospé€jeme k rovnici
®03vMuy =0, XII1(13.13)
kde antisymetricky tenzor momentu hybnosti
My = %Tow = %3 T + Eo(Fsth — Favsti)- XI11(13.14)
JelikoZ w. jsou libovolnd, rovnice XITI(13.13) implikuje zdkon zachovini
3, M., =0. - XIII(13.15)

Stejnym- postupem jako pfi odvozovéni rovnic XIII(12.9) se pfesvéd¢ime, Ze
rovnice XIII(13.15) implikuji zachovani veli¢in '
Mo =k [Mu, dV=—M,. XII1(13.16)

Vzhledem k antisymetrii se jednd o Sest zdkond zachovéni.
Tenzor XIII(13.14) lze snadno vyjadfit ve tvaru XIII(13 5). Za tim dcelem
provedeme Kkalibraci typu XIII(12 1), tj.-

TAV = @Av - ufkvu, Txv = @xv - a ufxvu-
Tenzor fi.. pak zvolime tak, aby bylo
X20ufen — XxOufovu + Eo(Fnsty — Frust) = 0. XI11(13.17)

Stadi se proto zabyvat vyjadfenim typu XIII(13.5).
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Vezmeme komponenty Mg, = x,,@m — 10,4 a uZijeme vyjidieni pro Styfhybnost
P, a jeji hustotu p,

P. =% f 6. dV, p, =% O XI11(13.18)
Dostaneme tak (zvolime kc=1i)
M, = [ (xpr— xxpx) dv. XI11(13.19)
Zakony zachovani znadi, Ze platl
< Ma=o. XIII(13.20)

Prostorové komponenty
M= (= 5p) dV=1 [ (10 - 1O aV  XIIL(13.21)

pfedstavuji moment hybnosti pole.
PoloZime-li v XIII(13.19) x=k, A = 4, dospéjeme k rovnici

M =1 f %9 AV =ictP, XTI1I(13.22)

kde jsme zavedli ©., =3 (hustotu energie) a hybnost P, je urfena rovnici
XIII(13.18). Jelikoz M., =konst, je také

éka% dV —tP. =konst. XI111(13.23)
Zavedeme hustotu hmotnosti o= %/c?,; coz d4

;t f %0 dV=P,=konst, . XIT1(13.24)

jelikoz (dP./dt)=0.

Vzorec XI11(13.23) uruje, Ze celkova hybnost P, je rovna hybnosti hmotného
sttedu (difvéjsi ndzev — t87i§té). Rovnice XIII(13.23), popi. XIII(13.24) tak
vyjadfuji zndmou vétu o zachovani pohybu hmotného stfedu.

Zédkon zachovdni momentu hybnosti a zdkon zachovani pobybu hmotného
stfedu jsou tedy disledkem izotropie prostorocasu.

Tenzor XIII(13.14) miZeme rozdélit na dvé &asti

M., =Lay + Swav, XI11(13.25)
kde L., je ureno vztahem XIII(13.4) a druhy ¢len
| S = eo(Fusty — Fushy) XITI(13.26)
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pochazi od transformacnich vlastnosti étyfpotencidlu. (viz XI11(13.10)), a charak-
terizuje tedy vnitini neboli vlastni moment hybnosti pole (tzv. spin). Zatimco
¢leny L.y jsou obdobou vektorového soudinu [r, p]; resp. xpc — xp;, &len S,
zavisi pouze na poli samotném.
Vypodteme
Sus= go( AiFiea — AiFrs).

Po dosazeni z X111(4.13) dostaneme
Skm = iCSo(AkEl bt AlEk). XIII(1327)

Hustota vlastniho momentu hybnosti pole je tak urlena vektorovym soudinem
€l E, A], takZe celkovy spin pole (oznaéime je] ) bude

=g [[E,A]dV. | XII11(13.28)

Poznédmka: Déleni na tzv. orbitdlni a spinovy moment m4 historicky piivod a je
dosti fiktivni, jelikoZ smysl ma pouze celkovy moment. Kromé toho takové déleni
nen{ kalibra¢né invariantni.

XI1I.14 Nelinearni elektrodynamika

Pti odvozovéni Maxwellovych rovnic z variaéniho principu v &4dnku XII1.10 jsme
vychazeli ze Ctyfech postulats. Prvni tfi vyjadfuji invariantnost viiéi Lorentzové
transformaci, prostorové inverzi a kalibraéni transformaci. Ctvrty postulat
— linedrni rovnice nejvyS$e druhého f4du — ma charakter omezem na ¥ad a stupen
rovnic.

Opusténi tohoto étvrtého postuldtu umoziuje vytvofit relativistickou elektrody-
namiku, kterd ma nékteré zajimavé vlastnosti.

Linearita rovnic pole je nerozlu¢né spojena s platnosti principu superpozice pro
pole. Jak jsme jiz vicekrdt uvedli, Ize olekdvat narufeni principu superpozice
u dostatecné silnych poli. Naruseni principu superpozice se pak projevi v nelinea-
rité rovnic pole.

Elektromagnetické pole je charaktenzovano dvéma .invarianty (viz &lanek
XII1.8)

Ii=E*~¢*B?, I,=c(EB). XI1i(14.1)

Obé¢ veli¢iny jsou invariantni jak vi¢i Lorentzové, tak i kalibraéni transformaci.
Invariant I, je pravym skaldrem, zatimco I, je pseudoskaldrem.

Relativisticky a kalibra¢né invariantni elektrodynamiku Ize vybudovat tak, Ze
Lagrangeovu hustotu ¥ vezmeme jako funkei téchto dvou invariant

£=f(L, L). XTII(14.2)
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Pfipojime-li k tomu je§té pozadavek invariantnosti vii¢i prostorové inverzi, pak
z4vislost na I, musi byt sudou funkci, coz vyjddfime rovnici
F=f(L, B). XIII(14.3)

Hlavni potiz pti formulaci takové zobecnéné (nelinearni) elektrodynamiky je
v tom, ze nemdme Zadny univerzilni princip, jenZ by ndm umozZnil jednoznaéné
vybrat ze vSech myslitelnych funkci f(I1, I,) tu pravou. Zde nezbyva nic jiného nez
zkouSet riizné varianty a zkoumat disledky, k nimz vedou. Zavislost XII1(14.3) je
nutno volit tak, aby pro slaba pole pfechdzela v Lagrangeovu hustotu XIII(10.6),
jez vede k linedrnim rovnicim.

Zde stru¢né pojednime pouze o jednoduché varianté Bornovy—Infeldovy
nelinedrni elektrodynamiky (M. Born, L. INFELD, 1934).

Pravdépodobnym voditkem pfi volbé Lagrangeovy hustoty £ byla analogie mezi
relativistickym a nerelativistickym Lagrangidnem volné &éstice. Lagrangian Lo
volné relativistické Castice

) p3\ 172
Lo= mc? [1 - (1 —?) ] XITI(14.4)
pfechdzi pfi malych rychlostech v <c¢ na nerelativisticky vzorec
Lo=3mv>

Tento vzorec Ize formilné ziskat jako limitu vzorec XIII(14.4) pro ¢*—s .
Volnému poli jsme vztahem XIII(10.6) pfifadili Lagrangeovu hustotuy

Po= —4eoFF, =}eo(E? — ¢2B?). XIII(14.5)

: Bornova—Infeldova hustota
. 1/2
Lo e E2 {1 - [1 —é (E>— CZBZ)] } XII1(14.6)
0

pfechézi pfi Ej— o na XIII(14.6). Konkrétnéji pfi polich
E<E,, ¢B<E,, XI11(14.7)
lze v XITI(14.6) uzit ptiblizného vztahu (1—x)"?=1—x/2 pro |x|<1, co? vede
k XIII(14.5). '
Parametr E; — jak je vidét z limitniho pfechodu — méa tedy vyznam jisté
maximalni hodnoty pole. Tato interpretace se vyjasni dal§im vykladem.
Pfi nulovém magnetickém poli B =0 budeme mit

EZ 1/2 '
Fo=eoE} [1 - (1 _'1?) ] : XIT1(14.8)
0

Disledkem antisymetrie tenzoru F,, jsou rovnice XIII(7.1), které v daném piipadé
daji ‘
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rotE=0. XI11(14.9)

Pole E je potenciélni, a tudiZ
E=-Vo. XI11(14.10)

Pro nabitou &4stici s hustotou naboje o je nutno k XIII(14.8) pfidat ¢len —o@®,
coZ pro bodovou &astici o(r)=ed(r) da

E2 1/2
P = goF3 [1 - (1 ’E) ]— e®(r)5(r). XII1(14.11)
. 0
V Eulerovjch—Lagrangeovych rovnicich
o <_§£_> _3F_
ax,- 8(8,(15) a@
uzijeme E;=—3,®, takZe je
3 [3¥\ °dF
— (= )+=—===0. XI111(14.12
%, (aE,-) *30~0 (14.12)
Derivace .
A
= XI111(14.13
DJ aE] ( . )

uréuji vektor elektrické indukce D.
Rovnice XIII(14.12) pfepifeme pomoci vektoru D takto

3,0, =divD = ed(r). XII1(14.14)

Pro indukci D méame tedy zndmé feSeni pro bodovy néboj

er
= 4,
D Inr XI111(14.15)

Zavislost indukce D na intenzité E uréime z definiéniho vztahu XIII(14.13).
Vezmeme-li £ ve tvaru XIII(14.11), dospéjeme ke vztahu

&E
D =_—-———(1 - EOZ/E%)”Z , X111(14.16)

co? je ,.elektrickd analogie® vztahu p=mv(l— v2/¢?)"". Tato podobnost ne-
prekvapuje, jelikoz z XIII(14.4) plyne hybnost p = (3Lo/3 v)=mv(l—v?/c?)*—
a struktury Lo jsme fakticky pouZili ke konstrukci Lagrangeovy hustoty XII1(14.8).

Pii E < E, je D= &E, co? je standardni linedrni vztah mezi indukci a intenzitou.
V Bornové—Infeldové elektrodynamice je viak vztah D=D(E) nelineérni i ve
vakuu, coZ je typicky prvek nelinedrnich teorii.
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Obracenim vztahu XII1(14.16) dostanéme

E-—02 XI11(14.17)

D2
1+-2 )
& (1 8
Po dosazeni za D z X1I1(14.15) ziskdme zavislost
_ eif 1
Tdmeor (r*+ af)?’

XI11(14.18)
kde

e _\" XITI(14
a0 = ( 4MOEO) 11(14.19)
je charakteristickd veli¢ina rozméru délky. (Linedrni elektrodynamice odpovida
Eo = «, a tedy a0 = 0.) Elektrickd intenzita nabyv4 maximalni hodnoty v bodé& r=0
(sidle ndboje), a sice

E(0)= 5= E,. , XIII(14.20)

4ns
Tim je vysvétlen vyznam parametru F,. Na rozdil od line4rni elektrodynamiky, kde
intenzita bodového niboje diverguje pfi r =0, je v nelinearni elektrodynamice tato
veli¢ina konecnd.

Elektrostaticky potencidl vypoéteme z rovnice

(" __ e ® dx
@ = f E dr=7—— f et XIII(14.21)
Pfi r=0 je
e *  dx -
| ¢°“4n£oa0 , G+ X1I1(14.22)
Po dosazeni ciselné hodnoty
a =rL=1 854 XITI(14.23
1= o (1+x4)1/2— ’ > . )
ie
Bo=1,854 -—— y) X1I1(14.24)
TCano
Z Lagrangeovy hustoty
) EX\12 5 r?
Fo= R [1 (1 —E—o) ] 6oF3 [1 —W] XIII(14.25)

snadno urime tenzor energie-hybnosti. Podle defini¢niho vztahu XITI(12.1) je
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2P 3%
S = R . W
T]k ax,- a(aké) $0 T
coz da
Tu=ED,— %. XI1I1(14.26)

Energii pole uréime ze vztahu
é= I T44 d3r= "f go d3r.

S ohledem né stérickou symetrii %o polozime d’r =4sr? dr; po jednoduché tpravé

ziskdme rovnici
2

= XI11(14.27)
431:80(10

w= (17 o]

Ve vzniklém integrilu polozime x*dx=d(x*/3), a pak integraci per partes
dostaneme

kde
X111(14.28)

© x4
=% ——dx
az 3](; 1+ 5"

Opétovnou integraci per partes se pfesvédcime, Ze

= —1 f xd(1+ x4 =1, X111(14.29)
(1] -
kde a; je integral XIII(14 23).
Energii
1 &
== @ X1I1(14.30)
3 4neoao
odpovida hmotnost
0 8.1 _¢ XII(14.31)

c® 3 4meoaoc?’

Kdybychom tuto hmotnost pole ztotoZnili s hmotnosti elektronu m=9,1-107* kg,
dostali bychom pro a, hodnotu

a=1,14-10""m ‘
tadové shodnou s klasickym polomérem elektronu (viz ¢l. X1.6). Hodnotu maxi-

malniho pole Eo uréime ze vztahu XIII(14.20).
Obdobnym postupem upravime

XI11(14.32)

(3 (11 (12),

f Ty &r= XII1(14.33)

431:00
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coz s ohledem na XIII(14.29) da tzv. Laueho podminku stability
JTud®r=0. . XI11(14.34)

Dal3i rozvoj této teorie nema valnou cenu, jelikoZ vychozi lagrangian byl vybran
libovolné. Kromé toho teorie polni hmotnosti musi vychizet z pr1n01pu kvantové
teorie. '

Princip superpozice vylucuje rozptyl svétla na svétle. V kvantové teorii se miiZe
foton zménit na par elektron—pozitron. Interakce dvou fotond miZe probihat
,-zprostfedkované“ tak, Ze kazdy z fotoni se zméni na par elektron—pozitron a pfi
opétovné anihilaci t€chto part vzniknou dva nové fotony odlisné od ptivodnich. To
je kvantova interpretace rozptylu svétla na svétle. Forméalné tomu odpovid4 jisty
lagrangidn nelinedrni elektrodynamiky. Studium téchto otazek se- viak zcela
vymykd posléni této uéebnice.

XIII.15 Elektrodynamika s vy$§imi derivacemi

Lagrangeovu hustotu XIII(10.6) jsme sestrojili pomoci (kalibraéné invariantniho)
tenzoru elektromagnetického pole Fus =0.4s —3s4.. Rovnice pro potencidl o,
jsou pak rovnicemi druhého fadu — XI1I(4.8), popf. XIII(7.2). Obdobné tomu
bylo i v nelinedrni elektrodynamice u Lagrangeovy hustoty typu XIII(14.3).

- Z kalibratné invariantniho tenzoru F.s lze derivaci vytvofit kalibra¢né invari-
antni tenzor tfetiho fddu, a sice d Fag—(aFaﬁ/ax,,) Soucet Ctvercit komponent
tenzoru je lorentzovskym invariantem

OF,5 0Fog

= Invariant.
ox, ox,

Pfidinim tohoto &lenu (s vhodnou multiplikaéni konstantou) k Lagrangeové
hustoté XII1(10.6) dostaneme

OF: 9Fu , 1

P = —ieoFosFas — 5 €0A*
4C0L afft aff 4C0 axy axY c

e XIII(15.1)

kde multiplikaéni faktor jsme oznadili —€0A*/4. Z jednoduché rozmérové \ivahy je
vidét, Ze L mé rozmér délky.

Lagrangeova hustota XIII(15.1) je typu XIII(9 18), kde @k = .. Po provedeni
jednoduchych vypoctd pfi aplikaci rovnic XI11(9.20) dospéjeme k rovnicim

(1= A3, E = j,, XITI(15.2)
C&o N

jeZ jsou zobecnénim soustavy XIII(7.2).
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Ponévadz potenciél o, vyhovuje Lorentzové podmince XIII(4.9), je
8,F = 8,(8usdy — 8,5,) = ~3,3, 4 = —[14,. |

Misto XIII(15.2) miizeme psat zobecnénou rovnici pro potencidl
1 . .
(1- D)0 = ——j. XI11(15.3)
0

To jsou vychozi rovnice tzv. elektrodynamiky Boppa a Podolského (F.Borp,
B. PopoLsky, 1940).

Soustavu rovnic ¢tvrtého fadu XIII(15.3) pfevedeme na dvé soustavy rovnic
druhého fadu. Za tim icelem zavedeme oznadeni .

Ai=(1-210)A,, XII1(15.4)
w=-A04,, XIII(15.5)
ptiCemz identicky plati
A, =~ A, XIII(15.6)
Pro #',plati (nehomogenni) d’Alembertova rovnice
Ol = —218—0 A T XII(15.7)

a pro oy dostdvime rovnici Kleinova—Gordonova typu

1,
(O- ) sll= —— j. XIII(15.8)
C€o

Zde jsme misto délkového parametru A zavedli

. A
' K= XI1II(15.9)

Z potencidlu o, a «; vytvofime tenzory
Fu =0,54,—9,4,, Fj =03,.4"—3,4", XII1(15.10)

pficemz ve shodé s XIII(15. 6) je tenzor F,, elektromagnetického pole urcen

‘rozdilem obou tenzord

‘ F.=F. —Fl,. XII1(15.11)
Podobné miiZeme zavést Lagrangeovu hustotu £=%'-%", kde &', £" jsou
Lagrangeovy hustoty 'poli #,, ;. To pak umozZni zavést tenzor hybnosti T, =
T.— T . Tyto Gvahy vSak zde provddét nebudeme.

- Pfejdeme ke specidlnimu ptipadu statického pole bodové &istice (elektronu)

317



v dané teorii. Ve statickém pfipadé je (s =iD, ja=1ico =1iced(r))
V2o = -2 §(n), XITI(15.12)
"o A
(V2= 2?)®" = — % §(r). XII1(15.13)
Eo

S prvni z t&chto rovnic jsme se setkali v ,,obyCejné* elektrostatice, pficemZ feseni
ma znamy tvar :

&= XITI(15.14)
47\:807‘ ]
feseni rovnice pro @” je .
Pr=—Y_ e : XII1(15.15)
4neor

Podle XIII(15.6) tomu odpovid4 potencidl (viz téZ pfiklad 1 ke kapitole II)

&=——(1-e). XIT1(15.16)
471:80)‘

Tento potencial je koneény i v pocitku r =0, pfiCemZ

ex e
== . XIM(15.17)
P 4, 4meok (
Na vzdéilenostech »r> 1, tj.
r>A,

je potencial Coulombova typu
- _€
T dmeer

Snadno se pfesvédéime, Ze potencidl XIII(15.16) by v obycejné elektrostatice
vytvofil ndboj s hustotou
2
ex
=——c™", XIII(15.18
o(N =1 (15.18)
Misto bodového niboje a modifikovanych rovnic, napf. typu XIT1(15.3), mize-
me vzit standardni rovnice elektrodynamiky s modifikovanou proudovou hustotou.
To je mald ilustrace obecnéjsich souvislosti riznych variant zobecnéné elektrody-
namiky (nelinedrni, s vy$3imi derivacemi) s konven¢ni elektrodynamikou. Podrob-
nosti 1ze najit ve speciélni literatufe.’) :

17) Viz napt. J. KVASNICA: Vestnik MGU 16 (1956), ibid 20 (1958), Czech. J. Phys. B 10 (1960), 81,
ibid. B 10 (1960), 625, Trieste Sem. Proc. (1962), 181.
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XIII.16 Elektrodynamika s magnetickymi monopély

Postaveni rovnice divB=0 v sérii Maxwellovych rovnic jsme analyzovali jiz
v ¢lanku I.13. Tato rovnice vyjadfuje neexistenci izolovanych (samostatnych)
magnetickych ndbojii neboli magnetickych monopdli.

Aplikujeme-li na Maxwellovu rovnici (Faraday@iv indukéni zdkon)

3B
rotE+§—0

operaci div, pak s ohledem na vektorovou identitu div rot=0 maime
3

37 divB =0.

Odtud plyne, Ze div B =div B(r, t) nezévisi na &ase, i kdyz B = B(r, t) obecné na
Case zavisi. Je tedy

div B(r, )= *(r).

V porovndni s rovnici divD = néds opraviiuje interpretovat funkci o™ jako
hustotu magnetickych nabojg. Je-li tato funkce o™ déna, je tim urdena i div B ve
vech casech. Hustota magnetickych nibojii zde tedy vystupuje v roli jisté
pocdteéni podminky. Maxwellova rovnice div B =0 pak touto po&ateéni podmin-
kou vyluCuje existenci magnetickych ndbojii o™ =0. Celkovy magneticky naboj

g=fo™d’r XI11(16.1)

by tedy mél byti vzdycky roven nule.

I kdyz rovnice divB=0 je spolu se svymi disledky dobfe provéfena, nelze
vylou¢it existenci magnetickych nédbojd v jinych podminkach, popt. jejich vznik pfi
srazkach ¢astic. (Jako analogii uvedeme, e p¥i srdzkich dvou nukleoni vysokych
energii vznika fada novych &astic.) Vznik4 tak otidzka moZného zobecnéni rovnic
elektromagnetického pole na takové situace, kdy kromé elektrickych naboji
a proudd mohou existovat také magnetické ndboje a proudy. Prvni takovou
variantu elektrodynamiky vytvofil v roce 1931 P. A. M. Dirac; zde uvedeme
hlavni myslenky moderni verze této teorie.

Existuji-li magnetické ndboje (magnetické monopdély) s hustotou

0™=0"Y(r, 1), X111(16.2)
bude pfi jejich pohybu vznikat proud j™ magnetickych ndboji (magneticky proud)
‘ J™=j"(r, t). X1I1(16.3)

VeliCiny vztahujici se k magnetickym nabojiim a proudim budeme oznadovat
hornim uzitvorkovanym indexem (m).
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Je rozumné predpoklddat, Ze pro magnetické naboje plati zdkon zachovani, coZ
vyjadfime rovnici

3™ .
T-i—dlvl =0 XIII(16.4)
analogickou rovnici kontinuity
—aa—?+divi=0 XI11(16.5)

pro elektrické niboje a proudy.
Prvni sérii Maxwellovych rovnic

rotH —aa—'t’ =j, divD=p XIII(16.6)

ponechdme beze zmény, jelikoZ je tato soustava kompatibilni s rovnici XII1(16.5).
Piipomeneme si tento postup: Aplikaci operace div na prvni rovnici XIII(16.6)
dostaneme

.. 9 .o 00
divj= 3 divD = 3t
coz je rovnice XIII(16.5).
Druhou sérii

rotE+%t§=O, divB=0

je nutno modifikovat tak, aby byla kompatibilni s ptredpokladanym zdkonem
XIII(16.4) zachovéni magnetického naboje. Toho lze o¢ividné dosdhnout tak, Ze
polozime

3B

Y —j™, divB=po™. X111(16.7)

rotE +
Kompatibilitu téchto rovnic s rovnici XII1(16.4) p}ovéfime stejné jako u rovnic
XIII(16.6) a XIII(16.5).

Soustava rovnic XIII(16.6) a XIII(16.7) je hledana soustava rovnic elektrody-
namiky, v niz (kromé elektrickych nabojii a proudi) existuji také magnetické
naboje-a proudy. :

Viimnéme si nejdfive vlastnosti této soustavy pfi operaci prostorové inverze

- r'=-—r. Z 8anku IL.7 vime, Ze

D'=-D, E'=—E, H=+H, B'=+B, X111(16.8)
o'=+o0, i'=-I. XI11(16.9)
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Jelikoz pii operaci div se prostorovou inverzi r’=—r méni znaménko
(div’ = —div), plyne z XIII(16.7), Ze pro magnetické ndboje a proudy plati

0/ ™= — g I g o XII1(16.10)

Hustota 0®™ magnetického néboje je tedy pseudoskaldrem a vektor j™ proudové
hustoty magnetickych naboji je axidlnim vektorem. To jsou vyrazné odli§né
transformacni vlastnosti od elektrickych veliéin ¢ a j.

Soustava rovnic XIII(16.6) a XIII(16.7) ma fadu transformaénich vlastnosti,
z nichZ uvedeme pouze tyto: Soustava té€chto rovnic se nezméni pfi transformaci
(vzajemné ziméné)

E<sH, Do—B, 0w—0™, jesj™. " XII(16.11)

Z toho miZeme usoudit, co bude analogii Lorentzovy sily
f=oE +[j, B}, XI11(16.12)
resp. (pro bodovy naboj e)
) F=e¢(E+|[v, B)). : XI11(16.13)

Uvazime-li kromé XIII(16.11) jesté transformadni vlastnosti XIII(16.8) a XI-
11(16.10) vii¢i prostorové inverzi, pak pro hustotu f™ sily plisobi na magnetické
naboje a proudy v elektromagnetickém poli ziskime rovnici

™ =o™H - [j™ D]. XI11(16.14)
Pro bodovy magneticky naboj g (magneticky monopdl) je celkova sila
F™=g(H-[v, D)). XI11(16.15)

Pro magneticky naboj v klidu je F™ = gH, coz piedstavuje magnetickou analogii
sily F=¢E.

Prejdeme nyni ke kovariantnimu pfepisu rovnic elektrodynamiky s magneticky-
mi naboji. Rovnicim XIII(16.4) a XIII(16.5) ddme kovariantni tvar tak, Ze
zavedeme Ctyfvektor j, hustoty elektrického proudu

ju=(i,ico) XI11(16.16)
a Ctyfvektor g, proudové hustoty magnetickych naboji
9. =(J*, ico™). XI111(16.17)

Misto XII1(16.4) a XIII{16.5) budeme mit
3uju =0, 3.g.=0. XI11(16.18)

Podobné upravime rovnice XII1(16.6) a XIII(16.7). JelikoZ nyni neni divB =0,
nelze poloZit B =rotA, a tudiZ nelze zavést tenzor F,, =9,9, ~3,4,. V daném
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pfipadé budeme postupovat takto: Zavedeme antisymetricky tenzor

F,, =~—F,, XII1(16.19)

pfi¢em? komponenty F,, jsou stejné jako u tenzoru XIII(4.13), tj.
Fi;=1iE;, iE={(Fu, Fa, Fu), XI11(16.20)
F; = cewBi, cB=(F, Fs, Fi2). XII1(16.21)

Sousiavu XII1(16.6) pak pfevedeme do kovariantniho tvaru

3 F =22, XI11(16.22)
CEp
jenz je shodny s rovnicemi XIII(7.2) standardni elektrodynamiky. Tato formélni
shoda nepfekvapuje, jelikoZ soustavu XII1(16.6) jsme pfevzali beze zmény ze
standardni elektrodynamiky. Znovu vSak upozorfiujeme na rozdil, jenZ zilezi
v tom, Ze nyni neni divB =0, a tedy ani F,, =3, —3,%4,,.
Obdobné upravime soustavu XII1(16.7). Zavedeme tenzor G, = — Gy, v némz
je postaveni vektord E a B navzijem obricené '

Gy =—exEr, —E=(Gz, Ga1, G12), - XIII(16.23)

G4,-=£iBi ELBE(G“, Gz, Gas). XII1(16.24)
o 0

Pomoci tohoto tenzoru miizeme soustavu XIII(16.7) nahradit kovariantni
soustavou

3G =L XI1(16.25)
C€o

Mezi ob€ma tenzory F,, a G, existuje jednoduchy vztah, ktery je zfejmy pfimo
z jejich definice, a sice
i

G = 5 CauvFouv. XI11(16.26)

Tenzor G, je tak dudlni k tenzoru F,, (viz ¢lanek XII1.7). Rovnicemi XII1(16.26)
je tak modifikovana soustava XIII(7.6) Maxwellovy elektrodynamiky.

Reseni rovnic XIII(16.22) a XIII(16.26) Ize vyjadfit pomoci dvou potenciali
(N. CasiBBo, E. FERRARI, 1962), jeZ oznalime A,, B,

Fuv = auAv - aVAM + e,w,da,g BA. XIII(16.27)

Pti B, =0 se F,, redukuje na znimy tenzor Maxwellovy elektrodynamiky.
Potencidly A,, B, lze prekalibrovat

Al=A,+3,A, Bi=B,+3,I, XI11(16.28)
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aniz by se zménily tenzory F,,, G... Nyni jsou tedy dvé kalibraéni funkce A a I'. To
ndm umoZni zvolit tyto kalibracni funkce tak, aby potenciély A, a B, vyhovovaly
Lorentzové podmince

3,A.=0, 3.B,=0. XI11(16.29)
Misto XIII(16.22) a XIII(16.26) ziskdme rovnice pro pdtenciély
,—OA,=de _pg =9 XII1(16.30)
: CEo CEo

Elektrodynamika s magnetickymi ndboji ma fadu teoreticky atraktivnich prvk,
jeZ spocivaji v symetrii téchto rovnic. Magnetické monopély viak dosud (1982)
nalezeny nebyly. Nejsou-li magnetické monopdly, pak podle slov P. Diraca P¥iroda
nevyuzZila moZnosti, jeZ objevil ¢lovék pii matematickém popisu elektromagnetic-
kych jevii'®).

¥) P. A. M. Dirac: Proc. Roy. Soc. A 133 (1931), 60.

323



Resené ulohy

Ke kapitole 1

1. Vypottéte energii vzajemného pisobeni dvou elektrickych dipéh"i.
“Reseni. Dip6l p; sidlici v poéitku soufadnic budi v bodé r pole (viz I1(4.11))
1

EV =
4meor

s [3(pin)n — pi].
Interakéni energie s dipélem p» je —pE®, tj.

1
U= Treor [p1p2— 3(p1n)(p-m)}.

2R. Urdete siloéiry elektrického dipélového momentu. .
Reseni. Dipél orientujeme ve sméru osy z, pak podle 1(4.4) je

D=

dmear P OO &,

Radiélni (E,) a poldrni (E,) sloZky jsou

_ _3®_2pcosd __1o%_
- E'——ar— 4meor® ? r 89 4meor®’

Rovnice silodar (dr/E,)=(r d#/E,) mé feseni
r=Csin’?,
kde C je integracni konstanta.
"‘3. Vypoététe potencidl rovnomé&rné nabité kulitky s plosnou hustotou ndboje

n = e/(4na®). . o 5 ,
Reseni. Pouzijeme vzorce I(3.10) pro potencidl, v némz polozune r—r'|=
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(r*—2ar cos & + a®)'?, ds' =2na’ sin$ d¥, kde a je polomér kuli¢ky. Integraci
pak dostaneme

a? A 2
=2—Z;£z—r [(a*—2ar cos & + r*) [z = 2n£f,lar (a+r—la—r)),
e
4neoa’ (r<a),
e
= =a).
4meor ’ ( a)

Intenzity Ein=0, E;n= —e/(4mgor?) spliluji na rozhrani podminku 1(3.14).
2 -
Interakéni energie U=4% j nd ds =3

4dmeoa

4. Totéz pro kulicku rovnomérné nabitou s objemovou hustotou g =e/V, kde
V =4mna*/3 je objem kulicky.

Reseni. Pomoci vzorce 1(6.5) obdobnou integraci jako v.pfedeslém piikladé
dostaneme

3 e
T 54meoa’
e 3 7
O0) =z (57757) (=9,
e
¢(r)=4ﬂ£r’ ( /a)

15, Urdete rovnici silo¢ar elektrostatického pole vyfvof'eného soustavou bodovych

naboji leZicich na jedné pfimce. UvaZujte specidlni pfipad dvou ndboji ei, e; a

urdete rovnici silo¢ary, které vychdzi z niboje e;>0 pod dhlem a. Urlete

- maximalni {ihel amax, pfi némzZ silo¢dra vychazejici z naboje e; je§té konéi v naboji

e2<0. :

Refeni. Zavedeme cylindrické soufadnice r, @, z tak, Ze osa z je ve sméru
pfimky, na niZ leZi ndboje. Ze symetrie dlohy je vidét, Ze potencidl @ nezdvisi na
Ghlu @. Z rovnice silo¢ar

dr _ dz
(3®/3r) (8®/32)
plyne .
oP QP
Edz——a?_df—o. - (1)
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Z potencidlu
1 Y4
d>—4mo§A:eA[(z za )+, : (2)
kde za jsou polohy nédbojii, dostaneme rovnici silotar. Integraci rovnice (1)

provedeme metodou'integrujiciho faktoru u. Po vynasobeni rovnice (1) faktorem
p=u(r, z) mame

Mdr+Ndz?—u%?dr+u%—qr§dz=O. 3)

Z podminky integrability (9M/3z)= (8N/3r) mame

3 AP\ , ° 3P
3o ®

A% cylindrickich soufadnicich bude V?® =0 mit tvar (viz dodatek I)
8( 6¢)+_§_( a<1>)=0. 5)

2 (2= P 2=
dr\' 9r/) 3z \ 9z

Je vidét, Ze lze polozit u = r, coZ po dosazeni do (3) dé hledanou rovnici siloCar
S ea cos ¥4 = konst, (6)
A

© kde cos® =(z— za)/[(z— za)* + ]2

Pro dva niboje je e; cos #; + e, cos %, =konst. K uréeni konstanty vzememe bod
le¥ici v mistd ndboje e:. Pro tento bod je #:=m, takZe pro silodaru vychazejici

z naboje e, pod dhlem a bude platit e, cos #; + e, cos ¥, =e1 cosa — e. Oznadi-
me-li podil ndbojii g = ei/ez, pak je

g.cos® +cost=gq cosa— 1. N

Tato silod4ra vstupuje do naboje e, pod ithlem &, = f. Ponévadz odpovidajici thel
9, =0, pak z rovnice (7) plyne

cosf=gqcosa—q—1.
Uhel @ dostaneme z podminky =0, coz vede k rovnici

q+2
———q )

COS Omax =

6. Vypoc':téte elektrické pole vytvofené nekoneéné dlouhym linedrnim driatem
s konstantni hustotou % na jednotku délky.
Reseni. Drat necht ma smér osy z. Z Gaussovy véty § E ds =e/eo pak plyne

: 2ﬂ:rhE,=e/so, : (1)
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kde h je délka plasté valce. Z (1) plyne

o
" 2meor’

)

Jeliko? E, = —3®/3r, potencidl = @(r, z) bude

_ X
21eo

b = Inr.

7. Reste pfedeslou dlohu pro drit koneéné délky a vySetfete ekvipotencidlni
plochy vzniklého elektrostatického pole. :

Regeni. Drét necht lezi v intervalu —a <z <a, Je-li celkovy naboj roven e, pak
délkova hustota x =e/(2a). Potencidl ®(r, z) ur¢ime z rovnice

_ e a dZ’
o(r, Z)—8rr‘e(,a J-a [P+ (z' = 2]

Elementarni integrace vede k potencidlu

e
Eod

z+a+[(z+a)+r"?
z—a+[{(z+a)+ """

e} =
(r,2) e I |
K nalezeni rovnice ekvipotencidlnich pioch je vyhodné polozZit zi=z+a, 2=
z—a, Ri,=(r*+2732)"*=(x"+ y*+ z},2)">. Rovnice @ = C pak implikuje

ut+ Ry

S ——— C

22+ R:

Vezmeme-li v ivahu, Ze z; — zo = 2a, pak rovnici ekvipotencidlnich ploch zapiSeme
ve tvaru

R+ R;=2a % = konst.

Ekvipotencidlni plochy jsou tedy rotacni elipsoidy, jejichZ ohniska 'jsou v koncich
usecky. '

"8. Tenky vodivy drdt je stofen do kruznice poloméru a. Vypoctéte potencidl
@(r) v libovolném bodé prostoru. ’
Reseni. Oznadime-li line4rni hustotu niboje x = ¢/(2ma), pak potencial je
1 [ al’
d(r)=——¢ 2L
(r) 4me, "R ?
kde R = [{x - x'V+(y— y')?+ z*]"2. Kruznici jsme zvolili v roving z=0. Zavede-
me soufadnice x’, y’ bodl na.-kruZnici x'=a cosa, y'=asina a bodl vné
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kruZnice x=rsin® cosp, y=rsind singp, z=r cos?. JelikoZ element délky
kruznice dI’ =a da, bude

da
[r + a*—2ar sind cos(a — @)

¢(r ﬂ (p) 431:8 ]1/2 . ‘
S ohledem na symetrii dlohy staci uvazovat potencidl @ v roviné y =0, tj. ¢ =0.
Potencial budeme pocitat z rovnice

e 2% da

b= - .
8n’c0 Jo [r*+a*—2ar sin® cosa]'?

Zavedeme -dhel = a/2 a oznafime

A =[r*+a*-2ar sin¥]"?, k2=-A1-3 4ar sind <1,

¢imz pro potencidl dostaneme vyjadfeni

(M
kde _
[ dp
K(k)_J; (1 . k2 COSZ‘B)I/Z

je elipticky integral. Pro body na ose z (tj. #=0, r= z) se ®(z) vyjadii pomoci
elementarnich funkci

B(z) =7 (z*+a?) . 2

4:rre

Intenzita E, = —d®/dz je maximélni pfi z=a/V2.
Na velkych vzdalenostech |z|>a je

D(7)=

4ne z’

tj. kruznice ptsobi jako bodovy naboj.

9. Z kvantové mechaniky je zndmo, Ze elektron v zdkladnim stavu vodikového

P

atomu vytvafi oblak s rozdélenim naboje o = —eo(ma®)~* exp (—2r/a), kde e je
elementérni niaboj, a je Bohruv polomér (a=0,529-107'° m). Vypoltéte elektric-
ké pole atomu.

Reseni. Elektrické pole & vytvofené elektronovym oblakem budeme hledat
pomoci rovnice V>*@® = —g/¢,. S ohledem na sférickou symetrii hustoty ¢ se jedné
o rovnici
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1d do® e 2
_3d_;(r2 dr >=n£:a3 eXp(__a_’)' - @

Zavedeme novou proménnou yx = rP®, &imz dostaneme jednoduchou rovnici
Ty enp (-2
dr?” meoa’ P al’

¢(e)(r)= —4;200 [ (1 + ) exp (—%’)] . 2)

Potencidl @“(r) je koneény v bodé r=0 a ®(»)=0. Pfidime-li k (2) je§ts
potencidl eo(4meor)™! vytvoieny (bodovym) atomovym jadrem, dostaneme vysled-

né pole atomu
2r
neoa (1 + ) exp (—;) . 3)

Pii r <a je @(r)=eo/(4meor), coZ odpovida poli jidra. Na velikych vzdalenostech
r> a je pole jadra odstinéno elektronovym oblakem, coZ vede k exponencidlnimu
poklesu

z niz plyne

<D(r)—

D(r)= =

o (-2
4meoa P a)’

Interakéni energii elektronu s jadrem vypoéteme Z rovnice

3
U=eo o) d'r_ _ J 4r e dr;
4meor 4n goa’

elementarni integraci zjistime, Ze
e
4mea’

cozZ je interakéni energie dvou bodovych nabojl e, = +eo, e2= —e, ve vzdilenosti
r=a:

(107 Elektronové oblaky elektront v atomu helia popiSeme prostorové rozloze-

nym nabojem
__8e« _4r
o(r)= o ( a’) .

Vypocététe interakéni energii obou elektrond.
Reseni. V interakéni energii

4.‘!’58 J-R Q(rl)Q(rZ) & d3l'2
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poloZime r=|r—n|=(ri+ri—-2nr. cos®)?, &Eri=4nridr, d&rn=2nr
sin® d& dr. a prointegrujeme v mezich 0<d<mn, 0<r, ,<w, cos dd

U:.JE.J’ rlQ(rl) dr1 J- rZQ(rZ) dr2 f 12—1 2r1r2 Sin'ﬂ dﬁ.
EoJo 0 o
Integrél pies ¢ je roven R = (ri+r;~2rr; cos®)"?, coz po dosazeni mezi d4
' 2 -
Uz“g“ f 710(1‘1) dr1 f rzg(rz)[h +r;— ]r1 - I‘2“ drz.
0 Jo 0
Vznikly integral pies r, rozloZzime na soudet dvou integral
Jo=L+]
[] (1] r
Po provedeni vypoctu dostaneme

_ 5ed
l16meoa

11. Jakému rozdéleni naboji odpovidd potencidl ®(r) = e(4meor) ™! exp (—r/L).
- TotéZ pro potencidl ®(r) = es(4meoa) (1 + ar™) exp (—2r/a).

Reseni. Z potencidlu ®(r) vypoéteme intenzitu E, = ~d®/dr a pomoci ni tok
intenzity pfes kouli o poloméru r. Dostaneme tak

Hrrpem(-3)

Pfi r— = (tj. r> L) je tok nulovy, takZe celkovy naboj generujici dany potenciél je
nulovy. Vezmeme-li r—0 (tj. r<L), bude $ E, ds = e/g. V bod& r=0 tedy sidli
bodovy néboj +e, okoli je obklopeno atmosférou naboje s hustotou g = —g,V?®,
tj.

ffE ds_fE,r dQ =

o=-— L2exp( L) f4nrgdr-——e

Jde tedy o nasledujici elektricky neutralnl soustavu: v pocatku je bodovy niboj
+e, a ten je obklopen atmosférou ziporného néboje o(r) = —e(dnwL?r) " exp (—r/
/L) o celkové hodnoté —e. Pfi r—0 (r <L) je ®(r)=e(dmeor)™", co? odpovidd
poli bodového naboje.

Rozbor pro potencidl @(r)=e(4meoa) (1 +ar ') exp (—2r/a) je obdobny
Dostaneme, Ze v pocdtku r=0 sidli bodovy naboj +e, obklopeny spojitym
rozloZzenim zdporného niboje o(r) = —eo(ma®) ™" exp (—2r/a) o celkovém mnoZstvi
e = —eo. Toto rozloZeni niboje odpovida zdkladnimu stavu vodikového atomu (viz
piikiad 9).
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12. Odvodte rovnici 1(7.9).

Reseni. Jedna se o modifikaci Stokesovy véty § A dI = [ds-rot A na pfipad, kdy
misto skaldrniho soudinu je soudin vektorovy. Integrdl $[B xdl] Vynasoblme
skalarné konstantnim vektorem a. Postupné dostdvime :

aéBxdi=§laxB]-dl=[Vx[axB]-ds=
=[[a divB - (aV)B]-ds=—a[(ds-V)B,

jelikoz divB = 0. JelikoZ vektor @ je 1ibovoln3’/, je také
$§Bxdl=-f(ds-V)B.

13. Odvodte rovnici I(7.11). .
Regeni. Moment sil je roven souétu momentt elementdrnich sil. Tento moment

& je dédn rovnici
Q=§rx[FdIx B]=9§(Br)dl- F§B(rdl).

V homogennim poli B = konst je $B(r dl)=B [ds-rotr=0, jelikoz rotr=0. Je
tedy

R=94¢(Br)dl.
Stejnym postupem jako v pfedeslém piikladé dostdvame

$(Br)dl=—-¢$B xds,
takze je
R=FsxB.

14. Dokéazte, 7e vektorovy potencial 1(9.7) spliiuje kalibraéni podminku divA =
0:
Reseni. Polozime R=|r—r'|, j=j(r) a rozepifeme divA =0A:/0x;

de———fd%].ax'( )_ fd3 "‘ax (—)

Pomoci vektorové identity upravime integrand

L, 9 (1 __L_Qf_?+_a_<,1_ )
"ax;<R)‘ Rox 3x.\R7)"

S ohledem na rovnici kontinuity pro stacionarni proud (3ji/8xi)=0 je

=~ 3 = ~in rds’.
divA fax( )dr §R]

V stacionarnim piipadé je na rozhrani ji.— ja =0, proto je-li vné lé:tky fiielektri-
kum (j1n=0), je také joa=j.=0; povrchovy integrdl vymizi, proto je divA =0.
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&5’ Dokazte, ze vektorovy potencidl homogenniho magnetického pole B=
(0,0, B) Ize vzit ve tvaru A=%[B, r] nebo A,=-yB, A,=A,=0. Najdéte
kaljbra¢ni funkci f(r) mezi obéma potencialy.

Reseni. Spravnost se provéii pfimo z definice B =rotA. Pro kalibraéni funkci
(A’ A + Vf) plati ‘

) of of of
— = =1 _— = —_L
yB 2yB+8x’ 0=% B+8y’ 0= 3"

Je tedy f=f(x, y), pfiéemZ
_ _ 4
o~ B gp=xB
Reseni je f(x, y)= —4xyB.

16. Odvodte vzorec 1(9.9).

Reseni. Uzijeme vektorové identity rot(fa)=frota+[a, Vf] pro f=1/R,
a = j(r') je pfi derivacich podle r konstantnim vektorem. Po dosazeni rota =0,
Vf=—R/R? plyne 1(9.9).

17. Dokazte platnost rovnice 1(9.16).
Reseni. Vyjdeme z identity

o . . .
357 (xixij)=xiji + xijk,
1

pii jejiz uprave byla pouzita rovnice kontinuity pro staciondrni proud (3ji/3x}=0).
Integraci uvedené identity a uzitim Gaussova teorému dostaneme

. b4 a V 112 ! ! rer ! ! et !
f(x&],ﬁ+x,’c]$) &r'= a—x;(x.-xk]j) &r' = (x xi) d® =§x xijidsi.

Skaldrni soucin j; ds;=j’ ds'=j. ds’. JelikoZ na povrchu je normdlovd kompo-
nenta j,=0, je vztah 1(9.16) dokazan.

Ke kapitole 11

1. Pfedpokladejte misto lokalniho vztahu D(r) = eE(r) nelokélni (funkcionalni)
zavislost

D(r)=JK(|r-r'DE(r') &*r'
a prozkoumejte odpovidajici zmény pro elektrickou intenzitu E a potencial .
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Reseni. Substituci r — r' = R budeme mit
' D(r)= [K(R)E(r— R) &R. (1)

Slozky vektoru r oznadime x;, sloZky vektoru R budou X.. Hlavni piispévek da
malé hodnoty R=|r—r’|, proto uZjeme rozvoj
- aE 3’E
E(f R)=E(r) +2XXk ax SXk

Po dosazeni do (1) dostaneme

(o _a_EJ' : 2p, 1 OE
D\")—koE(f Sx,- )(,K(R) d R+2ax]axk

f XX.K(R) R.
S ohledem na izotropii K(R) je

JXK(R)dR=0, [XX.K(R)dR=16,[R*K(R)dR
Zavedeme oznadeni

e=ko=[K(R)d’R, k=% [R?’K(R) R, ri=—ki/ke.

Je tedy .
D(r)=¢e(1 - riv?)E(r) ; ' (2)

a rovnice divD = g implikuje
(1-r3v) divE=2. 3)

Z rovnice rotE =0 vyjidifime potencidl E=~-V®, coz d4 modifikaci Laplaceo-
vy—Poissonovy rovnice

(1- V)V = —§ . 4)

Snadno se presvédCime, Ze pii ¢ =0 m4 rovnice (4) part1kularn1 feSeni r™' a
r~* exp (—r/ro), z nichZ sestrojime feSeni

e r
¢(r)—4n " [1— xp( ro)] &)
konecné pfi viech r. V bod€ r=0 je
20 )_4n£ Fo

a pfi r> ro pfechézi (5) v Coulombiiv potencial.

Z rozptylu ¢&islic lze usoudit, 7e Coulombilv zdkon plati a7 do vzdilenosti
r=107" m, proto oblast nelokalni vazby je r,<10™" m

333



2. Provedte odvozeni rovnice I1(6.11).
Reseni. Z definice 11(6.10) plyne

d%*=d%F — &E dE — yoH dH— P dE — E dP — uoM dH — uoH dM.

Ve vyrazu 11(6.9) pro d¥ dosadime dD =g, dE+dP, dB = po dH + po dM; po
jednoduché dpravé dospéjeme k I1(6.11).

3. Experimentilné je dokézéno, Ze magnetické pole nepronika do supravodice.
Ptedpoklidejte, Ze v supravodici plati Londoniv vztah rotj = —A*H mezi polem H
a supravodivym proudem j, a ukaite, Ze tim lze vysvétlit uvedené chovéni
supravodi¢l v magnetickém poli.

Reseni. Rovnici rotj= —A2H budeme pokladdat za materidlovy vztah pro supra-
vodide (misto obvyklého j=yE). Vztah mezi j a H nemiiZe byt algebraicky, jelikoZ
j je polérni vektor a H vektor axidlni (viz &l. IL.7), proto se voli diferenciélni vztah.
Maxwellova rovnici (pro staciondrni proud) rotH=j pokladime platnou
i v supravodiéi. Aplikujeme na tuto rovnici operaci rotace a uzijeme Londonova
vztahu; po jednoduché tpravé dospéjeme k rovnici

VPH-A*H=0.

V jednorozmérném ptipadé (d*H/dz®)—A’H=0 md rovnice feSeni ubyvajici
s hloubkou exponencidlné H = H, exp (—Az), &im? se vystihuje uvedené stinéni
magnetického pole supravodiCem.

4. Molekuly latky maji vlastni dipélové momenty (tzv. polérni molekuly), jeZ
jsou orientovany chaoticky, takze vysledny dipélovy moment (a tedy i polarizace)
jsou rovny nule (p¥i vnéj§im poli E = 0). Vnéjii elektrické pole natdci tyto dipdly
do sméru pole a vytvéii tak polarizaci prostfedi. Uréete polarizaci P prostfedi.

Névod : uréete nejdiive stfedni dipslovy moment jedné molekuly do sméru pole.

Redeni: Znama barometricka formule pravi, Ze hustota &astic se méni v zdvislosti
na potencilni energii U podle vztahu n = no exp (= U/ks7), kde ks je Boltzman-
nova konstanta a 7 absolutni teplota. V daném ptipadé elektricky dipél p ziskd
v poli E potenciélni energii U = —pE = —pE cos®, kde ¢ je thel mezi smérem

" pole E a dipélem p. Pocet molekul dN, jejichZ dip6ly budou orientovany do
prostorového dhlu dQ=2nsin¢ dd, bude imérny vyrazu exp (pE/
/ksT)-sin® d@. Odtud plyne, 7e pravdépodobnost dw(i#) toho, Ze dipdl bude
svirat se smérem pole thel mezi ¢ a ¢ +dd, je

dw() =—é— exp (A cos ) sin¥ dd, 1)

kde
»
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aZje normovaci faktor uréeny podminkou f ndw(0)= 1, tj.
0

e . 1 i
z_LemwAammsmﬁd0=I@L—eu. 3)

Slozka dipdlu p do sméru pole je p cos®. Stfedni hodnotu vypoéteme pomoci
pravdépodobnosti (1)

(cos ) =L cos ¢ dw(ﬁ)=—;—f cos ¥ exp (A cos#) sind d¥d.
0

Z vyrazu (3) je vidét, Ze (cos?) se dd vyjadfit pomoci Z takto

(cosﬁ)=é—%=%’lnz. €))
Jednoduchym vypoctem dostaneme
‘(cosﬁ)EL(k)EcthA—%. (5)
Zavislost L(A) se nazyvd Langevinovou funkci.
Polarizace P je pak
P=np {cos®) =npL(A), (6)

kde n je pocet molekul v objemové jednotce. Vzorec (6) uréuje zdvislost P na poli
E a teploté J. Pro pole a teploty vyhovujici nerovnosti

=PE _
Y g <! )

je
__PE_
a tudiz
P= EoﬂE,
kde susceptibilita
. 2

=_np
% kT

5. Magnetické momenty I paramagnetickych molekul jsou (v nepfitomnosti
magnetického pole) orientovany chaoticky, takze pfi H =0 je i magnetizace M = 0.
Vnéjsi pole H orientuje dip6ly do sméru pole a vytvaii nenulovou magnetizaci
prostfedi. UrCete magnetizaci latky.

Névod. Magneticky dipdl ziskd v poli H energii U= —uIH = — poMH cosd.
Postupujete jako v piedeslé dloze (JIN] = .4).
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Reseni. Fakticky se jednd o zdménu veli¢iny A z pfedeslé dlohy veli¢inou

_Mo./%H
A 0T

Magnetizace M bude
= nML(A).
Pii A <1 (slaba pole a nepfili§ nizké teploty) je L(A)=A/3, a tudiz
M=xH,
kde susceptibilita paramagnetika
2

je urCena zndmym Curieovym zdkonem.
Ziskané vysledky je nutno modifikovat s ohledem na kvantovani magnetického
momentu. Podle kvantové fyziky je

M= mMo, (2)

2 Xz

kde m=j, j—1, ...—] je magnetické kvantové ¢islo a j je kvantové &islo momentu
hybnosti molekuly. Podobné je i energie U, = —muoMoH. Veliina

Wn =7 exp (Bm), ©)
kde
=g ®

uréuje pravdépodobnost toho, Ze primét magnetického momentu do sméru pole
bude mAlo. Normovaci faktor 1/Z je uren podminkou

i

_w,,.=1,
odkud plyne
= ¥ m SR +DB
2= 2 " ="0ap) )

Vznikly soucet jsme vypocetli podle vzorce pro souet geometrické fady.
Stfedni magnetické &islo (m) se vypodte ze vztahu

(m)= mem—z dp < Z o,
tj.
(m)=——an | | (6)
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Stfedni magneticky moment molekuly (M) = (m )M, a magnetizace

d
M=ndlo 3510 Z. (7)

' 2
Pro B <1 vyjde Z=(2j+1) [1 +€-j(j+ 1)] a odtud susceptibilita

M3
X—;;: o‘OJ( +1)

6. Zopakujte si elementarni predstavy o pohybu elektronii v kovech a odvodte
vztah pro mérnou vodivost kovu.

Re_§eni. Elektron se pohybuje pod vlivem sily eE a ,tieci sily — Av, takZe
pohybova rovnice je -

. v
mv+m—==¢E.
T
(Koeficient odporu Am =1/7.) Rovnice m4 stacionarni feeni
v=—E.
m

Proudovd hustota elektrondi j=nev=ne’tE/m, kde n je hustota elektrond.
Srovnanim s Ohmovym zdkonem j= yE ziskdme mérnou vodivost

ne’t

m

Y =
Z hodnot mérné vodivosti kovii dostaneme pro 7=10""s,

7. Elektrony v atomu jsou pod vlivem &asové proménného elektrického pole
E =E, exp (—iwt). Tim se indukuje elektricky dipélovy moment. PouZijte této
pfedstavy k uréeni frekvenéni zavislosti €= e(w) permitivity prostiedi.

Reseni. Oznadime-li r vychylku elektronu pod vlivem sily ¢E, pak z pohybové
rovnice mF = eE, exp (—iwt) ziskdme feseni

[4
mw

r=—-—s;

Dipdlovy moment er vyndsobime hustotou elektronii n, ¢imZ dostaneme polarizaci
P = ner

2
ne

P= —— E=uxgE;
me
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susceptibilita » souvisi s permitivitou & vztahem

2

2
® ne
e=¢g(l+%)=¢ (1——w§), wi=

MEg )

8. Vylepsete pfedchozi model tak, Ze elektron kmitd v atomu s viastni (kruho-
vou) frekvenci w,, zapoltéte také vliv ,.tfeci sily* (disipativni procesy).
Reseni. Pohybova rovnice elektronu bude '

mF=—mIv— mwir+ eE, e **, )

Vynucenym kmitdm elektronu odpovida feSeni r=a exp (—iwt), a tudiz F=v=
—iwr, F=—w?r. Z rovnice (1) pak ziskdme feSeni

r=—————E.

wi—-w*—iol

Po vynéasobeni dipélového momentu er hustotou elektronu dostaneme polarizaci
P = ner = ngoE. Susceptibilita

ne’ 1

)= e 0= @7 =TT | - @

a tedy i permitivita

€(w)= e[l + x(w)] (3)»
jsou komplexni. Veli¢ina w, definovand vztahem
2_ ne’
wi=2% @)

se nazyvd plazmovou riebo Langmuirovou frekvenct.
V piipadé vétiho poctu vlastnich frekvenci we; a utlumovych koeficientd I se
(2) a (3) snadno zobecni na tvar

§i—w?—iowl;

e((u)=£o‘[1+w§2i~a;3——fi—] , | 5)

kde fi=n/n je tzv. sila oscilatori.

9. Atom se naléza v harmonickém elektrickém poli E = E, exp (—iwt) a slabém

homogennim magnetickém poli B. Urlete tenzor polarizovatelnosti atomu. Po-
uzijte stejny model jako v iloze 8.
Reseni. Pohybova rovnice elektronu bude

mi = —mwsr — mI'v+ eE + e[v, B].
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Reseni budeme hledat ve tvaru r = a exp (—iwt); jednoduchym vypocétem dospé-
jeme k rovnici

m(wi— o’ —iol)r=eE —iew(r, B]. 6))
JelikoZ pole B je slabé, miZeme r najit iteraci. Pfi B=0 je

_ eE
m(wi—w’*—iwl)’

Tuto hodnotu dosadime do vektorového soudinu [r, B] v rovnici (1). Dostaneme
vylepSenou hodnotu
re eE | _i we’[E, B]
m(wi—w’—iol) " m*(wi-w*-iel)’

Slozky dip6lového momentu atomu ex; = p; dostaneme tak, ze vektorovy soudin
[E, B] rozepiSeme do slozek [E, B} = eE;B.. Vysledkem je rovnice
pi = BiE;,
kde tenzor polarizovatelnosti
B, = e? S5 — iwe’e;u By
" om(wi-0’—iwl) 7 m*wi-o’—iel)’

10. Pro elektrickou susceptibilitu byla zji$téna frekvenéni zavislost

HoWd . HoWolw
0+ wd  o*+od’

#(w) =

kde #0=%(0) a wo>0 je konstantni parametr. Zjistdte, jaké informace miizeme
z toho ziskat o korela¢ni funkci K(t) vyskytujici se v rovnici 11(4.32).
Reseni. Frekvenéni zdvislost susceptibility je urena rovnici

_[ : ___%oWo .
#(w) ——L K(7) exp (iw7) dr——————w2+ pee (wo+iw).

Jednoduchym vypoctem se piesvédéime, Ze tomu vyhovuje funkce

K(7) = %owo exp (— wot).

Ke kapitole III

1. Néboj je v prostoru roziozen periodicky s hustotou o=
0o cos(ax) cos(By) cos(yz), a vytvafi tak prostorovou miizku. Vypoététe elek-
trické pole vytvofené touto miizkou. '
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Reseni. Jelikoz trigonometrické funkce se po dvojnasobné derivaci ,,regeneruji*,
budeme hledat fe§eni ‘Laplaceovy—Poissonovy rovnice £V>® = —go cos(ax)
cos(By) cos(yz) ve tvaru @ = A cos(ax) cos (By) cos(yz). Po dosazeni a porovnani
dostaneme '

@ = o oy 0s(ax) cos(By) cos(r2)

2. Rovina z =0 je nabita s plo§nou hustotou 1 = 1 sin (ax) sin (8y). Uréete pole
vytvofené touto rovinou a provedte rozbor. Reste obracenou tlohu: ze zadaného
potencidlu uréete rozdéleni plo§né hustoty.

Refeni. Refeni rovnice V*® =0 budeme hledat ve tvaru ®(x,y, z)=f(z)
sin (ax) sin(By). Pro f(z) pak plyne rovnice f’(z) — A%*f(z) =0, kde A = (a*+ %"~
Partikuldrni feSeni jsou

fz)=Ae™, (z>0),
f(z)=Belz’ (Z<0)'

Ze spojitosti na rozhrani z = 0 plyne B = A. Z hraniéni podminky Ei, — E2n = 1)/¢0,

tj.
oY 3P n
—(Z= == = 1
(aZ)z=+0+ (32 >z=-—0 Eo ’ ( )

dostaneme 2AA =1, takZe je
(e =2ﬂ% e~ sin (ax) sin (By). 2)

Exponencidlni pokles podél osy z je zpisoben tim, 7e rovina z =0 obsahuje
naboje obou polarit, ¢imz dochézi k odstinéni obou naboji.

Pfi feSeni obricené dlohy vyjdeme z feSeni (2) a pak pomoci hraniéni podminky
(1) urtime ploSnou hustotu. Vyjde 1 =1, sin (ax) sin(ay) ve shodé s piimou
dlohou.

3. Nenabita vodiva koule poloméru R je vlozena do vnéjsitho homogenniho pole
E,. Urcete pole kolem koule a rovnici silo¢ar. (Viz téZ iilohu 8.)

Reseni. Potencidl @ zapiSeme ve tvaru souétu @ = @o+ B,, kde Po=—Eor =
—Eor cos# je potencidl vnéjsiho pole E; a @; je potencidl vytvofeny pfitomnosti
vodivé koule. Potencidl @, nidm poslouZi jako asymptotickd podminka v
nekoneénu J '

@D =—Forcos?, (r— ). 1)

JelikoZ potencidl nebude zéviset na Ghlu @, budeme hledat feSeni Laplaceovy
rovnice V2 =0 ve tvaru
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o(r, ) =E-(;’—) cos B @)

Pouzijeme-li pro V* vyjadfeni (@ nezévisi na @)

109 ] 1 3 /(. 3
2 i 2 _¥ — = .
v o (r ar) + r?sind 3¢ (smﬁ 819) ’
ziskdme pro u(r) rovnici
r? @—2u=0 ' 3)
ar* ’

To je rovnice Eulerova typu s feSenim u =r®. Dosazenim do (3) dostaneme
a’—a—2=0, takze feleni je

&(r, )= <C1r+%> cos 8.

V nekoneénu (r— ) ma platit (1), takZze Ci=—E,, a tudiz

Na povrchu vodivé koule (7 = R) je potencidl @ konstantni; zvolime-li ®(R, #)=
0, pak E.R — (C:/R?) =0, takZe je

R3
&(r, #) = — Eor (1 “‘F) cos 9. @)
Clen
. 3 3
P, = E‘;I} r cos =—1§3— (Eor) _ (5)

je polem elektrického dipélu p. Srovndnim se vzorcem

__pr
¢1 - 47580"3

dostaneme elektricky dip6lovy moment koule

p =4nR%e VE = 3¢, VE,, o (6)

kde V je objem koule. Plo$nou hustotu naboje uréime z rovnice
n=—=& (&) = 3€oEo cos . (7)
ar r=R

Celkovy naboj e je roven pochopitelné nule, jelikoz
e=§n ds=j 1 2rR*sin® d¥ =0.
(]
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Z potencidlu (4) uréime pole E vné koule

E, ——§2—(1+2R )Eocosﬂ, (8)
or
100 R’ .
Eﬂ——;@_—(bﬁ) Eosin®. (9)
Rovnice siloktivek
dr _rdd
dE, " E,
se pomoci (8) a (9) pfevede do tvaru
g-1 cost o 10
Ee+2) ¥ sing 900 (10)

kde E=r/R. Vzhledem k separaci proménnych je (10) dplnym diferencidlem
dF(E, 8)=0. Funkci F(, #) najdeme tak, Ze poloZime

cos? d
nd-ds Insin,
-1 38 “1]_1 d ln(§3+2>
E(B+2) 2[E3+2 &1 2d& b3 ’
coZ da rovnici siloCar “
& raea— T 2.
Eil- Csin’ % = C[1 - (Eon)?], (11)

kde n=r/r je jednotkovy vektor ve sméru priivodice.

“4. Nenabity nekonecné dlouhy vilec poloméru R se nachdzi v homogennim
vnéjsim poli E,. Urcete vysledné pole vné vélce pro pnpad kdy E, je kolme k ose
vélce.

Reseni. Postup je obdobny jako v pfedeilé dloze. Potencial @(r, @) budeme
hledat metodou separace proménnych

D(r, @)= u(r) cos @. 1
V cylindrickych soutadnicich r, ¢, z je (P nezdvisi na z)

12 1 &
2,20 (, 8 L
V%rar( ar>+r28q>2'

. Z rovnice V2@ =0 pak ziskdme pro u(r) rovnici Eulerova typu
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Z partikuldrnich feseni u = r*' sestavime obecné feseni
@(r, @)={(ar+ br ') cos ¢.
Pfi r-» o musi byt @ =—E,r cos @, a tudiz

D(r, )= —Eor (1 __lrng) cos @. | 2)

Potencial je normovan podminkou P(R, ¢)=0.
Intenzitu E vypodteme z rovnic

AP R?
E = —a——Eo (1 +?) cos @,
13 R?
E,= - Py ~E, (1 -—r—) sin @.
Rovnice siloCar
hl dq1 hz dQZ
E, E,

v cylindrickych soufadnicich (gi=r, hy= I, q2= @, ha=r) ma tvar

g -1 COSQ
E(E*+1) §+smqy dg=0,

kde & =r/R. Rozkladem na parciélni zlomky

-1 28 1
EE+1) E+1 &

dospéjeme k rovnici silodar
r R .
(R +7) sing = C.

5. Dva stejné bodové ndboje e, = e, = e jsou ve vzdjemné vzdalenosti h v tvrdém
dielektriku s permitivitou ¢. Naboje jsou ve stfedech malych dutin poloméru a.
Najdéte sily plsobici na ndboje.

Reseni. Jeliko? dutina j je mald, pole v ni Ize poklddat za homogenni s intenzitou

3¢

E_25+£‘

05

kde Eo=e/(4mea®) je homogenni pole v okolf dutiny. Sila F= eE je pak rovna

__3 e
2e+ g5 dma®’
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‘6. Dva tenké koaxidlni paralelni krouzky poloméri a, b jsou rovnomérné nabité
naboje e, e;. Vzdalenost mezi rovinami krouzki je h. Najdéte interakéni energii U
krouzkd a plisobici silu F. Mezi krouzky je vakuum.

Reseni. Interakéni energii vypoteme ze vzorce

_ 1 %1%2(111 dlz
U‘4m§§ R M

kde # =ei/(2na), we=e/(2nb), =~ dli=a da, dl,=b da,, R=
[A2+ a*+ b*—2ab cos (a1 — 02)]%. Po dosazeni do (1) nejdfive provedeme inte-
graci pfes 0<a,<2x, pak zavedeme novou proménnou xt —2a = o;. Vysledek
integrace pfes o je vyjadfen rovnici

€.
U= (e KR, @
kde , ‘
k _ 2(ab)1/2
“[F+ @+ b7
a

) /2
K(k) = J' (1- K sin?a) " da
0

je elipticky integral prvniho druhu.
Silu F urime ze vztahu

o _3U__aUsk
3k~ ¥k oh’
Pfi dpravé uZijeme vztahu
dK(k) E(k)
2 = —
2K dxk? "l_kz K(k)’

kde
/2
E(k) = f (1- k2 sin’ @) da
1]

je elipticky integral prvniho druhu. Jednoduchym vypoétem dospé&jeme k rovnici -

- elezhk3 E(k)
- 16mPeo(ab)*? 1 -k

Ve specifickém pfipadé b =a na malych vzdilenostech h<a je 1—k*=h?/
/(4a*), coz da

. €&e
_4ﬂ2€00b )
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Na velikych vzdilenostech A>a lze pouzit k=2a/h, &imz dostaneme

€162

—~

=4J'C80h2 ’

coz je vzorec pro silu mezi dvéma bodovymi naboji es, e: ve vzajemné vzdilenosti 4
mezi naboji.

7. Najdéte pole bodového ndboje v anizotropnim nepyroelektrickém prostfedi
(Do,' = O)
Reseni. Bodovy niboj v poddtku soufadnic ma hustotu o(r)=ed(r). V rovnici

- divD = (3D:/3x;) = ed(r) zavedeme D; = gxE; = —€x(d®/3x:), coz d4 modifiko-

vanou Laplaceovu—Poissonovu rovnici

N 3*P
* 3x:0xx

= —ed(r). : 1)

Soufadné osy x, y, z vezmeme ve sméru hlavnich os tenzoru &, takZe je

P P
(6 @ 3)
£ + € +¢
dx? dy? 3z?

=—ed(r). @)

Zavedeme nové proménné
x=EVe®, y=qVe®, z=(Ve®
a uzijeme vztahu |a|8(a&)=6(&), éimZ pfevedeme (2) do tvaru

’P P 3P ’
38 o T "[_8—(56(28)_8(3)]‘175 8(8)6(n)8().

Vznikld rovnice se formdlné shoduje s Laplaceovou—Poissonovou rovnici pro
potencial bodového néboje v izotropnim prostfedi s tim rozdilem, Ze misto ndboje e
je zde ndboj e’ = e[ePe@e®] 2, Redeni

el
D= (B2 2+ F2) 12
i &+ )
Ize pomoci definiénich vztahti upravit takto
2 . 2 2 5-1/2
€ |xXx . Y 2
Q= dnle|” [8(1)"' ROk e‘”] :
Veliina |e| = ePe@e® je determinant tenzoru g;. Vyraz (x*/e®) + (y*/e®) + (2*-
y y

/e®) se d4 v libovolné soufadné soustavé zapsat ve tvaru (¢ 7');xx;, kde (e7'); jsou
slozky inverzniho tenzoru, takze feSeni je

(D=Z€J.E [|5|(8‘1)i,-x,-x,-]‘“2, . ) (3)
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V piipadé prostorové rozloZeného ndboje bychom misto (3) pro potencial ¢
pouzili rovnice

= o(r) d&r .
® f Mel(e XX 17 )

kde R=r—-r', X;=x;—x!.

(‘-8/ Dielektrickd koule se nachdzi ve Vne]sun elektrickém poli E,. Urete pole
v dielektrické kouli.

Reseni. Veli¢iny uvnitf koule budeme oznadovat indexem i (internal — vnitini),
vné koule indexem e (external — vnéjsi). Na zdklad& stejné argumentace jako
v tloze 3 zapiSeme potencidl vné koule

P = —(Eor) + A —(E;‘;’ ).

W ey

Prvni ¢len je potencidl vnéjSiho pole, druhy &len pfedstavuje zménu potencialu
vyvolanou pfitomnosti dielektrické koule. Pole uvnitt koule popiSeme potencidlem

dj(i). = _B(Eor)

Ze spojitosti potencidlu a normdlovych komponent indukce na rozhrani r=R
ziskAme rovnice

. E(i)=E0 (1_%) ,

i e 2A
po-c (1+24)
Vyloufenim A z poslednich dvou rovnic dostaneme :
D? 4+ 2e9E® =3¢9F,. (1
Polozime-li D®= ¢®E®, pak
: 3@
O=gzo 10 Ev @

9. Nekonecné dlouhy dielektricky vélee je vloZen do vnéjsiho homogenniho pole
kolmého k ose vélce. Vypoltéte pole uvniti valce.
Reseni. Stejnym postupem jako v piedeslé iloze dosp&jeme k rovnici

D(i) + e@E® = 2£(°)Eo,
popf. po dosazeni D® = ¢®E® zjskdme intenzitu

2e@

Eo=—25
01 ¢®
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Pii vnéj$im poli E, paralelnim s osou vélce mdme

E(i) = Eo.

10. Dielektrickd koule poloméru R m4 spontanni indukci D, (pyroelektricky
krystal). Uréete pole vytvofené ve vakuu touto kouli.
Regeni. Jedna se o specialni p¥ipad dlohy 8. V rovnici (1) této tlohy poloZime
E;=0, coz di
’ 26,E?=—-D®. 1)

Pole uvnitf je tedy homogenni, pfi¢emz D a E jsou spojeny vztahem (1).
Pouzijeme vyjadfeni D; = Dq; + exEx, jei ve spojeni s (1) da vztah

(2806,‘k + Ejk)ESci) = "DOj- (2)

Vybereme soufadny systém ve sméru hlavnich os tenzoru &. Pro pole uvnitf
dielektrika (i-internal — vnitini) je
4 Da,

EP= Y
¢ 2e0+€?’

(3)
kde £ jsou hlavni hodnoty tenzoru g. .

Zavedeme-li polarizaci obvyklym vztahem D = gE + P, pak P;=D;—&kE;; v
kombinaci se vztahy (1) a (3) dospéjeme k rovnicim

P,=~3gE® P=-3gE®, 4)
3¢
P; =5§f§9—@ D;. ) .

V posledni rovnici se na pravé strané nesecitd pies j.
Vnéjsi elektrické pole E® je polem elektrického dipélu p = PV, kde V= $nR?
je objem koule. Potencidl @ se vypoéte z rovnice

pr
43'[80"3

d©@ =

a z n&j uréime elektrickou intenzitu E® = —V®®. Vysledny vztah udévé rovnice

E®= 5 [3(Pn) -~ P],

4m~:

v niz n=r/r a vektor P je uréen rovnici (4).
11. Ve stfedu homogenni izotropni dielektrické koule s permitivitou & se
nachézi bodovy néboj e. Koule je obklopena homogennim izotropnim dielektri-

kem nekoneénych rozméri (s permitivitou &,). Najdéte vektory elektrické intenzity
a indukce, jako? i povrchovy naboj na rozhrani obou dielektrik.
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Reseni. S ohledem na izotropii prostiedi se Laplaceova—Poissonova rovnice
redukuje na obyéejnou rovnici

1d (r dd’) 0
P dr dr £’
V okoli koule (prostfedi 2) je ¢ =0, v prvnim dielektriku je ¢ = ed(r), takZe se

jedna o feSeni rovnic

d (ad _
dr(r dr)_o’

1d 1
-—Zd— (r dr>= —'El' e6(r).

Prvni z téchto rovnic ma fesSeni

Cze
431:827‘ )

Dy(r)= 1

Vnéjsi potencidl je normovin podminkou @(x)=0. Potenmal @, bude opét
potencidlem bodového naboje, tj.

C.. (2)

¢151(r) = i

Konstantu C,; nelze poloZit rovnu nule, jelikoZ jsme jiz normovali @.
Intenzity E,, E, a indukce D;, D, budou

— - e —
Ei=E. = 4re,r?’ E:=Eu=C 5 4neo

Dy=Dy,=¢eE:.,, Dy=D, = &E,..
Ze spojitosti normalovych komponent D;, — D,, =0 na rozhrani r = a plyne
‘ C=1.

JelikoZ na rozhrani nejsou volné naboje, bude potencidl spojity. Z podminky
@,(a) = &,(a) dostaneme
e (/1 1
G -—4750 (52_ 81) ’

e 1 1
O =gt e (s—;;) . @) =g
e e
Ei = dme r?’ T Ame,r?”
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Polarizaci P uréime z rovnice P = xgoE, » =™ — 1. Plo$né hustota n® polari-
zaéniho naboje je urena rovnici n® = P;, — P,, coz dd hodnotu

®__€_ (_1__i>
n dma® \ef €2/

Je-li e>0, e <&, je n® >0, tj. na rozhrani se vytvaii kladny povrchovy vazany
y yp vy y

néaboj. PHi e8> ¢ a opét e >0 je situace obrécend: na rozhram se Vytvaii zaporny
polarizaéni naboj.
Zatimco vektor D je na rozhrani spojity, vektor E ma na rozhrani diskontinuitu

__e (1_1\_1®
(E2 El)ma_ 2<52 81)— €

12. Vypoctéte elektricky kvadrupélovy moment rovnomérné nabitého elipsoidu
s poloosami a, b, c.
Reseni. V soustavé hlavnich os elipsoidu jsou slozky téenzoru Q; dény vztahem

Qu=0[Bx*-r)dV=9[(2x*-y*— 7} dV

a obdobnymi vztahy pro Q: a Qss. Integrace pres objem elipsoidu lze nejsnize
provést takto: V rovnici elipsoidu :

4 2 2 2
CRGRGE
a b c
poloZime x'=x/a, y'=y/b, z'=z/c, &imz dostaneme (x')’+(y')*+(z')’’=1.

Integrace v proménnych x', y’, z’ je pfevedena na integraci pfes objem jednotkové
koule. Polozime

x'=sin? cosp, y'=sindsing, z'=cosd,
dV=abcsind dr’' dd do

a prointegrujeme v mezich
Osd<smn, Osop<22n, O0<r'sl.

Po provedeni vypocéti dostaneme
n=g(2a’~b*~¢?), Qu=%(2b’-a’~¢), Qu=%(2—a*~b?),
kde e =3mabcg je celkovy naboj elipsoidu.

13. Urfete intenzitu E a rovnici silofar pole rovnomérné nabitého rota¢niho
elipsoidu s poloosami a =b, c.

Reseni. Z pfedchoziho ptikladu plyne pro tenzor elektrického kvadrupélového
momentu rota¢niho elipsoidu vyjadfeni
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2
Qu ='5€ (a®>—-c?), Q= =§ (a°=¢?), Qs ‘—"gg (c*~a?).

Potencial pole elektrického kvadrupélu pak vypocteme z rovrice (viz ¢l. 1I1.7)

-1 Q 29 _
¢_4n£o ¥ (3 cos’ & —1),.

kde Q=Q;; a ¥ je tihel mezi osou z a vektorem r. Pro sloZky vektoru E plati

__%®__1 3Q 29 _
E == = mee dps G 05 8- 1),
13¢_ 1 30, .
"= 38 dne 4r32sm19 cos i,
E,=
Z rovnice siloCar
dr_rdéd
E, = Es

plyﬁe
2&#_3 cos’d—1 =(2 cos® sind
r sind cos @ sind cos?

) do.

Elementérni integraci ziskime rovnici
r*=C sin’ & |cos #|.
14. Vysetfete (dvojrozmérné) pole reprezentované analytickou funkei w = §2
Vychézejte pfi tom z vysledka ¢l IIL.S.
Redeni.. Zavedeme { =x +iy, {>=w=u+iv, kde

u=x>—y*, v=2xy. (1)

Ekvipotencialy jsou (rovnoosé) hyperboly x”—y?=konst, siloCary jsou rovnéz
rovnoosé (k pfedchozim kolmé) hyperboly v =2xy =konst.

Zvolime-li v roviné w postupné u = uo, Ui, Uz, ..., U = Ve, V1, V2, ..., dostdvidme
kartézskou sif. Tato sit predstavuje ekvipotenciély a silo€ary (rovinného) homo-
genniho pole. V roviné { se tato sit promitd (zobrazuje) jako sif rovnoosych
hyperbol.

Intenzitu pole vypoéteme ze vztahd III(5.10), coz dé

E.=-2x, E,=2y, E=|E|=2r.

Mista stejné absolutni hodnoty intenzity jsou koncentrické kruZnice r = (x*+ y*)*
2 =konst.
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15. Vysetfete pole reprezentované analytickou funkci w=In¢.
Reseni. Zavedeme {=x +iy=r (cosa +isina)=r <, pak je

w=In{=Inr+ia,

kde r=(x*+y*)"?, a=arctg(y/x). PoloZzime-li w=u+iv, je u=Inr, v=a.
Ekvipotencidly jsou koncentrické kruZnice u =Kkonst (resp. r =konst) a silodary
jsou polopaprsky a =konst. Funkci w =In{ miZeme tedy zobrazit pole mezi
dvéma kruhovymi vélci. Dalsi rozbor je stejny jako v pfedeslém ptikladé.

16. Vysettete pole odpovidajici analytické funkci w=In[({+ a)/(§ — a)]. Po-
uZijte pfi tom vysledka ¢l. IIL.S.
Refeni. Zavedeme inverzni funkci

+a

tha_ .
{—a

avni {=x+iyw=u+iv, e” =e" (cosv +i sinv). Porovninim redlnych a imagi-

narnich €asti ziskdme rovnice

x+a=e*[(x—a)cosv—ysinv], 3
y=e*[y cosv +(x —a) sinv]. 2)

PovySenim téchto rovnic na druhou a seétenim dostaneme po tipravé

x*—2ax cthu + y*=—a? 3)
kde
cthu=eu +e_u;

—e
po doplnéni na Ctverec piepiSeme (3) ve tvaru

(x —a cthu)*+ y*=(a/shu)’. ()]
Vydélenim rovnic (1) a (2) dostaneme po provedeni tiprav

x*+(y +a ctgv)*=(a/sinv)>. %)

Rovnice (4) a (5) jsou vyhodné pro analyzu pole. PoloZime-li u-konst, dostane-
me Apolloniovy kruZnice se stfedy na ose x ve vzdilenosti a cthu od podatku,
pfi¢emz polomér kruznice r = (a/|shv|). Tyto kruznice jsou ekvipotenciilami pole.
Pro v=Kkonst dostdivime z (5) opét soustavu kruZnic se stiedy na ose y, ve
vzdélenosti —a ctgv, pfiemZ poloméry kruZnice jsou a/|sinv| a kruZnice se
navzdjem protinaji v bodech [—a, 0] a [+a, 0]. Tyto kruZnice tvoii soustavu
silodar. ‘ ' '

Z priibéhu ekvipotencial a silodar je vidét, Ze funkci w=In[(+ a)/( — a)]
miZeme zobrazit pole dvou rovnobéznych excentrickych valch. Stredy valct maji
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soufadnice [a cthus, 0] a [a cthus, 0]; poloméry vélch jsou ri=a/|shui|, r.=a-
/|shu,|. Vzdélenost d stiedu vélci d=a cthu,+a cthu, se dé vyjadfit rovnici

d — (az +.r%)1/2 + (a2 + r%)l/Z’

odkud plyne pro konstantu a rovnice

a=5 [(a!2 + 1} =3’ —4rid*]'2.

17. Provedte transformaci inverze I11(6.11) pro kouli.
Reseni. Povrch koule se stfedem v bod& ro o poloméru R je urfen rovnici
(r— r))*= R Po transformaci II1(6.11) je

a 2
(75 r—- I‘o> =R2

Po vyndsobeni r'2 budeme mit (r' —r;)*=R'?, kde

a’r R = Ra?
R*—1}’ [R*—r3|"

I3

o=

Vysledkem transformace inverze je koule se sttedem v bod€ rs o poloméru R'.
Prochézela-li piivodni koule poéitkem soufadnic (R = r,), pak R’=; koule se
pietransformuje na rovinu kolmou k ro se vzdalenosti

a> _a

re-R'=p 7 =R"

18. Odvodte vzorec ITI(3.7) pro Greenovu funkci jednorozmérné Laplaceovy

rovnice.
Reseni. Jedné se o feSeni rovnice

d - G(x x)=-6(x-x"). (1)
Vyjadiime G a & pomoci Fourierovych funkci, coz da

G(x—x') =2—1n- d-’?]-: [elce " =11+ Cix + Cs. 2)

Posledni dva &leny Cyx + C; jsou feSenim homogenni rovnice (d*G/dx*)=0.V 2)
prointegrujeme per partes, coZ dé

G(x—x")=-%|x—x'|+ Cix+Ca. ’ 3)
Koeficienty C; a C, se uréi z dodateénych podminek pro potencial. Reseni rovnice -
e o '
dx? &o
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souvisi s Greenovou funkci takto

D(x) =51(-) IG(x —xNo(x")dx'.
Zvolime-li
@(0)=o(1)=0, 4)

popf.
G(0—x)=G(1-x")=0,

bude
2—-2|X I C1=%l1—x’|—%|x'|.

Po jednoduchych dpravich dospéjeme k feSeni

x'(1-x) pro x>x',

Glx—x7)= <x(1—x’) pro x<ux’,

co? je rovnice II1(3.7).
19. Odvodte vzorec III(3.8) pro Greenovu funkci dvourozmérné Laplaceovy

rovnice.
Reseni. Jedna se o feSeni rovnice

(8322 aZ)G(x x'y- y)—-é(x X, y=y')

Metodou Fourierovy transformace dostaneme

G __1__ dk:_d]’:: [ ik X+kyY) ei(k1+k2)], (1)
kde jsme zavedli
X=x—x', Y=y-y" 2)

Zavedeme poldrni soufadnice k*=ki+ k3, dkidk.=k dkde, &imZ je.
kiX+ k,Y = kR cos ¢, kde

R=(X*+Y*)" | (3)

Integraci pies thel ¢ vyjadfime pomoci Besselovy funkce
2 ' '
J; exp (ikR cos @) de =2 Jo(kR).
Z rovnice (1) tak ziskdme pro Greenovuv funkci vztah
1 ~dk \
G(R) =5z [ S LOR)~ (i) )
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z néhoz plyne, Ze
G(1)=0. 5)

Funkci G(R) proderivujeme podle R, coz dd
dG_ 1 d]o(§) 1

dR"3aR Jo —dg 98775 g Ho(=) = Je(0)], (6)

kde jsme uzili substituce § = kR. Integraci rovnice (6) po dosazeni Jo() ~ Jo(0) =
—1 dostaneme

G(R)=~5; InR = ‘élzln [=xY+ (=Y,

coz je ve shodé s uvedenou rovnici XII1(3.8).

20. Dokazte, ze koule (poloméru a) nabitd sféricky symetrickym rozlozenim
naboje o(r')=po(r’) budi ve vnéj§im prostoru stejné pole jako bodovy niboj
e=[o(r') &r sidlici ve stiedu koule.

Reseni. V rovnici

L f[olr) &
4me, ) Jr—r']

zvolime bod pozorovini na ose z, takze d’r'=2mr>dr’sind’ d¢’, |[r—r'|=
(r*+r'*=2rr' cos 1‘}’)“2. Po dosazeni mame

rr’ sind®’ 49’ :
j 2ar'e(r') dr’ (r +r2=2rr" cos ')’

Integral ptes &' je (r*+r'?~2rr' cos 9’)?, takZe po dosazeni mezi je

4n£

f2m o(r(r+r)—|r—r'|}dr 1

4ns
Pfi r>a je [r—r'|=r—r’, takie je

e
4reor’

kde

e= j 4rr'o(r') dr’
(1]

je celkovy ndboj. Ve vnitini oblasti (r < a) integraci v (1) rozloZime podle vztahu

f=b+]
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coz dé vysledek

[f dnro(r'ydr' +r f 4dmr’ o(r’ ) dr’ ]

4ne r

21. Dva volné otacivé elektrické dipdly p, p’ interaguji pfi konstantni vzdjemné
vzdilenosti r. Urlete stabilni orientace téchto dvou dipdla.
Reseni. Interakéni energie U dvou dip6li je ddna rovnici

1

== PP’ = 3(pn)(p'm], (1)

kde n=r/r. Vzorec (1) dostaneme tak, ze v ITI(8.6), tj. U = —p'E, uZijeme pro E
vyjadfeni II1(7.20).
Po zavedeni jednotkovych vektorti v=p/p, v' =p’/p’ bude platit

— pp r_ ’
U drer s [vv' =3(va)(v'n)].
Spojnici obou dipdli vezmeme ve sméru osy z, takZe je n=(0, 0, 1). Po dpravé
skaldrnich souéind dostaneme

!

U= 45:5“3 (vivi— vavi—2vsv)). 2

Jedna se tedy o nalezeni minima funkce

f(vi, v2, va, v, v3, v3) = vivi+ vavi — 2vav3,
pficemZ jednotkové vektory vyhovuji vedlej$im (normovacim) podminkdm v+
vi+vi=v{®+ v+ vi’=1. Budeme proto vySetfovat extrémy funkce

A
F(vi, va, v3, Vi, V3, Vi) = vivi+ vav5 — 2vavi — = (vl +vi+v3)——= (v +vi2+ v3?),

kde —A/2, —A’/2 jsou Lagrangeovy multiplikétory.
Podminky (0F/3v;)=(0F/3v})=0 (i=1, 2, 3) vedou ke vztahtim

vi=Avy, vi=Av,, vi= —% Vs, (3)
} ! ! 1 A” !
=A Vi, va=A V2, V3= —7 V3. (4)

Kazdou z rovnic soustavy (3) povySime na druhou a vzniklé rovnice seéteme. PH
tipravé jesté uZijeme v> = v'>=1. Obdobnou dpravou provedeme se soustavou (4),
¢imZ dostaneme

A=2(1-3v3) A= (1-Fv) e, (5)
355



Po dosazeni do soustav (3) a (4) dospéjeme ke vztahu
vi=tv;. (6)
Rovnice 2v}= —Av; pak vede ke dvéma moZnostem

V3= O, V:;
vs==+1, vi=%

Prvni mozZnost vs= v =0 odpovid4 situaci, kdy oba dipdly jsou kolmé na jejich
spojnici. Vypoétem druhych derivaci se pfesvéd¢ime, Ze se jedna o nestabilni
konfiguraci.

Stabilni konfiguraci odpovidaji feSeni vs = v;= %1, tj. kdyZ oba dipdly jsou bud
paralelni, anebo antiparalelni.

22. Dvé molekuly plynu maji dipélové momenty p, p’ a nachézeji se ve
vzajemné vzdalenosti r. Vlivem sraZzek molekul se méni orientace téchto dip6li.
Uréete stfedni interakéni energii (U) téchto dvou dip6ld. Pfi vypocltu pouZijte
Boltzmannova rozdéleni a pfedpokladejte, Ze interakéni energie je mnohem mensi
ne? stfedni tepelné energie, |U|<kJ.

Reseni. Uzijeme stejné oznaéeni ]ako v predeslé uloze Pravdepodobnost dw
toho, Ze orientace dip6ld budou v intervalech dv, dv’ a jejich spojnice v intervalu
dn, je uréena Boltzmannovym rozdélenim

U '
dw=C exp <—E§) dn dv dv'.
Pii |U|<kJ Ize exponentu nahradit jedni¢kou, takze C=(4m)~>, jelikoZ kazdy

prostorovy dhel da pfi integraci 4.
Stiedni statistickd hodnota {(U) je déna rovnici

(U)=fU dw=(4n)—3fU exp( klejr) dn dv dv'. (1)
Polozime-li
__pp’ f_ )
U=tner [vv' =3(nv)(nv)], ()
zjistime, Ze
(U)=(4n)*fU dn dv dv'=0. (3)

Pfi vypoltu se uiijé vztahli z dodatku VIII, jmenovité

{m) =(w)=(vi) =0,

(mn;) = (vv;) = (vivj) =18y,

((nv)(nv")) =5((vv")) =0.

takze je
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S ohledem na (3) je nutno v (1) vzit exp (4 U/kT)=1-U/KT, takie se jedna
o vypocet virazu

1 ! 1 ! " !
(U) =~ (U =7 (2225) (w4 (v (v = 6 (v Y(nv) (")) ).
4)
Pomoci vztahd uvedenych v dodatku VIII postupné najdeme
((v')?) = ((vw)(viv})) =55840, =3,
| ((w')(nv)(nv')) = <(Vivi)(V£VL)(njnk)> =§15 0;0uOjn =% ,
. ' 1
() (nv')?) = {(vov))(viv D) (nigram) ) =3 86 { rinjrucny ) =% .
Po dosazeni do (4) pak dostaneme hledany vztah
__2(pp N1 |
(U) = 3 (4u£or3> kT * ®)

Stfedni interakéni energie je tedy nepfimo imérna absolutni teploté a nepfimo
amérna Sesté mocniné vzdilenosti mezi molekulami. Stfedni hodnotu 7,
vzdalenosti mezi dvéma molekulami 1ze odhadnout ze vztahu

V =Nrj,
kde N je pocet molekul a V je objem plynu. Po dosazeni do (5) dostaneme
__2(pp’NN\ 1
)=-3([{v) ' ©

Posledni rovnice pfedstavuje znamy van der Waalstiv korekéni &len (a/V?) ke
stavové rovnici plynu.

23. Uréete pole vytvofené kouli nabitou plo$nym nabojem 1 =1, cos &.
Reseni. Zavedeme-li objemovou hustotu o(r, &, @)= ned(r — a) cos ¢, pak pro
potencidl @ plati

Vi = ——6(r—a) cos . €3]

Potencidl @ nezavisi na azimutdinim dhlu @, proto jej budeme hledat ve tvaru

=P(r, V) =—f(—rrl cos &. ' | 2)
Po dosazeni (2) do (1) ziskdme pro f(r) rovnici
PR =2 = =2 18(r - a). 3)
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Pii r#a se jednd o feSeni Eulerovy rovnice r’f'—2f=0, kterd md feSeni
f=Cor '+ Ci7?, takZe je

o= (C1r+_9> cos .

Pfi r<a musi byt C.=0 (koneénost ¢ v bodé r=0), pfi r>a je zase C, 0
(vymizeni potencidlu pfi r = »), takZe je

O(r, ¥)=Cor2cos®, (r=a),
&(r, 3)=Circost, (r<a).

Ze spojitosti pfi r =a plyne C.= C,a’, a tudiz
Dy(r, )= Cia’r?cost, (r=a),

®,(r, 8)=Cir cos?, (r<a).
Z podminky

(8(151 8472) ='
ar Or
dostaneme 3Cigo = 1, {imzZ ziskdme pro @ vyjédfeni
Ou(r, D=2 r cos®, (r<a), 4)
. 3&
= noas
Du(r, #) 3g.r7 8 #, (r=a). (5)
Uvnitt koule je pole homogenni s intenzitou
E, =11
z 3 €0 .

Tento vztah dostaneme ze (4), kdyZ poloZime r cos® =z, E,= —(8®/3z).

vev,

- Vnéjsi pole (r>a) je polem elektrického dipéiu
p =%ma’n,.
24. Najdéte potencial vytvofeny kouli nabitou ploSnym ndbojem hustoty n=

n(9; ). Potencial vyjadfete pomoci sférickych funkci.
Reseni. JelikoZ element povrchu koule ds’ = a?> dQ’, bude

a2 n(,ﬂl’ (p/) dgr
4meo [r—r|

D(r, ?, @)=

PHi r = a uZijeme rozvoje I11(7.32), v némZ poloZime r’ = a. Po jednoduché upravé

dospéjeme k rovnici
2

© I Cm ! )
o(r, %, @)=~ 3 ETE (‘;’)Yzm(ﬂ, ),

=0 m=—
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kde koeficienty i
Cim=[n(8', @)Yt (¥, ') dQ’

jsou obdobou koeficienti 2, definovanych rovnici ITI(7.34).

. 25. Dva koaxidlni tenké kruhové prstence polomért a, b jsou nabité naboji +e,
—¢. Prstence jsou v jedné roviné. Vypodltéte potencidl @ na velikych vzdalenostech
od této soustavy naboji. Pouzijte pfi tom vysledki ¢l. I11.8 o multipélovém rozvoji.

Reseni. Soustava je elektricky neutrdlni, elektricky dip6lovy moment je rovnés
nulovy, takZe nutno zadit elektrickym kvadrup6lovym ¢lenem @®. Vzhledem
k osové symetrii staci vypocist sloZzku Qs;;=Q, tj.

Q = J‘(3212__ r’Z)X(rI) dl’,

kde #(r’) je hustota naboje na Jednotku délky. Spolecnou rovinu obou prstenct
vezmeme z' =0, pak je

Q=—r"x(r)dl'. | (1)

Na prvnim prstenci s ndbojem +e je
’ e - ’ '
x(r =35m0 = dl'=a dg,
na druhém s ndbojem —e je

w(r)=— r'=b, dl'=bdgp.

_€_
2nb’

Elementarni integraci rovnice (1) dospéjeme k rovnici

Q=—e(a’>-b?%:.
Potencidl @ je ve shodé s III(7.28') uréen rovnici.
y 2 2
f(i____) (3 cos® 9 — 1)

o(r, ¥, @)= — T6me

Ke kapitole IV

1. Vypoctéte magnetickou indukci uvnitf i vné nekoneéného piimého vilce
(poloméru @), jimZ protéka konstantni proud $ (proudové hustota j= $/(na>)).
Permeabilita vodi¢e je u®, permeabilita okoli u®.

Reseni. Osu véice vybereme ve sméru osy z. V cylindrickych soufadnicich r, @, z
méme fesit rovnici V2A = pj. Pole bude cylindricky symetrické (nezdvislé na ¢, z).
JelikoZ nenulovd komponenta vektoru proudové hustoty je j,=j, staéi uvazovat
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pouze A.=A,(r). Je tedy tieba fesit rovnici
1d d .
75(7‘&;Az>——u]. (1)
Uvnitf vélce je u=u®, j#0, vné vélce je u=p®, j=0.
Uvnitf vdlce (r<a) mé (1) feSeni
Af)= —%u“)jr2+ C1 Inr+ Cz.

Pozadavek koneénosti AP na ose valce (r=0) vede k zavéru, Ze C;=0, a tedy

¢
W MY
Az 4na®

r +C2 . ‘ (2)

(Zavedli jsme celkovy proud # = jra®) Vngjsi feSeni A¥ zapiSeme ve tvaru
Age)= C3 Inr+ C4. (3)
(JelikoZ se jedna o nekoneény valec nelze v nekoneénu (r— ) pozadovat, aby A®
(z— ) bylo nulové, takie Cs#0.)
Ponévadz na hranicich r = a je spojitd normalovd komponenta B, =rot, A, musi
byt také spojita A,
AP(a)=AP(a). 4)
Druhou podminku najdeme ze spojitosti teénych komponent vektoru H=p"'B.

Teénym komponentami budou v daném ptipadé HP=H$ pii r=a. K
explicitnimu nalezeni téchto podminek

HJ(a)=Hg(a) S )]
zapiSeme B =rotA v cylindrickych soufadnicich
13 3 3 )
B, = PEY A, 32 A,, Bq,——a—ZA,-g;Az,
13
B = ror (rAs) = r ar

V daném ptipadé je B, = —3A./dr, takze podminka (5) zni

1 (3AP 1 (3A®
(l)( ar >'=a (e)< or ),:., (6)

ReSeni (2) a (3) dosadime do podminek spojitosti (4) a (6). Po jednoduchém
vypoctu dostaneme

Y 2 ©
Ai"=“—4n‘—¢ (1 -;:—2) - ”zf Ina+Ci,
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O]
A0= K 4 Inr+Cs.
2n
(Aditivni konstanta C, je nepodstatnd, Ize ji vynechat.)
Indukci B, vypoéteme ze vztahu B, =—03A./dr, intenzita H,=B,/u, takie
feSeni dané dlohy zni

og _
BO=E =, HO=ijr
@ 2317(12 > L4 2jr,
(e)
o =X g <e>___9__
* 2mr’ " 2mr

2. Reste predchozi ilohu pro ptipad dutého vilcového vodice (vnitini polomér
a, vner1 b).
Reseni. Podle navodu k pfedchozi tloze staci re51t rovnici

1 d d .
rdr <r5AZ)——u],

. K7
]"n(bz_az) .

kde nyni je

V dutiné je j=0, takze bude
AP=CiInr+C,, (0sr<a).

Jelikoz pole musi byt kone&né na ose vélce (r=0); musi byt C,=0, a tedy feSeni
v dutiné€ zni

AP=C,, (0sr<a).
Jeliko? B =rotA, bude pole v dutiné rovno nule
- ) B©®= 0,
Uvnitt vodiée (a<r<b) je obecné feleni
AP=—1u®r*+ Cilnr+ Cj.

Podminka (6) z pfedchoziho piikladu ma nyni tvar

1 3A®\ _ 1 (aA“’))‘
(l)( ar )r=a— © ar r=a

coZ ve spojeni s (2) a (4) dd

u®ga?

Ci= n(b*>-a?)’
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Z podminky spojitosti AP(a) = A”(a) vyjadiime konstantu C3 pomoci C;, coz
vede k feSeni
u®ga® rN r
() — —__. : —_) ——
A Za(- )[ln (a> 2a2]+c2’

3 ) u®s a
Bo=~57 A=ty (77

Ve vnéj$im okoli r>b mame feSeni

A®=Cslnr+C,.
Z podminek spojitosti
A(e)(b) A(i)(b)
(e)(aA(‘)/ar), by = "’(aA‘E’/ar),_,,
dostaneme feseni
A§e>=‘—¢2“7© In (’7’) +Cs,
kde

IO uPa’ (b
Co= G 4 +27‘[(b2—a2) Ip (a)

je nepodstatnd aditivni konstanta.
Pro pole B® ve vnéjsim prostfedi plyne stejny vztah jako v piipadé pIného valce

Iu®
2nr

B, =

3. Koule poloméru a je nabita ndbojem e rozloZenym rovnomérné po povrchu.
Najdéte magnetické pole vytvoiené touto kouli rotujici kolem svého praméru
s konstantni dhlovou rychlosti.

ReSeni. Ozna&ime-li polirni soufadnice r, &, ¢, pak vektor hustoty i
povrchového proudu je '

i=e, — 4 © sind. ' (1

Poldrni osa zvolena ve sméru vektoru , e, je jednotkovy vektor. :

"Ve viech bodech, jeZ nelezi na povrchu koule, vyhovuje vektorovy potencial A
Laplaceové rovnici V2A = 0. Ze symetrie problému plyne, Ze stai uvaZovat pouze
slozku A,, pfiSemz tato komponenta nebude ziviset na @hlu @, tj.

Ap=Ay(r, 9). (2)
362 ’ '

Z obecného vyrazu pro (V2A) ve sférickych soufadnicich

A, + 2 aA,+ 2 cos® 3A,
risin®®  risind® 3¢ rsin’d d¢ ’

(V2A), = VA, —

kde

., 12 CAY 1 3 /. 3 1 3
v ~—Eé—< 8r)+rzsinﬁaﬁ (Slnﬁaﬁ)+r25in2ﬁ g’
plyne, Ze mame fesit rovnici

1

2 —_—— -
ViAs r’sin®d " ° 0,
tj.
/(.23 1 3 ) As _ 3
or (r ar A"’>+sin19 3¢ (S““?aﬂ sin’® & 0. 3)
Jelikoz i zavisi na ahlu & vztahem (1), budeme hledat feSeni rovnice (3) ve tvaru
Ay(r, 8)=F(r) sin . 4)
Z dalsiho vypoltu vyplyne, Ze substituci (4) Ize splnit rovnici (3) i hranicni
podminky. .
Po dosazeni (4) do (3) dostaneme pro F(r) rovnici Eulerova typu
2
P2 o2r=0

»

s feSenim F=r*. Z fedeni charakteristické rovnice A(A —1)+2A —2=0 je nutno
vzit A =1, jelikoZ druhé feSeni (A = —2) by dédvalo nekone¢né pole ve stfedu koule
(r=0). Je tedy F(r)=r (uvniti koule), resp.

Ay,=Crsin®, (0<r=a), (5)
zatimco ve vnéjS§im prostoru r>ga bude »
Ay =(Cir+ Cr*sint, (r=a). (6)

Snadno se dokaZe, ze také C; =0 (tim je zaruéeno, Ze A neroste v nekonecnu).
Fakticky potfebujeme, aby pole B bylo v nekonecnu nulové. NapiSeme obecné
vyjddieni pro slozky B =rotA ve sférickych soufadnicich

1 8., a1 3
“rsind 3¢ (A, sin §)

rsind ag "
1 ) 129 '
ﬂ~rsinﬂ@A'—75;(rAq’)’ ™
d
B, = rar(er)_ ﬁA
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Pro vnéjsi fefeni (6) odtud plyne
Bs=—-2C;sin® + Csr? sin d.
Ponévadi B, musi pfi r— o vymizet, musi byt C; =0, a tedy
A, =Cr?sin®, (r=a). ‘ (8)

Konstanty C;, C uréime z podminek spojitosti normélovych komponent vektoru
B .

B2n - B1n‘= O . (9)
a skoku teénych komponent
Ho— Hy=1. ’ (10)

(Jelikoz B je dano derivacemi vektoru A, Ize misto podminky (9) poZadovat
spojitost A, na rozhrani r =a. Oboji vede ke stejnému vysledku.)
Pomoci (7), (5) a (8) vyjadfime slozky B uvnitf a vné koule

B,=2Ccos®, Bs=—-2Csin?, (r<a), (1)
B, =2Cyr?cos®, Bs=CorPsind, (r=a). (12)
Podminka (9) vede ke vztahu
. C:=Ca’. (13)
Uvazime-li, ¢ H= B/u, pak pro te¢né kox;lponenty plyne z (10) vztah
(o) e

kde u je permeabilita prostiedi (koule), uo je permeabilita vakua (ve vnéj$im
prostoru predpoklddime vakuum). Je tedy

C=-2 _Hb . (14).

T 4ma p+2u°

takZe po dosazeni (13) a (14) do (11) a (12) dostaneme pro slozky pole vyjadieni
(H=B/u)

_2up0 e
'—,u+2uo4nac 8,
_ __2uo  ew
Bo = u+2uo4ﬂ:asmﬁ’
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resp. ve vektorovém zépisu

_ 2o e <
T u+2u 4na o, (r<a),
5 (15)
Lo € <
H 1+ 2, Ama o, (r<a).

Pro vétsinu latek je p= o (anebo je-li ve vnitfku duté koule vakuum, je pfesné
U= o), takZe -

Ve vné€j$im prostoru pak mame ’

2
ewda
B, =%, —— cos ¢ r=a
r ['l' Z!»Jl:rs ’ ( )’

2
ewa
Bs=%tuo—=sin®, (r=a).
¢ — 3 o dnr ’ ( )
Vektor B ve vné&j§im prostoru odpovidi poli vytvofenému magnetickym
dip6lovym momentem m. Porovname-li vyraz pro pole vytvofené magnetickym
dipdlem (ve vakuu)

B =X

o [3(mn)n — m]

a promitneme-li B do sloZek, dostaneme pro m vyjadfeni

2 MO
u+ 2o

m=ea =ied’w.

4. Vypoctéte magneticky dipélovy moment rovnomérné nabité kulicky poloméru
a (ndbojova hustota ¢ = 3e/(4ma?)) rotujici konstantni dhlovou rychlosti w kolem
svého priméru. Pouzijte ziskany vysledek k diikazu nemoZnosti klasické
interpretace spinu elektronu.

Reseni. Hustotu magnetického momentu M (magnetizaci) urfime z rovnice
M =3[r, j], kde j=gv, v je rychlost rotace v bodé r. Jelikoz v =, r], budou
slozky m., m,, m. celkového magnetického momentu ddny rovnicemi (osu rotace
volime ve sméru osy z)

m, = _%waxz dV,
m,=-3}00 [yz dV,
m,=—300 [ (x*+y?) dV,
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pfitemz integrace se provadi pfes objem kuli¢ky. Po dosazeni x = r sin? cos @,
y=rsindsing, z=r cos®, dV =r*sin® dr d& do a integraci vmezichO0sr=a,
0<d<n, 0<@<2m se pesvédéime, ze slozky m., m, jsou nulové a pro m,
dostaneme po provedeni jednoduchych integralt

.3, WA
m, =3ma Q0 —5- s
resp. po zavedeni ndboje
m, =ted’w.
V obecném ptipadé
=tea’w.

(V ptedchozim ptikladé — povrchové rozloZeni naboje — ndm vySel fddové stejny
vysledek m=tea’w.)

V klasické elektrodynamice lze elektron pokladat za kuliCku s polomérem (tzv.
klasicky polomér elektronu) ro, jenz je definovdn vztahem

2

2
= MoC
43'5807'0 i

kde moc? je klidové energie elektronu. Ciselnd hodnota
re=2,8-10""m.
Pro elektron (a = 1) lze tedy psat

m =%evqro,

kde vo= wro je ,,rychlost na obvodu*. Z atomové fyziky je znamo, Ze elektron mé
vlastni (spinovy) magneticky moment roven Bohrovu magnetonu ms = eh/(2m),
kde h=h/(2m)=1,052-10"*J s je (redukovand) Planckova konstanta. Srovndni
obou vyrazii vede ke vztahu pro obvodovou rychlost rotace

Veli¢ina A =h/(moc) je Comptonova vinové délka elektronu, A =3,86-107"" m.
Vychézi tedy

Yo 350.
C

Nesmyslnost tohoto vysledku svéd&i o nemoznosti klasické interpretace spinu

elektronu. Na obvodu by navic pisobila odstiedivd sila Fo=(movd/ro)=-

3,6-10° N (1!1) — ve starych jednotkéch 360 tun!
Poznimka: V piipadé kulicky rovnomérné nabitou na povrchu bychom dostali
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i

obdobnou cestou
m=1%ed’o,

co? se lisi nepodstatnym rozdilem ¢iselného faktoru, takZe uvedené zavéry to
neovlivni.

5. Vypodtéte magnetické pole vytvofené linedrnim proudem v anizotropnim

prostiedi.
Reseni. Zavedeme-li linedrni vztah pro anizotropni prostfedi
B: = puHx, (1)
nabude rovnice divB =0 tvar
Wik (aHk/ax,) =(. (2)

Abychom se lépe orientovali v této rovnici a jejim feSeni, zavedeme na okamzik
nové soufadnice & vztahem

Xe = M.
V téchto soufadnicich méd (2) tvar divergence H
(8H:/3&)=0, 4)
takZe feSeni M lze hledat ve tvaru H =rotF, resp.. ve slozkovém zapisu
H; = e, (3F,/38),
coZ po opétovném piechodu k soufadnicim x d4 vyjadieni
H: = eu i (3F, /3x:). - &)

Vektor F neni touto volbou uréen jednoznaéné (srv. analogické dvahy u volby
B=rotA...), proto Ize na néj naloZit vhodnou vedlej§i (kalibra¢ni) podminku.
Tuto podminku zvolime ve tvaru

divF=(3F./3x)=0. (6)

Rovnici pro vektor F najdeme z rovnice rotH=j, do niz dosadime 5).
ZapiSeme-li ‘

Cmni(OH:/3Xm) = jims
dosadime za H; vyjadfeni (5), uzijeme podminky (6) a vztahu
€mni€itr = OmicOpnr — OrmrOnk,
a dostaneme tak po jednoduché dpravé rovnici

F, .
M axkaxl =—Im. (7)
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Vznikl4 rovnice pro F, je formalné totoznd s rovnici pro elektromagneticky
potencidl v anizotropnim prosti‘edi (viz pf. 7 ke kap. III), takZe je

j(ryd&r
[ul(p )RR’

kde R=r—r'. Pro linedrni proud jdV'=$ dI’ mdme vyjadieni

e dr
4 Viul J [(w )RR

Ke kapitole V

1. Nekoneéné dlouhy kovovy vilec (polomér a, mérna vodivost y, permeabilita
1) je umistén uvnitf nekone¢ného solenoidu kruhového priifezu tak, Ze osa vélce
splyva s osou solenoidu. Solenoidem (polomér b) tede proménny proud $(t)=
Fo exp (—iwt). Najdéte rozdéleni elektrického a magnetického pole v celém
prostoru, jakoZ i rozdéleni proudové hustoty j ve valci.

Reseni. Magnetické pole B vyhovuje rovnici typu V(3.2), tj.

d*B 1dB ,,
dr+ P + k’B=0, )
kde
1+i

k B,=B,=0, B=B,(r).

6 ’
Reseni regularni viude (v&etnd osy valce r = 0) je Besselova funkce Jo(kr), proto
poloZime
Jo( kr)

Jo(ka) )

B-—"—Bo

Na hranici r=a je B = B,. Vné vilce, tj. pfi a<r<b, je B=B,, vn€ solenoidu
(r>b) je B=0. Rozdéleni proudové hustoty uvnitf valce se vypocte z rovnice
rotH=vE =j; odtud dostaneme

=7 -—_@__—Jl(kr)
== To(ka)

Pfi dipravé jsme uzili Jo(z) = —Ji(z).
Pole vné valce uréime z Maxwellovy rovnice rotE+(3B/dt)=0, kterou
zapiSeme v integrilnim tvaru

$E dI=-[(3B/3t)ds=iw [B ds =iw [ B. ds.
Ze symetrie tdlohy je ziejmé, Ze existuje pouze komponenta E, =E,(r).
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Vezmeme-li za kfivku [ kruZnici o poloméru r, pak je $ E dl =2nrE,. Element
plosky ds =2nr dr. Pfi vypoétu uZijeme zndmého vztahu

f xPT,-1(x) dx = x*J,(x).
Po provedeni naznaGenych iprav dostaneme hledany vysledek
- kBo ]1(ka) 2+1(DBO (r2
? yu Jo(ka) r 2ur

_kBo Ji(ka) g+ino (
" yu Jo(ka) r 2ur

—a?), (asrsb),

b*—a?), (r=b).

Kdyby nebyl v solenoidu umistén kovovy vilec (tomu odpovida a =0), pak je
i@ iwb?
E.,,-—zu Bor,(r<b); E,= 2 Bo, (r>b).

2. Kovové koule (polomér a, mérna vodivost y, permeabilita p = o) je vloZena
do homogenniho &asové proménného pole B = B, exp (—iwt). Najdéte vysledné
elektrické a magnetické pole.

vev,

Reseni. JelikoZ vnéjsi pole ma urdity smér, bude mit elektrické pole i rozdéleni
proudové hustoty axidlni symetrii. Bude proto E, = Es =0. SloZku E, elektrického
pole budeme hledat ve tvaru

E, = F(r) sin 9. | )
V rovnici V(1.4) uZijeme (3E/3t)= —iwE, takZe se jednd o feSeni rovnice .
(V’E), + kK’E, =0.
Pro (V?E), uZijeme rovnice (49) z dodatku I. Ve vzniklé rovnici uZijeme substituce

F(r)=r"x(r).

Pro x(r) tak ziskdme rovnici

d’x, 1 dx ) (3/2)2
dr? +r dr [k ] x(r)=0,
kterd mé feSeni (koneéné pfi r=0)
x(r) = A];;/z(kr),
takze je
E,=Ar Y 1s(kr).

3. Uréete vlastni frekvence w:, w, dvou obvodi (Li, C1), (L,, C,), mezi nimiZ je
kapacitni vazba (viz obr. P.1). '
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Obr. P.1.

Reseni. Pfi kapacitni vazbé je komplexni odpor ¥ =i/(wC). Sestavime matici
Zap komplexnich odporl podle rovnice V(4.22) a pak feSime rovnici V(4.26).
Vznikla rovnice ma reseni

(1)2 . (L1+L2)C+L1C1+L2C2ig
ST 2LiL(C\C,+ CC+ CCy)

kde
Q={[L{(C+C)~L(C+ C)*+4L,L,C*}'2,

Neni-li mezi obv'ody: vazba (C=O), pak Vlastni frekvence wi, w- jsou rovny
vlastnim frekvencim jednothvych obvodu

1= (L1 CI)”}Q, Wy = (LzCz)_Uz.
P¥i velmi silné vazbé& (C>Ci, C> Cz) zustane jedna frekvence w = (L'C’")™"? kde

L1,
L1 o+ Lz’ ’

L‘-': C’—_;Cl'l"Cz.

Tomu odpovida obvod, v nemz ]sou paralelne zapojeny kapacity Ci;, C; i
indukénosti L,, L,. | |

4. Elektricka sit sestdvajici z N stejnych obvodid (N > 1) je na koncich rozpojena.
Najdéte vlastni frekvence této soustavy (viz obr. P.2.).

1 n-1 n n+1 N
) L L L L L
Jo
g R T — T i
J1 oy J y -J
Obr.P.2. o—d | SO UNR UM SR SR

Refeni. Pfi harmonické zawslostl proudu 4, bude pro n- ty obvod platit
Kirchhoffuv zdkon

~wL¥, +——-— [(Fp = Pt + (Fn — $011)] =0

ReSeni této dife_rencm roviaice budeme hledat ve tvaru $,=A exp (ixn). Po
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dosazent dostaneme
2 2 « 2 K |
W~ =4mo sin (3) (1)

kde wo=(LC) "2 Z hramcmch podmmck lyne 56;;-——56“ =0, takze
P

£, = A sin(xn),
kde | |
| i

x=JNs, .S=1,2,...,N.

Vlastni frekvence pak leZi v intervalu

Z (1) lze uréovat fazovou i grupovou rychlbst Siteni. VySetfovany obvod je
elektrickou analogii kmitajiciho linearniho fetézce stejnych atomu. (Viz
J. Kvasnica: Statisticka fyzika, Academia Praha 1983). |

5. Elektricka sit sestdvajici z. 2N stfidajicich se obvodi (L;, C) a (L,, C) je na
koncich rozpojena. Najde€te spektrum vlastnich kmiti tohoto obvodu (viz
obr. P.3.). |

Obl'.- P.3. s . L b _3 & M F N —

Regeni. Proudy v obvodech se samoindukci L, oznaime #, v obvodech se
samoindukci L, oznaéime $'. Z Kirchhoffovych zakonu plyne |

wee (I)Llﬂn i

e (= F)+(F, - F._))]=0,

—C()Lzﬁ ‘1"—1““‘[(..56"r fn)+(..¢;—.¢n+1)]=
Zavedeme frekvence w:=(L:C) ", w,=(L.C) ", &mZ dostaneme

(LQoi—-w>)I, — 0} FL+ F.1) =0, (1)
(2(1)2 Z)ﬁn‘“‘;ﬂh(ﬂ +.56n+1) 0

.

Reseni této diferenéni rovnice budeme hledat ve tvaru ﬂn =A exp (ixn), $,=
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B exp (ixn). Po dosazeni do (1) a anulovani determinantu soustavy (podminka
netrividlnosti feSeni) dostaneme

. % 172
wi=witoit [(w% + 03)? - dwiw} sin® (5)] .

Dal§i postup (uréeni hodnot ) je stejny jako v pfedeslé dloze. Zl.coumany
elektricky obvod je elektrickou analogii kmitd linedrniho fetézce s riznymi atomy.

Ke kapitole VII

1. Dvé rovinné monochromatické linedrné polarizované viny stejné frekvence se
${¥{ ve sméru osy z. Prvni vilna s amplitudou a je polarizovéna ve sméru osy ’xz
druh4 s amplitudou b je polarizovina ve sméruosy y a pfcdbihé prvni vinu ve fazi
o B. Urlete polarizaci vysledné viny. , .

Reseni. Amplitudy vin jsou E: = aex, E,=be’e,, vysledna amplituda

E,=ae, + b e”e,.

Podobné jako v ¢&l. VIL6 zavedeme novou amplitudu E§= E, =€, —i€,.
Z pozadavku, aby vektory €; a @, byly redlné a navzdjem kolmé (€,&,=0),
dostaneme vyjadieni

@, =a cosae, + b cos(a +p)e,, 1)
&, =a sinoe, + b sin(a — p)e,. . 2)
Z podminky €,E&,=0 dostaneme po jednoduché tpravé

b?sin2p
a’+b%cos2B’

tg2a = (3)

Takto uréeny tGhel dosadime do (1) a (2). V roviné (x, y) zavedeme nov§ osyx', y’
tak, e x' je rovnobézné s €, a y' rovnobéiné s &,. V téchto osdch je

E, = & cos(kr — wt + a),

E, =&, sin(kr — ot + a). l

Konec vektoru opisuje elipsu (Ex/&1)* + (E,/&)*=1.

2. Rovinna monochromatick4 elipticky polarizovand vina se §ifi ve sméru osy z.
Velka poloosa elipsy svird s osou x ihel «. Sestavte tenzor polarizace.
Regeni. V roviné (x, y) zavedeme novou ortogondlni bazi (x', y") takovou, Ze
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nové osy x’, y' jsou ve sméru poloos a, b. Komplexni amplituda E, v této bazi je
E,=aei*ibej, (D

kde ei, e; jsou jednotkové vektory nové baze. Znaménko se voli podle toho, zdali
se jednd o pravou nebo levou polarizaci, tj. na tom, zdali se vektor E otaci
(z hlediska pozorovatele, k némuz se vina §ifi) ve sméru anebo proti sméru
hodinovych ruli¢ek. Bazi ei, e; vyjidfime pomoci e, e, vztahy ej=
e, cosa+ e; sina, e;=—e; sina + e, cosa. Po dosazeni do (1) dostaneme

E;=(a coso Fib sina)e; + (a sina xib cosa)e;.
Odtud pomoci definice VII(6.12) a VII(6.15) dostaneme

(a*+ b =a® cos’a+ b*sin*a,
(a*+ b¥ o =a’sin* a + b* cos’ a,
(a*+ b»)o1=(a*— b*) sina cosa F 2iab.

Ve specidlnim pfipadé b =a (kruhova polarizace) je
(1, Fi
e=: (iri, 1 )

3. Elektromagneticki vlna je superpozici dvou nekoherentnich
kvazimonochromatickych vin stejné intenzity. Obé viny jsou linedrné polarizoviny,
jednotkové vektory téchto polarizaci jsou e®’=(1,0), e®=(cosa, sina).
Vypoététe tenzor polarizace gu vysledné viny.

Reseni. Amplituda E, sumérni viny je

E;=a[e® +c*e?),
kde B je fazovy rozdil obou vIn. Ve shodé s definicemi VII(6.12) a VII(6.15) je
ox = ((e’+ c*eP) (e + e *el?)).
Jelikoz se jedna o nekoherentni viny, fazovy rozdil  se méni chaoticky, a tudiz

(exp (£iB))=0.

Po jednodu,ch)’fch tpravach dospéjeme k rovnici

_1(1+cosza, sin o cosa\)
-2 . .
¢ sina cosa, .1 —cos’a

Jelikoz detg =14 sin®a, ze vztahu VII(6.19) plyne pro stupeti polarizace
' P=|cosal.
4. Index lomu- elektromagnetickych vin v ionizovaném plynu Ize aproximovat
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vztahem N*(w)=1- w}/(0*- w?), kde w, a wo jsou charakterlstlcke frekvence
" (tzv. plazmovd a rezonanéni frekvence). Urcete fazovou (w) a grupovou (W)
rychlost elektromagnetickych vin v takovém prostfedi.

Reseni. Fazova rychlost w = ¢/N, vinodet k = w/w = Nw/c. Po dosazeni do N se
ziska disperzni zdkon w = w(k). Vysetiime pouze asymptotické pfipady w > w,
w < Wo. '

Pfi frekvencich w < wo je

N¥(w)= N3~ 0w ws*, (1)

kde N3=1+ (w,/wo)?. Z (1) uréime fazovou rychlost w = ¢/N a grupovou rychlost
W =(3w/3k). V dané oblasti je

_c wéwz]

¢ No[l 2N3ws| <©
_.C 3win®
W= |1 ANz <

V opaéném asymptotickém pfipadé dostaneme

2
w=c [1+2(Z;’2]>c,

2
W=c¢ [1—2(2;’2]<c.

Skuteénost, ze fazova rychlost w>c, neni v rozporu s teorii relativity, jelikoz
pfenos energie je svazan nikoli s fdzovou, nybrZ grupovou rychlosti.

5. Rozeberte ptipad §ifeni elektromagnetickych vin v prostredl s disperznim
zdkonem o = c(k*+ k3)">.
Reseni. Fazova rychlost

c(k*+k3)'? cw
k _(w2_czk%)1/2 . (1)

w =Q=
k
Tomu odpovida index lomu N = ck/w, tj.
1 2 27.2\1/2
N(a))=5 (w?— c*k3).

Grupovi rychlost se vypoéte z definice

dw ck

(i e e @
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Ze vztahti (1) a (2) plyne mezi obéma rychlostmi vztah

wW =2

q .

6. Najdété tvar vinového baliku v Case t=0 v pfipadé€, Ze rozd€leni amplitud
v VII(7.2) m4 gaussovsky tvar a(k)=ao exp [—(k — ko)*/#*].
Redeni. Ve vzniklém integrélu

w(x,O)zaof exp[ (k; o)’ +1k]d

provedeme zdménu .

— 2 — i '

(k k") —-ikx=[k ko ”‘x] +hx +ikox.
% b

Substituci

vznikne Gausstiv integrél ‘
f exp (—K*)dK =n'"?

Vyslednd vina md tvar '
W('x’ O) = A(x? 0) exp (1 koX),

kde amplituda vlnového svazku
A(x, 0)=aon*x exp (—ix°x?)
ma tvar Gaussovy kfivky. Tato amplituda je prakticky nenulovd pouze v oblasti

[sx|=1.

7. Vinovy svazek 9 je vytvofen superpozici rovinnych vin s ridznymi
frekvencemi. Predpoklddejte Gaussovu zavislost amplitud
a(w)=ao exp [~(w — wo)*/L2%] a najdéte &asovou zavislost amplitudy svazku
v bodé x=0. :

Reseni. Vznikly integral

P(0, t)= j:ma(w) exp (—iwt) dw
vypoéteme stejné jako v pfede§lém pfipadé. Vysledek zni
P(0, t)=A(0, t) exp (—iwot),
kde amplituda svazku
A0, £)=a,n'*Q exp (-1 Q%)
je prakticky nenulovd pouze v oblasti Qt=1, Aw-At=1.
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8. Poloha (vzdilenost) pfedmétu je méfena radiolokdtorem vysilajicim
elektromagnetické viny o vinové délce A. Jakd je minimalni nepfesnost uréeni této
vzdalenosti.

ReSeni. Vinovy puls emitovany radiolokdtorem mé $itku Ax, jeZ souvisi
s rozmazanim vlnovych vektord k, vztahem Ax Ak, =1. Je-li vzdilenost objektu
L, pak (Ax/L)=(Ak./k)y=AAk,. Spojenim obou vztahii dostaneme hledanou
nepfesnost

Ax=(LA)".

9. Vysetiete Casovy vyvoj vlnového svazku vytvofeného amplitudovou funkci
a(k)=aoexp [—a(k—ko)’] v prosttedi s disperznim zdkonem =
wo+ W(k — ko) + B(k — ko)®. .

Reseni. Dosadime uvedené vztahy do VII(7.2) a vznikly integral vypoéteme
podle ndvodu v uloze 6.

Vysledkem téchto vprav je vlnovy svazek

P(x, )= A(x, t) exp [i(kox — wot)],
kde amplituda

A(x, )=ao (a -fiﬁt)m exp [—%g%] .

Intenzita je uréena kvadritem modulu [A{?, tj.

A G, 0 = 0z exp [ - 5200 )

Pfi daném c{ase t je to opét Gaussova zavislost na soufadnici x. Intenzita je
maximélni v oblastech, kde x — Wt =0. Sitka L = |x — Wt| svazku se mé&ni s Easem
podle zdkona

L= [% (o2 + ﬁth)]m.

(Exponent v (1) jsme poloZili fddové rovny jedné.) Vyska svazku je urdena
piedexponencidlnim faktorem v (1), coz vede k zdvislosti (a®+ B22)">.

- VInovy svazek méni s Sasem sviij tvar, rozplyva se. Pfi tom vSak nedochdzi k
disipaci energie, coZ je nejlépe vidét z toho, ze

+= 1/2
[ 1A 0P ax=laP (55)

nezdvisi na {ase.

10. Na hranici poloprostoru (z > 0) zapInéného priizraénym prostfedim dopada
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3

kolmo rovinna vlna. Uréete strukturu Cela viny proslé dovnitf prosttedi. Prostiedi
pokladejte za nemagnetické (1 = po).

Reseni. Necht vina dopada na hranici z =0 v &ase ¢ =0; pole dopadajici viny na
hranici bude

E=0 pH t<0, E=E,e* pfi t>0.

Tuto funkci E(t) vyjadfime Fourierovym integrdlem (viz dodatek IV). Fourierovy
komponenty E, budou

E, ~j exp [i(w — wo)7] dt.

Pfi dopadu vlny s frekvenci w bude proslé vlna mit tvar

“a{w) exp [i(kz — wi)],
kde k=Nw/c, N je index lomu prostfedi a a(w) je amplituda viny. Pole
v prostfedi vyjadiime dvojnasobnym integrdlem

E ~f dwa(w) e“"z“""f gl@ " dr, €))

0

V blizkosti &ela viny budou hlavni pfispévek poskytovat frekvence w = wo, proto
zaménime a(w)= a(wo) a exponentu v prvnim a druhém integralu upravime takto:
V identité

)
kz—wt+(w—wo)t=%‘—wt+(w—wo)r=

=(w—wo)W—(Zw—)+;w(—‘;—)z—5—wot+(w—wo)(t—t)

rozvineme rychlost w=c¢/N podle mocnin ® — w,, pfiemz se omezime na
kvadratické €leny (w — w,)*. Zavedeme oznaleni wo= w(wo), Wo=(OW/3®)w=cn
&imz (1) ptetransformujeme do tvaru (2= w — wo)

[ *e ] oz iwiz o,
E Ldtj_wexp{lg (T t+wO> —2w39}d9'

Integral pfes Q vypocteme stejné jako v dloze 6. Poté zavedeme
_ Z— Wol
1 @zlwil)”
a nakonec dospéjeme k vyjadieni

E = EoF(n),
kde

F(m= [ “exp (i) dE @)
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je Fresnelova funkce. Znaménko v exponenté je shodné se znaménkem derivace
wo=(0W/3®)w=wo

Intenzita viny v blizkosti jejiho cela je.

~|F(n)[.
Pfi >0 intenzita monotonné klesa s rostoucim 1, pfi n <0 md oscilujici pribéh.
Prabeh intenzity je stejny jako pfi Fresnelové difrakci.

Ke kapitole VIII

1. UrCete koeficient odrazu pfi kolmém dopadu elektromagnetickych vin.

ReSeni. Ve vzorci VIII(1.18) polozime k.= (Niw/c) cos? a .podobné
k%= (Nw/c) cos ", &imZ dostaneme

: E()'_Nl cos & — (N3 — N3 sin* §)"?

Eo N cos®+(NZ2— N?sin>$)"?"

Pii upravé jsme uzili Snellova zdkona VIII(1.13). Pfi kolmém dopadu (& =0) je
koeficient odrazu

E 2 _ Nl — N2 2
E,| (Nl + Nz) '

K podobnému vysledku dospéjeme i pomoci vztahu VIII(1.23) pro pfipad, kdy
magnetické pole H je paralelni s rovinou rozhrani.

R=

2. Najdéte koeficient odrazu pfi dopadu elektromagnetickych vln z vakua na
- rozhrani s permitivitou ¢ a permeabilitou p.

Regeni. Stejnym postupem jako v €. VIIL1 dostaneme

u® cos & — (e®Pu® — sin? ¢)12|2

= T
u® cos ? + (6®u® —sin? §)'

>

£® cos ¥ — (ePu® —sin? )2
£® cos & + (eWu® —sin® )|

2

Ry=

3. Najdéte asymptoticky zdkon pro koeficienty odrazu R, a Ry v ptipadé, Ze tihel
dopadu & se li§i jen nepatrné od dhlu 9x totilni reflexe.

Refeni. Ve vzorcich VIII(1.22) a VIII(1.28) polozime & =d=— &, kde O& je
uréeno vztahem VIII(1.31) a & je mald odchylka od ¥ Rozvedenim
trigonometrickych funkci sin® =sin & cos 8 = cos dx sin § = N, — (1 — N3, )26
po dalsich dipravach dostaneme

RJ_ = 1 4(26)1/2(N2 - )—1/4
Ry=1-4(28)"2N:2(N% —1)714,

378

4. Uréete smér mimofaddného paprsku pfi dopadu elektromagnetické viny na
povrch jednoosého krystalu, kdyz vlna dopadd kolmo k optické ose krystalu.

Redeni. Osu z zvolime ve sméru normdly k povrchu. Lomeny paprsek zlstane
v roviné dopadu, za kterou vybereme rovinu (x, z). Komponenta N; =sin & se pn
tom neméni. Z rovnice VIII(4.21) pak plyne

89-' . s 1/2
= sin 0] .
ef

N;= [85? -
Pro thel lomu 4" se snadno odvodi

L N [eP]7sind
tgd' = N, eﬁr) [e ﬁr)(sﬁr)_sin2ﬂ)]1/2 .

5. Izotropni téleso je vlozeno do vnéjsiho elektrického pole E. Vlivem tohoto
pole se stdvé opticky anizotropni. Vysetfete tuto anizotropii.

Reseni. V izotropnim télese bez pole je &x = £dx. Z komponent pole Ize vytvofit
symetricky tenzor E:E;, proto pro izotropni téleso ve vnéj$im poli bude

Eix = £6,-k + aE.E:.

Jedna z os tohoto tenzoru souhlasi se smérem vnéj§iho elektrického pole. Hlavni
hodnota je
g=¢e+aE? | (1)
pfiéemZ dalsi dv€ jsou
E1=6=€,=¢. (2)
Izotropni t&leso se v elektrickém poli opticky chovd jako jednoosy krystal

(Kerriv jev). Odpovidajici vztahy se dostanou dosazenim (1) a (2) do VIII(4.21)
a VIII(4.22).

6. Vysetfete Sifeni elektromagnetickych vin v oblasti, kde veliéina f(z) = (N*w?/
/ cz) A? prochazi nulou. Vyjdéte z rovnice VIII(3.10).

Redeni. Bod zo, v ném? (N?w?%/c?) —A>=0, nechf je zo=0. (Pfipomefime, Ze
funkci polohy je N=N(z).) V okoli zo=0 Ize polozit

2. .2
ch;’ —A=—az, (1)

takZe se jedna o feSeni rovnice

d¢ @)
o~ e =0.
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Substituci
E=a'’z : (3)
dostaneme

-0 “)

Rovnici budeme fe$it metodou Fourierovy transformace

9O =52 [ x(w e du. o ®
Odtud plyne . '
E0(®)=5x [ 20045 () du.

Po integraci per partes a s ohledem na x(*=)=0 méme

— e dX(u) iku
E(p(E)_lj_w du € du.
Dile je

d2 + o0 .
aE —I w’y(u) e'* du.

Posledni dvé rovnice dosadime do (4), &imZ ziskdme pro x(u) rovnici i(dy/du) +
u*y =0, jejiz teSeni x(u)= A exp (iu’/3) dosadime do (5). Dostaneme

p(z)=A ®(a'’z), - (6)
kde

© 3
D(E)=n""1" f cos (—l;—+ Eu) du
0
jsou Airyho funkce. Pfi velkych kladnych & je

O(E)=157" exp (-3E™).

Pole je v této oblasti exponencidlné tlumené. Pi velkych, aviak zdpornych & se
snadno odvodi asymptoticky vztah '

(8)=(5]" sin ( |§|3/2+§) .

V této oblasti pole osciluje.

K uréeni pole v blizkosti z=0 je nutno vyjit z obecného vyjadieni (6). Pole

monotonné klesa s hloubkou z >0, pfi z <0 md oscila¢ni priibéh s fadou maxim.
Prvni (nejvét$si) maximum je pfi a'’z=-1, 02 (zjisti se numericky), kde
@ (—1,02)=+0,95. Je tedy -

® (2mar) =0,95 A.
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7. Permitivita plynii je imérna jejich hustoté. Hustota zemské atmosféry klesd
s vySkou exponencidlné (barometricky vzorec). Z toho lze usoudit, Ze index lomu
atmosféry Ize aproximovat vyrazem N>=1+x =1+ (N§—1) exp (—z/z0), kde No
je index lomu pfi z =0 a 2, je charakteristicky parametr rozméru délky. (Pfi z—
je ve vakuu N =1.) Reite rovnici VIII(3.10) pro $ifeni elektromagnetickych vin
v tomto nehomogennim prostfedi. Navod : substituci & = g exp (—z/2z0)-se rovnice
VIII(3.10) pfevede na Besselovu rovnici.

Redeni. Ve vzniklé rovnici
2

d? w [0
T 00y (~2)+ (3 1) -
zavedeme novou proménnou
E=aexp (—2—2-0) , a=%)(N3—1)”2 220, ¢))
a oznalime v’ =4z}(w?*/c*—A?), ¢imZ dostaneme
d? do. 1 d(p 1/_2 _
tgaet(1vg) v=0 @)

To je Besselova rovnice (viz dodatek VI) imagindrniho fadu p = +iv, takZe feSeni
rovnice VIII(3.10) v daném pfipadé zni

®(8)=AJw(8) + BJ-ww(8),

p(z)=AlL, [a exp (—Z—)] +BJI™™ [a exp (—2%0)] .

Konstanty A, B se ur¢i ze zadanych pocatecnich a hrani¢nich podminek. Pfi z—
je argument Besselovych funkci blizky nule, takZe Ize uZit asymptotickych vztahd
(pro |x|—0)

resp.

=X 4 - _z
J,,(x)=2p1,(p+1), p=ziv, x—aexp( 220).

Pro z— « lze feSeni zapsat ve tvaru
vz
2)=C cos (——+6>.
®(2) Iz,

8. Rovinnd monochromatické vlna dopada na rovinné rozhrani dvou dielektrik
s permitivitou & a &,. Jaky charakter bude mit pole po obou stranach rozhrani pii
,,skluzovém*‘‘ dopadu (ithel dopadu & =x/2).

Reseni. Ze vztahii VITI(1.20) a VIII(1.21) plyne pii ¢ = 7/2 pro vlnu odrazenou
E{=—E, a pro vinu lomenou (prochézejici) E;=0. To znadi, Ze takova rovinnd
monochromaticka vina se nemiize §ifit rozhranim dvou dielektrik.
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9. Rovinnid monochromatickd vina dopad4 kolmo z vakua na dielektrické

prostiedi. Pfedpokladejte zdvislost relativni permitivity

b

1 +éxp (z/L)" @

eW=g—

Vysetfete koeficient odrazu.

Navod. V rovnici VIII(3.10) poloite A =0 (kolmy dopad) a zavedte novou
proménnou &= —exp (—z/L).

Reseni. JelikoZ N2=¢®, jedna se o feSeni rovnice

do o> b \,-
d2+ 2(a 1+exp(z/L))q)_O' 2)

 Pfi z— + zlstdvd pouze pro§lé vina, tj.

@(z)=C exp (ikz),

kde k= (w/c)a?. Pfi z— — = se jedna o feeni rovnice VIII(3.10)aA=0,N=1,
co? da superpozici dopadajici a odraZené viny

@(z) = A exp (ikoz) + B exp (—ikoz), 3)

kde ki=(w?*c*)(a—b). Ve vakuu je ki=w?/c’, takze a—b=1.
Provedeme nyni v (2) substituci €= —exp (—z/L) a déle poloZime

(&) =&y (&), (4)

coZ nds pfivede k rovnici

E(1— By (E) + (1 —2 ikL)(1 — E)y'(8) — GBL $(§)=O. o)

Srovnéni s rovnici pro hypergeometrickou funkci (viz dodatek VII)
EQ-E)y"+[y—(a+B+1ElY —apy =0,
jejiz feSeni

af & a(a+1)ﬁ(ﬁ+1)§2
Y= F(a ﬁ&Y;E) 1+ —Y—I— Y(Y+1) _ﬂ-*_

vede k z4véru, Ze feSeni (4) je

’l/) = CF[(Z, ﬁ9 Y, —€Xp (_Z/L)]y
kde

a=—i(k+ky)L, B=-i(k—ko)L, y=1-21kL.
Asymptoticky tvar F(a, B, v, E) pii E——, tj. pfi z—>—, je

_TIB=a) oo, [OT@=6) (_p-
Fe b1 D= Ty ir—a) " T T O
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Cleny (—&)~°, (—&)™* obsahuji faktory exp (ikoz) a exp (—ikoz), ¢imZ jsou uréeny
koeficienty A, B v rovnici (3). Koeficient odrazu R=|B/A|? je

T2 ikoL)IT1 —i(k + ko)L]ITT—i(k + ko)L] |2
T(~2 ikoL)ITL =i(k — ko) LIT[—i(k — ko)L]| -

Pii vipravé se uZije vztahl

R=|

I'(2ikoL) l_ _n
F—2ikl)| " TOIA-P)=Goy-
Vysledny vztah zni
_sh? [nL(k — ko)]
sh? [ L(k + ko)]
v asymptotlckem prlpade kL< 1je
k—ko
R=(i7r) /

zatimco pfi kL >1 je exponencidlni z4vislost
R=exp (—4mkL).
10. VySetfete Sifeni elektromagnetickych vin v nehomogennim prostiedi
s indexem lomu N(z)= No/ch(az).

Névod: v rovnici VIII(3.10) proved’te substituci & = th(az)
Reseni. V rovnici

d? Ni
a—z%)—f—[ 24 ch?(az) - A]

provedeme substituci § =th(az) a zavedeme oznaleni

2 2.
v=§-, 2s+1= (1+4N°“’ )"2

(1

Po tdpravich dostaneme

Ei% [(1—&2)3—(5]+[s(s+i)—1—_‘:2?] p=0.

To je (v ponékud pozménéném ozﬁaéeni) rovnice 14 dodatku V pro sdruzené
Legendreovy funkce. Substitucemi )

p(8)=(1-8)"w(E), 1-§=2L

ziskdme hypergeometrickou rovnici
EA-DW'(E)+(v+ DA -2Dw' (D) = (v = )(v +s + Dw(£) =0.
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Reseni koneéné pii £=0 (tj. pfi E=1, resp. z=®) je
@(&)=C(1-E)"Flv-s,v+s+1,v+1,3(1-0)]

PHi & =—1 hypergeometricka funkce F(a, B, v, 1) diverguje, kromé piipadu, kdy

a=-n=0, —1, =2, ..., proto koneénost pfi z=—o (tj. £ =—1) vyZaduje, aby

bylo .
v—s=-n, (n=0,1,2,...). 2)

Hypergeometrickd funkce se pak redukuje na polynom n-tého stupné. Tim jsou
(pfi daném « a dané frekvenci w) uréeny mozné sméry dopadu (parametru A). Pfi
A =0 to pfipousti pouze ¥ifeni vin s frekvencemi w =n(n+ 1)ca/No. K urceni
t&chto frekvenci je nutno uvazit No= No(w).

11. DokaZte, 7e imaginarni &4st Im ¢ permitivity £(w) méni pfi @ = 0 znaménko.

Regeni. Podle vysledki &. VL6 je pfi @ = w’>0 imaginarni ¢ast Ine=¢’>0.
Ze vztahu VIII(6.8) plyne Im e(— ') = —Im &(w’), tj. na levé Casti redlné osy w je
imaginarni &ist e(w) zdpornd. Je tedy Ime>0 pfi w=0'>0, Ime<0 pfi
o = w’ <0. Odtud plyne, 7e v bodé @ =0 funkce Im £(w) = £"(w) méni znaménko.
U dielektrik prochizi £"(w) nulou pfi w =0, coZ je jediny bod na redlné ose,
v némZ ¢"=0. V &asové proménnych polich (w#0) je tedy vidycky disipace
energie. U kovil je zména znaménka spojena s tim, Ze ¢(w) m4 imagindrni Cast
iy/o.

12. Provedte rozbor susceptibility x(w) a permitivity (w), kdyZz korela¢ni
funkce K(7) v rovnici VIII(6.2) je K(t)= Ko exp (—At), A>0.

Reseni. Po dosazeni je
_ Ko(A +iw)

x#(w)= K"L e ¢rdr K

Fun¥ce #(w) mé pdl pouze pfi @ = —iA, tj. v dolni &dsti Gaussovy roviny. Redlna x’
a imagindrni ¢ast x” je

Integril
I*“’ x’(Q)d.Q_KA e dQ
- Q-0 T ). (Q-0)+1)

vypolteme rozkladem integrandu na parcidlni zlomky. Vysledkem je vztah

= x'(Q) _ Kol
J’_,, Q- d@= A2+ 0?

=—-gImx(w)=—-nx"(w)

ve shodé s obecnou disperzni rovnici VIII(6.15). Vlastnosti £ = e(w) pak plynou
z defini¢éniho vztahu VIII(6.3).
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13. Vysetiete, zdali miiZe existovat prostfedi, v némz by byly redlnd a imaginarni
¢4st susceptibility stejné v celém rozsahu frekvenci.
Reseni. V takovém prostiedi by muselo x»'(w) vyhovovat integrdlni rovnici,
kterou dostaneme z VIII(6.16), a sice
1 2'(Q)
®'(w)== ———=dQ.
(@) n)e -
Tato rovnice md pouze trividlni feSeni »'(w)=0.
Neexistence takového prostfedi miizeme dokédzat také elementdrné. Z VIII(6.8)
plyne, Ze na redlné ose je \

%' (—w)=x(0), ®'(—w)=—-#"(w).

Redlna &ast %' je sudou funkci, %" lichou funkci frekvence. Rovnost obou funkci
miiZe nastat pouze pfi »' = x"=0.

14, Dokaite, 7e v prlhlednych prostiedich je index lomu rostouci funkci
frekvence. Navod: vyuZijte Kramersovy—Kronigovy relace VIII(6.16).

Reseni. V rovnici VIII(6.16) uZijeme (viz pfedesly pfiklad) x"(— Q)= —»"(Q),
coz da

N LT[ %'(2) " %"(Q) -
u(w)—n[_m Q_wd52+ A Q—wdg]—
1 _[#(=92) " x(Q)
—n[ rLaes] Q_wdQ].
Je tedy
o2 [7Qu"(Q)
%(w)—ﬂ: , P — 0’

dQ.

V prithlednych prostiedich je |»'|> |x"|, takZe lze poloZit x=x’, a tudiz také

= Qu"(Q)
0 Qz—w2

#(w) =% de.

Odtud plyne :
d(w) 4w (7 Qx"(Q)

do ® b (Qz—wz)zdg'

S ohledem na nezipornost integrandu odtud plyne

dx(w)
“do >0.

Uvazime-li vztahy e(w) = &1 + #(w)], N*(w) = &/, dostaneme nerovnosti

de(a))>0, dN(w)

do dw >0.
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Posledni nerovnost pfepiSeme v ekvivalentnim tvaru

'd‘d&; [wN(w)]> N(w).

15. Dokazte, Ze pro index lomu prﬁhlédn)’fch prostfedi plati nerovnost

d 1
s [wN(a))]>N(w) .
Névod: postupujte podobné jako v piedeslé uloze.
Res$eni. Obdobnym postupem jako v piedeslé iloze odvodime

4o [ QLw(Q
L fan(o)) =22 [ 2 aa>0.
Odtud plyne
de(w) _2&
2ol 2 y0),

resp.

d 1

Ke kapitole X

1. Dokazte pfimym vypoctem, Ze potencidly X(4.5)ka X(4.6) vyhovuji rovnicim
X(4.1) a X(4.2).

Reseni. Ditkaz provedeme pro skaldrni potencidl. Oznalime o'=o'(r,t),
t'=t—R/c, R=|r—r'|. Podle Leibnitzova pravidla o derivovani mame

dme V2D = fd3rV2( ) fds [g v2( )+2Vlv9 +1V2 ]

Dile dosadime

1__R _%¢’ R 9o’
VR=® Y at'V’ "R 31’
1 13%' 2 3o’
2 (2 2 0.2 98 £ U
v (R) —4nd(R), Ve'==3p TR o
Midéme tak
2.7
V2<I>————Jd3 { 40’ 8(R) + 12885’2}.
Jeliko?

1801 [dr 3%’
¢ 0 4me, ) R o’
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z poslednich dvou vztahi ziskime
. 18 1 ' Ly g3 ,
(V =3 ) &(r,0)= ——Jg(r ,1)0(r—r")ydr' =—p(r, o).
£ Eo
Pro vektorovy potenaal je postup dukazu stejny.

2. Dokaite, Ze potencidly X(4.5) a X(4.6) vyhovuji Lorentzové podmince
X(4.3). .
Reeni. Zavedeme oznaleni J'=J(r’, t— R/c), pak je

de——fdlv( >d3 4n“JV (R)+1 de'}

kde divJd'=(3J'/3t")Vt'=—c"(3J/3t')VR. Pfejdeme k derivacim podle
garkovanych proménnych

divd = —[div, J - (diV’ J,)t’=konst]’
¢imzZ dostaneme
divA ——f [—div ("')+ L divdr). 1)
4 R/ R

Prvni integrdl pfevedeme pomoci Gaussova teorému na 1ntegra1 pfes uzavienou

plochu
3
fdrdw( > §RJ ds =0,

jelikoZ na hranici je J,= 0. Je tedy
- =_"_lﬁ l : 1 33 et
- divA 4anleJ da’r'.
Z X(4.6) méame (uZijeme c’goto=1)

100 _w (180 4,
2 ar 4n) Rar &7 @

Ze vztahti (1) a (2) s ohledem na (3¢'/3t")+divd’ =0 plyne X(4.3).

3. Dokazte pfimym vypoctem, Ze X(4.17) vyhovuje rovnici X(4.15).
 Reseni. Polozime-li r' =0, pak

G¥(r) .=41? exp (ii 961) .
Pfi provérce uvZijeme vztahu (Leibnitzova pravidla)
Vi(fg)=g V*f+2(Vf-Vg) + Vg,
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kde f=1/(4nr), V’f=—8(r). Jelikoz g=g(r), je

I 2.1 d
Vg—rg(r), V T dr( dr)

Aplikaci operétoru V> + (w/c)? na funkci (4nr) 'g(r) dostaneme (pii r+0) pro g
rovnici

g"(r) + g(r) 0,

jejiz partikuldrni feseni jsou exp (*iwr/c), &imZ je potvrzena spravnost rovnice
X(4.17).

4. Dokazte platnost vztahtt X(5.6) a X(5.16).
Reseni. U X(5.16) se jedna o integral typu
I=J‘ exp (—iwT) dw=f c:l)s(wT) do

- 2_ 2

Po rozloZeni jmenovatele na parcidlni zlomky je

I—._l_f [ 1,1 ]cos(wT)dQ):%J’ cos (@T) 4

20 ) la—w a+ow a—w

(U ¢&lenu a+ w jsme provedli ziménu w— —w.) Substituci a — w =x a uZitim
trigonometrickych vzorcé dostaneme

I=%f d7x [cos(aT) cos(Tx) —sin(aT) sin(Tx)] =
= ——sm(aT)f sm(Tx) dx = ——sm(aT)
coz je X(5.16).
Derivaci vztahu
“eos(wT) , @
J:w et do= p, sin(aT)

podle T dospéjeme k rovnici 7
f M dw == cos(aT),
e A—w

coz je (v jinych oznadenich) integral typu X(5.6).
Oba integraly se nejsniaze vypoCtou vysetfovanim integrilu

eibz
dz
§ 2—a’

po uzaviené kfivce jdouci na realne ose z od — do + a po nekonedné vzdilené
pulkruznici.
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5. Potvrdte platnost rovnice X(5.23)."
Reseni. PoloZme d’k=2nk?sind dk d?, kR =kR cos® a dile postupu]eme
jako v ¢l. X.5.

6. Provedte Fourierliv rozklad pole rovnomérné pfimocaie se pohybupclho
bodového néboje.
Reseni. Jednd se o feSeni rovnice

._o__1 = 1
Od = o o ed(r—wt). ‘ (1

Ze vztaht .
D(r,t)=2n)3f tDk(t) e'* d’k,
S(r—vt)=2n) 2 [e* " &’k

po dosazeni do (1) dostaneme rovnici pro P«(?)

1 3’y
2 at2

+ G = exp (—ikwvt),
Eo

odkud

e exp (—ikvt)

Pe= T = (kvicy

Podobné dostaneme vektorovy potencidl

exp (—ikvt)

A boet e~ (hvicy

Viné s vinovym vektorem k pfislu§i kruhovd frekvence o = kv Ze vztahu
E=-V® —(3A/3t) pak miame

Ek = _leDk + i(kV)Ak,
Bk = l[k, Ak]

Doporucujeme ¢tenéfi srovnat tyto vysledky s obdobnymi vysledky v ¢lanku I11.9
pro elektrostatické pole.

7. Odvodte vzorec X(7.39) pro stfedni hodnotu energie oscildtoru. Vyjdéte
z toho, Ze pravdépodobnost w, nalezeni systému ve stavu N je dmérnd exp (—&n/
/kT).

Reseni. Konstantu imérnosti oznaéime 1/Z, takie je wx = Z ' exp(— én/kJ).
Pro oscildtor je €y = Nhw, takze

1 - o
wN=—Z—eN‘, (1)

kde jsme zavedli A = hw/kJ . Konstanta je uréena normovaci podminkou'

;WNzl
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takze je

= - e
Stfedni energie je definovéna vztahem
hw -
<%>=2ENWN=’Z_;NC M
co? s ohledem na (2) snadno pfevedeme do tvaru

1 dzy _ d
(%)=hw2(—a>— hwdk InZ.
Po dosazeni za Z z (2)'dostaneme

hw _
(&)=o_71> (A =hw/KT),

coz je vzorec X(7.39).

8. Vypottéte celkovou energii & zdfeni, jehoZ spektralni rozdéleni je dano
Planckovym zidkonem X(7.40).

Redeni. Energie je ddna integrilem pfes frekvence v intervalu 0sw<x. V
rovnici X(7.40) udéldme substituci hw =kJx; po- jednoduché ipravé pak bude

E dx

0 Cx'_l )

V&I e X
ey |

V integrandu upravime zlomek

l — X 1 — - —Nx
-1 ¢ 1—e-""N§=:e ’

Dostivame tak

o 3 o W 3 1 )
X 3 ~Nx J, — v
dx = x’e™dx=6 ) .
J:) e*—1 NZI 0 .;2—1 N*
Pii dpravé jsme provedli substituce Nx=z a vzili vztahu
f 22e*dz=3!=6.
0

Vznikly soudet je zndm z teorie Fourierovych fad, teorie Bernoulliovych cisel

©

> N~*=n*/90.

N=1
Vznikly vztah
€=aVT?,
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je v souladu s VI(3.7), pfiCem? konstanta ¢ je vyjidfena pomoci univerzalnich
konstant

w?k*
O=15(hey
9. Potvrdte pfimym vfpoétem zékon zachovdni X(8.18) Lentzova vektoru

X(8.17).
ReSeni. Pii ¢asové derivaci (dA/d¢t) uZijeme vztahu

40 L,
de\r)  r 2 dt .

Derivace dr/dt je radilni rychlost (vr)/r, takZe je

d/m v 1
G (7)=r-w o (1)
Z pohybové rovnice N
dp_ dv_ar
dt Tdt P

plyne (centrélni pole) zachovani momentu hybnosti L = [r, p], (dL/d¢) = 0. Je tedy

d o )
dt [p’ L]—;—j[r, L]

Dosadime L=[r, p] a upravime dvojity vektorovy soucin. Dostaneme tak

dA_d(r 1 . _
dr —dt (r'+ma [p’L]>_O’

&im7 je platnost rovnice X(8.18) dokazéna.

Ke kapitole XI

1. Uréete elektrické dipdlové zafeni dip6lu rotujiciho v jedné rovin€ dhlovou
rychlosti wo.
Reseni. Za rovinu rotace zvolime rovinu (x, y); pak je

Px = po cos{wot), p,=posin(wot), p.=0.

Uhlové rozdéleni zéfeni vypoéteme podle vzorce

1 " a

= ——— 2, =
A= Toee P> 1740

ng%g;gsinz(a dQ.
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|

Integraci dostaneme celkovou intenzitu

2
_ pbwd
6meoc®”

2. Elektron pfi obéhu ve vodikovém atomu by vyzafoval elektromagnetickou
energii. Tim by se pfiblizoval k jadru. Uréete dobu dopadu elektronu na jadro, tj.
dobu Zivota atomu podle klasické fyziky.

Reseni. Intenzita zafeni I je rovna ¢asovému ubytku energie € elektronu, tj.

dé_ . &,
dt __1_631280(,‘3 - 1)

(Piedpokldddme elektrické dipolové zéfeni.)
Na stabilni draze se kompenzuje odstfediva sila mv?*/r Coulombovou silou, coz
vede k podmince
v? €’
M T dmer?

Pomoci tohoto vztahu ziskdme pro energii & elektronu vyjadfeni

2 2
1 2 € 1 e

€=3mv*— —= —3
4meor 4meor

a pro tbytek
dg e’ dr

dt S8meridt’ @

Zrychleni vyjiddfime z pohybové rovnice
e’r
431:807'3 )

mi = (3
Spojenim rovnic (1), (2), (3) dospéjeme k diferenciélni rovnici

d

T (r*+4crit)=0, 4)
kde ro = e?/(4neomc?) je tzv. klasicky polomér elektronu. Rovnice (4) mé feSeni

R*=a3—4crit, )

kde ao=r(0) je polateéni vzdalenost elektronu od jidra. V Case

as
T=—"""73
4crd (6)
je vzdélenost r=0. Pfi poéatedni hodnoté ao=10"""m je ,klasickd doba zivota
atomu* T=10""s. Tato nesmirné kratka doba nizorné dokumentuje nepouzitel-
nost klasické teorie v atomdarni oblasti.
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3. Vodikové plazma se nachazi ve vn&j§im magnetickém. poli - B. Vlivem
betatronového zifeni ztrici plazma energii, a tim se ochlazuje. Urcete pokles
teploty plazmatu vlivem tohoto zéfeni. Ndvod: pouZijte vzorce XI(4.9) a porov-
nejte jej s ibytkem hustoty energie plazmatu.

Reseni. Energie emitovand objemovou jednotkou plazmatu za jednotku Casu
vlivem betatronového zafeni je

kT
mc?’

du
wW® = 5 amcin*t, a=%mcr;, T=

Zde u znali objemovou hustotu energie, z niz se Cerpd energie zafeni. Kazda
dastice ma stiedni energii 3kJ/2. Je-li hustota elektronti (n.) rovna hustoté iontd
(m), tj. mi=n.=n, pak u=(m+ n.)(3kT/2)=3nkJ =3nmc’z. Je tedy

dr
© =3nmc? —=amc*nt.

dt
Elementarni integrace da pro €asovy vyvoj teploty

To
T= 1 ’
1+%3antt

kde 7, je potateéni teplota, to=kJo/mc>.
4. Vypoltéte ucinny prifez rozptylu elipticky polarizované viny na volném
niboji. Navod: postupujte obdobné jako pii odvozovdni Thomsonova vzorce

XI(8.6).
Reseni. Elektrické pole E elipticky polarizované viny zapiSeme ve tvaru

E =G, cos(wt + a)+ €; sin(wt + a),

kde vektory €, €, jsou vzdjemné kolmé

@1@2 = O
Do vzorce
_ 1B, n*
dI'= 16n2£0c3vd
dosadime p =er, mFf=¢E, coz da
. o
A = ommics, \& "I 2.

Po vydéleni absolutni hodnotou Poyntingova vektoru S = cg|E|*> dostaneme
adinny prifez

_dI_ 2 [@1’ n]2+[@2, n]2

do="g PG

de,
kde ro=e*/(4meomc?).
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5. Vypoététe Géinny prifez rozptylu svétla elektrickym dip6lem — rotétorem.
Frekvenci o viny pfedpoklddejte velikou ve srovndni s frekvenci wo volného
pohybu rotatoru.

Reseni. Postup je obdobny jako v pfedeSlém pnklade V definici d4¢inného
prifezu do =dI/S dosadime

_Ip,np? _ 2
dl=7555dQ,  S=calEl,

coz da

__[p.np
d0=Tenteic| EP 4 M

Derivaci p uréime nasledujici Gvahou. Pfi @ > wo lze zanedbat vlastni rotaci
rotétoru a uvaZovat pouze vynucenou rotaci pod vlivem silového momentu [p, E]
pisobiciho na rotétor pod vlivem vlny. Oznacime-li | moment setrvacnosti rotato-
ru, pak pohybovi rovnice zni 122 =[p, 2], kde € je vektor iihlové rychlosti. Pro

zménu P elektrického dipélového momentu mame rovnici p =[£2, p]. Po dosazeni
do pfedchozi rovnice dostaneme

~[2, p]+[2, p]=T [Ep* - (Ep)p + 2(pR2) - P

Po zanedbéni kvadratickych ¢lenit 2° budeme mit

_|p_a

[Ep*—- (Ep)p].

Tento vztah dosadime do (1) a prointegrujeme pfes orientace vektoru p, ¢imZ
dospéjeme k hledanému vztahu

4

T 9wl

6. Molekula se nachdzi v poli monochromatické elektromagnetické viny. Pfed-
pokladejte, 7e nedochdzi k disipaci elektromagnetické energie a dokaite, Ze
v tomto pfipadg je tenzor polarizovatelnosti hermiteovsky B = B%:.

Reseni. Pfi zméné pole dE se vykona préce

dA =1Re(p dE*)=1(p dE*+ p* dE),

kde p: = BwE: je slozka dipélového momentu molekuly. JelikoZ — podle piedpok-
ladu — neni disipace energie, bude dA rovno zméné stredm potencidlni energie
molekuly dA =d( W) kde

d(W) =}(BuEx dE* + BL.EY dEx).
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Jelikoz d(W) je tiplnym diferencidlem, musi byt
) ﬁik = ﬁ i

(W) =%pE*.

Z toho plyne

Pro magnetickou polarizovatelnost je postup obdobny.

7. Najdéte polarizovatelnost B atomu v poli rovinné monochromatické elek-
tromagnetické viny a slabého vnéjsiho (statického) homogenniho pole Bo. Pied-
poklade]te ,.elasticky vazany* elektron a prostedi bez disipace.

Regeni. Z pohybové rovnice (wo je vlastni frekvence oscilatoru — elektronu)

m(F+ wjr)=e(Es e +{v, Bd})
najdeme pro slabé pole By fedeni (srovnej piiklad I1.9)

_ eE —i ew
m(wi—w?) ~ m*(wi—w

2) [E’ BO]'

Tim je uréen dipélovy moment p: = ex; = BwEx. Po jednoduché dpravé dostaneme
hledany vysiedek ’

. .
B = 2 Suc — _(z_) ex‘leOl]
?) Ym

m(ws—
Tenzor Bi je opét hermitovsky Ba = B¥i.
8. Z rozptylu elektromagnetickych vin byl experimentalné zji$tén tvarovy faktos

zkoumaného objektu

a3

Fa)=mragy

Uréete hustotu elektrického naboje a stfedni kvadraticky polomér daného objektu.
Redeni. Hustotu niboje o(r) vypolteme z rovnice

o(r)=e(2n)~* [ F(q) exp (—iqr) d*q.

PoloZime qr=qr cos @, d’°q = 2nq2 sin @ dg dQ, ¢imZ dostaneme

_— ea2 © q dq igr cos©®
o(r)= Gy b A+ g j (—igrsin@ dO).

Integral pfes © se vypolte elementdrné, dd —2 isin(gr), takie je

_ " qsin(qr)
e(n= 2n rto (1+a*q*? d
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Vznikly integral je zndm z dvodniho kurzu matematiky; vysledek zni

e(r)= e (M)

8na
Celkovy naboj ‘ »
fo(r)dr=e. 2)

- Stfedni kvadraticky polomér se vypoéte z defini¢niho vztahu

(M) =¢ [rem e,

coz da :
(r*) =124

9. Doka’te opravnénost rovnice XI(6.16) pro Hertziv vektor. Navod: vyuZijte
nejednoznaénosti I® v defini¢nich rovnicich XI(6.15).

Reseni. Do rovnic

OP=-¢g' divP, A =—pu(3P/3t)

dosadime
div (DII‘e’ +1 P) =0, 2 (DH“"’ +1 P) =0. (1)
£o ot Eo
Z téchto rovnic plyne
I+ L P=rotF, OIY+-P=A(r) @
0 0

kde F=F(r, t) a f=f(r) jsou libovolné vektorové funkce. Potencidly @ a A jsou
invariantni vici ziméné

MO=M®+r0tF, MO=M'O+f 3)
Po dosazeni do (2) dostaneme

DH"e)+£l P = —rot[OF — F].
0

Zatim libovolny vektor F zvolime tak, aby platilo OF — F=0, ¢imZ pro II'®
ziskdme rovnici OIT'® + e5'P =0, coZ je rovnice typu XI(6.16). Obdobné je to
s druhou rovnici série (2), ¢imZ je redukce rovnic pro prvai Hertziiv vektor
dokézédna. Pro druhy Hertzliv vektor II™ je postup stejny.

10. Dokazte platnost rovnice X1(11.10).
ReSeni. Funkce f(t) a g(¢) vyjadfime pomoci XI(11.9). Dostaneme tak

re +o +oo +oo
f f()g() dt=(2n)—2f dwj dgf foda €7@ dy.
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V poslednim integrilu uZijeme

f+mexp [-i(Q + w)t] dt =278(2 + w),

¢imZ dostaneme ;
[ rog@® ai=@ny1 [ fog-o do. @
Integrél upravime‘ pomoci vztahli f=f_,, g5=g-u, coZ d
+o0 1] ' 0 o
j_ fod-o dw = f_ (fog-o) dw +fo (fog-o) do =J; (f.9% + f£go) do.

Po dosazeni do (1) ziskdme rovnici XI1(11.10).

. Ke kapitole XII

1. Dokazte platnost rovnice XII(2 15).
Reseni. V derivaci

S Loy (2 d¢,  du a"
at(gu+2gv)—<2+u) +Qat+ i

uvézime, e pro idedlni tekutinu je ds =0, takze z XII(2.7) plyne

au _Pao
@3t Tpat’
coz d4
_8_ 1 0,2 P aQ oV 1,.2 dv
at(gu+29v) (2+u+ )8t+ v —(h+2v) +Qv8t 9

kde k= u + P/ je m&rn4 entalpie. Derivace (30/3t) a (3v/dt) vyjadiime z rovnic
kontinuity

g—= —div(pv) = —— (QU:)

a z pohybové rovnice XI1(2.14)

Qv dv: oh
3t T Y3y 3m

av_ _ Bu dv,_ 3k
var Qv‘at U T Y e

=0,
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Po odpovidajicich tpravich dospéjeme- k rovnici
3
5; (u+iev)=—7- [(Qh +i0v7)uil,
co? je rovnice XI1(2.15). Interpretace vektoru J je pouénd. Po dosazeni za mérnou
entalpii oh = pu + P mime
‘ $dJ ds =§(oh +1ov2)vds =§(ou+iov’)v ds+$Pv ds.
Clen (ou +%ov?)v souvisi s tokem vnitini a kinetické energie, posledni ¢len Pv

popisuje mérny vykon tlakovych sil.

2. Odvodte rovnici XII(2.24).
Reseni. Postup je obdobny jako v pfedeslém piikiadé. V derivaci

3 3N 2 au du;
at(gu+zgv)——(u+ )at 3T 5,
uzijeme termodynamického vztahu du=J ds +Po "2 do (nyni neni ds = 0), a pak

du as\ . P /30

Y <at)+g (az) ‘
Derivace (30/3t) vyjadfime pomoci rovnice kontinuity a derivace (8v;/3t) upravi-
me pomoci pohybove rovnice XII(2.20). Po tpravidch dosp&jeme k rovnici

5; (ou+30v*)= —_5}_.- [(oh +30v®)v: — Tijvs].

Posledni &len v XII(2.25) popisuje proud tepla @=—-»VJ.
3. Odvodte rovnici XII(2.23).
Reseni. Levou stranu rozepiSeme

as as as as
0T (at) g (at+ st) <8t+ U a_x,) .
Z termodynamického vztahu XII(2.7) vyjadfime

0T ds=p9 du—'-gdg,

odkud plyne
3s du Pdg
0T ( ) 5 o A

3t) " 9%¢ g at’
3s\ _du P Jo
e (ax,) ax. o dx;

Pti dpravich se pak uZije rovnice X11(2.24) — viz téZ piiklad 2 k této kapitole.
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4, Upravte rovnici XII(2.23) tak, aby popisovala zménu teploty v tekutiné.
Tekutinu poklddejte za nestlacitelnou.
Reseni. Bude-li proces probihat pfi konstantnim tlaku P =konst, pak je .

ds_(3s\ (3T ds
a;‘(aa*) (a:)’ V= (eu) VT
Derivace (3s/39) vyjadfime pomoci mérnych tepel cr = F(3s/3F )e. Po dosazeni

do X1I(2.23) dospéjeme k rovnici

' 3T
oce <-§7 + vV./) div(xVT) + t}; Sv’ (1)

Pro neztladitelnou tekutinu je

, v, Ovy
Ty = (ax, + ax,-) ;

a tudiz (uZijeme symetrie 7}; = 1}:)

T 2”’ 11 (a”’ + g;*) -
]

du; | dy;\ [Oui , vy v , Iv)\?
2 E8-1 63
(ax, o) \ox, Tax) T2 8 Taw/)
Pii konstantnim %, je vedeni teplot v proudici (viskozni neztladitelné) i:ekutiné
popsdno rovnici

3T dv; v
SS VT = VT ( o ')
EYRRA 3% ' 3m
kde
=_“_ __n
=0 T 200

5. Dokaite, Ze tekutinu Ize poklddat za nestlaitelnou, dokud rychlost proudéni
je mnohem mensi neZ rychlost zvuku v tekuting.

Redeni. Z rovnice XII(6.6) pfi harmonickych zivislostech v, P’ imérnych
exp [i(kr — wt)] dostaneme gowv = kP’, coZ po dosazeni w = kwo, P'=p'wj dd

vg'

Wg Qo
Mali ztladitelnost znadi |o’| <€ go, a tedy i v << wo.

Ke kapitole XIII

1. Odvodte Lorentzovu transformaci z pozadavku invariantnosti d’Alembertova
operditoru. '
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Reseni. V neédrkované soustavé je

¥ 8 19 |
D=3 tay taz "5 @
a v éarkované

' ? 0?3 18

ax12+ay12+azl2——c-2”a_tl_2' (2)

DI

Provedeme transformaci soufadnic a ¢asu podle XIII(2.2), tj.
x'=A(x-V1), y'=y, z'=z, t'=B(t—DVx).
Nejdiive vypocteme

3 _9x' 9 3t _, 9 _ 9
- axrax Tarar A BPVa
Opétovnou derivaci dostaneme
82 — 2\/2 27TyY2\/2 82 82
3 A% 3x ,2+B DV FYE 2DABV YT
Obdobnym postupem ziskdme
il ANV — h +B?> ——-2ABV —— &
o~ ax”? a dx 'at"
takZe
? 13, V3 @
W'&arZ“A (1 >8x’2
B2 222 2ABV o2 32

M4-li byt prava strana rovna (3%/3x'?)— ¢ %(3%/3t'%), pak musi byt 1—Dc*=0,
A¥1-V?/c®)=1, B¥(1— D*Vc¢?)=1. Odtud pak plyne Lorentzova transformace
XITI(2.3).

2. Zdroj svétla v soustavé K’ (pevné spojené se zdrojem) emituje zafeni
s frekvenci @'= w,. Urlete zménu frekvence, kdyZ se zdroj svétla pohybuje
rychlosti V (tzv. Dopplertiv jev) viiéi laboratorni soustavé K.

Refeni. Vinovy vektor k a iw/c jsou slozkami &tyfvektoru, takZe jejich
transformaéni zakon zni stejné jako transformace soufadnic

.V . .V
Y(X1+ICX4>, X4-—'Y(X4 ICX1>,

ki:Y (k1+1% k4) s k«;-_—'}/ <k4—l'\c£k1) .

xi
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Dosadime ks=iw/c, ki=iw'/c, ki=k cosa=(w/c) cosa, ki=k' cosa’ =(w’'/
/c) cosa’, pak je

, vV
o' =yw (1——C-cosa) ,
odkud (w'= wo)

_ wo(1 — Vz/cz)l/z
1-(V/c)cosa ’

Pfi V< ¢ mame zndmy nerelativisticky vzorec pro Doppleriiv jev.

3. Urcete elektromagnetické pole vytvofené bodovym nabojem e pohybujicim se
konstantni rychlosti V.
Reseni. Soustavu K’ pevné spojenou s pohybujicim se ndbojem ozna&ime x’, y’,
7', t', laboratorni soustavu K (vii¢i niZ se ndboj pohybuje rychlosti V), x, y, z, t.
Rychlost V orientujeme ve sméru osy x, tj. V (V, 0, 0). Z transformaénich vzorci
XITI(5.1) ziskime

D =y(® +VAL), A=y (A;+% <p'> ,
| Aj=A, A=A,

kde y=(1-V?/c*)~"2 V soustavé pevné spojené s nibojem je @' pole Coulom-
bovo (A’'=0), &' =e/(4neoR’), takie je

eV

'Ax = L4 4ﬂ£oR’ )

e
P=Y fmeR

Vzdilenost R'=(x"*+ y'?+ z'*)"** vyjadiime v laboratornich proménnych pomoci
Lorentzovy transformace XIII(2.3)

V2 172
R’'=9yR* R*= [(x —'Vt)2+ (1 —?) (y2+ Zz)]

© Je tedy

_ e _ eV
_47[80R* ’ A —47158062R* ’ (1)

V soustavé K’ je magnetické pole nulové (B’'=0), elektrické pole E’ je
Coulombovo

,__eR’
E _4JI€0R’3 ’

Z transformadnich vzorct XIII(5.2) a XII(5.3) pak dostaneme

—(1_V\_eR _1
E__(l c2)4n£o(R*)3’~ B*?[V’E]’ @
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kde R je priivodi¢ od néboje e k pozorovacimu bodu x, y, z, tj. vektor o sloZkdch
x—=Vt,y,2
Vzorce (2) upravime tak, Ze zavedeme thel ¢ mezi smérem pohybu ndboje
(rychlosti V) a privodiéem R. PoloZime x —Vt=R cos#, y*+z°= R? sin’ ¥, coZ
da
1-p2 eR
(1 - p?sin* 8)*? 4neoR®’

kde f=V/c. Nejmensi hodnota pole odpovidd 4 =0, tj.

poe=p)_ e
4me,R? 4m3R22

E=

a maximdlni (& =m/2)
e I
4ﬂ;€oR2(1 - ﬁ2)1/2"" 431:80R2 :

E_L=

4. Uréete silu vzdjemného pisobeni (v laboratorni soustavé K) mezi dvéma
néboji pohybujicimi se se stejnymi rychlostmi V. PouZijte pfi tom vysledki
predchozi tlohy.

Reseni. Naboj e; vytvoif pole Ez, v némZ se pohybuje néboj e,. Sila F je pak
rovna

F=eE:+ e[V, B]. O

Magnetické pole B, vyjadiime pomoci rovnice (2) pfedeslé ilohy, takze po Gpravé
dvojitého vektorového soucinu bude

F=e (1_ ) E,+ 2(VE2)V

Pole E. vyjadfime pomoci rovnice (3) pfedeslé tlohy. Zavedeme privodi¢ R od
naboje e; k e; a ¥ thel mezi R a V. Po jednoduché tpravé ziskame pro paralelni
(F.) a perpendikuldrni (F,) sloZku sily
Fo(1 - ) cos?®
(1-pB%sin*#)**’
kde Fo= 6162/(431580R2).

Fo(1— %)’ sin

b= A-F s 9™’

F,=

5. Najdéte ekvipotencidlni plochy (v laboratorni soustavé K) bodového ndboje

pohybujiciho se konstantni rychlosti V.
Reseni. Podle piikladu 3 k této kapitole je

e

P = 4neoR*’
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3).

RS v 0

kde R*=[(x — V1)’ + (1~ V?/c*)(y* + z)]'”. Ekvipotencialni plocha @ =konst je
tedy urlena rovnici (a =konst)

V2
(x = Vi)’ + (1 ——C—2> (y*+ %) =d?,
co? pfedstavuje posouvajici se elipsoidy. Zplo§téni elipsoidu z4visi na poméru V/c.

6. Najdéte Lorentzovu transformaci pfi pfechodu od soustavy X k soustavé X',
jejiz rychlost V je libovolné orientovina vzhledem k soustavé K.
Reseni. Zavedeme transverzalni a longitudindlni komponenty priivodice

rv Vr’

n=ye v

v, rj= v,

(1)

ro=r—r, r.=r-—r.

Pro longitudindlnf (tj. paralelni s rychlosti V) a transverzélni (kolmé k V) slozky
uZijeme specidlni Lorentzovy transformace XIII(2.5), tj.

r”=y‘(r’+ Vt), ro=ri."
Spojeni s rovnicemi (1) pak poskytne hledany vysledek4

Ly vxrl, t=y G +!C’—) @)

r=y(r+Vve')+ sz

Libovolny étyfvektor se pak transformuje stejné jako (r,ict).

7. Najdéte zobecnéni adi¢niho teorému rychiosti pfi libovolné orientované
vza;emne rychlosti V soustav K a K’. PouZijte vysledkit predesle alohy.
Reseni. Najdeme paralelni a piicné slozky vy, v, v, vi. Vysledek zni
v+ v+l ve s (wev
VZ
y(l + W'/c?) ’

v=v+v, =
kde v’ je rychlost ¢astice v K.

8. Elektricky dipélovy moment po se pohybuje rovnomérné rychlostl V. Na]dete
jim vytvofené pole @, A, E, B v laboratorni (klidové) soustavé.

Reseni. V soustavé K’ pevné spojené s diplem je pole @’ uréeno vzorcem
1(4.4), tj.

' por’ r_
O =g A0
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Stejnym postupem jako v dloze 3 k této kapitole dospéjeme k vyslednym vztahiim

—_Por* _
@ = dmeoy(r+)®’ A=V,

1
—_—— * — 2
E 4neoy*(r*)’ [3(por*)R — (r*)*pol,

B=1 [V,
kde

R=(x—-Vty,2), r*=<x—Vt,X,£).
( ¥, 2) Y,

Soufadna soustava je zvolena tak, Ze dip6l se pohybuje po ose x.

9. V referencni soustavé K existuje homogenni elektromagnetické pole E, B.
Jakou rychlosti (vzhledem ke K) se musi pohybovat referenéni soustava K’, aby
v ni pole E’' a B’ byly paralelni. :

Reseni. Takovych soustav K’ je nekoneéné mnoho. Je-li nalezena jedna takova
soustava, pak stejnou pozadovanou vlastnosti (E 'IIB’) se bude vyzna&ovat
1 libovolné jind soustava pohybujici se (vzhledem k prvni) rychlosti paralelni se
spole¢nym smérem E, B. Budeme proto hledat pouze takovy referenéni systém K’,
jehoz rychlost je kolm4 k polim E, B.

Rychlost V zvolime ve sméru osy x. V transformacnich vzorcich XIII(5.2)
a XIII(5.3) pouzijeme toho, %e vK’ je E.=B.=0, E;B;—E;B;=0. Po jednodu-
ché tpravé dostaneme kvadratickou rovnici pro V

ve V 2p2
(1 +?) (E,B, ~EB,)== (E*+¢’B).
PoloZime B = uoH, S=[E, H], u=*%e/(E*+ ¢*B?), pak je
B 2
(1 +§) S=2uV.

Ze dvou kofent nutno vzit ten, jenz V<c.

10. V referenéni soustavé K jsou elektrické a magnetické pole navzdjem kolmé
E L B. Najdéte referenéni soustavu K’, v niz je pouze pole elektrické. Totéz pro
pfipad vymizeni pole elektrického.

Reseni. V rovnicich XIII(5.3) polozime B.= B, = B! =0 a vzniklé vztahy mezi B
a E pak uZijeme v XIII(5.2), ¢imZ mame

v v
By= —? E,, Bzz-c—2 Ey’ }
’ c2 ) v2 ’ 02 V2 |
Ey=yT/‘(1'-zi) B, Ez=—yv'(1—?> B,. |
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Z prvni rovnice plyne .
V .
c*(Bi+BY)= e (E%+ E?).
Rovnice mé feSeni V< c¢ pfi E>cB. Rychlost V je

¢’ ,_E E?— ¢?B?)”2
V=Ei[E, B], E _E( —C .

Je-li E'=0, pak obdobnym postupem najdeme

E,B
v-152,

Elektrické pole E’' =0 vyzaduje, aby bylo cB >vE .

B/ =g (C2B2 —_ E2)1/2.

11. Soustava diferencidlnich rovnic
[B,dr]=0 ) (1

pro magnetické induk¢ni Cary neni relativisticky invariantni; pf.i pfechodu k’jiné '

inercidlni soustavé méni sviij tvar. UkaZte, Ze pro jisty specidlni typ poli lze

soustavu rovnic ' |
[B,dr]—E dt=0, (Edr)=0, (2)

pokladat za relativistické zobecnéni soustavy (1). VySetfete strukturu poli, pro néz
je takové zobecnéni mozné, jakoZ i kompatibilitu soustavy ).
Reseni. Ve fixovaném &ase (dt=0) je [B, dr]=0, tj.

dx_dy_dz

B.” B, B.’
coZ je standardni tvar rovnice magnetickych induklnich Ccar. Pomociv Vztalaﬁ
XII1(4.13) pro tenzor F,, elektromagnetického pole se snadno piesvédCime, Ze

soustavu (2) Ize zapsat v relativisticky invariantnim tvaru
E., dx,=0. : 3

Kompatibilita rovnic (2) vyZaduje, aby bylo EB = 0. Tato poc‘iml’nl_(a je ,relativis-
ticky invariantni (viz ¢l. XIII.8). Odtud plyne, Ze relativisticky invariantni magne-
tické indukéni Cary Ize zavést pouze v pfipadé kolmych poli E a B.

Podminka integrability soustavy (2) je

[B, rotE+%?]—EdivB=O. 4)

V kovariantni formé (3) tomu odpovida
e,d,me(aF,w/axA) = 0 (5)
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Podminky (4) nebo (5) jsou vidycky splnény diky platnosti Maxwellovych rovnic
rotE + (3B/3t)=0, divB =0, resp. XIII(7.5).

Prvni rovnici (2) vyndsobime vektorové vektorem B a uZijeme podminku
kompatibility EB =0. Pro element dr magnetické indukéni &ary dostdvame

=— (B dr)+ _[E, B] dt.

Odtud je vidét, Ze magnetické indukéni &ary definované soustavou (2) se v prostoru
posouvaji rychlosti

1 :
=§3 [E’ B]’
kterd je nenulova i v piipad¢ statickych poli E, B.
12. Dokazte, Ze soustavu rovnic pro elektrické silo¢dry [E, dr] =0 lze nahradit
relativisticky invariantni soustavou
[E,dr]+cB dt=0, (B dr)=0. )]

Najdéte podminky, za nich? je takové zobecnéni moZné. Postupujte obdobné jako
v predesle dloze.

Reseni. Pomoci tenzoru F,, elektromagnetického polc vyjadfime (1) relativis-
ticky invariantni soustavou

ConuFi dx, = 0. (2)

Rovnice soustavy (1) jsou kompatibilni pfi EB =0 (kolmosti poli E, B) a pfi
podmince integrability
1 3E

—]+B divE =0. 3)

[E rotB——~ 3

Jelikoz rot B — c*(QE/3t) = iof, divE = Q/ €0, podminka integrability (3) dava vztah
mezi proudy j a hustotou ¢

c’oB —[j, B]=0.

Neni-li tato podminka splnéna, pak nelze elektrické silo¢ary zavést relativisticky
invariantnim zptisobem.

Podobné jako v prededlé tdloze najdeme, Ze elektrické siloCary definované
soustavou rovnic (1), resp. (2) se. pohybuji rychlosti

1
u= —-E—z [E, B].
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13. Dokaite, Ze tfirozmérny vinovy vektor k a iw/c jsou slozkami Ctyfrozmér-
ného vinového vektoru

. @
h=(ki%). (1)
Reseni. Potencidl o, rovinné elektromagnetické viny (O« =0) ma tvar
A, = a, exp [i(kr — wt)]. 2)

Relativisticky invariantni Lorentzova podminka (3.4,./3x,) =0 pak vyZaduje, aby
bylo ks=iw/c, éimZ je tvrzeni dokazdno.

Misto of, lze vzit tenzor F,, elektromagnetického pole, jenz (vné ndbojil
a proudi) vyhovuje rovnici

8Fu_ .
dx, 0; (3)
opét polozime

Po dosazeni do (3) dostaneme opét, ¢ musi byt ks=iw/c. To je ostatné vidét
piimo z (2), resp. (4). Ma-li byt o, Ctyfvektorem, musi byt fdze kr — wt skaldrem.
Jelikoz k a r jsou tiirozmérné vektory, musi byt —wt = kax..

14. Najdéte relativistické zobecnéni materidlovych vztahti D =¢E, B = uH.

Reseni. Rovnice div B =0, rot E + (3B/3t) = 0 zapiSeme pomoci tenzoru F,, [viz
XI11(4.3)] soustavou XIII(7.1). Obdobné rovnice divD =0, rotH—(3D/3t)=0
vyjadtime v kovariantnim tvaru (3Hus/3xs) =0, kde tenzor .

0 H, —Hz. —iCDl
—'Hs O H1 "‘iCDz

H,. -H, 0 —icDs;f. ~
icD:1 icD, icDs 0

Haﬁ =

‘Pomoci &tyfrozmérné rychlosti u, zapiSeme vztah D = ¢E v kovariantnim tvaru

H,u, = ceF.u..
Misto B = uH mame ew.p,Fe/lt, = cU€rasy Hopliy, tj.
Fugtty + Fpyia + Fratts = pic(Haptty + Hpytta + Hyalig),

Ve vektorovém zdpisu tomu odpovidaji rovnice

D +[v, H] = c*e(E +[v, B)), (1)
¢*B+[E, v]=nu(c*H + c[D, v)). @)
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P#i malych rychlostech v < ¢ tomu odpovidaji vztahy

D =¢E + (epn — c?)[v, H],
B=uH+(eu—c?)|E, v].

Rovnice (1) a (2) prvné odvodil H. MiNkovski v r. 1908 ; kovariantni piepis
jinych materidlovych vztahli se provede obdobné.
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DODATEK 1

Vektorova a tenzorova analyza

Mé_jrrpgdliartrézslgou ‘soufadnou soustavu x; (i=1,2,3) a skaldrni funkci f=
f(x1, x2, x3). Parcidlni derivace (3f/3x:) jsou slozkami vektoru zvaného gradient
funkce f ‘

erad g (i Lorp oy g 2
Vf=gradf= (:1 s thyoti 8x3> f. 1)
Zde I, b, I jsou jednotkové vektory kartézské baze, pficemz

i = & : Q)

V kfivolarych ortogonalnich soufadnicich qi, g2, ¢s je p¥irlstek dr privodide
vyjadfen vztahem

dr= h1e1 dql + he; d(h + h333 dCI3- (3)
pri¢em7
€;€r = Ojk. (4)

Z vyjadfeni (3) a (4) plyne pro Laméovy koeficienty h; vyjadieni (x1=x, x2=y,

X3=172) S

Vyraz (3) odpovidd tfem vzijemné ortogondlnim infinitezimdlnim posunutim
podél soufadnic qi, qz, g3, tj. tfem vzdjemné kolmym obloukovym elementiim

dh=hidq:, dlz=h,dq., dlz=h;dqgs, : (6)

(1= (dr)*= (b dg:)* + (h dga)* + (hs dgs)” RQ)
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Slozkami gradientu v kfivoarych soufadnicich jsou parcidlni derivace 3f/31, tj.

a [ 3} e; fe)
+._.—.
V= (hlaql I 342 h3aq3)

Uvedeme vyrazy pro h; ve tfech nejéastéji pouZivanych soufadnych soustavach.
V kartézské soustavé g1 =x, =y, gs=z je dhi=dx, db=dy, db=dz, h=h.=
ha=1.

Ve sférickych soufadnicich r, &, ¢ je

dh=dr, db=rd®, dh=rsin®dp, ©)
hi=h=1, ha=hs=r, hs=hy=rsind. (10)
V cylindrickych soufadnicich r, @, z (x=rcosg, y=rsing, z) je
dli=dr, dh=rde, di=dz, 11
hm=h=1, h=h,=r, hs=h=1. (12)

Slozkami ds; plogného elementu jsou plochy obdélnikii vytvotenych z oblouko-
vych elementl

dS1 dlz dls = h2h3 d(h dq:;,
dSz = dls dll = h3h1 dq;; dCh, 7 (13)
dS3 = dll dlz = h] hz dq1 dQ2

Objemovy element dV je roven

dv=dla dlz d13=h1h2h3 d(h qu dq3 (14)
" Gaussova véta ' _ _

' §Ads=[divAdV (15)
pfevédi integral pfes uzavienou plochu na integrél objemovy. V kartézské soustavé.
je '

/ aA aA dA, JA;
divA=V- ay -2+ 3z —a—; . (16)
Rovnici (15) uZijeme k vypoétu divA v kiivocarych soufadnicich
§ A ds .
. T As .
divA = }]VIEO AV 17)

Objem AV vezmeme ve tvaru infinitezimilniho k¥ivogarého rovnob&znosténu,
jehoi jednim z vrcholi je bod M, v némZ poéitime hodnotu div A (vizobr. A.1.).
“Sténa MM,N, M3 tohoto rovnobeznostenu ma plo$ku ds, = hyhs dg. dgs. Zvoli-
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(8 -

Obr. A.1. My

me-li orientaci MM, ve sméru rostoucich hodnot ¢, pak normélova komponenta
vektoru A k této sténé je —A; (minus A;) a tok sténou MM:N:M, je
~ A, hsh; dg. dgs. Protilehla sténa M;N:NN; se lisi od stény MM,N;M; pouze tim,
%e ji odpovidd hodnota soufadnice g: +dg. pfi nezménénych soufadnicich g: a gs.
Tok vektoru A st&nou M;N;NN; je

L AAdahs)
3

Vysledny tok sténami MM:N:M; a M;N;NN; je

——“—'a(Athh3) dql dQ2 dQ3
an

Stejnym zpisobem dostaneme tok sténami MM;N,M; a M;N;NN,, resp. MM:N:;M;
a MaNzNN1

. <A1h2h3 } qu dQ3

3(Ashs

 3(Ash
3 hl) dq1 dq: dQ3, _'(_‘g""l_'_
qz2

h2)
30 dq: dq: dgs.

SloZenim téchto ti vyrazi dostaneme celkovy tok $A ds=§ A, ds a pak pomoci
vztahu (17) ziskdme hledané vyjadieni
1

leA I h2h3 [ (A h2h3) + (Azhs )+—— (A3h1h2)] (lé)

Zvolime-li A =Vf{, pak pro Laplaceuv operétor div grad=V* mdme vyjddieni

1 8 (h:hs O 9 (hsh 8) 3 (h1h2 3 )]
2= +=— —1]. 19
Vi [ (h5e) Yo Cne 30 Y30 U 3g0) |- 09
Z vyjédrem (10) a (12) ziskime divA a V* ve sférickych a cylindrickych -
soufadnicich.

V kfivocarych soufadnicich ¢, g2, gs se orientace vektor e;, e,, €; méni

s mistem. PH dpravich se &asto potfebuje divergence téchto vektortl. Pfislusné
vyrazy ziskdme z (18), kde postupné polozxme A = e,, e, @;, ¢imZ dostaneme

dive;= (h2hs) ' (20)

] ) hy h hs 8q1
a daldi dva vztahy cyklickou permutaci.
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* Cirkulaci $ A dI vektoru podél uzaviené kiivky I pfevedeme pomoci Stokesovy
véty : ,

§A dl=[ds-rotA=[ds rot.A 21

na integral pfes plochu, kterd ma tuto knvku za konturu. V kartezskych soufadni-
cich je
iy iy I
3 3 3
rotA=VxX A= 536_1 3%, é_)_c; . (22)
A1 Az A3

Rovnice (21) uzijeme k vyjadfeni rotA v kfivocarych soufadnicich

rot, A = lim = . (23)

Postup je obdobny jako pii odvozovam (18), proto provedeme vyklad strucnéji.
Abychom dostali primét rotA do soufadnicové &ary ¢q: vezmeme kfivku
MM,N;M:M, a odpovidajici plosku ds; = hzhs dg. dgs. Vypoéteme kfivkové inte-
graly podél &isti tohoto uzavieného oblouku. Prvni Elen je ocividny

Adli=A,dL= Azh, dth-

MM2

Integral po oblouku M;N; se li§i od pfedchoziho integralu pouze tim, Ze gs je
zaménéno na gs+dqs pii nezménénych soufadnicich g, g2. Je tedy

__ - 3(Azhr) ,
L Adi=-| Adi= [A2h2+ o ] dqs];dqa
Stejnym zpisobem vypolteme
Adl=— A dl = Ashs dgs,

MM3 M3sM

Adl= [A3h3+?-(—‘51h-ﬁ dqz] dgs. -
8q2

M2N

Slo¥enim ziskanych vyrazii dostaneme cirkulaci po uzaviené kiivce MM.N;M:M

_ a(A3h3)_8(A2hz)]
§A dl—[ o 5o gz das

"Po vydéleni ploskou ds, = hsh, dgs dg. dostaneme (rot A); a dalsi sloZky cyklickou
permutaci
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1 78 3 1
(I‘OtA)l h T an (Aahs)*éE(Azhz)_ s
(rotA)s = [ 2 (Ashs) — == (Ashs) ] (24)
ro 2—héh1 La 2 1111 8611 3 3_,
(rotA)g—-h " Laql (Azh:) — a (A, h) .

Vysledek lze zapsat ve tvaru determinantu

he he: hses
1 10 3 3 '
- rotA = = = =
rot ] h hzha 8q1 aqz 8q3 (25)

h1A1 h2A2 h3A3

Gaussovu vétu (15) Ize snadno zobecnit i na tok tenzorové veliCiny. Je-li T;
tenzorem druhého fadu, pak

9§T., ds;= 3§Tn ds= f dV (26)
Pro tenzory vysSich fadi plati obdobné vztahy, napf. -
§ T dsie = § Tixhi ds = J dV T (27)
Formdlné tomu odpovidd zdména »
dse—dV = (28)
Ixx
Obdobné Stokesové vété odpovidd formalni zdména
dl—ds x V. (29)

Zavérem uvedeme nékolik Casto se vyskytujicich vztahd, jejichZ ovéfeni je
elementérni

V(fg)=fVg+4gVf, (30)

" Y(AB)=(BV)A + (AV)B + B xrotA + A X0t B, G
' div(fA)=f divA + A Vf, (32)

div[A x B]=B rotA — A rotB, (33)
rot(fA)=frotA — A X Vf, (34)

rot[A x B]=(BV)A — (AV)B + A divB — B divA, (35)
rot r(;tA =V divA — V*A. (36)
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" Pomoci téchto identit-a zimé&n (27) a (28) se snadno piesvéd&ime o platnosti
integralnich vztahid

§fA ds=[[f divA + AVf] dV, (37)
$[A x B] ds = [ (B rotA — A rot B) dV, (38)
[fA di=[(f rotA—[A X Vf]) ds, (39)
$udv=[[VuxVv]ds. (40)

Pro snazsi reference uvedeme zdkladni diferencidlni operace ve dvou nejéasteji
pouzivanych kfivo¢arych soufadnicich — sférickych a cylindrickych.

Pomoci vztahi (8), (9), (12), (18), (19) (25) dostaneme odpovidajici vyrazy. Ve
sférickych soutadnicich r, &, @ je

-

o 1o g __ 1 38
V'—-EW’ Vo raﬁ’ Vql’—rsinﬁ dp (41)
wa=Ll2 1 134,
divA= r? ar (FA)+ s rsind 819 (Aq sind) + rsind 3¢ ’ (42)
1 A,
(rotA), =Tand [619 (A, smﬁ)— ]

T ) T T )

(rotA)e =, =5 v 58
V?=div grad =712-58; (r2 —8—8;) +r2_sli;1_5 829 (Si nd 829) r? silnzﬂ aaT:JZ - (44)
A" cylindrick;’lch soufadnicich r, @, z je
1 SA aa;z\ (46)
(rotA);fl%%—aéjqp,
(rotA), = aafz"_ aa[:z . “47)
(rotA). =1 2 (ra,) -~ 2,
T (5 et (48)
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Zvlastni zmmky vyzaduje vektor V?A. V kartézskych soufadnicich jsou slozky
vektoru (V?A); = V?A;. V kiivoarych soufadnicich najdeme slozky V?A z vekto-
rové identity V2A =grad div A — rot rot A. Pomoci uvedenych vyrazi pro grad, div
a rot dostaneme

2 gl 2 34
2 — 72 = — 2
(VA), =V?A, -5 A, ,93,9 (S‘“M*’) sind 3@
: Aﬂ 2 aAr
2AY, = V2 A, — £ S
(V?A)s =V?As rzsin2ﬂ+r2 39
2 cos? BA,
rtsin®d o¢ ’
A 2 BA,. 2cos? dAs
2 S _ @ Zor
(V*A)e =V Aw 75t oo ¢ T o¢ ’
A, 23A
2 —U2A A 2 4
(V A)r'—v Ar rz rz a(p ’
A, 2 3A,
(VA)=VA, - FH 55,

(V2A), = V2A,.

415



 DODATEK II

Diracova distribuce

Bodovy naboj chapeme jako limitni pfipad niboje malych rozméri. Ponévad?
naboj je koneény (m4 konecnou hodnotu), stiva se hustota ¢ =Ae/AV v misté
sidla naboje nekonecnou.

V ]ednorozmernem pnpade vyjadrime tyto abstrakce vztahy

0o(x) = ed(x), (1)
kde |
6(x)=wo pro x=0, (2)
d(x)=0 pro x=0,
a singularita v bodé€ x =0 je takova, Ze
f Sy dx =1, 3)

Velifinu 6(x) definovanou vztahy (2) a (3) nazyvime Diracovou zobecnénou
funkc1 nebo Dlracovou distribuci. Z téchto vztahd plyne také

[y axt= o), 4)

f_tf(x’)é(x’ — Xx) dx’ =f(x). (5)

Obycejné piSeme integraéni meze (—o, +0), aviak stadi, aby integracni oblast
obsahovala singularni bod 6(x).
Distribuci 6(x) budeme chédpat jako jistou limitni operaci. Nechf

5 1 a
“ma*+x?

(6)

416

je posloupnost funkci. Pfi x# 0 je lim,_08.(x)=0; v bodé x =0 je lim,_,,¢6.(0) -

oo, pficemz plati o
f 8.(x) dx =-31; [arctg (E)] =1].

Jiné vyjadfeni mskame z Dirichletova teoremu Je-li f(x) spojita v bode x =0,
pak ]e | |
jim L f(x) _Lt dx =£(0). T

_K—:h

Srovnani tohoto vyrazu s (4) dava moznost interpretovat 8(x) jako limitu
posloupnosti funkci |

6K(X)""1 SlIle o . (8)

X
Jelikoz

f (SK (X) dx = 1,
je spinén také pozadavek (3) Vzhledem k tomu, Ze Je

1sinKx 1 f" e“‘"dk
nox o 2wl ’

miZeme 8(x) chdpat takto
I - 1 . re 1k.x |
(=g [ e=dk, B (9)

tj. jako Fourierliv obraz jednicky.

- Uvedeme néckteré uziteéné vztahy pro 6(x). Tyto vztahy nutno chédpat jako
rovnost mezi odpovidajicimi integraly obou stran. Tak napf.

x8(x)=0 0

nutno chapat ve shodé s definici (4), tj.

f x6(x) dx=0.

—

Obdobny vyznam m4 i ¢asto uZivany evidentni vztah

8(—x)=5(x). (11)
Distribuci slozitéjsich ar'gumen_tﬁ zavedeme obdobné. Necht g(x) ma pouze

prosté kofeny g(x;)=0. Substituci -g(x) =y se pfe_svédéi'me o platnosti vztahu

[ rostanes=3 Lo, (12)
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jemuz odpovidd rovnost

6(x - Xi)
0 =) . 13
96N =3 o0 (13)
Specidlnim piipadem je &asto uZivany vztah
5(x* = a?) =§|—10—, [6(x+a) + 8(x — a)]. (14)

Distribuci 6(x) lze téZ vyjadfit jako derivaci Heavisideovy skokové funkce
@(x)=1 pro x>0, O(x)=0 pro x<O0.

Derivace @'(x) spliiuje pozadavky (1) aZ (3).
Derivaci distribuce 8’(x) budeme opét chdpat ve smyslu limity posloupnosti.
Integraci per partes mame vztah

[ f(x)81(x) dx = f(x)8.(x) = [ f'(x)8a(x) dx.
Jeliko? na hranicich integraéni oblasti je d.(x)=0, plati
[Trs @ av== [ r s de=-£ . (1s)
Zobecnéni na n-tou derivaci 6“(x) je nasnadé |
[Travenw-nax =1y a9

Distribuci 8(x) lze spojit s relaci dplnosti baze @, linedrniho hermiteovského
operétoru L. Necht

L@, = L@a. : 17)

Vlastni funkce jsou ortogondlni, Ize je zvolit tak, Ze plati
(@ @)= [ @E(X)Pa(x) dx = Sn. _ (18)
Je-li béze @, Gplng, pak funkci f(x) lze vyjadfit rozvojem
£3) = B (), )
pfiemZ koeficienty a. jsou uréeﬁy vztahem
= (@, f)=[ @E(x")f(x") dx’. (20)

Tento vztah se ziskd tak, Ze (19) vyndsobime @i(x), prointegrujeme a uZijeme
(18). Po dosazeni (20) do (18) dospéjeme ke vztahu

fx)= Jf(x’) (E:,tp’ﬁ(x’)qa.,(x)) dx'.
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Odtud je vidét, Ze lze poloZit

é(x’—x)=§n‘,¢i’i(x’)%(x)- : (21)
V piipadé spojitého spektré operdtoru L se sumace nahradi integraci
8(x' —x)=[ pr(x")ou(x) AL} (22)
pfi¢em? vlastni funkce jsou normovény vztahem
Jot(x)@u(x)dx=6(L—-L"). (229

Vezmeme-li
@a(x)=(n+2)"*Pa(x),

kde P.(x) jsou Legendreovy polynomy (viz dodatek V), pak je
5(x' =)= 3, (n +HP.(x")Pu(2). (23)
Z ortogonality a dplnosti Besselovych funkci J.(z) lze ziskat vyjadfeni
S = 1) = () L KLk )Tu(kr) dk, (O<r, ¥’ <), (24)

V piipadé vice proménnych definujeme distribuci jako soucin jednorozmérnych
distribuci. Uvedeme dva pfiklady

O(r—r)=08(x—x"8(y—y")d(z—z2"), (25)
S(r—r)=02n)f exp [ik(r—r")] d’k. (26)

Pro funkci 6(R)=6(r—r’') lze odvodit uzZite¢ny vztah. Potencidl ¢ vyhovuje
rovnici V2@ = —p/¢e. Bodovému ndboji ¢ = ed(r—r’) odpovida potenciil

_ e
C:D(R)_4J1580R ’
Z toho plyne, Ze plati
1
22 )=~
\% (R) =—-4nd(R). (27)
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DODATEK III

Greenova funkce

M¢&jme linedrni diferencidlni rovnici s pravou stranou

Ly=f. | (1)
Greenovou funkci G(x, x') této rovnice nazyvame funkci vyhovujici rovnici
LG(x, x)=68(x—x"), (2)

kde 8(z) je Diracova distribuce zavedena v pfede§lém dodatku II. Je-li G(x, x")
znamo, pak feSeni rovnice (1) je

Y(x)=J G(x, x)f(x") dx’. (3)

O spravnosti této rovnice se presvédéime tak, Ze na obé strany zapiisobime
operdtorem L, coZ s ohledem na (2) d4

Ly(x)=LG(x, x")f(x') dx' = [ 8(x —x")f(x") dx’ = f(x).
Greenovu funkci Ize vyjadfit pomoci baze @, a vlastnich hodnot L. Ze vztahti

V)= Zagu(x), f()=Sbapn(x)

po dosazeni do (1) dostaneme vztah mezi koeficienty a, a b.

an=f1,: bn, ‘ A - a \17 . (4)
pfiCemz
bn=(@n, )= [ @E(x")f(x") dx’. (5)

Pomoci (4) a (5) dostaneme

@)= [16) (3 T w50 dx.

n n
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Srovnani s (3) poskytuje vztah

Gx, x) =3 1= #Hx () ©)

s

Greenova funkce neni rovnici (2) urena jednoznacné, jelikoZ k ni lze pfidat

funkci Go, kterd je feSenim homogenni rovnice
' LGo=0. (7)

Tato funkce se zvoli v zdvislosti na dodateénych podminkach (hrani¢nich, pocatec-
nich apod.).

421



DODATEK IV

Fourierova transformace

Zobecnénim rozvoje funkce f(x) pomoci trigonometrickych funkei exp (ikx)
f(x)=Sax exp (ikx)
k

je Fouriertv integral

f(x)=ﬁ f fu exp (ikx) dk. )

Velidinu f, nazyvadme Fourierovym obrazem funkce f(x). Nalezeni téchto veli¢in
je dtllezitym tkolem spektralni analyzy. Je-li funkce f(x) znidma, pak (1) ptedsta-
vuje integralni rovnici pro fi.. ReSeni této rovnice zni

fo =[f(x) exp (—ikx) dx. 2)

Diikaz provedeme takto: Rovnici (1) vynésobime exp(—ik’x) a prointegrujeme
pfes x

[f(x) exp (—ik'x) dx=Q2n)"' [ fi dk [exp [i(k — k')x] dx.
Ve shodé s vysledky dodatku II je
fexplitk—k")x dx=2nd(k - k'),
[ fub(k = k) dk = fu

¢imZ je potvrzena platnost (2).
S ohledem na reference uvedeme trojrozmérné zobecnéni piedchozich vysledki.
Funkci f(r) vyjadiime Fourierovym integrilem

f(r)=Q2m) [ fi exp (ikr) &k, 3)
422

v némz je ' .
fu=[f(r) exp (—ikr) &r. )]

Upozornéni. V literatufe se vyskytuji riizné definice Fourierovych koeficientl
(obrazil) f(k)=fi. Tak napf. misto (1) se uZivd

f(x) = f fe exp (ikx) dk,

f(x)=Qx)""[ fi exp (ikx) dk.

Tomu pak odpovidaji pfislu$né zmény v koeficientech v rovnici (2). Na tuto
skuteénost nutno ddvat pozor pfi porovnavani &i pfebirdni vzorcli z rdznych
prament.

popf.
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DODATEK V

Sférické funkce

V teorii potencidlu se ¢&asto vyskytuje funkce 1/R, kde R=|r—r'|=
(r*=2rr' cosa + r'*)**. Necht r' <r, pak

11 1

‘R r(1-2ucosa+u?)*?’

kde u=(r'/r)<1.Funkci (1 — 2y cos a + u*)~"? rozvineme v fadu podle mocnin y

1
(1-2ucosa+u

2)1/2= IZOHIPI (cosa). (1)
Polynomy P;(&) nazyvime Legendreovy; prvnich nékolik ¢lent je

Pi(§)=1, Pi(E)=&, PA§)=1(358°—-1), Px(§)=3(58-35);
obecné je

=(21)! 1 _ l(l~1)' -2 l(l—l)(l—Z)(l—?)) 1~4 —
P& 2'(1!)2[5 200-1)° 24 @-DE-3) " ] @

Rozvineme (E*—1) podle mocnin & a vypoéteme derivaci

dgl (62 1)’ dgl [E( 1)k k'(l k)' EZI 2k]
Porovnini s (2) vede k Rodriguesové formuIi
PO =558 &0 )

Polozime-li v (1) cosa=+1 a porovnime s geometrickou fadou (1Fu)™'=
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2.(4_-1)’;1', dospéjeme k rovnici

P(x1)=(1). 4)

Funkce u= P,(&) jsou feSenim Legendreovy rovnice
(1- 52)55—2—25 +l(l+1)u 0. (5)

Jednoduchym vypoétem se piesvédcime, Ze polynomy jsoul ortogonélni na
intervalu (—1, +1), tj. plati

[(r@r@ =0 k). ©)

Tento vztah Ize dokazat také pfimo z Legendreovy rovnice (5). Pii k=1 se jedna
o integral )

1=["Pi@) g =5 [ P@) 5g € -1 as.

Integraci per partes dostaneme

dl 1 ) . _d_l)z dl—l - . _
Il' [PI(E) dEl -1 (E 1) - dE dEl—l (E 1) d&] -
1 +1 dP[ dl 1 2 .
_2111 dg dEl 1 (E _1) dE

Postup prodlouzime, aZz vznikne integral

L ’P’(l £ d&.
Podle (2) je

dp_@2n!
d& 1!
Vysledny vztah zni
- +1 2 ; SRR
IREGLGE T o

Legendreovy polynomy souvisi s jistym typem feSeni Laplaceovy rovnice V?f=0.
Necht f je forma (homogenni polynom) [-tého stupné proménnych x, y, z. Kazdy
¢len bude mit tvar ‘

x™My"z™, m+nat+ns=1.
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Po zavedeni sférickych soufadnic x =r sin® cos@, z=r cos®, y =r sin? sing se
separuje radidlni a anguldrni Cist, ¢emuz odpovida feSeni typu

f=f(r, 8, )=r'Y(8, o). ®)

Z vyjadteni Laplaceova operatoru ve sférickych soufadnicich (viz dodatek I)

172 3 1 9 1 22
P2 (B ated 00 ) b
7Zlar\" 3r) Tsn9 39 in 080 sin®§ 3¢°

pak pro funkci Y=Y(#, @) plyne rovnice (uZijeme V*f=0 a (8))

1 3 /. .3V 1 3%Y
s—inﬂé—ﬁ(smﬁgﬁ)_'_sm 75 g 2+l(l+1)Y 0. 9
Separaci proménnych :
Y(8, 9)= 2(9)O(8) (10)
dostaneme pro ®(¢) rovnici
d’o .
Tk m*®, (11)

kde m je redlné &islo. Jednoznacnost fefeni @, = exp (i mg) vyZaduje, aby m bylo
celym Cislem

m=0, 1, £2, .. (12)
D..(p) =exp (ime). (13)
Spojenim rovnic (9), (10) a (13) dostaneme pro @(#) rovnici
) d@
(1-8) Gg-26 52+ [0+ 1-125] @ =0, (14)
kde
E=cos?®. ) ‘ (15)

Rovnice (14) je pii m =0 totozna s rovnici (5). Substituci

(&) =(1-E&)""y (&) (16)

ziskdme rovr;ici
(1 &) d§2—25(| l+1) +[l(l+1) |m| = m?Jv =0. (17)
Sroypénim ] rovnici (5) se piesvédéime, Ze lze poloZit
' qim!
v(&) =aE P.(8). (18)
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Nenulové jsou tedy pouze ta v(E)=v, pro néZ Im|<l, tj.
m=0, 1, .., £l (19)
Funkce

O(8)=Pn(®)= (1) S0 P(®) 20)

se nazyvaji sdruZené (asociované) Legendreovy polynomy.
Normované feSeni

Yim (9, @) = NinPim (cos B) '™ @y
s normovacimi faktory )
_[(=Imly@i+ i
N = U+ m))! 4x ] (22)

bjsou sférické funkce. Funkce Yi. jsou ortonormalni
f YTm(ﬂ, (p)},l'm’('ﬂ, q)) dg = 6"’6mm'7 (23)

kde dQ =sin® d9 do je element prostorového thlu.
V rovnici (1) je a ihel mezi vektory ra r’. Oznatme 4, g a ¢, ¢’ sférické tihly
téchto vektori. V teorii sférickych funkci se dokazuje tzv. adi¢ni teorém

+1 2

Z_, TES Yin(4', 9") Y (8, @), : (24)

P, (cosa)=

kde .
cosa =cos? cos?’ +sind sind’ cos(p —¢'). (25)

lfro_r‘qfve‘r_gn(':ekuvedeme explicitni tvar funkci Y. pro ! =0,1,2

1

Y00=W,

3V cosd 3V 8 exp (i
Y“"(ZE) cos &, Yl,ﬂ—(;ﬁ) sind exp (ig),

vl (5Y 3 ostt—1), Y IS\ g i),
2“5(15) (3 cos’ 9 —1), 2,¢z—(§2—n) sin® ¢ exp (+2ig),

15\ . .
Yz, = (S_J'E) sin# cos ¥ exp (£ig).
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DODATEK VI

Cylindrické funkce

Cylindrické funkce Z= Z(z) jsou feSeni Besselovy rovnice

#Z 14z
o +Zdz+<1— )z 0. 1)

Reseni, jez pfi Rep=0 je reguldrni (ohrani¢ené) v bodé z=0, se nazyva
cylindrickou funkci prvniho druhu neboli Besselovou funkci. Toto feSeni — znaci
se J,(z) — je ddno fadou

VZP w . . 2k
Ip(z)=2_,, ;}(_1) 22kp | F(Zp+k+1) ) @

V rovnici (1) se vyskytuje p? proto druhym nezivislym resemm lze vzit J_,(2).
Je-li p celym Cislem

p=n=0,1,2,.., (3
pak z (2) plyne
T (2)=(~1)"1.(2). “4)

V tom piipadé (p =n) nejsou feeni J, a J_, linedrné nezavislé, proto se zvoli
Neumannovy funkce N,(z) definované vztahem

N,(z)= [7(z) cos(pm) = J-, (2)]. )

sin (pn)

Pfi p =n definujeme N, jako limitu N, pro p—n.
Casto se uzivaji linedrni kombinace Besselovych J, a Neumannovych N, funkci.
Tyto kombinace — Hankelovy funkce — jsou

HP(z)=J,(2) +iN,(z), (6)
HP(2)=J,(2) - iN,(2) N
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Pro [z]<1 se snadno odvodi asymptotické vztahy

T()= Jo(z)=1 —Z—,

z° '
Prp+1)’
2"(n-1)! )
nz"
HE ()= +21n (ﬁ)
n +2i)°

kde In y=0,5772 je Eulerova konstanta.
Pro veliké hodnoty [z|>1 pak plati

1/2
Jp(z)z(fg) cos (z—%—%) )

2\, b4 1
wi=(E) (35,

N.(z)=—

2\12 ) T pR
w50=(2) oo 155

Z rovnice (1) lze odvodit fadu rekurentnich vztahi, napf.

ZP—I(Z) + Zp+1(z) = %B ZP(Z)'

Pfi p=n se di J.(z) vyjadfit integrilem

7u(2) = (2m)* L “exp [i(z sin@ - ng)] dg.

4
Ni(z)=21n (Y—Z

(M
8

9

(10)
(11)

12)

(13)

(14)
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DODATEK VII

Hypergeometrickd funkce

Hypergeometricki funkce F(a, B, v, z) je feSenim Gaussovy hypergeometrické
rovnice

z(1—-Ju"+[y—(a+B+1D]u’—afu=0. (1)
ReSenim reguldrnim v bodé z =0 je nekone¢nd fada
ap z  ala+1)B(B+1) 2*
F(a,B, v, 2)=1+— 1'+ S+ 1) TR 2)

kterd se pfi a =—-m, nebo f=—n(m, n=0, 1, 2, ...) redukuje na polynom.
Druhé linedrné nezdvislé feSeni rovnice (1) je feSeni, Jez je v bodé z=0
singuldrni, a nebudeme je potfebovat.
S hypergeometrickou rovnici souvisi tzv. degenerovana nebo konfluentni hy-
pergeometrickd rovnice

w"+(y—2)u'—au=0. 3)

Re$enim reguldrnim v poéatku z=0 je

a(a+1) 2*
=F(a,y,7)= 1+Y1'+-—————Y(Y+1) X

Druhym feSenim je feSeni singuldrni v bodé€ z = 0, proto je zde uvadét nebudeme.

(4)
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DODATEK VIII

Stiedovani tenzorovych veli¢in

Casto potfebujeme stiedni hodnoty ze soudinii komponent vektorii. Zde budeme
uvaZovat jednotkové vektory. Stfedni hodnota (n;) je definovdna rovnici

<n,.)=‘-‘1;jni o, (1)

kde dQ je element prostorového thlu. PoloZime-li n, =sin# cos @, n.=sin ¢ sin g,
ns=cos %, dQ =sind d&# do, pak je

( n; ) = O. ' ] (2)
Jelikoz (n;) je vektor nezavisly na volbé€ soufadného systému, musi to byt nulovy

vektor.
Stfedni hodnota

(rin; ) :41_,5 fnini dae (3)

je symetrickym tenzorem druhého ¥4du, nezdvislym na volbé soufadné baze.
Jedinym tenzorem tohoto druhu je Kroneckerovo &y, proto

(nin,-) = aﬁi,-.
PoloZime-li i=j a seéteme mnm;=1=ad; =3a, tudiz
(nin;) =306;. )

Stfedni hodnota ze soufint tfi jednotkovych vektord je nulova
{(mmm) =Z!:r_z jn;n,»nk dQ=0. (5)
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Stfg:dnf hodnota
(nin,-nknz) = ﬁ Jnin;nknl dQ ) (6)

je tenzorem Ctvrtého fadu symetrickym vic¢i ziméné libovolné dvojice indexd.
Tomu vyhovuje tenzor

<ninjnk’:ll> = b(6;0u + 80 + 846i ).

Polozime-lii=j, k=1Ia pfés stejné indexy secitdme, dostaneme 15b =1, a tudiz
1
(n,-n,-nknl) = Tg (6,-,-6kl + 6,‘k it + 6,'1 jk)~ (7)

Ze ziskanych vzorcl lze poéitat stfedni hodnoty komponent vektord ; napf. pro
(An)(Bn) = Ain:B;n; pomoci (4) dostaneme
((An)(Bn)) =1;A:B; =5(AB), (®)
obdobné pro (An)(Bn)(Cn)(Dn)= A:B,C:Dininjnry obdrzime
((An)(Bn)(Cn)(Dn)) =1[(AB)(CD) + (AC)(BD) + (AD)(BC).  (9)
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DODATEK IX

Soustava jednotek CGS

U nas je bezvyhradné uzdkonéna soustava jednotek SI (CSN 01 1301). Jelikoz
pievazna &ast svétové teoretické literatury je psdna v soustavé jednotek centimetr,
gram, sekunda (zkracené CGS), uvddime Maxwellovy rovnice a materidlové vztahy
v této soustave. ; ;

Jednotkou sily je 1 dyn, co? je sila, jeZ jednomu gramu udéli zrychleni 1 cm s™.
Je tedy

1dyn=10"°N. 3
Jednotkou energie je 1 erg=1 dyn cm, coZ da
1 erg=10""1. ' @)

U mechanickych jednotek se jednd o pouhé bezrozmérné pievodové faktory.
Rozdil nastévd u elektromagnetickych velidin.

Podatek je ve volbé konstanty ko v Coulombové zdkonu I(2.1). Zatimco v SI se
voli I(2.2), v CGS se klade ko=1, coZ da pro silu F mezi dvéma néboji

i 3)

Jednotkovému naboji e, = e,=CGS odpovidd r=1cm, F=1 dyn. Rozmér jed-
notky naboje v této soustavé je cm*? g™'s™'. Elementdrni ndboj e, (absolutni
hodnota naboje elektronu) je

eo=(4,803242 £ 0,000014) 10~*° CGS. “4)

Klasicky polomér elektronu s hmotnosti
m =(9,109534 £ 0,000047) 107%g %)
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pak je ‘
2
ro= anz =(2,817938 +0,000007) 10~* cm. (6)
Pii tom rychlost svétla
¢ =(2,99792458 + 0,00000001) 10 cm s~*. - (7

V souvislosti s volbou (3) se méni Maxwellova rovnice divD = 0. V litkovém
prostfedi bude div E =4n(o — divP), a tedy

divD = 4xo, , @®)

kde materidlovy vztah (misto D = &E + P) je v
D=E +4xP. . 9)

V soustavé CGS maji tedy D, E, P stejny rozmér, coz je disledkem volby ko=1.
Permitivita je v CGS bezrozmérnym ¢islem. Poznamenejme je§té, Ze rovnice (8)
odpovida hrani¢ni podmince

D1, — Dyn=4nn, (10)

kde 7 je plosni hustota (volnych) ndboji na rozhrani.

Druhym rozdilnym momentem mezi soustavou SI a CGS je volba konstanty k; v
1(8.1). Zatimco v SI soustavé se pro vakuum klade k; = po/(27), v soustavé CGS se
voli ki=4x/c. Tim misto rotH — (3D/3t) = j mame v soustavé CGS

rotH——<-==% j. (1)

Materidlovy vztah (misto B = po(H + ‘M)) nyni je

B=H+4nM (12)
a Maxwellitv proud
1 9D oD
jon . =~ °% ‘ jon _ CF
in 31 (mlsto I at) .

Veli¢iny B, H, M maji stejny rozmér. Jednotkou magnetické indukce je gauss
(1 G) a jednotkou magnetické intenzity je oersted (1 Oe).

Rovnice ’ ‘
divB=0 (13)
a hraniéni podminka

an_Bll-,:O : (14)
zustanou v CGS soustavé formalné stejné jako v soustavé SI.
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e e

. Faradaytiv zdkon elektromagnetické indukce je v soustavé CGS vyjadien rovnici

13B :
rotE+~C-—a—t--—O. (15)

V soustavé CGS se pak zavadéji skaldrni (@) a vektorovy (A) potencial

: 13A »
B= =2
rotA, E =3 Vo, (16)
Ve vakuu pak misto rovnic X(3.14) a X(3.15) plati pro tyto potencialy nehomo-
genni vlnova rovnice ’

DA = —47" J,  O&=—4mo. a7

Ostatni modifikace se snadno odvodi pomoci uvedenych vztahii. Zde explicitné

uvedeme pouze piislu$né modifikace pro hustotu elektromagnetické energie u a
Poyntingtiv vektor S

_1 «_C |
u=g-(ED+HB), S=2L[E,H] (18)
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OZNACENI{
ZAKLADNICH VELICIN

vektorovy potencial

absolutni hodnota vektorového potencidlu
radiacni €ast vektorového potencidlu

vektor magnetické indukce

absolutni hodnota vektoru magnetické indukce
radia¢ni Cast vektoru magnetické indukce
rychlost svétla ve vakuu

vektor elektrické indukce

absolutni hodnota vektoru elektrické indukce
radiacni ¢ist vektoru elektrické indukce
jednotkovy antisymetricky tenzor

zdklad pfirozenych logaritm

elektricky naboj

elementéarni naboj

polariza¢ni ndboj

vektor elektrické intenzity

absolutni hodnota vektoru elektrické intenzity
radialni ¢ast vektoru elektrické intenzity
energie

hustota sily

sila

volna energie

hustota hybnosti elektromagnetického pole
Planckova konstanta

h/2n

vektor magnetické intenzity

T e G --‘& I &

-

>
~ X

w

RRsaprogr

OO0 WIVTVBTT I ZZ3
2

-
x

absolutni hodnota vektoru magnetické intenzity
radiaéni ¢ast vektoru magnetické intenzity
hamiltonidn

hustota hamiltonidnu

imagindrni jednotka

hustota plo$ného proudu

intenzita elektrického proudu

intenzita zafeni

vektor proudové hustoty

normélova komponenta vektoru proudové hustoty
vinovy vektor k

absolutni hodnota vlnového vektoru
lagrangian

hustota lagrangidnu

koeficient samoindukce

koeficient vzdjemné indukce

magneticky dipélovy moment

hmotnost

vektor magnetizace

absolutni hodnota vektoru magnetizace
jednotkovy vektor ve sméru normaly

index lomu )

pocet ¢dstic

hustota ¢astic :

elektricky dipdlovy moment

absolutni hodnota elektrického dip6lového momentu
hybnost

vektor elektrické polarizace

absolutni hodnota vektoru elektrické polarizace
prifez

elektricky kvadrupdlovy moment

tenzor elektrického kvadrupdlu

pruvodic, polohovy vektor

'a—Is

|Faz]

ed/(4negomce?) — klasicky polomér elektronu
Rs—Rs

|Ras|

elektricky odpor

plocha, povrch

Poyntingav vektor
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radiaéni ¢ast Poyntingova vektoru
hustota entropie

cas

charaktenstlcka doba, perioda
tenzor napéti

absolutni teplota

hustota elektromagnetické energie
elektromagneticka energie

napéti, elektromotoricka sila

rychlost |

absolutni hodnota rychlosti

objem

fazova rychlost elektromagnetické viny
komplexni odpor

V/c
mérnd elektrickd vodivost, v kap. XIII y = (1 B

z)-m

 tenzor mérné elektrické vodivosti

zména, variace veliiny
Diracova distribuce
Kroneckeriiv symbol

 pfirtistek

Laplacetv operator

operator nabla (gradient)

elektricka permitivita

permitivita vakua

relativni permitivita (&/&,)

tenzor permitivity

plo$na hustota volného naboje, v kap. XII koeficient viskozity
plo$na hustota polarizacniho (vazaného) naboje
jednotkovy vektor (k/k)

elektricka susceptibilita

tenzor elektrické susceptibility

vinova délka

magneticka permeabilita

permeabilita vakua

~ relativni permeabilita (1/uo)

tenzor magnetické permeablhty

frekvence

Hertzav vektor |

objemova hustota volného naboje, v kap. XII hustota tekutiny

- objemova hustota polariza¢niho naboje

xR Q »g

=

{O{Qbe

ik

skalarni potencial
acinny prufez
magneticka susceptibilita

tenzor magnetické susceptibility

kruhova (dhlova) frekvence

prostorovy tuhel

vektor thlové rychlosti
objem Ctyrprostoru
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