Zapoctovy problém ¢. 2
NOFY026 — Klasickd elektrodynamika, LS 2019

ResSeni:

UvaZujme p¥fimy koaxidlni kabel orientovany podél osy z, jehoZz vnitfni vodi¢ je tvoren vdlcem ohmického vodice
polomé&ru a o vodivosti v a vn&jsi vodi¥ tenkou valcovou plochou polomé&ru b z idedlniho vodite (tj. o nekonetné
vodivosti, nulovém odporu). Délka vodite ¢ je mnohem v&t3i nez polomé&ry a, b. Na jedné stran& (z = 0) jsou vnit¥ni
a vn&jsi vodi¢ pfimo spojeny (idedlnim voditem), na druhé stran& (z = ¢) jsou vnitfni a vn&ji vodi¥ pfipojeny k
baterii udrzujici na svorkach napéti V.

P¥edpokladejte, Ze proud v ohmickém vodi¢i te¢e homogenné rozloZeny v kaZzdém ¥ezu z = konst.. Nehomogenity
na koncich koaxidlniho kabelu zanedbejte — predpokladejte, Ze se zde v8echny veli¢iny chovaji tak, jako kdyby kabel
pokracoval. Koaxialni kabel je celkové elektricky neutrdini.

a) Naleznéte elektrické pole (jak E, tak @) a rozlozen{ proudil ve voditich. Jakou p¥irozenou hodnotu potencialu

muZete zvolit na vn&j$im vodi&i?

Pole ve vnéjsim vodici

Zkouméame staciondrni situaci a koaxidlni vodi¢ je navenek neutralni. Elektrické pole okolo vodice tak
bude nulové a muzeme zvolit potencial na vnéjsim vodi¢i nulovy

¢‘R:b =0. (1)
Stejné tak je nulova elektricka intenzita “uvniti” vnéjsiho vodice.
Vnitini vodié
Dle predpokladu muzeme psét j = *Tiz &.. Lokalni Ohmuv zdkon dévé j = 'yE_". Ve vnitinim vodici
tak bude elektricka intenzita konstantni, orientovana ve sméru vodice. Potencidl bude konstantni v
transverzalnim sméru (kolmo na intenzitu) a bude linedrné narustat podél vodice (jeho gradient — inten-
zita — je konstantni).
Pro z = 0 jsou oba vodi¢e spojeny a maji tedy stejny potencidl, ¢|,—¢o = 0. Pro z = ¢ zdroj zajistuje na
vnitinim vodiéi potencidl ¢|.—, = V. Ve vnitinim vodi¢i tak dostdvédme
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z ¢ehoz dostaneme celkovy proud
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Proud na vnéjsim vodici

Vnéjsim vodicem potece stejny celkovy proud I. Ten bude rozlozeny ve shodé s cylindrickou symetrii
systému, tedy proudova hustota j a povrchova hustota proudu i jsou.
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b) Naleznéte skaldrni potencidl ¢ a jemu odpovidajici elektrickou intenzitu E mezi vodi&i koaxialniho kabelu.
(Zn3te potencial na povrchu vodid. Potencidl na koncovych fezech kabelu volte ve shod& se symetrif dlohy —
“jako kdyby kabel pokratoval”.)

Okrajové podminky pro potencidl na povrchu vodicu jsou ¢ =0 pro R=ba ¢ = %z pro R = a. Je tedy
pfirozené v oblasti a < R < b hledat potenciél ve tvaru

¢o=[f(R)z. (5)
Laplaceova rovnice
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dava f(R) = klog 1%. P#i danych okrajovych podminkach R, =b a k = % (log b) 1, tedy
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Vidime téz, ze na vnitfnim i vnéjsim valci se generuje povrchova hustota o =AF - 7, kde 71 je ven z vodice

orientovand normaéla, tj. 7| p—q = €r a fi|g=p = —€Rr, a AF je skok intenzity ve sméru normély. Konkrétné
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Celkovy néboj koncentrovany na z = konst. vymiz{
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neboli, kazdy fez z = konst. je neutralni.

c¢) Urete magnetické pole odpovidajici nalezenym proudiim. (Opé&t zanedbejte nehomogenity na koncich kabelu.)

Magnetické pole bude mit shodné jako proudy cylindrickou symetrii. Jeho velikost dostaneme z Ampérova
zékona — cirkulace magnetické indukce po kruznici R, z = konst. je ddna proudem skrze tuto kruznici.
Konkrétné dostavame
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kde proud I je dén vztahem (3).

d) Nalezné&te Poyntingliv vektor jak uvnitf ohmického vodiZe, tak mezi voditi a vné kabelu.
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Spottéte tok energie skrze valcovou plochu R = R, na dseku z € (z1, z2). Urete tok konkrétn& pro R = a.
Kam se tato energie podé&je? Kolik energie protece skrze R = b.

Tok energie P = % skrze plochu je dén integralem Poyntingova vektoru pfes tuto plochu. Skrze valcovou
plochu R = konst. mezi z = 21 a z = zo smérem dovnitf protece energie

zo 2T zo 2T Vjﬂ% R0<a,
P (Ro) = [ [Sds=- [ / S G Rodpds = VT mza it oo g <y (13)
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Vidime, ze pfes vnéjsi vodi¢ netece zadna energie, Pysic.pl.(b) = 0. Pies povrch vnitiniho vodice vtéka
energie
22 — 21
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Pro tento vyraz se nabizi interpretace, ze se jednd o energii preménou na Jouleovo teplo na useku
z € (21, 22), jelikoz VI je celkové Jouleovo teplo vzniklé v ohmickém vodi¢i v naSem piipadé délky .
Tuto interpretaci potvrdime nésledujici diskusi.

Pojiopi.(a) =VI (14)

Spottéte Jouleovo teplo vyprodukované ve valcové oblasti R € (0, R,), z € (21, 22) ohmického vodiZe a jeho
velikost konkrétné pro R, = a.

Z Jouleova zakona je hustota energie pfeménénd v ohmickém vodici na teplo za jednotku ¢asu dana
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w=E j= 3 (15)
viz (2). V zadaném objemu tedy dostdvame
Rg 23 27
Wegtoo(Ro) = ///wRdwdzdR - VI%Q’ZQ ~ i (16)
0% 0
Pro R, = a méame
Wesieo(a) = VI 224 (17)

coz je presné mnozstvi energie (14), které vtéka do vodice ptes povrch R = a.

Spottéte tok energie skrze kruhovy Yez z = z,, R € (0,a). Podobn& urlete tok energie skrze fez z = z,,
R € (a,b) (mezikruZi mezi vodi&i).

Pro R<amémeS-& =0a tedy i celkovy tok danou plochou je nulovy,
Pkruh(zo) =0. (18)

Pro mezikruzi a < R < b tok energie smérem od zdroje je
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Na zakladé p¥edchozich vypottl popiste, kudy se dostava energie od zdroje do vodite?
Bilance energie v diferencialnim tvaru mé tvar
ou = =
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Ve stacionarni situaci se hustota energie v v ¢ase neméni, prvni ¢len je tak nulovy. Pro divergenci Poyn-
tingova vektoru dostdvame
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Vidime, ze vné vnitiniho vodice je Poyntinguv vektor bezdivergentni, ¢ili energie stacionarné proudi bez

toho, aby se kdekoli kumulovala ¢ pireménovala na jinou formu. Uvniti ohmického vodice se elektromag-
netickd energie téz nekumuluje (@ = 0), ale pfemeénuje se na Jouleovo teplo: vskutku, divergence (21)
odpovida Jouleovu teplu (15).

V integralni podobé vidime, ze energie proudi ve sméru osy z pouze v oblasti mezi obéma vodi¢i. Tok
energie zde vSak mé i radialni slozku a Cast energie se z této oblasti zanofuje do vnitiniho vodice.
7 odvozenych veli¢in muzeme napsat bilanci energie

Pmezikruii(ZQ) = Pmezikruil’(zl) + Pvéulc‘pl‘(a) ) (22)

viz vztahy (14) a (19). Slovy: energie skrze mezikruzi z = z5 se rozdéli na energii skrze mezikruzi z = z;
a energii proudici do vnitiniho vodice.

Ve vnitinim vodic¢i proudi elektromagnetickd energie Cisté v radidlnim sméru smérem k ose. Postupné se
vSak pfeménuje na teplo. Bilance energie zde mé podobu

Pvélc.pl‘(Ro) = Wvélec(Ro) ) (23)

viz vztahy (13) a (16).

Veskerd energie vtéka do koaxidlniho vodice ze zdroje skrze mezikruzi z = £
Pmezikruil’(g) = VIv (24)

coz odpovida celkové tvorbé Jouleova tepla.
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Ekvipotencialy potencidlu ¢ a integralni kiivky elektrické intenzity E. Rez ¢ = konst.

Tok energie — integralni kiivky Poyntigova vektoru S. Rez ¢ = konst.



