Reseni pisemné prace z Klasické elektrodynamiky
Kristyna Hovordkova
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Na obrazku je prubéh potencidlu ®4,..,Pp pro ctyii =
sféricky symetrické nabojové hustoty pa,..,pp. Pro A

r > a se vSechny potencidly shoduji a plati, ze & = 5
Q/(4meor). Pro 0 <r < a je ® 4 linedrni funkce radidlni 722
soutadnice r, & = konst. a pro @5 a & pak plati

; c
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bp(r<a) = —, ®p(r<a)= (f) .
5 ) dmeg  2a3 ol ) 4dmega \a
D

1. Urcete vSechny objemové p4, .., pp, plosné o4,..,0p
a bodové qa,..,qp naboje, které budi potencialy
(I)A,(I)B,(I)C a (I)D.
2. Urcete celkové hodnoty @ 4, .., @p téchto ndboju. o g

a a
Reseni:
a) Objemovou hustotu ndboje spocteme za pomoci Poissonovy rovnice p = —epA®, kde pro sféricky symetricky

potencidl je nejsnazzi spocist Af(r) = (rf)”/r. Pro r > a dostavdme samoziejme p(r > a) = 0, v okoli po¢dtku pak

Z i=A

3 _ Q
i(r < a)=elUp{ a i=B . kd -
pilr < a) =&l 8 i=C ¢ 07 drepa

747‘?/% i=D

Plosné nabojové hustoty se projevi nespojitosti elektrického pole a tedy prvni derivace potencidlu. To nastava pro
piipady C a D na sféfe r = a. To, Ze ploSnd nabojova hustota je ddna nespojitosti radidlni slozky elektrického pole, je
ve sféricky symetrické situaci obzvlast dobie patrné: naboj uvniti sféry o poloméru r je dan pifmo soucinem plochy a
elektrické indukce Q, = 47r? g E,.(r). Konkrétné

= = 10

Ec(r—a")=0, ED(r%a*):fizer

a protoze tésné nad povrchem koule je pokazdé E,.(r — a*) = Uy/a méme

U U U 3eoU
oa=0p=0, 00:(1—0)60(10:6:0’ 002(1—(—1/2))6()@0: 6§a0

Protoze elektrickd intenzita v pocatku je koneénd, nemuze tam sidlit nenulovy bodovy ndboj. Neptitomnost bodového
naboje ovsem nezarucuje, ze nabojova hustota je konecnd, jak je vidét na prikladé nabojové hustoty pa.

b) Celkovy ndboj sidli vzdy v kouli r < a a je ve vSech ¢tyfech pripadech roven Q. To lze spocist jednak sec¢tenim
naboju plosnych a objemovych

Q; = dra’o; +/ Di 47r? dr,
0

a nebo mnohem snaze piimo z tvaru potencialu pro r > a, ktery odpovidd pravé poli bodového naboje Q.
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Dveé kulicky z vodivé a nestlacitelné kapaliny o polomérech (nikoli priumérech) 40 mm resp. 45 mm se vzdalenost{
stfedtt 350 mm se nachdzeji na potencidlech —450 V resp. +600 V vzhledem k nekone¢nu. V dusledku vzdjemného
elektrostatického pfritahovani se posléze obé spoji do jedné vétsi kulové kapky. Naleznéte jeji elektricky potencial
(taktéz vzhledem k nekonecnu.) Za kazdou platnou cifru vysledku dostanete 3 body (nanejvys ovsem 15).

Reseni: Oznacime-li poloméry kulicek a a b pak pro kulicku vzniklou splynutim méme ¢ = /a3 + b3. Pro naboj bude
platit Q. = Q. + Qp; pro dalsi vypocty zvolime jednotky ndboje [Q] = Vmm tak, ze polozime 4dmey = 1, tedy pro
kapacitu kulicky o poloméru a mame C, = a. Komplikace tlohy spoc¢iva v tom, Ze nezname naboje, ale pouze napéti
na kulickach.

Poys

Qp = CyUy, a tedy U. = Q./c = (aU, + bUy)/ Va3 + b3. Zadani je zvoleno tak, Ze tento vysledek da pravé jednu
platnou cifru vysledku.
Na cviceni jsme nalezli matici kapacit zahrnujici prvni opravu:

—ab/d
CAB:47T€0< 7@%/[1 ab/ )

tedy Q. = aU, + bUy, — ab/d(U, + Up).

Na dalsim cvic¢eni jsme nalezli vztahy pro posloupnost fiktivnich naboju, ktera dokaze udrzet ekvipotencidly ve
tvaru sfér se zadanymi poloméry a napétimi. Nejprve jsme umistili ndboje go = aU, a ¢, = bU, do vzdélenosti d a
poté jsme mezi né pridali fiktivni ndboje s polohami a velikosti
2 b? a b

/ / /
—— Si= o Gi=— G-, G =—5——¢i-1-
d—8(717 ' d—Si_l’ ! d 1 b ’ d—SZ‘_l !

— s
Hledané Q. pak pfedstavuje jejich soucet Q. =), ¢; + ¢;. Na pét platnych cifer potiebujeme:

g; = {—18000, —3086, —269, —47, —4}Vmm, ¢; = {27000, 2314, 402, 35, 6} Vmm, piipadné

¢; = {—2.0028, —0.3433, —0.0299, —0.0052, —0.0005}nC, ¢; = {3.0042,0.2575, 0.0447,0.0039, 0.0007 }nC,
s; ={0.,4.5714,4.6483, 4.6493,4.6493}mm, s, = {0.,5.7857, 5.8623, 5.8636, 5.8636 } mm.

Vysledné napéti sectenim Sesti ¢lenu vyjde 155.437V.
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Naleznéte kapacitu kondenzéatoru tvoreného dvéma koncentrickymi elektro-
dami ve tvaru rotac¢nich elipsoidii. Vnitini elektroda ma rovnikovy polomér
9cm a polarni polomér 1cm, vnéjsi elektroda ma rovnikovy polomér 12cm a
Qolérm’ polomér 8cm.

Reseni:
Rotaéni elipsoidy, ze kterych je kondenzéator vytvoiem, se dostanou rotaci
elipsy (se zadanou hlavn{ a vedlejsi polosou) okolo vedlejsi poloosy. V prvnim C‘:)

kroku si pro obé elipsy spoc¢teme vzdalenost a ohnisek od stfedu. Z vlastnosti
elipsy, ze soucet vzdalenosti od ohnisek je na elipse konstantni, aplikované na
body na oséch, plyne R?> = P? + a2. Dosazenim &iselnych hodnot pro vnitini
elipsoid R; = 9cm, P, = lcm a pro vnéjsi elipsoid R, = 12cm, P, = 8cm
zjistime, Ze pro oba elipsoidy dostavame stejnou hodnotu

a=/R?— P?=/R2 — P2 =/80cm .

Elisoidy jsou tak konfokalni: elipsy, které je generuji maji stejnd ohniska.
Na prednasce jsme nalezli skaldrni potencidl od nabitého vodivého zplostélého elipsoidu a ukazali, ze jeho ekvi-
potencialy jsou presné konfokalni elipsoidy. Umisténi druhého vodic¢e na takovou ekvipotencidlu toto pole nezméni —
dojde k prosté superpozici poli obou elipsoidu.
Pro jeden elipsoid nabity nabojem @ je pole vné elisoidu ddno vzorcem odvozenym na piednaSce,

Obrazek k tloze 3. Vertikdlni osa je osou
axialni symetrie kondenzatoru.

1
¢ = Ire % (g — arctan sinh n) ,

kde elipticka soufadnice 7 je spojena se vzdalenostmi od ohnisek r_, r; vztahem

r—+rgy

coshn = 5
a

Soucet vzdélenosti od ohnisek je ale presné dvojnasobek hlavni poloosy 2R piislusné elipsy, tedy

| R? P
coshn:E = sinhn = R—Qflz—.
a a a

Tento vztah lze také piimo vycist z trasformaci definujicich tyto kiivocaré souradnice, na pélu musi platit z = P =
asinhn, na rovniku na ose x pak x = R = acoshn.

Uvnitf elipsoidu je potencial konstantni s hodnotou potencidlu danou spojitosti s polem vné.

Superpozici poli elipsoidu o polosach R;, P; s ndbojem +@ a elipsoidu o polosiach R,, P, s ndbojem —( mezi
obéma elipsoidy dostaneme o

— (arctan sinh 7, — arctan sinh 77) .
dme, a

d) =
Vné vnéjsiho elipsoidu (a na ném) je potencidl nulovy, uvnit¥ vnitiniho elipsoidu (a na ném) je potencidl konstantn{
dany
Q

Py P,
= — (arctan — — arctan —) ,
4dme, a a a

kde jsme pouzili vztah pro sinh7. Toto je tedy téz napéti mezi obéma castmi kondenzatoru. Kapacita elipsoidalniho
kondenzatoru tedy je

P P\! 1 1\ 2
C = g = 47r50a(arctanao — arctan a) = 4meg (Pi — Po) + (’)(%) .

Posledni vyraz reprezentuje rozvoj v bezrozmérné vystiednosti %. Dominantni ¢len m4 ilustrovat, ze pro malé vystiednosti
dostaneme znamy vztah pro kapacitu kulového kondenzatoru. Tento rozvoj vsak neni obecné uziteény pro zadané hod-
noty. Pro ty dosazenim do ptfesného vyrazu dostavame

C =16.1pF .
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Méjme néboje rozlozené ve vrcholech pravidelného osmisténu jak je zndzornéno na obrazku. Vzdélenost vsech naboju
—q od pocatku je a.

Urcete tenzor dominantniho multipélu pro toto rozlozeni a pomoci néj zapiste skalarni potencial v zavislosti na
radidlni vzdédlenosti a smérovém vektoru €. Po té naleznéte skalarni potenciél ¢ a elektrickou intenzitu E ve sférickych
soutadnicich r, 9, ¢.

Rozlozeni ndboju

Reseni:

Polohy néboju lze pomoci kartézskych jednotkovych vektoru zapsat:

naboj g; pruvodi¢ 7; clen 7; 7
2q ae, a’é.e,
2q — aé, a’é.e,
—q a€y a® €,E,
—q aéy a® €,¢,
—q — aély a? €&,

2 =
—q — agy a” €€y

Celkovy néboj je nulovy. Diky stfedové symetrii ndbojového rozlozeni je dipélovy ¢élen téz nulovy.

Druhy moment nabojového rozlozeni je pro diskrétni ndboje dan sumou Q4 = >, ¢; 7 7. Dosazenim dostdvame
Qy = —2qa* (€,E, + €y€y — 2€,€.) .
Dominantni ¢len multipélového rozlozeni je tedy kvadrupél. Tenzor, ktery ho charakterizuje, je dan bezestopou ¢asti
druhého momentu, K = 3(Q,) = 3Q — Q¢. Stopa momentu je Q = Q¢ = 0 a pro bezestopou ¢ést dostavame

—

g
2 /5 IR RN
K = —6qa” (€,€, + €€y — 2¢€,¢) .

11
4me, T3
- 1 — - - ., .
€=r""(zé; +ye, + z€,) a potencidl tak je

Skalarni potencial kvadrupdlu je ¢ = %é’ - K - €. V kartézskych soufadnicich je jednotkovy smeérovy vektor

2 2 2

qg a 5 9 qg a z
Y, 2) = —3(— 242 ) - 73(37 - 1) .
9@y, 2) 4dme, 0 Ty e 4me, 13 72

Dosadime-li smérovy vektor vyjadieny pomoci sférickych thli € = sin? cos ¢ €, + sin ¥ sin ¢ €, + cos ¥} €, nalezneme
skalarni potencial ve sférickych souradnicich,
2

2
L 23(3c0st0 — 1) = - CL§( 20) +1)
I, 7433 3cos g 3cos(20)+1) .

P(r,0,p) =



Obrézek nize zobrazuje ekvipotencidly v fezech x = 0, y = 0, z = 0, thlova zavislost potencidlu pfi r = konst.
je znézornéna vyse. Derivaci podle soufadnic r, ¥, ¢ se zahrnutim Lamého koeficientu h; ! dostaneme komponenty
elektrické intenzity,
2
q

E(r,0,p) = a_49((3 cos®¥) — 1) €, + sin(20) é}g) .

dme, T

Ekvipotencidly skalarniho potencidlu v rovinnidch z =0, y =0, x = 0.

Uhlov4 zavislost skaldrniho potencialu.



