
Zápočtový problém č. 1
NOFY026 – Klasická elektrodynamika, LS 2019

termı́n odevzdáńı: 29. 4. 2019

Zadáńı:

Uvažujte skalárńı potenciál elektrického pole v kĺınu mezi dvěma vodivými uzemněnými polorovinami ohra-
ničenými společnou osou z, sv́ıraj́ıćımi úhel α. Předpokládejte, že žádné veličiny nezáviśı na souřadnici z (na
souřadnici podél osy).

a) Metodou separaćı proměnných v polárńıch souřadnićıch R, ϕ nalezněte systém funkćı řeš́ıćıch Lapla-
ceovu úlohu a splňuj́ıćıch správné okrajové podmı́nky na hranici oblasti. Předpokládejte přitom regulárńı
chováńı skalárńıho potenciálu bĺızko osy z a libovolné chováńı daleko od osy.

b) Napǐste obecný skalárńı potenciál φ splňuj́ıćı okrajové podmı́nky jako superpozici nalezených funkćı.

c) Určete, který člen v superpozici bude dominantńı bĺızko osy z. Pro tento člen nalezněte elektrickou
intenzitu a hustotu náboje indukovanou na vnitřńım povrchu vodivých desek. Diskutujte chováńı intenzity
a nábojové hustoty bĺızko osy z. Rozlǐste př́ıpad konvexńıho a konkávńıho úhlu, α ≶ π.

Koeficienty ve vyjádřeńı potenciálu φ záviśı na rozložeńı zdroj̊u daleko od osy, např. na zp̊usobu uzavřeńı kĺınu
daľśım okrajem a na náboj́ıch na tomto okraji.
Uvažujte konkrétně, že kĺın je uzavřen část́ı vodivé válcové plochy s osou z a o poloměru Ro. Tato plocha je
odizolována od obou polorovin a udržována na napět́ı φo

d) Porovnáńım obecného potenciálu φ na válcové ploše se zadanými okrajovými podmı́nkami nalezněte
koeficienty ve vyjádřeńı φ.
(Podobnou úlohu jsme řešili pro kvádr v kartézských souřadnićıch na přednášce.)

e) Nalezené koeficienty dosad’te do vztahu pro potenciál φ a sumu sečtěte.
(K sumaci můžete použ́ıt literaturu či softwarové systémy pro algebraickou manipulaci. Pamatujte, že výsledek

má vyj́ıt reálně a softwarové systémy někdy nab́ızej́ı zbytečně složité a nevhodné vyjádřeńı použ́ıvaj́ıćı komplexńı

č́ısla. Na stránce přednášky je k dispozici odd́ıl o Fourieorových sumách ze standardńı knihy Gradshteyn & Ryzhik:

Table of Integrals, Series, and Products.)

Bonusová otázka:

f) Najděte nábojovou hustotu na vnitřńım okraji zkoumané oblasti. Diskutujte jej́ı chováńı bĺızko osy a
bĺızko (nevodivého) doteku válcové plochy a polorovin.

Geometrie úlohy pro konvexńı kĺın, α < π. Geometrie úlohy pro konkávńı kĺın, α > π.

Poznámka: Ve všech př́ıpadech nás zaj́ımá úloha pouze uvnitř úhlu α mezi vodivými polorovinami, v př́ıpadě
nábojové hustoty pouze náboj na vnitřńım povrchu vodič̊u. Neuvažujte pole vně vodivých polorovin ani za
hranićı válcové plochy. Např. si můžete představit, že celá oblast vně polorovin je vyplněna vodičem.



Řešeńı:

Ze zadáńı vyplývá, že žádná z veličin nezáviśı na souřadnici z. Jedná se tak efektivně o dvoudimenzionálńı
problém. Skalárńı potenciál budeme hledat jako superpozici funkćı splňuj́ıćıch Laplaceovu úlohu a př́ıslušné
okrajové podmı́nky. Systém takových funkćı nalezneme metodou separace proměnných.

a)

Hledáme tedy funkci ψ v multiplikativně separovaném tvaru v polárńıch souřadnićıch R, ϕ:

ψ(R,ϕ) = R(R) E(ϕ) . (1)

Laplace̊uv operátor v cylindrických souřadnićıch má tvar
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R2

ψ
∆ψ =

1

R
R
d

dR

(
R
d

dR
R
)

+
1

E
d2E
dϕ2

= 0 . (3)

Členy obsahuj́ıćı R a E závisej́ı na r̊uzných proměnných a musej́ı tak být konstantńı. Dostáváme tak separované
rovnice
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kde k2 je separačńı konstanta.

Rovnice pro E je rovnice harmonického oscilátoru a jej́ı řešeńı je kombinace sin̊u a cosin̊u. Dirichletovy okrajové
podmı́nky pro ϕ = 0 a ϕ = α vyb́ıraj́ı řešeńı v podobě
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Rovnice pro R má řešeńı R ∝ R±k. Požadavek regularity pro malé R vyb́ırá řešeńı s kladným exponentem,
tedy
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Zde Ro je konstanta daná nějakým charakteristickým rozměrem úlohy zajǐst’uj́ıćı bezrozměrnost umocňované
veličiny a lze chápat jen jako vhodná normalizace radiálńı funkce.

Funkćı řeš́ıćıch Laplaceovu úlohu s požadovanými okrajovými podmı́nkami jsou tak č́ıslovány přirozeným č́ıslem
m a maj́ı tvar
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Poznámka: Normalizace funkćı ψm byla zvolena prozat́ım ‘libovolně’. Samozřejmě, že použitá volba předj́ımá daľśı

použit́ı. Faktor
√

2/α je zvolen pro normalizaci Fourierova systému a konstanta Ro nám zjednoduš́ı výrazy při zkoumáńı

okrajových podmı́nek na poloměru R = Ro v daľśım bodě. Nicméně mohli bychom zvolit jakoukoli jinou normalizaci,

např. pouze ψm = Rk sin(kϕ). Koeficienty zavedené v (7) se pak objev́ı při výpočtu koeficient̊u cm v rozkladu skalárńıho

potenciálu.



b)

Skalárńı potenciál φ splňuj́ıćı Laplaceovu úlohu s uvažovanými okrajovými podmı́nkami lze zapsat pomoćı
nalezeného systému funkćı jako
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Koeficienty cm záviśı na rozložeńı zdroj̊u daleko od námi zkoumané oblasti v okoĺı počátku. Nı́že, v bodě d),
je nalezneme pro zadané okrajové podmı́nky na R = Ro.

c)

Dominantńı člen v bĺızkosti počátku R = 0 bude člen s nejpomaleǰśım klesáńım radiálńı závislosti, tedy člen
m = 1,
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Pro něj dostáváme
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Plošná nábojová hustota na vnitřńım povrchu vodivých polorovin je dána normálovou složkou elektrické inten-
zity bĺızko povrchu. Pro ϕ = 0 je normála ~n = ~eϕ a pro ϕ = α máme ~n = −~eϕ. Nábojová hustota v závislosti
na vzdálenosti R od osy z je tak na obou polorovinách dána
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Vid́ıme, že chováńı jak intenzity ~e, tak nábojové hustoty σ se výrazně lǐśı pro konvexńı úhel α < π a konkávńı
úhel α > π. Pro konvexńı úhel intenzita i nábojová hustota bĺızko osy z vymiźı. Náboj je vytlačen od osy, kde
se poloroviny dotýkaj́ı. Pro konkávńı úhel je exponent v mocnině R záporný a intenzita ~E v bĺızkosti osy z
diverguje. Podobně náboj je na na vodivých polorovinách koncentrován v mı́stě jejich spojeńı.

V bĺızkosti ‘ostrého’ vodivého hřbetu tak vzdálené zdroje zp̊usob́ı akumulaci náboje a silné elektrické pole –
což je skutečnost využ́ıvaná při ochraně proti blesk̊um instalováńım ‘̌spičatých’ nebo v našem př́ıpadě ‘ostrých’
bleskosvod̊u.

Pro úhel α = π dostáváme přirozeně, že potenciál nezáviśı na vzdálenosti od osy. Osa totiž neńı v tomto
př́ıpadě výjimečná a nemůže tak v dominantńım členu hrát roli.

Poznámka: Tato diskuze je platná pro generické rozložeńı náboj̊u daleko od osy. Ve speciálńıch př́ıpadech se může

stát, že c1 = 0 a člen m = 1 neńı př́ıtomný. Dominantńı člen pak je m = 2 (nebo vyšš́ı). V takovém př́ıpadě máme

E ∝ R
2π
α

−1 a intenzita i nábojová hustota v bĺızkosti osy z vždy vymiźı.



d)

Nyńı předpokládáme, že oblast kolem osy z je uzavřená válcovou vodivou plochou na poloměru R = Ro. Tento
poloměr přirozeně zvoĺıme jako charakteristický rozměr v Ro v definici funkćı (7). Válcová plocha je udržována
na potenciálu φo. K tomu je potřeba na plochu umı́stit náboje – válcová plocha tak hraje roli vzdálených
zdroj̊u zmiňovaných výše.

Vyč́ısleńım našeho potenciálu (8) na poloměru Ro dostaneme podmı́nku
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Koeficienty cm urč́ıme využit́ım ortonormality Fouriérova systému funkćı na intervalu 〈0, π〉 s Dirichletovými
pomı́nkami
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Užit́ım tohoto výsledku pro potenciál dostáváme
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kde jsme položili m = 2n− 1, protože sudé členy nepřisṕıvaj́ı.

Pro přehlednost zavedeme bezrozměrné přeškálované veličiny
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Pomoćı nich lze skalárńı potenciál zapsat
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Užit́ım vztahu 1.448.3 z tabulek Gradshteyn & Ryzhik zmı́něných v zadáńı dostaneme
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Jelikož sin πϕ
α > 0 pro relevantńı úhly, limita R → Ro dává φ → φo

2
π arctan(+∞) = φo jak požadujeme. Pro

ϕ = 0, α je zřejmě φ = 0.



f)

Elektrická intenzita pro potenciál (18) je
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Po př́ımočarých úpravách dostaneme
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Plošná nábojová hustota na vnitřńım povrchu vodivých okraj̊u je dána normálovou složkou intenzity bĺızko
povrchu. Pro ϕ = 0, tj. ϕ̄ = 0, je normála ~n = ~eϕ. Pro ϕ = α, tj. ϕ̄ = π, máme ~n = −~eϕ. Pro R = Ro, tj. R̄ = 1,
je ~n = −~eR. Na jednotlivých okraj́ıch tedy dostáváme
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Nábojová hustota na polorovinách v bĺızkosti osy potvrzuje výsledek nalezený v bodě c) – pro konvexńı úhel
je nábo vytěsněn z okoĺı osy, pro konkávńı náboj se zde naopak hromad́ı.

V bĺızkosti (nevodivého) doteku polorovin s válcovou plochou nábojová hustota vždy diverguje, ale na sou-
sedńıch vodič́ıch s opačným znaménkem – na polorovinách je záporná a na válcové ploše kladná (pro φo > 0).

Skalárńı potenciál, elektrická intenzita a nábojová hustota jsou zobrazeny v následuj́ıćıch grafech.



Grafy

Ve všech grafech ńıže je ignorovaná souřadnice z. 2D grafy odpov́ıdaj́ı rovině z = konst. Ve 3D grafech hori-
zontálńı rovina odpov́ıdá rovině z = konst a na vertikálńı osu se vynáš́ı zobrazovaná veličina. Všechny veličiny
jsou zobrazeny pro konvexńı úhel α < π (vlevo) a pro konkávńı úhel α > π (vpravo). Ve všech diagramech jsou
vyznačeny černě okraje zkoumané oblasti.

Skalárńı potenciál φ.

Je vidět, že na okraj́ıch splňuje požadované okrajové podmı́nky – Dirichletovy podmı́nky na polorovinách a
konstantńı potenciál (modře) na válcové ploše. (Pro konvexńı úhel jsou zobrazeny pohledy ze dvou stran.)

ϕ

ϕ

Ekvipotenciály skalárńıho potenciálu φ.

Velikost elektrické intenzity E.

Pro konvexńı úhel (vlevo) je intenzita bĺızko osy konečná, pro konkávńı úhel (vpravo) intenzita v bĺızkosti
osy diverguje. V obou př́ıpadech intenzita diverguje v bĺızkosti (nevodivého) doteku polorovin s válcovou
plochou. (Pro konvexńı úhel jsou zobrazeny pohledy z dvou r̊uzných stran.)



Radiálńı a tanhgenciálńı složky elektrické intenzity ER a Eϕ.

E
→

E
→

Siločáry elektrické intenzity ~E.

Nábojová hustota na vnitřńım povrchu vodivých okraj̊u zkoumané oblasti.

Pro konvexńı úhel (vlevo) je nábojová hustota bĺızko osy konečná, pro konkávńı úhel (vpravo) nábojová
hustota v bĺızkosti osy diverguje. V obou př́ıpadech nábojová hustota diverguje v bĺızkosti (nevodivého)
doteku polorovin s válcovou plochou.


