Zapoctovy problém c¢. 1
NOFY026 — Klasickd elektrodynamika, LS 2019

termin odevzdani: 29. 4. 2019

Zadani:

Uvazujte skalarni potencidl elektrického pole v klinu mezi dvéma vodivymi uzemnénymi polorovinami ohra-
ni¢enymi spolecnou osou z, svirajicimi thel a. Pfedpoklddejte, ze zadné veliciny nezdvisi na soutadnici z (na
soufadnici podél osy).

a) Metodou separaci proménnych v poldrnich soufadnicich R, ¢ naleznéte systém funkei fesicich Lapla-
ceovu ulohu a spliujicich spravné okrajové podminky na hranici oblasti. Predpoklddejte pritom reguldrni
chovani skalarniho potencialu blizko osy z a libovolné chovéani daleko od osy.

b) Napiste obecny skaldrni potencidl ¢ spliujici okrajové podminky jako superpozici nalezenych funkei.

c) Urcete, ktery ¢len v superpozici bude dominantni blizko osy z. Pro tento ¢len naleznéte elektrickou
intenzitu a hustotu naboje indukovanou na vnitinim povrchu vodivych desek. Diskutujte chovani intenzity
a nabojové hustoty blizko osy z. RozliSte pfipad konvexniho a konkdvniho dhlu, a < 7.

Koeficienty ve vyjadieni potencidlu ¢ zdvisi na rozlozeni zdroju daleko od osy, napf. na zpusobu uzavieni klinu
dalsim okrajem a na nabojich na tomto okraji.

Uvazujte konkrétné, ze klin je uzavien ¢asti vodivé valcové plochy s osou z a o poloméru R,. Tato plocha je
odizolovana od obou polorovin a udrzovana na napéti ¢,

d) Porovnénim obecného potencidlu ¢ na vdlcové plose se zadanymi okrajovymi podminkami naleznéte
koeficienty ve vyjadieni ¢.
(Podobnou lohu jsme fesili pro kvadr v kartézskych soufadnicich na pfedndsce.)

e) Nalezené koeficienty dosad’te do vztahu pro potencil ¢ a sumu sectéte.
(K sumaci muzete pouzit literaturu ¢i softwarové systémy pro algebraickou manipulaci. Pamatujte, ze vysledek
ma vyjit redlné a softwarové systémy nékdy nabizeji zbytecné slozité a nevhodné vyjadieni pouzivajici komplexni
¢isla. Na strance prednasky je k dispozici oddil o Fourieorovych sumach ze standardni knihy Gradshteyn & Ryzhik:
Table of Integrals, Series, and Products.)

Bonusovi otazka:

f) Najdéte ndbojovou hustotu na vnitinim okraji zkoumané oblasti. Diskutujte jeji chovéni blizko osy a
blizko (nevodivého) doteku vélcové plochy a polorovin.

o

Geometrie dlohy pro konvexni klin, o < 7. Geometrie ulohy pro konkavni klin, o > .

Poznamka: Ve vsech pripadech nas zajimé tloha pouze uvnitf ihlu « mezi vodivymi polorovinami, v piipadé
nébojové hustoty pouze ndboj na vnitinim povrchu vodi¢ti. Neuvazujte pole vné vodivych polorovin ani za
hranici vélcové plochy. Napf. si muzete predstavit, Ze celd oblast vné polorovin je vyplnéna vodi¢em.



ReSeni:

Ze zadani vyplyva, ze zadna z veli¢in nezavisi na soufadnici z. Jednd se tak efektivné o dvoudimenziondlni
problém. Skaldrni potencidl budeme hledat jako superpozici funkci spliujicich Laplaceovu tlohu a ptislusné
okrajové podminky. Systém takovych funkei nalezneme metodou separace proménnych.

)

Hleddme tedy funkci ¥ v multiplikativné separovaném tvaru v polarnich soufadnicich R, ¢:

Laplaceuv operator v cylindrickych soutadnicich mé tvar
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Cleny obsahujici R a £ zaviseji na riiznych proménnych a museji tak byt konstantni. Dostavéme tak separované
rovnice
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kde k? je separaéni konstanta.

Rovnice pro € je rovnice harmonického oscildtoru a jeji feSeni je kombinace sintu a cosint. Dirichletovy okrajové
podminky pro ¢ = 0 a ¢ = a vybiraji feSeni v podobé
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Rovnice pro R mé feseni R o< R**. Pozadavek regularity pro malé R vybird feseni s kladnym exponentem,

tedy
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Zde R, je konstanta dand n&jakym charakteristickym rozmérem tlohy zajistujici bezrozmérnost umociované
veli¢iny a lze chépat jen jako vhodnd normalizace radidlni funkce.

Funkci fesicich Laplaceovu tlohu s pozadovanymi okrajovymi podminkami jsou tak ¢islovany ptirozenym ¢islem
m a maji tvar
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Poznamka: Normalizace funkci v, byla zvolena prozatim ‘libovolné’. Samoziejmé, ze pouzitd volba piedjima dalsi
pouziti. Faktor \/2/704 je zvolen pro normalizaci Fourierova systému a konstanta R, ndm zjednodusi vyrazy pii zkouméni
okrajovych podminek na poloméru R = R, v dalsim bodé. Nicméné mohli bychom zvolit jakoukoli jinou normalizaci,
napi. pouze ., = R¥ sin(ky). Koeficienty zavedené v (7) se pak objevi pii vypoctu koeficienti ¢,, v rozkladu skaldrniho
potencidlu.



b)

Skalarni potencidl ¢ splnujici Laplaceovu tlohu s uvazovanymi okrajovymi podminkami lze zapsat pomoci
nalezeného systému funkei jako

SR, 0) = > cmthm(R,0) . (8)
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Koeficienty ¢,, zdvisi na rozlozenf zdroju daleko od ndmi zkoumané oblasti v okoli poc¢atku. Nize, v bodé d),
je nalezneme pro zadané okrajové podminky na R = R,.

c)

Dominantni ¢len v blizkosti poc¢atku R = 0 bude ¢len s nejpomalejsim klesanim radidlni zavislosti, tedy clen
m =1,

o=y 2 <R>a sin 2 | (9)

Pro néj dostavame
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Plosnd nabojova hustota na vnitinim povrchu vodivych polorovin je ddna normalovou slozkou elektrické inten-

zity blizko povrchu. Pro ¢ = 0 je norméla 7 = €, a pro ¢ = o mame 77 = —€,. Nabojova hustota v zavislosti
na vzdalenosti R od osy z je tak na obou polorovinach déna
s
z_q
c1 7™ R\ x_q
o=———(= x Ra—1. 11
R, « <R0> (11)

Vidime, ze chovani jak intenzity €, tak ndbojové hustoty o se vyrazné lisi pro konvexni ithel a < 7 a konkdvni
thel o > 7. Pro konvexni tihel intenzita i ndbojova hustota blizko osy z vymizi. Ndboj je vytlacen od osy, kde
se poloroviny dotykaji. Pro konkavni tihel je exponent v mocniné R zaporny a intenzita E v blizkosti 0sy z
diverguje. Podobné naboj je na na vodivych poloroviniach koncentrovan v misté jejich spojeni.

V blizkosti ‘ostrého’ vodivého hibetu tak vzdalené zdroje zpusobi akumulaci naboje a silné elektrické pole —

coz je skuteénost vyuzivand pii ochrané proti bleskiim instalovanim ‘Spicatych’ nebo v nasem piipadé ‘ostrych’

bleskosvodu.

Pro dhel o = 7 dostavame piirozené, ze potencidl nezavisi na vzddalenosti od osy. Osa totiz neni v tomto

pfipadé vyjimecénd a nemuze tak v dominantnim ¢lenu hrat roli.

Poznamka: Tato diskuze je platnd pro generické rozlozeni naboju daleko od osy. Ve specidlnich piipadech se muze

stét, ze c1 = 0 a ¢len m = 1 neni pfitomny. Dominantni ¢len pak je m = 2 (nebo vyssi). V takovém piipadé méme
27

E < R'e 7! a intenzita i ndbojovéa hustota v blizkosti osy z vzdy vymizi.



d)

Nyni predpokladdame, ze oblast kolem osy z je uzaviend véalcovou vodivou plochou na poloméru R = R,. Tento
polomeér prirozené zvolime jako charakteristicky rozmér v R,, v definici funkef (7). Vélcové plocha je udrzovéna
na potencidlu ¢,. K tomu je potieba na plochu umistit naboje — valcova plocha tak hraje roli vzdalenych
zdroju zminovanych vyse.

Vyéislenim naseho potencidlu (8) na poloméru R, dostaneme podminku
bo= Y eny/ 2 sin(2p) (12)
0 = e/ —sin{ —¢) .
neN @ @ ’

Koeficienty ¢,, uréime vyuzitim ortonormality Fouriérova systému funkei na intervalu (0, 7) s Dirichletovymi
pominkami
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(Funkciondlni) skaldrni souéin rovnice (12) s funkef \/g sin(%g@) tak povede na 0,,,, které ‘zrusi’ sumu pfes
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Uzitim tohoto vysledku pro potencial dostavame
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kde jsme polozili m = 2n — 1, protoze sudé ¢leny nepfispivaji.
Pro ptehlednost zavedeme bezrozmérné preskalované veli¢iny

R= (lfo)a c(0,1), o= ggoe (0, 7). (16)

Pomoci nich 1ze skalarni potencial zapsat

4 _
o= — b0 Z 2n1_1R2"—1sin((2n—1)¢) ) (17)
neN

Uzitim vztahu 1.448.3 z tabulek Gradshteyn & Ryzhik zminénych v zadani dostaneme
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Jelikoz sin 72 > 0 pro relevantni 1hly, limita R — R, davd ¢ — %% arctan(+00) = ¢, jak pozadujeme. Pro
¢ =0,a je ziejmé ¢ = 0.



f)

Elektrickd intenzita pro potenciél (18) je

L dR 96 . 1dpds
E=-Vp=-""2e 05 19
VO= " IROR " Rdp g * (19)

Po piimocarych upravich dostaneme
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Plosna ndbojovd hustota na vnitinim povrchu vodivych okraju je déna normdlovou slozkou intenzity blizko
povrchu. Pro ¢ = 0, tj. ¢ = 0, je norméla 7 = €,. Pro ¢ = o, tj. ¢ = 7, mdme 77 = —€,. Pro R = R,, tj. R =1,
je 1 = —eg. Na jednotlivych okrajich tedy dostdvame
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Néabojova hustota na polorovindch v blizkosti osy potvrzuje vysledek nalezeny v bodé c) — pro konvexni thel
je nabo vytésnén z okoli osy, pro konkavni ndboj se zde naopak hromadi.

V blizkosti (nevodivého) doteku polorovin s vélcovou plochou ndbojovd hustota vzdy diverguje, ale na sou-
sednich vodi¢ich s opaénym znaménkem — na polorovinédch je zdpornd a na vélcové plose kladnd (pro ¢, > 0).

Skalarni potencidl, elektrickd intenzita a nidbojovéa hustota jsou zobrazeny v nasledujicich grafech.



Grafy

Ve vsech grafech nize je ignorovana souradnice z. 2D grafy odpovidaji roviné z = konst. Ve 3D grafech hori-
zontalni rovina odpovida roviné z = konst a na vertikalni osu se vynasi zobrazovana veli¢ina. VSechny veli¢iny
jsou zobrazeny pro konvexni thel o < 7 (vlevo) a pro konkavni ihel o > 7 (vpravo). Ve viech diagramech jsou
vyznaceny ¢erné okraje zkoumané oblasti.

Az 7

Skalarni potencial ¢.
Je vidét, ze na okrajich spliuje pozadované okrajové podminky — Dirichletovy podminky na polorovinédch a
konstantn{ potencidl (modfe) na vélcové plose. (Pro konvexni thel jsou zobrazeny pohledy ze dvou stran.)
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Ekvipotencialy skaldrniho potencialu ¢.

Velikost elektrické intenzity E.
Pro konvexni dhel (vlevo) je intenzita blizko osy koneénd, pro konkdvni thel (vpravo) intenzita v blizkosti
osy diverguje. V obou piipadech intenzita diverguje v blizkosti (nevodivého) doteku polorovin s vélcovou
plochou. (Pro konvexni dhel jsou zobrazeny pohledy z dvou riznych stran.)



af T

Radialni a tanhgencialni slozky elektrické intenzity Er a E,.

Siloéary elektrické intenzity E.

Eq

Nabojova hustota na vnitfnim povrchu vodivych okraju zkoumané oblasti.
Pro konvexni thel (vlevo) je ndbojova hustota blizko osy konecnd, pro konkdvni dhel (vpravo) ndbojova
hustota v blizkosti osy diverguje. V obou pfipadech nébojovéd hustota diverguje v blizkosti (nevodivého)
doteku polorovin s valcovou plochou.



