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1. Úvod

termodynamika - makroskopické hledisko;
mechanika nevysvětluje všechny jevy
rovnovážný stav
stavové veličiny - jejich počet charakterizuje
maximálńı počet makroskopických informaćı o
systému
stavové funkce - vyjdu z nějakého stavu a vrát́ım
se zpět se stejnou hodnotou jako na začátku

1.1. Tři ilustračńı př́ıklady

Entropie hraćı kostky, Myš v bludǐsti, Ehren-
fest̊uv model

1.1.1. Př́ıklad prvńı: Entropie hraćı kostky

Mějme náhodnou proměnnou K:

K :







p1 = 1
6 K1 = 1

...
...

p6 = 1
6 K6 = 6

(1)

O středńı hodnotě K v́ıme:

〈K〉 =
6∑

i=1

piKi (2)

Dále máme 2 vazby

6∑

i=1

pi = 1 (3)

6∑

i=1

piKi = 3 → asi nepravidelná kostka (4)

Zavedeme novou veličinu, budeme j́ı ř́ıkat in-
formačńı entropie

S(p1, p2, p3, p4, p5, p6) = −kB

6∑

i=1

pi ln pi (5)

Nejlepš́ı odhad pravděpodobnosti pi źıskám maxi-
malizaćı S:

S(
1

6
, . . . ,

1

6
) = −kB ·

1

6
· 6 ln

1

6
= kB ln 6 (6)

1Zápisky z přednášek OFY031, V1.0, 16.1.2005. Chyby

hlašte prośım na mail bug@schovan.net. Přepsala Jaroslava

Schovancová

entropie - mı́ra informace, když sděĺıme výsledek
pokusu
Necht’ S(1, 0, . . . , 0) = 0 - v́ım, že může padnout
pouze 1. Zavedu následuj́ıćı vazebné podmı́nky:

6∑

i=1

piεi = u (7)

Nová veličina U je středńı hodnota pokusu, nazvu ji
vnitřńı energie. Dále veličinu εi představuj́ı ener-
gie jednotlivých mikrostav̊u a pi pravděpodob-
nosti jednotlivých mikrostav̊u.

Proces maximalizace - poč́ıtáńı extrému fce v́ıce
proměnných s vazbami:
• 1) Pomocná funkce

S̃(p1, . . . , p6) = −kB

6∑

i=1

pi ln pi − λ0

[
6∑

i=1

pi − 1

]

−

−λ1

[
6∑

i=1

εipi − u
]

(8)

Lagrangeovy multiplikátory spoj́ım s vazbami

• 2) Nutná podmı́nka extrému:

∂S̃

∂pi
= 0 ∀i = 1, . . . , 6 (9)

• 3) Vyjádřeńı pi pomoćı multiplikátor̊u:

pi = exp

[

−1− λ0

kB
− λ1

kB
εi

]

(10)

• 4) Dosad́ım za pi do vazebných podmı́nek → vy-
loučeńı multiplikátor̊u:

pi =
e−βεi

∑

j e−βεj
=

e−βεi

Z(β)
, kde β =

λ1

kB
(11)

Z(β) =
∑

j

e−βεj (12)

Výraz (12) definuje stavovou sumu Z(β). Dále
definujeme tzv. Boltzman̊uv faktor:

p1

p2
= e−β(ε1−ε2) (13)
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Dosazeńı (11) do (7):

6∑

i=1

piεi =

6∑

i=1

εi
e−βεi

Z(β)
= u (14)

Inverźı źıskáme vztah β = β(u).
Závěr:

pi =
e−β(u)εi

Z(β(u))
(15)

Ne vždy se ukáže, že náš odhad souhlaśı se skuteč-
nost́ı, je to možné např. neznalost́ı nějaké vazby.

Zavedeme-li u jako

u = − ∂

∂β
lnZ(β) a provedeme substituci ω = e−β,

(16)
ukáže se, že

u = − ∂

∂β
ln[ω + ω2 + . . .+ ω6] (17)

Můžeme tedy řešit algebraickou rovnici

ω6(6− u) + ω5(5 − u) + . . .+ ω1(1− u) = 0 (18)

Z (16) plyne, že rovnice (18) nemá nulové řešeńı:
ω 6= 0. Tedy budu řešit rovnici 5. řádu. Ze závislosti
ω(u) pak źıskám závislost β(u).
Pro entropii plat́ı

S(p1, . . . , p6) = −kB

6∑

i=1

pi(u) ln pi(u) (19)

Podmı́nka pro vyloučeńı β lze zapsat jako

β =
dS(u)

du
, (20)

tedy β je směrnice tečny k S(u) - β má význam
převrácené teploty.
Pokud u = 3, 5, pak β = 0, a tedy teplota ր ∞ →
všechny hodnoty maj́ı stejnou pravděpodobnost
Dle vztahu (20) mohou být i záporné absolutńı
teploty.

Máme-li výchoźı parametr u, β, S (jeden do-
datečně určuje stav) → 1D př́ıpad.

stav určen:
u β(u), S(u)
β S(β), u(β)
S u(S), β(S)

Ne všechny funkce jsou prosté → inverze neńı jed-
noznačná.

Nyńı přidáme daľśı parametr V (objem) - tzv.
vněǰśı parametr. Necht’

εi = εi(V ) = iµ0V (21)

Vnitřńı energie u se může měnit dvěma zp̊usoby:

u =
6∑

i=1

εi(V )pi (22)

• 1) neměńı se pravděpodobnost pi, ale energie
mikrostav̊u εi → bud’ dostáváme práci, nebo kostka
koná práci
• 2) fixuji V (tedy i energii mikrostav̊u), pi se měńı
→ výměna tepla

• pi(u, V )⇒ S(u, V )
Ted’ máme 5 stávaj́ıćıch veličin (β, S, u, V, p), ale jen
2 nezávislé ⇒ 2D př́ıpad.
Veličina p (tlak) má význam, jak se kostka bráńı
proti změně objemu.

p = −
6∑

j=1

ε′j(V )pj (23)

1.2. Zákony ideálńıho plynu

1.2.1. Izotermický děj T = konst.

pV = konst.

1.2.2. Izobarický děj p = konst.

V

T
= konst.

1.2.3. Izochorický děj V = konst.

p

T
= konst.

1.2.4. Obecně ideálńı plyn

pV = nRT . . . stavová rovnice
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1.3. Termické koeficienty

• 1) p = konst.
koeficient izobarické objemové roztažnosti

α =
1

V0

(
∂V

∂T

)

p

, (24)

kde V0 je objem při normálńıch podmı́nkách. Pro
ideálńı plyn:

α =
1

273, 15
K−1

• 2) T = konst. koeficient izotermické stlačitelnosti

κ = − 1

V0

(
∂V

∂p

)

T

, (25)

• 3) V = konst. koeficient izochorické rozṕınavosti

β =
1

p0

(
∂p

∂T

)

V

, (26)

Plat́ı
α = p0βκ (27)

V = V (T, p) . . . stavová rovnice

dV =

(
∂V

∂T

)

p

dT +

(
∂V

∂p

)

T

dp (28)

Pravidlo -1:
(
∂V

∂T

)

p

(
∂T

∂p

)

V

(
∂p

∂V

)

T

= −1 (29)

Z definic koeficient̊u a z věty o inverzńı fci plyne

V0α
1

p0β

( −1

V0κ

)

= 1

α

p0βκ
= 1

α = p0βκ

1.4. Tepelné koeficienty

c1m1(T1 − T ) = c2m2(T − T2) vyrovnáváńı teplot
(30)

ci . . .měrná tepelná kapacita, [ J
kgK ]

Ci = cimi (31)

Ci . . . tepelná kapacita, [ J
K ]

Tepelná kapacita je teplo, které muśım dodat
systému, aby se ohřál o 1 stupeň:

C =
dQ

dT
(32)

Při konstantńım tlaku:

Cp =
dQp

T
(33)

Při konstantńım objemu:

CV =
dQV

T
(34)

2. Tři termodynamické zákony

2.1. Prvńı věta termodynamická

Teplo dodané systémem se přeměńı na vnitřńı
energii a vykonanou práci:

d̄Q = dU +d̄W (35)

Dodané teplo ⊕, odebrané teplo ⊖
Práce systému ⊕, práce vněǰśıch sil na systému ⊖
Symboly d̄Q a d̄W znač́ı, že Q a W nejsou stavové
veličiny. Kdyby bylo teplo stavovou veličinou, šlo by
napsat Q(T, p):

dQ =

(
∂Q

∂T

)

p

dT +

(
∂Q

∂p

)

T

dp → to nelze

Oproti tomu d̄W = pdV . Veličiny p a V už jsou
stavové veličiny, neńı velký problém nahradit nes-
tavové d̄W stavovými veličinami:

Q =

(
∂U

∂T

)

V

dT +

[(
∂U

∂V

)

T

+ p

]

dV, (36)

kam jsme dosadili U(V, T ) a p(V, T ).

• V = konst.
dV = 0

d̄QV =

(
∂U

∂T

)

V

dT

CV =
dQV

dT

Při konstantńım objemu můžu nahradit teplo
vnitřńı energíı, to už je stavová veličina:

CV =

(
∂U

∂T

)

V

(37)
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• p = konst.

dQp = dU + pdV + V dp = dU + pV
︸ ︷︷ ︸

H

= dH,

kde

H = U + pV je entalpie, necht’ H(T, p) (38)

dH =

(
∂H

∂T

)

p

dT +

(
∂H

∂p

)

T

dp

dQp =

(
∂H

∂T

)

p

dT

Cp =

(
∂H

∂T

)

p

(39)

• T = konst.

dQT = dU + pdV, kde U(T, V )

dQT =

(
∂U

∂T

)

V

dT +

[(
∂U

∂V

)

T

+ p

]

dV

2.2. Cyklický děj

Stavová veličina - jej́ı integrál nezáviśı na dráze:
∮

dU = 0

∆Q =

∮

d̄Q =

∮

d̄W = ∆W

Tedy ∆Q = ∆W za cyklus

Jak vypadá Cp − CV ?

d̄Q = dU + pdV

Cp =

(
∂H

∂T

)

p

CV =

(
∂U

∂T

)

V

→ potřebuji si zapsat U = U(T, V )

d̄Q =

(
∂U

∂T

)

V
︸ ︷︷ ︸

CV

dT +

(
∂U

∂V

)

T

dV + pdV

Necht’ V (T, p):

d̄Q = CV dT+

(
∂U

∂V

)

T

(
∂V

∂T

)

p

dT+

(
∂U

∂V

)

T

(
∂V

∂p

)

T

dp+

p

(
∂V

∂T

)

p

dT + p

(
∂V

∂p

)

T

dp

Abychom dostali Cp, potřebujeme p = konst.:

d̄Q = dH

d̄Q =

(
∂H

∂T

)

p

dT = CpdT

Cp = CV +

(
∂V

∂T

)

p

[(
∂U

∂V

)

T

+ p

]

(40)

2.3. Joule̊uv pokus

Máme 2 nádoby, prob́ıhá adiabatický děj (̄dQ =
0). Na začátku je plyn v 1 z nádob, potom otevřeme
kohoutek a plyn pronikne i do 2. nádoby.
Systém ani vněǰśı śıly nekonaj́ı práci: d̄W = 0.
Teplota s nezměnila: dT = 0, ale změnil se objem:
dV 6= 0→ popisuji 2 rovnovážné stavy, nikoli to, co
se stalo mezi t́ım.

d̄Q = dU + pdV, jelikož dU = 0⇒

⇒
(
∂U

∂T

)

V

dT +

(
∂U

∂V

)

T

dV = 0⇒

⇒
(
∂U

∂V

)

T

= 0 pro id.plyn

Takto źıskáme Mayer̊uv vztah pro ideálńı plyn

Cp − CV = p

(
∂V

∂T

)

p

= R (41)

Ze stavové rovnice pro 1 mol id. plynu źıskáme

V =
RT

p
⇒
(
∂V

∂T

)

p

=
R

p

Člen
(

∂U
∂V

)

T
: vnitřńı energie se s objemem při kon-

stantńı teplotě u ideálńıho plynu neměńı.

Jak vypadá ∆Q pro ideálńı plyn? Necht’ T =konst.,
přechod V1 → V2:

d̄Q = dU + pdV

d̄Q =

(
∂U

∂T

)

V
︸ ︷︷ ︸

=0

dT +

(
∂U

∂V

)

T
︸ ︷︷ ︸

=0

dV + pdV

d̄Q = pdV

∆Q =

∫ 2

1

pdV = RT ln
V2

V1
(42)

Pro přechod p1 → p2 je ∆Q = RT ln V2

V1

Tedy pro u přechodu 0,1 MPa → 1 MPa a u
přechodu 10 MPa → 100 MPa konám stejnou práci
(u ideálńıho plynu).
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2.4. Ideálńı plyn

(
∂U

∂V

)

T

= 0

pV = RT . . . termická stavová rovnice

U(T, V ) U(T, p) . . . kalorická stavová rovnice

dU =

(
∂U

∂T

)

V
︸ ︷︷ ︸

CV (T )

dT +

(
∂U

∂V

)

T
︸ ︷︷ ︸

=0

dV (43)

tedy CV 6= f(V ), rovnici (43) zjednoduš́ıme na

dU = CV dT (44)

Integraćı dostáváme

U = CV dT + C0, (45)

což je pro CV nezávislé na T kalorická stavová
rovnice.

2.5. Adiabatický děj s ideálńım plynem

d̄Q = 0

d̄Q = dU + pdV

dU =

(
∂U

∂T

)

V
︸ ︷︷ ︸

CV (T )

dT +

(
∂U

∂V

)

T
︸ ︷︷ ︸

=0

dV = CV dT

CV dT + pdV = 0

dosad́ıme p = RT
V :

CV dT +
RT

V
dV = 0

Umı́me řešit exaktńı rovnici → násobeńım inte-
gračńım faktorem - členy muśı splňovat Cauchy-
Riemannovy podmı́nky:

(
∂f

∂x

)

y

dx+

(
∂f

∂y

)

x

dy = 0

Tedy

CV
dT

T
+
R

V
dV = 0

/ ∫

dT

Označme
f = CV lnT +K(V )

Potom
(
∂f

∂V

)

T

= K ′(V ) =
R

V
, kde K(V ) = R lnV

CV lnT +R lnV = 0⇒ TCV V R = K

Jelikož T = pV
R , pak také

pCV V CV +R = K2

Jelikož Cp − CV = R, tak

pV
Cp
CV = K3

Dále
Cp

CV
= κ > 1, tedy

pV κ = konst.

Jak vypadá práce id. plynu při adiabatickém
ději? CV =konst., přechod T1 → T2:

0 =d̄Q =d̄W + dU

dU =

(
∂U

∂T

)

V
︸ ︷︷ ︸

CV (T )

dT +

(
∂U

∂V

)

T
︸ ︷︷ ︸

=0

dV = CV dT

Tedy
d̄W = −CV dT = −CV (T2 − T1) (46)

2.6. Barometrická formule

Mějme kvádr vzduchu:

dm = ρdV = ρSdz

dG = −gρSdz

dp =
dG

S
= −ρgdz . . . rce rovnováhy kontinua

Jak vypadá závislost p(z)? Potřebujeme přibĺıžeńı
(izotermické nebo adiabatické): necht’ je adiabatické
přibĺıžeńı:

pV κ = konst., odtudρ(p)→ p(z)

Máme normovaćı podmı́nky p0, V0, ρ0:

pV κ = p0V
κ
0 ,

pV

T
=
p0V0

T0
. (47)

Plat́ı ρ = m
V , dosad́ıme do rovnice (47) a dostaneme

p

(
m

ρ

)κ

= p0

(
m

ρ0

)κ

⇒ p

ρκ
=
p0

ρκ
0

Rovnice rovnováhy: dp = −ρ0

(
p

p0

)κ−1

gdz (48)

dp

pκ−1
= −ρ0p

κ−1

0 gdz

5



p−κ−1

dp = −ρ0p
−κ−1

0 gdz

κ

κ− 1
p1−κ−1

+ C = −ρ0p
−κ−1

0 gz

p1−κ−1

=

(
1

κ
− 1

)

ρ0p
−κ−1

0 gz +K,

kde p1−κ−1

0 = K. Aplikujeme počátečńı podmı́nky
(z = 0, p = p0):

p1−κ−1

= p1−κ−1

0

[(
1

κ

)

ρ0p
−1
0 gz + 1

]

Barometrická rovnice tedy vypadá

p = p0

(
1− κ
κ

ρ0

p0
gz + 1

) κ
1−κ

(49)

2.7. Polytropické děje

Necht’ plat́ı d̄Q = CdT , kde C je polytropická
tepelná kapacita. Obecně: diferenciálńı rovnice
polytropy v proměnných T, V :

adT + bdV = 0

d̄Q = dU + pdV

0 = CV dT +

(
∂U

∂V

)

T

dV + pdV − CdT

Cp − CV =

[(
∂U

∂V

)

T

+ p

](
∂V

∂T

)

p

- viz minule

(
∂U

∂V

)

T

+ p =
Cp − CV
(

∂V
∂T

)

p

0 = (CV − C)dT + (Cp − CV )

(
∂T

∂V

)

p

dV (50)

Rovnice (50) představuje rovnici polytropy (jakýkoliv
systém - nejde jen o ideálńı plyn).

p, V : ◦ dT =

(
∂T

∂p

)

V

dp+

(
∂T

∂V

)

p

dV

(
∂T

∂p

)

V

dp+
Cp − CV

CV − C

(
∂T

∂V

)

p

dV+

(
∂T

∂V

)

p

dV = 0

(51)
Zavedeme polytropický koeficient:

Cp − CV

CV − C
+1 =

Cp − CV + CV − C
CV − C

=
Cp − C
CV − C

= ν

(52)
Rovnici (51) můžeme tedy přepsat na

(
∂T

∂p

)

V

dp+
Cp − C
CV − C

(
∂T

∂V

)

p

dV = 0 (53)

Pro ideálńı plyn: pV = RT → T = pV
R

V

R
dp+ ν

p

R
dV = 0

V dp+ νpdV = 0

dp

p
= −ν dV

V

ln p = −ν lnV + C

Dostáváme rovnici polytropy pro id. plyn

pV ν = konst. (54)

Pozn. Mezi izotermou a adiabatou jsou reálné děje.
Koeficient ν může být i záporný.

Ideálńı plyn - polytropické děje
ν křivka rovnice C
0 izobara p = konst. Cp

1 izoterma pV = konst. ∞
κ adiabata pV κ = konst. 0
∞ izochora V = konst. CV

2.8. Entropie

S(A) = −k
W (A)
∑

i=1

pi ln pi, (55)

kde W (A) je počet možných realizaćı.

S(A) = k lnW (A) → k určuje jednotku entropie

• 1) k = 1
ln 2 , S(A) = log2W (A) - informace uve-

dená v bitech (binárńı možnosti)
• 2) k = 1

8 ln 2 , S(A) = 1
8 log2W (A): 1 byte = 8 bit̊u,

32 Mbyte → počet realizaćı W (A) = 25632·106

• 3) k = 1, S(A) = lnW (A) natt
• 4) k = kB = 1, 38 · 10−23 JK−1

W (U) =

(
U

U0

)νN/2

. . . mocninný zákon

S(U) = ν
N

2
kB(lnU − lnU0)

1

T
=

dS(U)

dU
= νkBN

1

2U
⇒

U

N
=
ν

2
kBT, (56)

kde U
N je energie 1 částice a ν je počet stupň̊u vol-

nosti.
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2.9. Axiomy entropie

• 1) S ≥ 0
• 2) SM (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . .) = 0 - M výsledk̊u, z
nichž 1 padne s jistotou

• 3) Smax
1

M
,

1

M
, . . .

︸ ︷︷ ︸

M

= k lnM - stejná pravděpo-

dobnost všech výsledk̊u → Smax

• 4) Smax rostoućı funkce M

• 5) nezávislé jevy pmm′ = pm ·pm′

požaduji→ aditivita
entropie S = S(A) + S(B)
• 6) požadavek konzistence: (předpokládám) 2
možné výsledky - ukáže se, že jsou 3

S2(p1, q
︸︷︷︸

1−p1

) + qS2(
p2

q
,
p3

q
) = S3p1, p2, p3

DÚ: Ukažte, že entropie je mı́rou středńıho počtu
binárńıch otázek, které muśıme položit, abychom
zjistili výsledek experimentu. Mysĺım si č́ıslo, někdo
ho hádá - děleńı interval̊u.

2.10. Formálńı struktura - max& metoda

1)

S(β,X) = −kB

∑

j

pj(β,X) ln pj(β,X) (57)

po respektováńı 1. vazbové podmı́nky (
∑

i pi = 1)
je

pj =
e−βεj(X)

∑

k e−βεk(X)
, (58)

kde Z(β,X) =
∑

k e−βεk(X) je stavová suma.
2)

U(β,X) =
∑

j

εj(X)pj(β,X) = 〈H(X)〉 (59)

moment energie H(X)
3)

Y (β,X) = −〈 d

dX
H(X)〉 = −

∑

j

ε′j(X)pj(β,X)

(60)
Věta 1:

1

kB
S(β,X) =

[

1− β ∂

∂β

]

lnZ(β,X) (61)

Věta 2:

U(β,X) = − ∂

∂β
lnZ(β,X) (62)

Dk.:

− ∂

∂β
lnZ(β,X) = − 1

Z(β,X)

∂

∂β




∑

j

e−βεj(X)



 =

= − 1

Z(β,X)
·
∑

j

−εj(X)e−βεj(X) =
∑

j

εj(X)pj(β,X)

Věta 3:

Y (β,X) =
1

β

∂

∂X
lnZ(β,X) (63)

Věta 4:

1

kB
S(U,X) = lnZ(U,X) + Uβ(U,X) (64)

VeLičiny S,U, β,X, Y - 2 pevně zvoĺım, ostatńı 3 z
definičńıc vztah̊u → 2D
Základńı TD relace - znalost S(U,X) umožňuje
dopoč́ıtat ostatńı pomoćı ∂

∂... Věta 5:

kBβ(U,X) =
∂S(U,X)

∂U
⇒ U(β,X) (65)

Věta 6:

kBβY (β,X)
∣
∣
β=β(U,X)

=
∂S(U,X)

∂X
(66)

Věta 7: 1. věta TD

dS(U,X) = kBβ(U,X)dU+

+kBβ(U,X)Y (β(U,X), X)dX (67)

Věta 8:

dU(S,X) =
1

kBβ(U,X)
dS − Y (S,X)dX (68)

〈H2(X)〉 − 〈H(X)〉2
︸ ︷︷ ︸

variance ≥0

=
∂2

∂β2
lnZ(β,X) =

= − ∂

∂β
U(β,X) ≥ 0

U je rostoućı funkce teploty

U S X základńı závislost
U S β
U S Y
U X β lehký (def.) - kalorická stav. rce
U X Y
U β Y
S X β S(X,β)=def.
S X Y
S β Y
X β Y termická stav. rce, def. Y = . . .
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Př.: ideálńı plyn Věta: Pro ideálńı plyn má
základńı TD relace tvar

S(U, V )

kB
= N

{

5

2
+

3

2
ln

[

U

N

(
V

N

) 2
3 2πm

3h2

]}

,

(69)
kde m je molekulová hmotnost a N je počet částic.

Stavová suma

SA+B = SA + SB

Problém nerozlǐsitelnosti mikrostav̊u.
Z(β, L) 1D, 1 částice, L š́ı̌rka jámy

Z(β, L) =

∞∑

i=0

e−βεi(L), (70)

kde εi(L) =
h2

8mL2
i2 závěr z QM

• 1)

Z(β, L) =

∫ ∞

0

dXe−β h2

8mL2 X2

=
L

λ
,

kde λ =

√

h2β

2πm

od sumy přejdu k integraci
• 2) přechod do 3D

Z3(β, L) =
V

λ3
(71)

• 3)středńı energie 1 částice:

u =
U

N
= u(β, V ) = − ∂

∂β
lnZ(β, V ) =

3

2

1

β
⇒
(72)

⇒ β(u, V ) =
3

2

1

u

Vnitřńı energie id. plynu nezáviśı na objemu - mezi
molekulami nejsou interakce
• 4)

Z(u, V ) = Z(β(u, V ), V )

S(u, V )

kB
= lnZ(u, V )+β(u, V )u =

3

2
+ln

[

V

(
2π, u

3h2

)3/2
]

Uvažujme N částic→ umocněńı stavové sumy na N
→muśım uvažovat nerozlǐsitelnost

mikrostav̊u faktorem 1
N !

• 5)

Z(U, V ) =
[Z3(u, V )]N

N !
=

[Z3(
U
N , V )]N

N !

lnN ! ∼ N lnN −N
a] U(β, V ) = 3

2N
1
β kalorická stavová rovnice,

ekvipartičńı teorém
(
β(U, V ) = 3

2
N
U

)

b] p(β, V ) = 1
β

∂
∂V lnZ(β, V ) = N 1

βV stavová
rovnice ideálńıho plynu

Vypočtěte S(U,X) pro N částic - každá se může
nacházet ve stavech s energíı 0,1. Středńı energie
systému byla U .

2.11. Myš v bludǐsti

Máme 9 komůrek:

1 5 2
8 9 6
4 7 3

sousedńı komůrky propojeny dveřmi. V mı́stnosti si
myš vybere všechny dveře se stejnou pravděpodobnost́ı.
Časový pr̊uběh: pravděpodobnost v čase n

p(n) =








p1(n)
p2(n)

...
p9(n)








(73)

p1(n) je pravděpodobnost, že myš je v čase n v
1. komoře. Pokud n → ∞, potom p(n) má limitu
(rovnovážný stav).
Stejné pravděpodobnosti v roźıch; středech stran;
středu → 3 neznámé.
Tok pravděpodobnosti - rovnovážná pravděpodobnost,
že je myš v komůrce x krát pravděpodobnost
pr̊uchodu do mı́stnosti y
Komůrky v r̊uzné výšce→ rozděleńı energíı (rohové
nejvyšš́ı, ve středu nejnižš́ı)
↓
Nová pravidla pohybu → vzniku rovnovážného
stavu - vývoj ke Gibbsovské rovnováze.

2.11.1. Princip detailńı rovnováhy

Je větš́ı pravděpodobnost, že p̊ujde myš s kopce,
než do kopce - stanov́ıme takto:

p8→9

p9→8
= e−β(ε9−ε8)

Tato pravidla pro krok mi garantuj́ı Gibbsovu
rovnováhu.

a) Studujte nejprve rovnováhu, středńı hodnota
energie U → určete základńı TD relaci (nezáviśı na
V )
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b) Dospějeme do rovnováhy a začneme měnit
energie εi velmi pomalu (vněǰśımi parametry) -
systém vždy stihne ustanovit novou rovnováhu →
rovnovážný (reversibilńı) děj

Matice přechod̊u W (pravděpodobnost přechodu
z j-té (sloupec) do i-té (řádek) komory)
• ∑ celého sloupce je 1
• p(0) = p0

p(1) = Wp(0)
... p(n) = Wnp(0)

lim
n→∞

p(n) = peq - rovnováha Wpeq = peq

lim
n→∞

Wnp(0) = peq

pro libovolné p(0) → všechny sloupce stejné Po n
kroćıch nastane rovnováha:

lim
n→∞

Wnp(0) = peq =

komorai [pi]
︷ ︸︸ ︷

1
2
3
4
5
6
7
8
9

















1
12
1
12
1
12
1
12
1
8
1
8
1
8
1
8
1
6

















(74)

Nový problém myši: myš si vybere světovou stranu a
pak se pod́ıvá, jestli tam jsou dveře. Pro rovnovážnou
pravděpodobnost plat́ı

peq =

(
1

9
,
1

9
,
1

9
,
1

9
,
1

9
,
1

9
,
1

9
,
1

9
,
1

9

)T

Pravidla pro Gibbsovu rovnováhu:
Přidám komůřkám energii:

peq,i =
e−βεi

Z(β)
→ Gibbsova rovnováha (75)

Podmı́nka detailńı rovnováhy:

peq
C W (C → C′) = peq

C′W (C′ → C) (76)

- v rovnováze se toky v sousedńıch komorách vyrov-
naj́ı:

W (C → C′)

W (C′ → C)
= e−β(εC′−εC)

Předchoźı vztah neurčuje jednoznačnost, ale dává
podmı́nky pro Gibsovu rovnováhu.
Souborové středováńı - od začátku poč́ıtám s
pravděpodobnostmi
Časové středováńı - počet pokus̊u / počet
úspěch̊u

Každá komůrka má hodnotuXi. Chci rovnovážnou
hodnotu Xi → sečtu a děĺım počtem krok̊u

2.11.2. Metropolis algoritmus

Myš v komoře c, uvažujeme, že p̊ujde do c′:







Ec > Ec′ krok uskutečńıme (p = 1)

W (c→ c′) = 1

Ec′ ≥ Ec přesuneme se s pravděpodobnost́ı

e−β(Ec′−Ec)

→ splňuje podmı́nky detailńı rovnováhy

Ec > Ec′ Ec ≤ Ec′

W (c→ c′)
peq

c W (c→ c′)
W (c′ → c)

peq
c′ W (c′ → c)

Pokud se rovná 2. a 4. řádek → splněna podmı́nka
detailńı rovnováhy

Markovovo pravidlo - budoućı krok je zcela
nezávislý na minulosti
Vnitřńı energie → také jde do rovnováhy

U(n) =

9∑

i=1

εipi(u) n− čas

Entropie→ s počtem krok̊u roste - nabývá maxima

S(n) = −kB

∑

i

pi(n) ln pi(n)

Př.: rovnovážná vbitřńı energie je 1J, vypočtěte
rovnovážnou entropii, rovnovážné fundamentálńı
obsazeńı pravděpodobnostńıho stavu, představa ter-
modynamické relace.

2.12. Ehrenfest̊uv model

Máme klobouk, v něm jsou č́ısla 1 až 2R. Máme
2 nádoby s koulemi (rozlǐsitelné, oč́ıslované), kouĺı
je 2R. Na začátku jsou všechny koule např. vpravo.
Kroky:
vylov́ım č́ıslo z klobouku, č́ıslo pamatuji a vrát́ım
do klobouku
najdu kouli s č́ıslem z klobouku a dám ji do vedleǰśı
nádoby (pohyb kouĺı sem a tam)

N(k) =
Np(k)−N2(k)

2

→ zavedu si 1
2 rozd́ılu počtu kouĺı vpravo a vlevo

(makroskopická proměnná)
N(k) klesá a potom osciluje kolem 0
počet mikrostav̊u je 22R
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středńı hodnota N(k) konverguje k 0 jako geomet-
rická řada; k udává časový pr̊uběh
N(k) nabývá hodnot R,R − 1, . . . ,−R + 1,−R →
2R stav̊u

p(k) = [pR(k) . . . p−R(k)]

〈N(k)〉 =

−R∑

i=R

ipi(k) = σ(k)

kde σ(k) je označeńı č́ısla→ makroskopický pohled

σ(k) = R

(

1− 1

R

)k

k = 0, 1, . . . , relaxace k rovnováze Mikroskopický
pohled - časový vývoj pravděpodobnosti
Množina realizaćı - statistika
Nedojde k návratu počátečńıch podmı́nek (mám
teplý čaj, už se mi na stole znovu neohřeje)
Reverzibilita má velmi malou pravděpodobnost -
z mikroskopického hlediska - strašně dlouhá doba
potřebná k návratu (deľśı než je stář́ı vesmı́ru)

2.13. Langevinova rovnice

Koule v kapalině s rychlost́ı v → časem se zastav́ı
(zezadu do ńı naráźı méně částic než zepředu)
Makroskopický pohled:

M
d

dt
v(t) = −γv(t) (77)

γ je makroskopická veličina, vystihuje děńı mikrosvěta,
koeficient třeńı

γ = 6πηa

v(t) = v0e
γ
m

t

mikroskopický pohled - v(t) je fluktuuj́ıćı křivka,
osciluje kolem 0 (předáváńı impuls̊u)
rovnice pro všechny částice - ty pak parciálně nějaké
odstrańım, nebo

∑
nahrad́ım

∫

mezoskopický popis - částice nepopisuji už jed-
notlivě hamiltoniánem
přib́ırám śılu F (t) - šum (fluktuuje)

M
d

dt
V (t) = −γV (t) + F (t) (78)

Langevinova rovnice → pak také V (t) muśı fluk-
tuovat
makroskopicky v(t) = 〈V (t)〉

3. Praktická termodynamika

3.1. Diskuse základńıch pojmů

1. postulát Každý makroskopický systém bez
vněǰśıch zásah̊u dojde do rovnováhy, ve které
z̊ustane.
relaxačńı doba - čas, za jaký dojde systém do
rovnováhy vymezuje použit́ı termodynamiky - např.
neplat́ı v mikrosystému, živé organismy

2. postulát (zavedeńı empirické teploty) Vlast-
nost být v rovnováze je ekvivalence na množině
termodynamických systémů.
Teplená výměna mezi systémy A, B. Rovnováha
systémuA+B→makroskopické veličiny už nezáviśı
na čase, nedocháźı k časově nezávislým tok̊um
teplo - souhrn mikroskopických akt̊u předáváńı en-
ergie(může prob́ıhat oběma směry) mezi systémy→
typ změny vnitřńı energie
empirická teplota - odkud jde teplo, to je tepleǰśı
2 systémy v rovnováze - stejná teplota
Důkaz ekvivalence:
A ≈ B (rovnováha) - symetrická relace
A ≈ A - reflexivńı relace
A ≈ B&B ≈ C ⇒ A ≈ C (rovnováha) - tranzitivńı
relace
V rovnováze je stav systému popsán mechanickými
parametry + 1 nav́ıc (empirická teplota)
Existuje funkce θ = θ(p, V ), která je společná pro
všechny rovnovážné stavy.
Druhý postulát implikuje empirickou teplotu. Můžu
seřadit všechny systému podle teploty, ale empirická
teplota nemá kvalitativńı charakter.
Označeńı: θ empirická teplota, T absolutńı teplota
V rovnováze jsou vnitřńı parametry (Y ) zadány
vněǰśımi parametry (X) a teplotou T .

Y = Y (X,T )

Vněǰśı parametry - vstupuj́ı do H , poloha, objem,
. . .
Vnitřńı parametry - dány vlastnostmi daného
systému, středováńı, např. vnitřńı energie U =
U(X,T ) - kalorická stavová rovnice
Práce konaná systémem ⊕, systém přij́ımá teplo ⊕.
Teplo a práce nejsou stavové veličiny, záviśı na pro-
cesu (jde o proces, změnu stavu).
Stavové rovnice plat́ı pouze v rovnováze!
Pouze pro rovnovážný proces. Přechod mezi rovno-
vážnými stavy

• rovnovážný děj - můžu nakreslit čáru v dia-
gramu
• nerovnovážný děj - čára nemá smysl
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p, V diagram → práce
T, SV diagram → teplo
Práci můžu lehce určit i při nerovnovážném ději -
nepozoruji systém, ale vněǰśı změny.
Bazén s vodou → objem se měńı; př́ıtok, odtok,
prš́ı, vypařuje se; zabezpeč́ı vypařováńı a pršeńı,
souhlaśı př́ıtok a odtok (práce je stavová veličina
pouze za těchto podmı́nek!!!)
podobně: zavřu př́ıtok a odtok → teplo stavová
veličina

Pohyblivá stěna, adiabaticky izolovaný systém
velmi pomalý pohyb - nevznikaj́ı v́ıry
vodorovná hladina - jaká je práce? Jde o maximálńı
práci - úbytek potenciálńı energie vody
při rychlém (nevratném) ději - za stěnou nižš́ı hlad-
ina vody než dál → menš́ı hydrostatický tlak →
menš́ı práce
změna vnitřńı energie (stavová veličina) je r̊uzná -
koncové stavy nejsou stejné (r̊uzná teplota)

3.2. Gibbs̊uv paradox

Máme 2 nádoby se stejným plynem p, V, T, n
Měrná kapacita na 1 mol:

cV =
CV

n

Předpokládám S0(n) = 0
S1 = n(cV lnT +R lnV )
S2 = n(cV lnT +R lnV )
celková entropie S12 = 2n(cV lnT +R lnV )
V př́ıpadě odstraněńı přepážky
S12 = 2n(cV lnT +R ln 2V )
p, 2V, T, 2n: ∆S = 2nR ln 2 → přitom se nic
fyzikálně nestalo
pokud mám 2 r̊uzné plyny - správně
Směšovaćı entropie

∆S = 2nR ln 2 (79)

V př́ıpadě stejných plyn̊u chyba v zanedbáńı konst.
S0.

3.3. Termodynamické potenciály

• U - vnitřńı energie
• H - entalpie
• F - volná energie
• G - Gibbs̊uv potenciál
Stavové veličiny (maj́ı totálńı diferenciál), jsou adi-
tivńı, d̊uležité při určováńı podmı́nek rovnováhy -
hledám extrém daného potenciálu

F - d̊uležité ve statistické fyzice
G - d̊uležité pro otevřené systémy (měńı se počet
částic), změny skupenstv́ı

přirozené proměnné:
• U(S, V ) → kompletńı informace o systému
• H(p, S)
• F (V, p)
• G(T, p)

dU = TdS − pdV → U(S, V ) (80)

• p = konst. :

TdS = dU + pdV + V dp = d(U + pV ) = dH

• p 6= konst. :

TdS = dH − V dp⇒ dH = . . .→ H(S, p)

dH = TdS + V dp (81)

dF = −SdT − pdV (82)

dG = vdp− SdT (83)

dH = TdS + V dp
(
∂T

∂p

)

S

=

(
∂V

∂S

)

p

Cauchyho podmı́nky → Maxwellovy vztahy (z
dU, dH, dF, dG)

T =

(
∂H

∂S

)

p

V =

(
∂H

∂p

)

S

CV =

(
∂U

∂T

)

V

= T

(
∂S

∂T

)

V

Cp =

(
∂H

∂T

)

p

= T

(
∂S

∂T

)

p

(
∂U

∂T

)

p

= Cp−p
(
∂V

∂T

)

p

= T

(
∂S

∂T

)

p

−p
(
∂V

∂T

)

p

(
∂Cp

∂p

)

T

= −T
(
∂2V

∂T 2

)

p

F = U + T

(
∂F

∂T

)

V

G = H + T

(
∂G

∂T

)

p
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3.4. Druhá věta termodynamická

3.4.1. Formulace druhé věty termodynamické

Carnot̊uv cyklus: cyklický, rovnovážný proces
• 1] Vratná izotermická expanze
U se neměńı u id. plynu, obecně ne
• 2] Adiobatická expanze
• 3] Vratná izotermická komprese
• 4] Adiabatická komprese

TdS = d̄Q = plocha pod křivkou; U rostoućı
funkce T

Máme diferenciálńı rovnici

f(x, y, z)dx+ g(x, y, z)dy + h(x, y, z)dz = 0.

Konstrukce potenciálu možná pouze pokud existuje
integračńı faktor (ve 2 proměnných má vždy, pro
3 proměnné: holonomńı (maj́ı int. faktor) × an-
holonomńı (nemaj́ı int. faktor))

Pokud d̄Q = 0 ⇒ adiabatický proces

Caratheodoryho formulace: Př́ır̊ustek tepla
pro fyzikálńı systém, pak muśı být forma holonomńı.

Integračńı faktor je absolutńı teplota.

Clausiova formulace Teplo nemůže samovolně
přecházet ze soustavy o teplotě T ′ do soustavy o
teplotě T , kde T > T ′.

Thomsonova formulace Nelze transformovat
W ← Q pouze t́ım, že by docházelo k ochlazováńı
tělesa

Carnotova formulace Nejvyšš́ı možná účinnost
tepelného stroje je určena výhradně teplotami T1

a T2 a neńı závislá na látkové výplni, uspořádáńı
soustavy, povaze prob́ıhaj́ıćıch děj̊u- Tuto nejvyšš́ı
účinnost má soustava pracuj́ıćı vratně.
redukovaná tepla jsou stejná - nezávisle při jaké
teplotě je izoterma vedena
zavedeńı entropie
obecný vratný cyklický proces
redukovaná tepla

∮
d̄Q

T
= 0 (84)

d̄Q adiabata = 0
d̄Q izoterma, vedleǰśı izoterma −d̄Q → sečte se na
nulu
Při libovolném rovnvážném procesu je součet re-
dukovaných tepel nula. Nová stavová funkce en-
tropie - při přechodu z bodu 1 do bodu 2 je rozd́ıl

entropíı stálý (při rovnovážném i nerovnovážném
ději stavová funkce) - při rovnovážném ději

S =

∮ 2

1

d̄Q

T
, (85)

při rovnovážném ději to neplat́ı.
Totálńı diferenciál

dS =
d̄Q

T
, (86)

kde 1/T je integračńı faktor pro d̄Q.

d̄Q = dU +
n∑

i=1

Aidai

je holonomńı Pfaffova forma.

Caratheodóry: Následuj́ıćı podmı́nky jsou ek-
vivalentńı:
• d̄Q je holonomńı
• v libovolném okoĺı libovolného bodu existuj́ı adi-
abaticky nedosažitelné stavy (fyzikálně zaručeno)
→ V libovolném okoĺı libovolného stavu termody-
namického systému existuj́ı adiabaticky nedosažitelné
stavy.

3.4.2. Konstrukce absolutńı teploty

U = U(p, V ) - znám tu závislost (adiabaticky
přecháźım mezi stavy, měř́ım práci)
θ = θ(p, V ) - empirická teplota - charakteristika pro
daný systém
primitivńı specifikace TD systému - závislosti U a θ
vypoč́ıtat libovolnou stavovou veličinu na základě
znalosti U a θ nemuśı být jednoznačné
absolutńı teplota T (θ) - nezáviśı na roztažnosti
apod., nepoznávám pomoćı tepelné výměny, stejná
pro všechny systémy, zavedeńı přes Carnot̊uv cyklus
- účinnost záviśı pouze na teplotách rezervoár̊u (ne
na náplni)
pro ideálńı plyn T (θ) = Cθ, C = konst.
termálńı zářeńı - empirickou teplotu měř́ım
tlakem ψ = p → T (ψ) = 4

√
ψ

T (θ) = f(θ) → U = U(T, V ) (kalorická stavová
rovnice), p = p(T, V ) (termická stavová rovnice)
entropie - spoj́ım body 1 a 2 vratným dějem

S2 − S1 =

∫ 2

1

d̄Q

T
=

∫ 2

1

dU + pdV

T

nevratná adiabatická expanze

S2 − S1 = nR ln
V2

V ′
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- entropie stoupá
adiabatický + izotermický děj nevratná adiabatická
komprese

S2 − S1 = nR ln
V2

V ′

- entropie opět stoupá
adiabatický + izotermický děj
• Pro vratné procesy - existuje stavová veličina
S, dá se určit

∮
d̄Q
T

• Pro nevratné procesy - existuje stavová
funkce entropie, už ji neurčuje

∫
d̄Q
T , entropie při

nevratných děj́ıch vždy roste.

Clausi̊uv vztah

dS ≥ d̄Q

T
(87)

rovnost plat́ı pro vratné děje

S2 − S1 ≥
∫ 2

1

d̄Q

T
(88)

T . . . u nevratných děj̊u teplota rezervoáru (v systému
ani nemuśı teplota existovat)
d̄Q = dU +d̄W . . . 1. věta TD - plat́ı pro vratné i
nevratné děje
d̄W = pdV obecně neplat́ı, pouze při vratném ději
d̄Q = TdS pouze pro vratné děje
d̄Q = dU + pdV pouze pro vratné děje
TdS = dU + pdV správná rovnice pro vratné i
nevratné děje, nevyskytuj́ı se to veličiny vztahuj́ıćı
se k pr̊uběhu, pouze stavové veličiny
TdS − d̄Q = pdV − d̄W odečtu 1. rci od předchoźı
→ správná obecně
TdS > d̄Q nevratný děj → pdV − d̄Q > 0 (tedy
d̄W < pdV ) → maximalizace práce - vratný děj

3.5. Redukce k přirozeným proměnným

U, S, T, V, p - znám 2 hodnoty veličin pro bod -
dopočtu č́ıselně ostatńı
U(T, V ) → źıskám z toho i ostatńı závislosti
U(S, V ) základńı termodynamický relace→ umožňuje
konstrukci všech ostatńıch závislost́ı ()úplná TD in-
formace)

Mechanický problém - parabolický potenciál

V (x, y) =
1

2
k(x2 + y2)

Fx(x, y) = −∂V (x, y)

∂x
= −kx

Fy(x, y) = −∂V (x, y)

∂y

V, x, y je mechanická analogie U, S, V
U(S, V ) → mám tam přirozené proměnné

dU = TdS − pdV

Fx = T =
∂U(S, V )

∂S
= T (S, V )

ostatńı dostanu vyloučeńım proměnných

Fy = p = −∂U(S, V )

∂V
= p(S, V )

mechanika: stav systému chci charakterizovat V (Fx, y):

V (Fx, y) =
1

2
k

[(
Fx

k

)2

+ y2

]

Ztratila se t́ımto nějaká informace? ano.

V (Fx(x, y), y) =
1

2

1

k

[

−∂V (x, y)

∂x

]2

+
1

2
ky2

nutno chápat jako diferenciálńı rovnici. Jej́ı řešeńı
je V (x, y).
Pro potenciál tvaru

V (x, y) =
1

2
k[x− ϕ(y)]2 + y2ϕ

dostanu tu samou diferenciálńı rovnici.
V (Fx, y) nepřirozené proměnné.

Př.: U(S, V ) = V 1−δe
γ−1

R
S +KS,

kde R,S,K, γ = konst., určete úplnou TD informaci

3.6. U-formulace

přirozené proměnné S, V
vnitřńı energii chápu jako fce S, V : U(S, V )
US , UV znač́ı parciálńı derivace
USS , USV , UV V znač́ı 2. parciálńı derivace (záměnnost)
pro ostatńı parciálńı derivace použiji zápis

(
∂A
∂B

)

C
,

kde A,B,C je libovolná trojice z 5 stavových veličin,
popisuj́ıćı vlastnosti systému

(
∂A

∂B

)

X

systém preferovaných proměnných

(
∂A(B,C)

∂B

)

X

→ problém: pokud chci udržet

konstantńı X , muśım měnit B,C

(
∂A
∂B

)

C
: A = A(S, V )
B = B(S, V )
C = C(S, V )
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S0 = (S0, V0) počátečńı podmı́nky

Derivace ve směru:

lim
(dS)C

A(S0 + (dS)C , V0 + (dV )C)−A(S0, V0)

B(S0 + (dS)C , V0 + (dV )C)−B(S0, V0)
(89)

3.7. Technika výpočtu derivaćı

• 1) Všechny veličiny vyjádř́ım v U formulaci

A(S, V ), B(S, V ), C(S, V )

dA = a1dS + a2dV, kde a1 =
∂A

∂S
atd.

dB = b1dS + b2dV

dC = c1dS + c2dV

• 2) Uplatńım C = konst.: dC = 0

(dA)C = a1(dS)C + a2(dV )C

(dB)C = b1(dS)C + b2(dV )C

0 = c1(dS)C + c2(dV )C

(dS)C = −c2
c1

(dV )C

• 3)

(dA)C

(dB)C
=

(

−a1
c2

c1
+ a2

)

(dV )C
(

−b1 c2

c1
+ b2

)

(dV )C

=
−a1c2 + a2c1
−b1c2 + b2c1

(dA)C

(dB)C
=
−a1c2 + a2c1
−b1c2 + b2c1

(90)

Př.:

(
∂p

∂T

)

U

∣
∣
∣
∣
U−formulace

=
USV UV − UV V US

USV US − USSUV

(
∂p

∂T

)

V

∣
∣
∣
∣
U−formulace

= −USV

USS

(
∂U

∂V

)

T

∣
∣
∣
∣
U−formulace

= UV − US
USV

USS

Důležitá tř́ıda → terdmodynamické koefi-
cienty

{A,B,C} = {S, V, p, T }

Tedy výraz
(

∂A
∂B

)

C
představuje 24 koeficient̊u. Ale:

(
∂A
∂B

)

C
a
(

∂B
∂A

)

C
jsou jen převrácené hodnoty, tedy

koeficient̊u stač́ı pouze 12:

Vyjádřete v U−formulaci:
(

∂V
∂p

)

T

(
∂p
∂T

)

V

(
∂T
∂V

)

p
(

∂S
∂T

)

V

(
∂T
∂V

)

S

(
∂V
∂S

)

T
(

∂S
∂T

)

p

(
∂T
∂p

)

S

(
∂p
∂S

)

T(
∂V
∂p

)

S

(
∂p
∂S

)

V

(
∂S
∂V

)

p

(91)

[ht]

Pokud S = konst. ⇒ adiabatický děj (vratné
děje)
izobarický teplotńı koeficient objemové roztažnosti

αp =
1

V

(
∂V

∂T

)

p

(92)

αp = αp(S, V )

αS =
1

V

(
∂V

∂T

)

S

(93)

3.8. Termodynamické identity

Každá informace o TD systému představuje
podmı́nku pro U(S, V ):

(
∂A

∂B

)

C

= Ψ

[(

∂Ã

∂B̃

)

C̃

]

(94)

Toto zjist́ım experimentálně, pokud obě vlastnosti
vyjádř́ım v U−formulaci:
→ 1) dostanu identitu (rovnost platná pro libovolný
systém)
př́ıklad TD identity: rovnice 90% TD
→ 2) dostanu diferenciálńı rovnici pro U
→ 3) źıskám rozporuplný vztah → chyba experi-
mentátora - neexistuje systém, kde by to platilo

Př.: Dokažte TD identitu

(
∂U

∂V

)

p

= T

(
∂p

∂T

)

S

− p (95)

Vyjádřime v U−formulaci - přenecháno jako cvičeńı
pro čtenáře.
Konstantńı tlak - volný ṕıst zat́ıžený závaž́ım.

Př.: Pravidlo -1 - viz (29) - d̊ukaz: vyjádřeńı v
U -formulaci
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Tabulka 1

Terdmodynamické koeficienty v U-formulaci

(
∂V
∂p

)

T
=

USS

U2
SV −USSUV V

(
∂p

∂T

)

V
= −USV

USS

(
∂T
∂V

)

p
= −USSUV V −U2

SV

USV

(
∂S
∂T

)

V
=

1
USS

(
∂T
∂V

)

S
= USV

(
∂V
∂S

)

T
= −USS

USV

(
∂S
∂T

)

p
=

UV V

USSUV V −U2
SV

(
∂T
∂p

)

S
= −USV

UV V

(
∂p

∂S

)

T
=

USSUV V −U2
SV

USV

(
∂V
∂p

)

S
= − 1

UV V

(
∂p

∂S

)

V
= −USV

(
∂S
∂V

)

p
= −UV V

USV

3.9. Modifikované termodynamické koefi-
cienty

Teplotńı součinitel objemové roztažnosti

αp =
1

V

(
∂V

∂T

)

p

, αS (96)

- v U−formulaci pouze 2. parciálńı derivace, závislost
na V . Pokud v

(
∂A
∂B

)

C
neńı U → dostanu jen

2. derivace.
Teplotńı součinitel rozṕınavosti

βV =
1

p

(
∂p

∂T

)

V

, βS (97)

Součinitel stlačitelnosti

κT = − 1

V

(
∂V

∂p

)

T

, κS (98)

Měrná tepla

CV = T

(
∂S

∂T

)

V

(99)

Cp = T

(
∂S

∂T

)

p

(100)

Teplo při změně tlaku (latentńı teplo)
(
∂Q

∂p

)

V

= T

(
∂S

∂p

)

V

(101)

(
∂Q

∂p

)

T

= T

(
∂S

∂p

)

T

(102)

Obecný vztah (103) uprav́ıme do U−formulace

(
∂A

∂B

)

C

= Φ

[(
∂x

∂y

)

z

]

(103)

a źıskáme
• 1) vztah tvaru identity (např. rovnice 90%)
• 2) diferenciálńı rovnice pro U(S, V ) - konkrétńı
tvar U daného systému
• 3) neplatný vztah - chyba experimentátora

3.10. Integrace stavových rovnic

Máme dvě experimentálńı závislosti:
• U = 3g = fX , kde f . . . p a x . . . V
• θ(T ) = f . . . empirická teplota
→ chceme zkonstruovat U(S,X)

• 1) zápis experimentálńı závislosti v U−formulaci

U = −3UX ·X = −3XUX

tato rovnice U dostatečně neurčuje, konstrukce
závislá na proměnné S)

θUS = −UX
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2 rovnice už můžou U přeurčit - pak nemá úkol
řešeńı
• 2) řeš́ıme rovnice

UX

U
= − 1

3X
⇒ lnU = −1

3
lnX + ξ(S)

U(S,X) = X− 1
3 η(S)

• 3)

UX = −1

3
x−

4
3 η(S)

US = x−
1
3 η′(S)

1

3
x−

4
3 η(S) = θ

(

x−
1
3 η(S)

)

→

θ(y) ∼ y4

ne každá funkce θ řeš́ı náš problém
• 4) f = σT 4

pro θ(T ):

1

3
x−

4
3 η(S) = σx−

4
3 [η′(S)]4

Necht’ T = x−
1
3 [η′(S)]→ řešeńı diferenciálńı rovnice

4

3
η

4
3 =

1

3σ
1
4

(S − S0)

• 5)

U(S,X) = 3 · 4− 4
3σ− 1

3 (S − S0)
4
3

Př.:
U = 3fX, θ = Af +BX

⇒ nelze splnit stavové rovnice→ empirická teplota
nemůže mı́t tento tvar
Řešeńım U = 3fX dostat nejobecněǰśı tvar θ.

3.11. Termodynamické potenciály II

3.11.1. Volná energie F

dU = TdS − pdV
d( TS

︸︷︷︸

stavová funkce

) = TdS + SdT

odečtu:

d(U − TS) = −pdV − SdT, (104)

kde F = U − TS je volná energie (funkce práce,
Helmholtzova volná energie)
F je stavová funkce

dF = −SdT − pdV (105)

Stavová funkce - systém přejde ze stavu 1 do stavu
2 - rozd́ıl stavové funkce záviśı jen na počátečńı
a koncové hodnotě, nezáviśı na zp̊usobu přechodu
Přirozené proměnné: F (T, V ):

dF (T, V ) = −S(T, V )dT − p(T, V )dV

3.12. F−formulace

Znalost F (T, V ) znamená úplnou termodynamic-
kou znalost

F, FT = −S, FV = −p, T, V
(
∂A

∂B

)

C

termodynamické identity - lze dokazovat v F−for-
mulaci
identita (

∂U

∂V

)

p

= T

(
∂p

∂T

)

S

− p (106)

U = F + TS

dU = dF + T dS
︸︷︷︸

−FT V −FT T

+S dT
︸︷︷︸

−FT

→

U(T, V ) = F (T, V ) + TS(T, V )

dostanu U v jiných proměnných, nahrazeńım T =
US lze źıskat U(S, V )

dF = −SdT − pdV

→ při izotermických děj́ıch - práce stavovou funkćı
Při rovnovážných izotermických děj́ıch úbytek
volné energie je vykonaná práce

−(FB − FA) = (WA→B

∣
∣
izotermický, reverzibilńı

(107)

Nevratný děj - vykonaná práce je menš́ı než
úbytek F při izotermickém ději

−(FB − FA) > (WA→B

∣
∣
izotermický, nevratný

(108)

Při izotermickém ději se nejv́ıce práce vykonává,
pokud děj je vratný.

Jiné zavedeńı F : definuji

F (S, V ) ≡ U(S, V )− S ∂U(S, V )

∂S
(109)

Jelikož T = ∂U(S,V )
∂S ⇒ S(T, V )

F (S(T, V ), V ) = U (S(T, V ), V )−S(T, V )
∂U(S, V )

∂S
︸ ︷︷ ︸

T (S,V )

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

S(T,V )
︸ ︷︷ ︸

T
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F (T, V ) = U(T, V )− S(T, V )T

Lemma: dokažte

∂F (T, V )

∂T
= −S(T, V ) (110)

∂F (T, V )

∂V
=
∂U(S, V )

∂V

∣
∣
∣
∣
S=S(T,V )

(111)

Geometrický význam: Legendrova transfor-
mace
Diagram U(S)
Pro S = 1

2 zkonstruuji tečnu → na ose U vyt́ıná
úsek délky 3

4 → má význam S
směrnice tečny tgα = T , T = 1
můžu zadat bud’ S nebo směrnice T nebo F → jed-
noznačné úrčeńı stavu

Diagram F (T )
pro T = 1 je F = 3

4

3.12.1. Vratná adiabatická expanze pro Wan der

Vaals̊uv plyn

W (1→ 2) = −(F2 − F1)
vratný děj

=

vratný děj
= RTR ln

V2 − b
V1 − b

− a
(

1

V1
− 1

V2

)

> 0 (112)

TR znač́ı teplotu rezervoáru
Izoterma W.d.V. plynu (derivace vždy < 0)

Q(1→ 2) = RTR ln
V2 − b
V1 − b

> 0 (113)

Soustava nasála v́ıc tepla než vykonala práce, zbytek
tepla zp̊usobil zvýšeńı energie
expanze - částice dál od sebe (pružinky) →
zvětšeńı U
U2 − U1 - teplo, co z̊ustalo systému
F2 − F1 - vykonaná práce

Př.: Vypočti S W.d.V. plynu:

S(T, V ) = S0 + C lnTR + R ln(V − b)
entropie - nasáté teplo - při vratném ději
nevratné provedeńı: d̄Q

T < dS
Plat́ı obecně pro izotermický děj (vratný i nevratný):

(114)

F1 − F2= (U1 − T1S1)− (U2 − T2S2)

= U1 − U2 − TR(S1 − S2)

= W1→2 −Q1→2 − TR(S1 − S2)

W1→2 = F1 − F2 + [Q1→2 − TR(S2 − S1)]
︸ ︷︷ ︸

(∗)

(115)

Clausiova nerovnost

(∗)
{

= 0 vratný děj

< 0 nevratný děj

Při vratném izotermickém ději je vykonána maximálńı
práce.

Př.: Vypočtěte vykonanou práci při nevratné
izotermické expanzi s ideálńım plynem.
Nevratné provedeńı - jednu cihlu odstrańım
p1, V1 - 2 cihly
skoková změna tlaku na p2 → nerovnovážná ex-
panze
rovnovážný děj
nerovnovážný děj → menš́ı práce
popisek k budoućımu obrázku:

Wirev = nRTR

(

1− V1

V2

)

> 0 (116)

Wrev = nRTR ln

(
V2

V1

)

> 0 (117)

3.13. Termodynamické potenciály III

entalpie H = U + pV
Gibbs̊uv potenciál - při izobaricko-izotermických
procesech se neměńı

Př.: Dokažte následuj́ıćı identitu ve všech 4 for-
mulaćıch (U,F,H,G):

κS

κT
=
CV

Cp
(118)

[ht]

3.14. Práce a teplo v magnetickém a elek-
trickém poli

Práce magnetického pole (paramagnetikum)

d̄Q = −HdM (119)

Práce elektrického pole

d̄Q = −EdP (120)

Teplo
d̄Q = dU + pdV

Teplo paramagnetického pole

d̄Q = dU −HdM (121)
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Tabulka 2

Jiné termodynamické potenciály

Vnitřńı energie Volná energie Entalpie Gibbs̊uv potenciál
U−formulace F−formulace H−formulace G−formulace

Přirozené proměnné S, V T, V S, p T, p

Totálńı diferenciál dU = TdS − pdV dF = −SdT − pdV dH = TdS + V dp dG = −SdT + V dp

Parciálńı derivace T = US , p = −UV S = −FT , p = −FV T = HS, V = Hp

U U U = F − TFT U = H − pHp U = G − GT T − Gpp

F F = U − SUS F F = H − pHp − SHS G − pGp

H H = U − V UV H = F − TFT − V FV H H = T − TGT

G G = U − SUS − V UV G = F − V FV G = H − SHS G

H,M jsou stavové proměnné
Pro ideálńı paramagnetikum plat́ı

M = α
H

T
. . . stavová rovnice (122)

Cp − CV , CH − CM

Obecně: a,A, necht’ d̄W = Ada

Rovnice 90%
(
∂U

∂a

)

T

+A = T

(
∂A

∂T

)

a

(123)

Rovnice adiabaty

(
∂T

∂A

)

a

dA+
CA

Ca

(
∂T

∂a

)

A

da = 0 (124)

CA − Ca =

[(
∂U

∂a

)

T

+A

](
∂a

∂T

)

A

(125)

3.15. Otevřené systémy

Změna počtu částic o dN mol̊u→ změna vnitřńı
energie o µdN , kde µ je chemický potenciál

dU = +TdS − pdV + µdN (126)

dH = +TdS + V dp+ µdN (127)

dF = +SdT − pdV + µdN (128)

dG = −SdT + pdV + µdN (129)

N znač́ı počet mol̊u. Z rovnice (129) plyne

µ =

(
∂G

∂N

)

T,p

(130)

Označme

u =
U

N
, (131)

h =
H

N
, (132)

f =
F

N
, (133)

g =
G

N
. (134)

Můžeme napsat

G(p, T,N) = N · g(T, p),

nebot’ p, T jsou intenzivńı veličiny (nezáviśı na N)
⇒

g =

(
∂G

∂N

)

T,p

(135)

Tedy plat́ı g = µs. Dále můžeme napsat

U = Nu(v, s), kde v =
V

N
a s =

S

N

3.15.1. Chemický potenciál ideálńıho plynu

G = CpT (1− lnT ) +NRT ln p− TS0 + U0 (136)

Označme

Cp

N
= cp, (137)

S0

N
= s0, (138)

U0

N
= u0. (139)

Potom

µ =
G

N
= cpT (1−lnT )+RT ln p−Ts0+u0 = µ(T, p)

(140)
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3.16. Podmı́nky Gibbsovy rovnováhy

Termodynamický potenciál G má přirozené
proměnné konstanty T, p = konst.. V rovnováze
plat́ı dG = 0:

dG =

(
∂G

∂T

)

p
︸ ︷︷ ︸

=0

dT +

(
∂G

∂p

)

T
︸ ︷︷ ︸

=0

dp = 0

3.16.1. Dva systémy spojené pohyblivou přepážkou

Celý systém je charakterizován T, V . Plat́ı
T, V = konst. → uvažuji potenciál s přirozenými
proměnnými T, V . Podmı́nky rovnováhy (dF = 0)?

dF = −SdT − pdV

dT = 0, dT1 = dT2 = 0

dV = 0, dV1 = −dV2

V rovnováze:

dF = dF1 + dF2 = 0 :

−p1dV1 − p2dV2 = 0

Podmı́nka rovnováhy:

p1 = p2

3.16.2. Systém kapalina a jej́ı pára

Celý systém je charakterizován T, p. Plat́ı T, p =
konst. → uvažuji potenciál s přirozenými proměn-
nými T, p.

dG = −SdT + V dp+ µdN

dT = 0, dT1 = dT2 = 0, dG1 = µdN1

dp = 0, dp1 = dp2 = 0, dG2 = µdN2

dN1 = −dN2

dG = dG1 + dG2

Podmı́nka rovnováhy:

µ1 = µ2

3.16.3. Podmı́nky rovnováhy pro chemickou rovnici

2H2O ⇋ 2H2 + O2

Rovnici převedeme do tvaru

2H2O− 2H2 −O2 = 0

νH2O = 2, νH2
= −2, νO2

= −2

Stupeň reakce - konstanta pro danou reakci:

dNH2O

νH2O
=

dNH2

νH
=

dNO2

νO
= dξ (141)

Když T, p = konst., jak vypadaj́ı podmı́nky rovnováhy?

dG = −SdT + V dp+ µdN

V rovnováze

dG = µdN =
∑

i

µidNi = 0

Substituce:

dNi = νidξ ⇒
∑

i

µiνidξ = 0

∑

i

µiνi = 0 (142)

3.17. Entalpie, Joule-Thomson̊uv jev

Mám nádobu rozdělenou na dvě části (V1, p1 a
V2, p2) pomoćı propustné přepážky. Přetlačuji plyn,
dostávám koncový stav V2, p2. Lze takto snižovat
teplotu?

Q = 0 = U2 − U1 + p2V2 − p1V1 ⇒

⇒ U1 + p1V1 = U2 + p2V2

Dostáváme izoentalpický jev:

H1 = H2

Mám soustavu p1 a p2 oddělenou uzavřeným ko-
houtem. Otevřu kohout a nastane nerovnovážný
izoentalpický děj. Pro koeficient µ plat́ı

µ =

(
∂T

∂p

)

H

Chci, aby docházelo ke snižováńı teploty ∆p <
0,∆T < 0⇒ µ > 0.
Metoda reprezentuj́ıćıch proces̊u - změny teploty a
tlaku - rozd́ıl teplot a tlak̊u v rovnovážných stavech,
je nám jedno, jakým zp̊usobem jsme se tam dostali.
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3.17.1. Reálný proces - nerovnovážný

adiabatický

dS > 0, dS 6= d̄Q

T

H = konst. . . . izoentalpický

3.17.2. Reprezentuj́ıćı proces - rovnovážný

neadiabatický

d̄Q 6= 0, dS 6= 0, dS =
d̄Q

T

H = konst. . . . izoentalpický

3.18. Expanze do vakua

Sńıžená teplota (ne pro ideálńı plyn), jak se
teplota měńı? Děj nerovnovážný, adiabatický, dS >
0, U = konst..
Reprezentuj́ıćı proces - rovnovážný

d̄Q 6= 0

dS =
d̄Q

T
U = konst.

Potřebujeme vyjádřit
(

∂T
∂V

)

U
. Pro ideálńı plyn je

tento koeficient roven nule (dokažte). Pro V.d.W.
plyn - zvětšeńı V .

(
∂T

∂V

)

U

= − a

V 2CV

Dokažte tuto identitu:

S =
T

???

[
p

T
−
(

∂p

∂???

)

???

]

(143)

3.19. Joule-Thomson̊uv jev

Křivka entalpie H = konst. má v T, p diagramu
maximum
my chceme ∆T < 0
Izobary v T, S diagramu
přejdu z izobary p1 na p2 izoentalpicky - nasáńı
tepla, zvýšeńı entropie

{

pokles teploty A2 → B2

zvýšeńı teploty A1 → B1

Izobara = vlnka - u W.d.V. plynu nahrazujeme
úsečkou
Izoentropa v p, V - vlnka se nahrazuje úsečkou
(V.d.W. plyn)

3.20. Gibbs̊uv potenciál

Změna objemu při fázovém přechodu:
(
∂G

∂p

)

T

=∞, 1
∂F
∂V

= 0→

lineárńı spojeńı bod̊u [Fl, Vl] a [Fg, Vg]
V (p), p diagram

V =

(
∂G

∂p

)

T

→ derivaćı G v G, p diagramu p(V ), V diagram

p = −
(
∂F

∂V

)

T

→ ze závislosti F (T, V )
Fázový přechod: T2 < TC

Fázové přechody 1. druhu - Gibbs̊uv potenciál
má v tomto bodě nespojitost 1. derivace podle p
Křivka koexistence - pr̊useč́ık Gk kapaliny a Gp

plynu. Koexistence 2 skupenstv́ı - Gk = Gp

trojný bod
kritický bod - koexistence plynu a kapaliny
Při teplotě Tp se zvyšuje tlak// Přechod z bodu A
do bodu B - obejdou kritický bod, změna plynu na
kapalinu
Muśım obej́ıt kopec odpov́ıdaj́ıćı měńıćı se teplotě
T
Změna počtu částic - při chemických reakćıch,
fázové přechody
Sd́ıleńı veličin a počet částic - rozděĺı se tak, aby
byla entropie maximálńı (kapalina, plyn)→ rovnost
chemických potenciál̊u
Podmı́nka rovnováhy pro intenzivńı veličiny T, p, µ:
• vyrovnáńı teploty (tok tepla = r̊uzné teploty),
• vyrovnáńı tlaku (r̊uzný tlak - tok objemu),
• vyrovnáńı chemických potenciál̊u (r̊uzné chemické
potenciály - tok částic)
Tok částic při difúzńıch procesech (př́ıčina: neho-
mogenńı chemické potenciály)
Fázový přechod obejit́ım kritického bodu - spojitá
změna vlastnost́ı kapaliny na plyn
Kritická izoterma → prodleva objemu vymiźı (sm-
skne se do jednoho bodu)
Magnetizace - všechny spiny orientovány stejně -
minimálńı energie, ale i minimálńı entropie, při
T = konst. muśıme sledovat volnou energii F →
spontánńı magnetizace

3.21. Třet́ı věta termodynamická

Vratná izoterma při nulové teplotě je zároveň
vratná adiabata.
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Motivace - adiabatická komprese
Nulová izoterma = adiabata
Při vyšš́ıch teplotách vždy 1 pr̊useč́ık izotermy a
adiabaty
Adiabatická komprese - nárazy ṕıstu a molekul -
zvýšeńı středńı kinetické energie molekul→ zvýšeńı
teploty
Při T = 0 molekuly stoj́ı→ nemůže vzr̊ustat teplota
→ izotermický děj
Nernstova klasifikace: Při T → 0+ nezáviśı en-
tropie izotermických děj̊u na stavových parametrech

lim
T→0+

S(T, a1, . . . , a
′
n, an+1, . . . , aN )−

−S(T, a1, . . . , a
′′
n, an+1, . . . , aN ) = 0 (144)

lim
T→0+

(
∂S(T, a)

∂an

)

T,a1,...,an−1,an+1,...,aN

= 0 (145)

Nedosažitelnost absolutńı nuly teploty: Izochory
se u T → 0 svažuj́ı. Nemožnost procesu 1 → 2 (šlo
by o T = 0).
Entropie S při T = 0 můžu přǐradit hodnotu 0. U
ńızkých teplot entropie přestává záviset na vněǰśıch
parametrech Termické koeficienty:

lim
T→0

(
∂S

∂ai

)

T

= lim
T→0

(
∂Ai

∂T

)

ai

= 0 (146)

lim
T→0

(
∂S

∂Ai

)

T

= − lim
T→0

(
∂ai

∂T

)

Ai

= 0 (147)

3.22. Tepelná roztažnost

Interakce částic v látce
Středováńı kmit̊u v atomu - r0 při ńızké energii
Větš́ı energie → větš́ı rozkmit - středováńı r > r0
potenciál nemá parabolický pr̊uběh
Nı́zká teplota - malé kmity - aproximace parabol-
ického potenciálu
Je dostatečné a vhodné → roztažnost vymiźı

3.23. Tepelné kapacity

S2 − S1 =

∫ 2

1

d̄Q

T
=

∫ 2

1

CV

TdT
+

∫ 2

1

(
∂p

∂T

)

V

dV

(148)

S(T, V ) =

∫ T

0

CV (T, V )

T
dT (149)

S(T, p) =

∫ T

0

Cp(T, p)

T
dT (150)

v okoĺı 0: chci entropii v bodě 1
adiabata (při 0 zároveň izoterma) - neměńım en-
tropii - dojdu na p1

izobarická expanze (ted’ uz zvyšuji telotu)
Rovnice (149) - podmı́nky pro integraci integrandu
→ podmı́nky pro CV u 0:

CV ≈ T ν, ν > 0 ⇒ lim
T→0+

CV (T, V ) = 0 (151)

Dulong - Petit × Einstein
Rayleigh - Jeans × Planck (zářeńı AČT)
špatný popis (nepřihĺıž́ı ke kvantovým vlastnostem,
CV 6→ 0 pro T → 0)
elektronový plyn CV ∼ T
kmity krystalové mř́ıžky CV ∼ T 3

3.24. Nerovnovážná termodynamika

Fázový přechod - rovnovážný děj
Nerovnovážná termodynamika - koeficient vodivosti
Gradienty teploty→ toky tepla (nelineárńı závislost)
Gradient chemického potenciálu → tok hmoty
Gradient → tok
V prvńım přibĺıžeńı předpokládáme lineárńı vztahy

j = D gradµ(X)

j(x, t) = κ gradT (x, t)

4. Statistická fyzika

mikrostav - zadám souřadnice a hybnosti všech
částic
Fázový prostor
• 6N -rozměrný prostor (qi, pi) pro N částic
• bodem ve fázovém prostoru zadám mikrostav
Obvykle nemám úplnou informaci
Čistý stav - znám bod ve fázovém prostoru
Smı́̌sený stav - znám rozděleńı pravděpodobnost́ı
výskytu ρ, zobraźım jako obláček (r̊uzně husté
tečky) ve fázovém prostoru nebo graf ρ(p, q)
relativńı počty v určitých stavech× pravděpodobnost,
že nějaký student má danou vlastnost
při velkém počtu pokus̊u se relativńı četnosti
shoduj́ı s pravděpodobnost́ı

ρ(p∗, q∗)dpdq =

= Prob {Q ∈ (q∗, q∗ + dq) & ‘P ∈ (p∗, p∗ + dp)}
(152)

ρ je rozdělovaćı (distribučńı funkce) - rozměr
1

(m.kg.ms−1)3N
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V kvantové mechanice: stav
• nejpodrobněǰśı źıskatelná informace
• paprsek v Hilbertově prostoru
informace - středńı hodnoty při znalosti vlnové
funkce
smı́̌sený stav - s jistou pravděpodobnost́ı je systém
v určitém čistém stavu matice hustoty

ρ̂ =

N∑

i=6

pi|ψi〉〈ψi| (153)

reprezentuje kvantový systém

V klasické mechanice: chci znát E daného
stavu
čistý stav: E = H(p∗, q∗)
smı́̌sený stav - pravděpodobnostńı středováńı

E =

∫

H(p, q)ρ(p, q)dpdq

U = 〈H〉 =
∫

H(p, q)ρ(p, q)dpdq

neznáme ρ(p, q) pro rovnovážný stav
U(V ) - kde se vzalo V - z integrace (bariéra V ),
př́ıpadně v H
kvantová mechanika: E = 〈ψ|H |psi〉 i v čistém
stavu středńı hodnota. Smı́̌sený stav: E = π(Ĥρ̂)

4.1. Časový vývoj

Newton, Lagrange, Hamilton, . . .
Newton: q(0) = q0, p(0) = p0 počátečńı podmı́nky
spojitá křivka ve fázovém prostoru → trajektorie
dvě fázové trajektorie se nemohou prot́ınat (nejed-
noznačnost řešeńı)
smı́̌sený stav - počátečńı podmı́nky maj́ı tvar
obláčku
pohyb bod̊u tvoř́ıćıch obláček po svých fázových tra-
jektoríıch → změna tvaru obláčku, obsah obláčku
se zachovává!!! (pohyb nestlačitelné tekutiny)

4.2. Liouvill̊uv teorém

Distribučńı funkce je konstantńı podél fázové tra-
jektorie:

ρ(q(t), p(t), t) :
dρ(q(t), p(t), t)

dt
= 0 (154)

Důkaz: počet bod̊u v dané oblasti (obláčku) se
nemůže měnit
objem obláčku se nemůže měnit (objem fázového

prostoru se kanonickými transformacemi neměńı)
→ neměńı se hustota

d

dt
ρ(q(t), p(t), t) = 0 :

∂ρ

∂p
· ∂p
∂t

+
∂ρ

∂q
· ∂q
∂t

= 0,

za ∂p
∂t ,

∂p
∂t dosad́ıme z Hamiltonových kanonických

rovnic

{H(p, q), ρ(p, q, t)} =
∂ρ

∂t

{H, ρ} = − div(ρ~v),

kde ~v je rychlost reprezentuj́ıćıho bodu, ~R = [p, q],
~v = [ṗ, q̇]

∂

∂t
ρ(p, q, t) = − divp,q(ρ~v),

což je rovnice pro hustotu nestlačitelné tekutiny.
Stacionárńı soubor je definován požadavkem ∂ρ

∂t =
0 → středńı hodnoty nezáviśı explicitně na čase -
reprezentuj́ı rovnovážné soubory

Př́ıklady:
• 1) volná částice - deformace elipsy
• 2) dám tam překážku: p ↔ −p, časem se obláček
rozplizne mezi p1, p2 a −p1,−p2

• 3) třeńı

q̈ + γq̇ = 0

q(t) = q0 +
p0

γ

[

pe−
γ
m

t
]

p(t) = p0e
− γ

m
t

neplat́ı Liouville̊uv teorém (kv̊uli třeńı)
dk: Liouville: rovnoměrný pohyb → plocha se za-
chovává
př́ıtomnost sil

ṗ(q) = F (q)

pohyb pouze ve vertikálńım směru (Taylor)
obecný pohyb - složeńı předchoźıch dvou

Př.: volná částice
distribučńı funkce tvaru

σ(p, q) =
1

Q
e−β p2

2m θ

(

1− 4q2

s2

)

ve směru p Gauss̊uv klobouk
lokalizace pouze mezi (− s

2 ,
s
2 ) (← θ−funkce)

stacionárńı stav
středováńı: rozděleńı q

σ(q) =

∫

R

dpσ(p, q) =
1

s
θ

(

1− 4q2

s2

)
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- homogenńı

σ(q) =

∫

R

dqσ(p, q) =

√

β

2πm
e−β p2

2m

〈q2n+1〉 = 0, 〈p2n+1〉 = 0

〈q2n〉 =
(s

2

)2n

, 〈p2n〉 =

√

β

2πm

(2n− 1)!!

2n

√
. . .

hustota přes energie? kde lež́ı body, které maj́ı en-
ergii v určitém pásečku - pásy p

σ(H) =
2

m
· 4π

(
βm

2π

) 3
2

· e−βH
︸ ︷︷ ︸

klesá

·
√
H

︸︷︷︸

roste

Př.: Jaká je středńı doba (počet bod̊u), aby
padla 6?

∂ρ

∂t
= {H, ρ}

rovnice pro výpočet ρ!!! → pak už můžu středovat
vývoj v QM:
Schrödingerova rovnice:

d

dt
|ψ(t)〉 = −i~H |ψ(t)〉

smı́̌sený stav - opět podle Sch.čas.rce (d̊usledek)

d

dt
ρ̂(t) = − i

~
[Ĥ(t), ρ̂(t)]

počátečńı podmı́nky ρ̂(t = 0)
neznámý operátor ρ̂(t)
plat́ı i pro Ĥ závislý na čase (explicitně)

4.2.1. Harmonický oscilátor v 1D

p(t = 0) = p0, q(t = 0) = q0
čistý stav:

ρ(p, q, t) = δ(p− p̃(t))δ(q − q̃(t))

→ běhá po elipse, p̃, q̃ řešeńı pohybových rovnic
v čase t = 0 mám obláček→ v čase t 6= 0 se obláček
roztahuje a zplošt’uje ∼ dýchá
stacionárńı soubor ∂ρ

∂t = 0 - stoj́ım v 1 bodě a
hustota teček kolem mě se neměńı
v př́ıpadě obláčku harm. oscilátor̊u nejde o sta-
cionárńı soubor
mikrokanonický soubor - energetická nadplocha
je obsazena rovnoměrně (na dané elipse ρ(p, q) δ−
funkce za sebou)
kanonický soubor:

ρ(p, q) =
e−βH(p,q)

Z(β)
︸ ︷︷ ︸

normálńı konstanta

v okoĺı počátku má ρ(p, q) maximálńı hodnotu, na
plochách H = konst. je ρ = konst.
stacionárńı soubor
cvičeńı:
• vypočtěte středńı hodnotu souřadnice v tomto
souboru

〈q〉 =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
qρ(p, q)dpdq = 0

• vypočtěte středńı hodnotu impulzu v tomto
souboru

〈p〉 =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
pρ(p, q)dpdq = 0

• vypočtěte středńı kvadratickou fluktuaci souřadnice
√

〈q2〉 − 〈q〉2 = ∆q

• vypočtěte středńı kvadratickou fluktuaci impulzu
• vypočtěte energii + středńı kvadratickou fluktuaci
energie

4.2.2. Dvojhladinový systém

stavy systému:
• |µ1〉 systém v mı́stě 1
• |µ2〉 systém v mı́stě 2
|µ1〉,|µ2〉 ortogonálńı
přeskok mezi |µ1〉, |µ2〉

H = ~∆[|µ1〉〈µ2|+ |µ2〉〈µ1|] = ~∆

(
0 1
1 0

)

báze {|µ1〉, |µ2〉}, H je v této bázi nediagonálńı

• 1) řešeńı bezčasové Schrödingerovy rovnice
• 2) řešeńı časové Schrödingerovy rovnice
• 3) řešeńı Liouvilleovy rovnice

• ad 1)
H |αk〉 = Ek|αk〉

(H −Ek)|αk〉 = 0 → netriviálńı řešeńı det(H −Ek)
→ E2 = 2~∆cos π

3 , E1 = 2~∆cos 2π
3

|αk〉 =
(
α1

α2

)

neznámé α1, α2, E

~∆

(
0 1
1 0

)(
α1

α2

)

= E

(
α1

α2

)
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α2 =

√

2

3

[

sin
π

3
|µ1〉+ sin

2π

3
|µ2〉

]

• ad 2)
|ψ(t = 0)〉 = a|µ1〉+ b|µ2〉

|ψ(t)〉 = exp{− i
~
Ĥt}

︸ ︷︷ ︸

U(t)

|ψ(0)〉

U(t) =

(
cos∆t −i sin∆t
i sin∆t cos∆t

)

bud’ vyjádř́ım Taylorem exponenciálu z Ĥ v p̊uvodńı
bázi nebo použiji stacionárńı bázi (přechod do sta-
cionárńı a nazpět do nestacionárńı báze):

e

0� α 0
0 β

1A
=

(
eα 0
0 eβ

)

nebo

e−tA L. transf.→ 1

Z +A
= (Z +A)−1

inverze matice

(
p q
s q

)−1

=
1

pq − rs

(
q −r
−s p

)

středńı hodnota A:

〈A(t)〉 = 〈ψ(t)|Â|ψ(t)〉

středńı hodnota energie:

〈Ĥ(t)〉 = 〈ψ(t)|Ĥ |ψ(t)〉

ve stacionárńı bázi {|α1〉, |α2〉}

H =

(
E1 0
0 E2

)

U(t) = e−
i
~

Ĥt =

(

e−
i
~

Ê1t 0

0 e−
i
~

Ê2t

)

• ad 3) smı́̌sené stavy - dynamika
matice hustoty

ρ =
∑

n

wn|ψn〉〈ψn| =
(
ρ11 ρ12

ρ21 ρ22

)

nediagonálńı členy - koherence
součet prvk̊u na diagonále je 1: (ρkk = Prob {. . .})
→ Tr ρ = 1
hermitovská matice ρ = ρ+

stopu můžu poč́ıtat v libovolné bázi Tr ρ2 ≤

(Tr ρ)2 = 1
středováńı q(t) = Tr(ρ(t)Q) . . . Schrödinger̊uv obraz
čistý stav ρ = 〈ψ||ψ〉, Tr ρ = 1

d

dt
ρ(t) = − i

~
[H, ρ(t)], ρ(t0) = ρ0 . . .Liouvilleova rovnice

uprav́ıme na

d

dt
ρ(t) = −iLρ(t), L =

i

~
[H, ·]

formálńı řešeńı:

ρ(t) = e−
i
~

Ĥtρ0e
i
~

Ĥt

ρ(t) = Tr(ρ(t)Q) = Tr
(

e−
i
~

Ĥtρ0e
i
~

ĤtQ
)

=

= Tr
(

ρ0e
− i

~
ĤtQe

i
~

Ĥt
)

= Tr(q0Q(t))

. . . Heisenberg̊uv obraz

Cvičeńı: Necht’ počátečńı stav byl čistý:

|µ1〉 → ρ0 =

(
1 0
0 0

)

.

Dokažte, že

ρ(t) = U(t)ρ0U
+(t) =

=

(
1
2 (1 + cos∆t) i sin∆t
−i sin∆t 1

2 (1− cos∆t)

)

oscilace pravděpodobnost́ı s frekvenćı ∆→ nevzniká
rovnováha

4.3. Relaxace do rovnovážného stavu

Počátečńı podmı́nky: ρ0
t→∞−→ ρE

rovnovážná matice hustoty má tvar

ρE =
e−βH

Tr e−βH

(Gibbs̊uv kanonický soubor)
v bázi {|α1〉, |α2〉}:

Z(β) = Tr e−βH = Tr

(
e−βE1 0

0 e−βE2

)

= e−βE1+e−βE2

ρE =

(
π1 0
0 π2

)

E1 = −~∆ E2 = ~∆

π1 + π2 = 1

π2

π1
= e

− 1
kBT

(E2−E1)
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při ńızkých teplotách π2 malá pravděpodobnost
π2 < π1

vypočtěte středńı hodnotu energie

〈H〉 = Tr(HρE) = Tr

(
E1 0
0 E2

)(
π1 0
0 π2

)

=

Tr

(
E1π1 0

0 E2π2

)

= E1π1 + E2π2 < 0

= −~∆tgh

(
β~∆

2m

)

pr̊uběh relaxace: přidám tlumićı členy

d

dt
ρ(t) = − i

~
[H, ρ(t)] + κρ(t)

pro libovolnou počátečńı podmı́nky se utlumı́ nedi-
agonálńı elementy a interakce s rezervoárem
diagonáln prvky → π1, π2

ρ =

(
ρ11(0) ρ12(0)
ρ21(0) ρ22(0)

)

ρ̇11(t) = 0− γ‖(ρ11(t)− ρ(E)
11
︸︷︷︸

π1

)

ρ̇22(t) = 0− γ‖(ρ22(t)− ρ(E)
22
︸︷︷︸

π2

)

ρ̇12(t) = iλρ12(t)− γ⊥ρ12(t)→ 0

ρ̇21(t) = −iλρ21(t)− γ⊥ρ21(t)→ 0

Máme soustavu rezervoár - dvojhladinový systém
- vněǰśı pole
Do kvantového popisu nezahrnu rezervoár, z̊ustanu
v κ dvojhladinového systému a doplńım relaxačńı
člen
vněǰśı pole přiberu jako poruchu hamiltoniánu
HS = H0 +Hp(t)
středńı hodnota
Schrödinger̊uv obraz

〈A〉 = Tr(ρ(t)A) → úhel mezi ρ(t) a A

Heisenberg̊uv obraz

〈A〉 = Tr(ρ0A(t)) → úhel mezi ρ0 a A(t)

Dirac̊uv obraz: opět 〈A〉 úhel mezi ρ(t) a A(t)

4.4. Pauliho rovnice

ρ(t) =

[
π1(t) r(t)
r∗(t) π2(t)

]

(155)

Soustava přecháźı mezi stavy, pravděpodobnosti ob-
sazeńı stav̊u funkce času
Rychlost změny pravděpodobnosti stavuw z d̊uvodu
př́ılivu ze stavu n = 1, . . . , N

d

dt
pn(t) =

∑

n′( 6=n)

λnn′pn′(t)−
∑

n′( 6=n)

λn′npn′(t)

Počátečńı podmı́nky π1(0) = 1, π2(0) = 0
Vyřešte tuto rovnici:

d

dt

(
π1(t)
π2(t)

)

= −
(

λ1 −λ2

−λ1 λ2

)(
π1(t)
π2(t)

)

π̇1(t) = −λ1π1(t) + λ2π2(t)
. . . úbytek pravděpodobnosti stavu 1, přár̊ustek
pravděpodobnosti stavu 2

4.5. Gibbsovy statistické soubory

Metoda mikrokanonického souboru
H(p, q) = E izolovaný systém
H → 1 podmı́nka → plocha 6N − 1 energetická
nadplocha
za velmi dlouhou dobu trajektorie pokryje celou
plochu se stejnou hustotou
časové středováńı→ souborové středováńı (ztotožněńı)

lim
T→∞

1

T

∫ t0+T

t0

A(p(t), q(t)) =

∫

dpdqA(p, q)ρE(p, q)

ρE vhodně volená distribučńı funkce
Pokud v́ım o souboru pouze to, jakou má energii,
muśım předpokládat stejnou pravděpodobnost pro
všechny body
harmonický oscilátor:
plocha homogenně vyplněna obláčkem dE - energet-
ická vrstva
počet mikrostav̊u v ploše - z Heisenbergova principu,
pokryji elementárńımi celami o straně h (neurčitost
q a p) ∼ h3N

nerozlǐsitelnost částic - muśım vydělit (N !)
entropie

S(E,N, V ) = kB lnW (E,N, V ) =

= kB ln
1

N !h3N
[Γ0(E + dE)− Γ0(E)]

Pravděpodobnost počtu mikrostav̊u, realizaćı makrostavu
Γ0(E) - obsah plochy úpd nadplochou E
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Váza - zvýšeńı hladiny o dE, č́ım jsem výš, t́ım
v́ıc vody muśım doĺıt.
Při zvýšeńı hladiny o dE muśım doĺıt tolik vody,
že je vody pod hladinou zanedbatelné množstv́ı →
objem dE stejný, jako objem od 0 do E + dE
můžu integrovat přes celý prostor:

Γ0(E,N, V ) =

∫

dxθE −H(x) (156)

počet mikrostav̊u od energie 0 do energie E + dE:

Ω0(E,N, V ) =
1

h3NN !
Γ0(E,N, V ) (157)

hustota stav̊u na energii E:

Ω(E,N, V ) =
∂Ω0

∂E
(158)

Entropie:

S(E,N, V ) = kB lnW (E, dE,N, V ) =

= kB ln[Ω(E,N, V )dE]
viz váza

= kB ln[Ω0(E,N, V )]
(159)

Z termodynamiky:

dS =
dE

T
+ pdV +

µ

T
dN

4.6. Výpočet entropie ideálńıho plynu

Znalost hustoty stav̊u Ω(E) určuje makroskopické
veličiny. Partičńı funkce je Laplaceova transfor-
mace funkce Ω v proměnné E:

Z(β) =

∫ ∞

0

dEe−βEΩ(E)

H =
∑

i

[

p2
xi

+ p2
yi

+ p2
zi

2m
+ VE(xi, yi, zi)

]

• 1) podle definice (157):

Ω0(E,N, V ) =
V N

h3NN !
·(⊕) =

V N

h3NN !
· (2πmE)

3N
2

Γ
(

3N
2 N + 1

) ,

kde ⊕ je objem 3N−rozměrné koule o poloměru√
2mE

Ω0(E,N, V ) = A · V NE
3
2

N · 1

Γ
(

3N
2 N + 1

)

Ω(E,N, V ) = A·V N ·3
2
N

E
3
2
N

Γ
(

3N
2 N + 1

) = AV N E

Γ
(

3N
2 N

)

• 2) přes stavovou funkci:

Z(β) = [ r(β)
︸︷︷︸

pro 1 částici

]N · 1

Nh3N
= V N ·

(
2πn

β

) 3
2
N

· 1

Nh3N

- funkce má v počátku pól násobnosti 3
2N

Ω(E) =
1

2πi

∫ i∞+ε

−i∞+ε

eβEZ(β)dβ

1

2πi

∫
f(z)dz

(z − a)n
=

1

(n− 1)!

dn−1

dzn−1
f(z)

∣
∣
∣
∣
z=a

Př. 1: Jaké muśı být ε, aby integrál ve vrstvě
byl roven 1

2 celého objemu?

Ω0(E) = A
1

N
EN

Ω(E) = AEN−1

E′ ∈ (E − ε, E)
∫ E

E−ε

dE′dΩ(E′) =
1

2
Ω0(E)

1

N
A[E′N ]EE−ε =

1

2
A

1

N
EN

EN − (E − ε)N =
1

2
EN → NEN−1ε ∼ 1

2
EN

ε ∼ 1

2

E

N

Relativńı tloušt’ka

ε

E
=

1

2 · 1024

Př. 2: Necht’ ε = E√
N

= 10−12E, jaký je objem

fázového prostoru mezi energetickými nadplochami
E − ε a E?

∫ E

E−ε

Ω(E′)dE′ = A
1

N
EN

[

1−
(

1− ε

E

)N
]

=

= Ω0(E)
(

1− e−
√

N
)

Pod touto plochou pouze Ω0(E) · 10−4,3·1011
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4.7. Vztah k termodynamice

systém:
• A: Ω1(E1) = A1 · EN1

1

• B: Ω2(E2) = A2 · EN2

2 E = E1 + E2 mikrokanon-
ický je sumárńı systém
jaká je hustota stav̊u po spojeńı systému A a B

Věta: Hustota sumárńıho stavu je rovna kon-
voluci jednotlivých stav̊u.

Ω(E) =

∫ E

0

dE1Ω1(E1)Ω2(E − E1)

součet vylučuj́ıćıch se možnost́ı od 0 do E, v
pravděpodobnosti součet nezávislých jev̊u
Nár̊ust/pokles je nesmı́rně rychlý → dostanu peak.
Integrovaná funkce I(E1) = Ω1(E1)Ω2(E − E1) -
ostré maximum v E∗

1

Podmı́nka maxima s E∗
1 , E∗

2 = E − E∗
1 :

d

dE1
ln Ω1(E1) =

d

dE2
ln Ω2(E2)

Př.1: 84% integrálu Ω(E) je tvořeno př́ıspěvkem
z intervalu

E1 ∈
(

E∗
1 −

E∗
1√
N
,E∗

1 +
E∗

1√
N

)

malinká oblast s relativńı š́ı̌rkou 2
10+12 → peak

strašně uzounký, ostrý

Př.2: 99,998% integrálu Ω(E) je tvořeno oblast́ı
3x širš́ı - I rychle klesá od peaku.

Př.3: Mějme

E1 ∈
(

E∗
1 −

E∗
1

106
, E∗

1 +
E∗

1

106

)

.

Jak velkou část integrálu tvoř́ı integrace přes tuto
oblast Σ(E∗

1 )?

Σ(E∗
1 ) = Ω(E) · 10−4,3·1011

Řešeńı:
• 1) úprava podmı́nek pro maximum
• 2) vyjádřete ln I(E1) = L(E1)
• 3) rozviňte L(E1) do Taylorovy řady kolem bodu
E∗

1 :

L(E1) = L(E∗
1 + (E1 + E∗

1 )
︸ ︷︷ ︸

Taylor̊uv př́ır̊ustek

) =

= L(E∗
1 )−N1

(

1 +
N1

N2

)(
E1 − E∗

1

E∗
1

)2

+ . . .

• 4) přejdeme od L k I zpátky:

I(E1) = Ω1(E
∗
1 )Ω2(E − E∗

1 ) · e
N1

�
1+

N1
N2

��
E1−E∗

1
E∗

1

�
2

,

kde e... je Gaussovka, v exponentu −N1. . . obrovské
č́ıslo → rychlý pokles

Př.: Povrch Země (Ω(E)dE) je nabarven červenou
barvou, ale 1 cm2 je nabarven modře. Stavy kom-
pozitńıho systému, kde se lǐśı E1 od E∗

1 o v́ıce než
1 milióntinu.
Dva systémy interaguj́ı, dospěj́ı do rovnovážného
stavu - pravděpodobnost, že E1 je strašně bĺızká E∗

1 ,
je obrovská → reprodukovatelnost experiment̊u.
Přirovnáńı k obarvené Zemi je pořád ještě málo: je
to 10−34 ≫ 10−4,3·1011

Pokud budu mı́t třeba jenom 100 částic, dostanu
gaussovku, ta bude ale širš́ı→ větš́ı rozmazáńı E1.

4.8. Mikrokanonický soubor pro kvantový
systém

Kostka:

Z(β) = e−βE1 + . . .+ e−βE6

Ω(E) = δ(E − E1) + . . .+ δ(E − E0)

Z Laplaceovy transformace:
∫ ∞

0

dte−2tδ(t− t∗) = e−2t∗

Les δ−fćı, pokud tam mám hodně E → sleje se to
N = 4. . . 24 mikrostav̊u
zadáńı celkové energieE neurčuje konkrétńı mikrostav
N = 5 rozděĺım na 3 + 2
podsystém, co mě zaj́ımá - rozmazaná energie
jako celek energie rozdělena mikrokanonicky

Máme rezervoár R, jeho podmnožinou je systém
S - makroskopické.
Energie (mikrokanonické)

ES + ER = E

Distribučńı funkce pro systém:

ρS(p, q) =
e−βHS(p,q)

∫
e−βHS(p,q)

=
e−βHS(p,q)

Z(β)

. . .kanonický soubor
Energie podsystému už neńı rozdělena mikrokanon-
icky, ale přes distribučńı funkci ρS

Kvantový analog:

ρ̂S =
e−βĤS

TrS e−βHS

27



Kanonický soubor:

a(β,N, V ) = 〈AS(p, q)〉EQ =

∫

A(p, q)
e−βHS(p,q)

Z(β)
dpdq

V QM:

〈Â〉 = Tr

(

Â
e−βH

Tr e−βH
=

1

Z(β)
TrAe−βH

)

Chci dokázat, že pokud mám systém v mikrokanon-
ickém rozděleńı, potom jeho podsystém už patř́ı do
kanonického rozděleńı s ρS :

ρS+R =

{
1

Ω(E)dE E

0 jinde

ρS =
∑

R

ρS+R = AE2e−βHS

∑

ρS = 1 ⇒ ρS =
e−βH

∑
e−βH

4.9. Stavová suma

Znalost stavové sumy Z určuje všechny termody-
namické veličiny

Z(T, V,N) =
1

N !h3N

∫

e−βHdp

Z(β) =
∑

e−βH =
∑

l,m

〈l,m|e−βH |l,m〉

|l,m〉 vlastńı vektory H
Degenerované spektrum:

H |l,m〉 = El|l,m〉

e−βH = 1 + βH +
1

2
(βH)2

e−βH |l,m〉 = (1 + βH + . . .)|l,m〉 =
= |l,m〉+ βH |l,m〉+ . . . = e−βEl |l,m〉

Z(β) =
∑

l,m

e−βEl −
∑

l

gle
−βHl

degeneračńı faktor gl - dáno degeneraćı hladin

Ω(E) =
∑

l

glδ(E − El)

Z(β) =
∑

l

e−βElgl =

∫ ∞

0

dEΩ(E)e−βH

〈E〉 =
1

2

∫ ∞

0

e−βH · E · Ω(E)dE

hustota pravděpodobnosti pro energii

w(E) =
e−βEΩ(E)

Z(β)

4.10. Shrnut́ı Gibbsových soubor̊u

4.10.1. Gibbs̊uv mikrokanonický soubor

Přesně nastaveny (fixovány) V,N,E
Pravděpodobnost každého mikrostavu pro tyto
makroskopické parametry je stejná
Na makroskopickou úroveň se dostanu

S(E, V,N) = k ln[Ω(E, V,N)δE] = k ln[Ω0(E, V,N)]

Př.: N . . . počet částic
spin nahoru dol̊u

E = ε0N+ − ε0N− = ε0(N+ −N−) = ε0M

E fixuji
kolik je mikrostav̊u, které reprezentuj́ı E, w(M) =?

w(M) =
N !

[
1
2 (N −M)

]
!
[

1
2 (N +M)

]
!

S(E) = kB lnw(M) = −k{N− ln
N−
N

+N+ ln
N+

N
}

1

T
=
∂S(E)

∂E
=

1

ε0

∂S(E)

∂M
=

1

2

kB

ε0
ln
N −M
N +M

N−
N+

=
N −M
N +M

= e2βε0 ⇒

N−
N

=
eβε0

eβε0 + e−βε0

N+

N
=

e−βε0

eβε0 + e−βε0

E = −(N− −N+)ε0 = −Nε0 tghβε0

ε =
dE

dT
= NkB

(βε0)
2

cosh2(βε0)

Objem fázového prostoru pod energetickou nadplo-
chou:

Γ0(E,N, V ) =

∫

dxθ(E −H(x))

Počet mikrostav̊u pod energetickou nadplochou:

Ω0(E,N, V ) =
1

N !h3N
Γ0(E,N, V )

Hustota stav̊u (vznikne derivaćı d
dE ):

Ω(E,N, V ) =
∂Ω0

∂E

Hustota pravděpodobnosti:

ρ(x;E,N, V ) =

{
1

Γ0(E+dE,N,V )−Γ(E,N,V ) x ∈ (E,E + dE)

0 jinde

kde Γ0(E+dE,N, V )−Γ(E,N, V ) je počet mikrostav̊u
ve sloji
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Obr. 1.— Ke Gibbsově větě

4.10.2. Gibbs̊uv kanonický soubor

Gibbsova věta (plat́ı pro malé i pro velké
soubory): Necht’ H(p, q) je hamiltonián našeho
systému, tento systém je deľśı dobu v kontaktu s
rezervoárem R (energie rezervoáru ER, počet částic
v rezervoáru NR), R má nekonečný počet stupň̊u
volnosti. Necht’

εR =
ER

NR
−→ ε.

Potom rovnovážná distribučńı funkce systému
(systém znač́ım indexem S) ρS(x;β,NS , VS) vy-
padá

ρS(x;β,NS , VS) =
1

N !h3N e−βHS(x;NS,V )

Z(β, V,N)
(160)

Máme také normovaćı podmı́nku

∫

ρS(x)dx = 1

a stavovou sumu ve tvaru

Z(β, V,N) =
1

N !h3N

∫

dx e−βHS(x). (161)

Stavová suma je centrálńı veličina.

Důsledek 1:

Ω(E) =
1

N !h3N

∫

dx δ(E −H(x)) (162)

Z předchoźıho v́ıme, že hustota stav̊u Ω je derivaćı
počtu mikrostav̊u Ω0 v energetické nadploše

Ω0(E) =
1

N !h3N

∫

dx θ(E −H(x)) (163)

Také můžu napsat

Z(β, V,N) =

∫ ∞

0

dE e−βEΩ(E) =

=

∫ ∞

0

dE e−βE 1

N !h3N

∫

dx δ(E −H(x)) (164)

Důsledek 2: Hustota pravděpodobnosti pro en-
ergii v Gibbsově kanonickém souboru je

PS(E) =
e−βEΩS(E)

Z(β, V,N)
(165)

Středńı hodnota energie Gibbsova souboru v
rovnováze daná Gibbsovým rozdělěńım:

U(T, V,N) = 〈HS〉 =
∫

dx HS(x)ρS(x) =

=
1

N !h3N

∫

dx HS(x)
e−βEΩS(E)

Z(β, V,N)
=

použijeme substituci E = HS(x)

=

∫∞
0 dE e−βEΩ(E)

Z(β, V,N)
=

∫ ∞

0

dE EP (E) (166)

Pozor! Energie neńı ostrá jako u mikrokanonického
systému, ale je dána hustotou pravděpodobnosti
(165).

P(E)

E

E*

Obr. 2.— Jakkoli veliký systém v kontaktu s rezer-
voárem

Důsledek 3:

U(β,N, V ) = − ∂

∂β
Z(β, V,N) = −

∂
∂βZ(β)

Z(β)
=

= −
∂

∂β

∫∞
0 dE e−βHΩ(E)

Z(β)
=

stavová suma je laplaceovou transformaćı hustoty
stav̊u

=

∫∞
0 dE e−βHΩ(E)

Z(β
(167)

Gibbsova věta plat́ı pro libovolný systém (libo-
volně veliký systém). Tento dodatek plat́ı pro velké
systémy.
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Důsledek 4: Variance energie

∂U

∂β
= − ∂2

∂β2
lnZ(β,N, V ) = −〈(HS − 〈HS〉)2〉

= −〈H2
S − 2HS〈HS〉+ 〈HS〉2〉

= −
{
〈H2

S〉 − 2〈HS〉〈HS〉+ 〈HS〉2
}

= −
{
〈H2

S〉 − 〈HS〉2
}

Důsledek 5: Pro makroskopický systém

∂U

∂β
=
∂〈HS〉
∂β

= −kBT
2CV (T, V,N) (168)

Výraz variance HS

T 2 je měrné teplo

Důsledek 6:

U = 〈HS〉 =
3

2
NSkBT ⇒ CV =

3

2
NkB

má význam měrného tepla.
Středńı kvadratická fluktuace σU

σU

U
=

√

〈H2
S〉 − 〈HS〉2
〈HS〉

=

√
2

3NS
, (169)

kde σU

U je relativńı středńı fluktuace a NS je počet
částic systému. Plat́ı jen pro ideálńı plyn; systém
i rezervoár jsou ideálńı plyny. Velmi ostrý peak v
P (E) diagramu.

Důkaz Gibbsova teorému Máme systém (HS)
a rezervoár (HR, NR). Celé je to rozděleno mikrokanon-
icky:

ρ(x,E) =
1

N !h3N [θ(H(x) − E)− θ(H − (E + dE))]

Ω(E)dE

Pokud můžeme zanedbat povrchové jevy, plat́ı E =
HS +HR, H(x) = HS +HR, kde HS je pevné.

ρS =
∑

R

ρ(x,E) =
ΩR(E −HS)dE

Ω(E)dE
=

Čitatel - sč́ıtám jedničky (jednička ⇔ energie ve
sloji, energie rezervoáru) přes možné stavy energie
→ dá to ΩR(E −HS)dE a je to celé ve slupce

=
ΩR(E)

Ω(E)

ΩR(E −HS)

ΩR(E)
=

je-li rezervoár tvořen NR částicemi ideálńıho plynu,

pak ΩR ∼ E
3NR

2

=
ΩR(E)

Ω(E)
·
(

1− HS

E

) 3NR
2

=

kde β = 3
2

NR

E

=
ΩR(E)

Ω(E)
︸ ︷︷ ︸

Z−1

·
(

1− βHS

3
2NR

) 3NR
2

lim
NR→∞

ρS = Z−1e−βHS

Z =

∫

e−βHS(x)dx

ρS(x) =
1

N !h3N e−βH(x)

1
N !h3N

∫
dxe−βHS(x)

q.e.d.

4.11. Stavová suma

4.11.1. Stavová suma kvantově

Z(T, V,N):
• N - přes hamiltonián a to je suma přes částice
• V - předpokládáme stěny

Z(T, V,N) =
∑

l

e−βENlgl = Tr e−βĤN ,

kde gl je počet stav̊u s energíıE (degeneračńı faktor)

Z(β) =
∑

l

e−βEnlgl =
∑

l,k

〈ϕl,k|e−βHS |ϕl,k〉

=
∑

l,k

e−βEl =
∑

l

e−βEl

∑

k(l)

1

︸ ︷︷ ︸

gl

= Tr e−βHS

4.11.2. Stavová suma pro neinteraguj́ıćı systémy

ZI+II = ZI · ZII

Př.: Paramagnetikum
Máme množinu dvojhladinových systémů:
E− = µH , E+ = −µH

Z = eβµ0H + e−βµ0H

Z = ZN
1 − [2 cosh ξ], kde ξ =

µ0H

kT

Dokažte, že se znalost́ı Z můžeme spoč́ıst volnou
energii systému F (β, V,N):

F (β, V,N) = −kBT lnZ(β, V,N).
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M

T

Obr. 3.— Velké teploty T : magnetizace M ∼ 1
T ,

malé T : M 6= M(T )

F = U − T ∂U
∂β

U = − ∂

∂β
lnZ

Magnetizace:

M = − ∂F
∂H

= Nµ0 tanh ξ

CH =

(
∂U

∂T

)

H

= Nkξ2
1

cosh2 ξ

4.11.3. Harmonický oscilátor

Kvantový LHO je v kontaktu s rezervoárem.

〈E〉 = U = N

{
1

2
~ω +

~ω

eβ~ω − 1

}

,

kde U je středńı energie z pravděpodobnostńıho
hlediska pro 1 oscilátor. Pro N oscilátor̊u je to TD
energie.

0.5

1

1

Obr. 4.— Energie pro malé teploty: E = konst.
(CV → 0). Energie pro velké teploty: E ∼ T
(CV = konst.)

En = ~ω

(

n+
1

2

)

, n = 0, 1, 2, . . .

Jeden oscilátor:

Z1 =

∞∑

n=0

e−βEn = e−
1
2
β~ω

∞∑

n=0

(
e−β~ω

)n

= e−
1
2
β~ω 1

1− e−β~ω
=

1

2 sinh
(

1
2β~ω

)

N oscilátor̊u se stejnými frekvencemi:

Z = ZN
1 =

(

1

2 sinh
(

1
2β~ω

)

)N

Měrné teplo:

0.5 1

1

Obr. 5.— C je úměrné počtu oscilátor̊u. Na každý
oscilátor zbyde energie kBT .

C =

(
∂U

∂T

)

N

= NkBξ
2 eξ

(eξ − 1)2
, kde ξ =

~ω

kBT

4.11.4. Kulička na niti

L/2 L/2

Obr. 6.— Kulička na niti

H =
p2

ϕ

2mr2
= 2

p2
ϕ

m(L2 − x2)

r =
1

2

√

L2−2

py = mr2ϕ̇,

kde ϕ je zobecněná souřadnice a ϕ̇ je zobecněná
rychlost.

x =
∂H

∂x
=

2x

L2 − x2

p2
ϕ

2mr2
︸ ︷︷ ︸
1
2
kBT
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Kulička dlouho v kontaktu s rezervoárem → p̊ujde
do rovnováhy dané Gibbsovým kanonickým rozděleńım

• ⇒ směs model̊u, z nichž každý se otáč́ı jinou
rychlost́ı
• ⇒ vše s určitou pravděpodobnost́ı
e−βH

Z - rozložeńı 1 bodu⇒ s touto pravděpodobnost́ı

• můžeme pohnout s uchyceńımi
1) Z(β) ∼

√
L2 − x2

Středńı śıla:

A = 〈x〉 = −kT ∂

∂x
lnZ = . . . =

x

L2 − x2
kT,

což je termická stavová rovnice

1

1

Obr. 7.— Hook̊uv zákon

4.12. Gibbsovy kanonické soubory - shrnut́ı

Termodynamická limita:

lim
NS → ∞
VS → ∞

VS

NS
= vS → konst.

�(NS , VS , T )

Provedeme-li s něč́ım toto, provedli jsme TD limitu.
Ekvivalentńı pro mikrokanonický i makrokanonický
soubor.

[ht]

4.13. Soubory neinteraguj́ıćıch částic

To, so dosud bylo řečeno, platilo pro obecný
Gibbs̊uv systém (i interaguj́ıćı). Plat́ı

H =

N∑

i=1

H(i) (170)

H(i) = T (i) + V (i), (171)

kde V (i) je vněǰśı pole. TedyH(i) záviśı na proměnných
i−té částice. Částice jsou odentické, tedy z funkcionálńıho

nge

nge

nge

nge
.

.

.

r
r r

1
1 1

2
2 2

3 33

Obr. 8.— Jednočásticový hamiltonián neinteraguj́ı-
ćıho souboru

hlediska jsou genericky identické. V kvantovém
systému plat́ı

H(i)|ψk,l〉 = εk|ψk,l〉 (172)

U ketu |ψk,l〉 se index (i) ztratil, nebot’ H jsou gener-
icky identické, tedy máme jednočásticový hamil-
tonián!!!

Počet přihrádek je r. Počet podpřihrádek v i-té
přihrádce je gi, tedy celkový počet podpřihrádek je
g1 + . . .+ gr.
• mikrostav: předpis pro stav každé částice:
a) přihrádka . . . εi

b) podpřihrádka
• makrostav: {ni}ri=1

kolik částic sed́ı na dané hladině, posloupnost ob-
sazovaćıch č́ısel ni.
Vazby:

N∑

i=1

ni = n

r∑

k=1

εknk = E

1] Pro 1 makrostav vypočtu počet mikrostav̊u:

W (n1, g1; . . . ;nr, gr) = . . .

A) částice kvantové, ale rozlǐsitelné . . .Maxwell-
Boltzmannovo rozděleńı
B) částice kvantové s celoč́ıselným spinem, ale nero-
zlǐsitelné . . .Bose-Einsteinovo rozděleńı
C) částice kvantové s poloč́ıselným spinem, ale nero-
zlǐsitelné . . .Fermi-Diracovo rozděleńı

2] Maximalizujeme funkci W pomoćı hledáńı ob-
sazovaćıch č́ısel ni → hledáńı n∗

i

Známe-li n∗
i , umožńı nám to odvodit všechny TD

vlastnosti systému.
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Tabulka 3

Přehled Gibbsových soubor̊u

Mikrokanonický Kanonický Grandkanonický T − P

V,N,E
T

Počet stav̊u: Z(T, V, N) = Q(T, V, µ) = Y (T, P, N) =

Ω(E, V, N)δE =

P

l e−βEl(V,N) P
∞

N=0 eβNµZ(T, V, N) =

R
∞

0
e−βPV Z(T, V, N)

Pravděpodobnost
daného mikrostavu:

=

R

∞

0
e−βEΩ(E, V, N)dE Prob {N, dΓ} = Prob {dV, dΓ} =

=

(

1
Ω(E)δE

ve vrstvě

0 jinde
=

R

∞

0
e−βH(p,q)dpdq 1

N!h3N = 1
Q(T,V,µ)

exp [−β (E(V, N) − Nµ)] = 1
Y (T,P,N)

exp [−β (E(V, N) + PV )]

S(E, V, N) = k ln [Ω(E, V, N)δE] F (T, V, N) = −kT lnZ(T, V, N) ΩTermo(T, V, µ) = F − G G(T, P, N) = −kT lnY (T, P, N)

= k ln [Ω0(E, V, N)] F = U − TS = U − TS − µÑ G = U + PV − TS

= −kT lnQ(T, V, µ)

dF = −SdT − PdV + µdN dΩ = −SdT − PdV − Ñdµ dG = −SdT + Ṽ dP + µdN

3
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Maxwell-Boltzmannovo rozděleńı: Máme n
předmět̊u, r přihrádek.

W ′
MB(n1, . . . , nr) =

n!

n1!n2! . . . nr!

Vysč́ıtáme přes všechna ni:

n∑

n1=0

·
n∑

n2=0

· . . . ·
n∑

nr=0

W ′
MB(n1, . . . , nr) = rn (173)

V př́ıpadě rozlǐsitelných n částic máme

WMB(n1, g1; . . . ;nr, gr) = n!

r∏

j=1

g
nj

j

nj !
(174)

Bose-Einsteinovo rozděleńı: Tutéž úvahu pro
bosony: výměnou 2 boson̊u mezi přihrádkami ne-
dostanu nový mikrostav→ výpočet mikrostav̊u pro
1 podpřihrádku:

WBE(n1, . . . , nr) =

r∏

j=1

W
(j)
BE(nj , gj),

kde W
(j)
BE je počet r̊uz.zp̊usob̊u, jakými můžete nj

předmět̊u rozmı́stit do gj podpřihrádek.

WBE(n1, g1; . . . ;nr, gr) =

r∏

j=1

(gj + nj − 1)!

nj !(gj − 1)!

(175)

Fermi-Diracovo rozděleńı: u F-D plat́ı, že ne
v́ıce než 1 částice v podpřihrádce:

WFD(n1, . . . , nr) =
r∏

j=1

W
(j)
FD(nj , gj), nj ≤ gj

WFD(n1, g1; . . . ;nr, gr) =

r∏

j=1

gj !

nj!(gj − nj)!
(176)

Vstup: εi, gi, N,E, i = 1, . . . , r
Výstup: n∗

1, . . . , n
∗
r

Postup:

F (n1, g1; . . .) = lnW (n1, g1; . . .)

Vazby:
r∑

i=1

ni −N = 0

r∑

i=1

niεi − E = 0

∂

∂ni
lnW + α

∂

∂ni

(∑

ni −N
)

+

+β
∂

∂ni

(∑

niεi − E
)

= 0

MB n∗
i = gie

α+βεi

BE n∗
i =

gi

e−α−βεi − 1

FD n∗
i =

gi

e−α−βεi + 1

kde α =
µ

kBT
, β = − 1

kBT

Odvodili jsme rovnovážné hodnoty obsazeńı (n∗
i ):

n∗
i MB = gi

1

e
1

kB T
(εi−µ)

(177)

n∗
i BE = gi

1

e
1

kBT
(εi−µ) − 1

(178)

n∗
i FD = gi

1

e
1

kBT
(εi−µ)

+ 1
(179)

Pro mikrokanonický soubor źıskáme dosazeńım
T = T (E,N), µ = µ(E,N), kde E =

∑
εin + i∗

a N =
∑
n∗

i .
Pro kanonický soubor: µ =

∑
εin

∗
i = U(T,N) =

µ(T,N)

Př.: Jaká je pravděpodobnost toho, že se 6
kostkami uděláme 6 r̊uzných č́ısel?

p =
6!

66
= 0, 0154

Počet jednočásticových stav̊u tak, že maj́ı jedno-
částicovou energii v intervalu ∈ (ε; ε+ dε)
Hladiny degenerovány, degenerace dána degenerač-
ńım faktorem gi (jednotka [1]), přejdeme ke spojité
funkci g(ε)(hustotě stav̊u, jednotka [1/J]):

g1, g2, . . . −→ g(ε)dε (180)

n∗
i = gif(εi) −→ g(ε)f(ε)dε (181)
r∑

i=1

n∗
i = N −→

∫

dεg(ε)f(ε) = N (182)

r∑

i=1

εin
∗
i = U −→

∫

dε · ε · g(ε)f(ε) = U (183)

M-B pro rozlǐsitelné částice:

g(ε) = V
︸︷︷︸

objem

·
konst.
︷︸︸︷

A ·
√
ε
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Částice v nekonečně hluboké potencionálové jámě:

px =
ni

L
h

Jeden mikrostav v pi prostoru zauj́ımá objem h3

V .

εm =
1

2m

(
p2

x + p2
y + p2

z

)
(184)

Počet mikrostav̊u v kouli o poloměru
√

2mε

g0(t) =

objem koule o poloměru
√

2mε
︷ ︸︸ ︷

4

3
π(2mε)3/2

4

3
π(h3/V )3/2

︸ ︷︷ ︸

objem na jeden mikrostav

Počet mikrostav̊u s energíı ε ∈ (ε; ε+ dε) je

g(ε) =
d

dε
g0(ε) = A · V ·

√
ε = V · 2π

(
2m

h2

)3/2√
ε

(185)
Disperzńı relace ε = ε(~p); nebot’ (184) byl moc
jednoduchý vztah pro energii.

n(ε)dε = g(ε)g(ε)dε

n(ε(p))
∂dε(p)

∂dp
d

hybnost
︷︸︸︷
p = ñ(p)dp

ñ(p)dp = ñ(p(V )) · dp(V )

dV
dV = ˜̃n(V )dV

Sylabus

Termodynamika

1. Základńı pojmy
Stav termodynamického systému, vnitřńı
a vněǰśı parametry, stavové funkce. Adiaba-
tická izolace. Teplo, tepelná kapacita, speci-
fické teplo, latentńı teplo. Vzájemná te-
pelná rovnováha, empirická teplota. Ter-
mická a kalorická stavová rovnice, př́ıklady
stavových rovnic (ideálńı plyn, Van der Waal-
sova stavová rovnice, ideálńı paramagnet, e-
lastické kontinuum, rovnovážné zářeńı). Vrat-
nost a nevratnost, kvazistatické děje, poly-
tropické procesy.

2. Tři termodynamické zákony
Diferenciály stavových funkćı, Pfaffovy dife-
renciálńı formy, podmı́nky integrability. Prvńı

zákon termodynamiky, vnitřńı energie. For-
mulace druhého zákona: Clausiova, Thom-
sonova, Carathéodoryho. Účinnost Carnotova
cyklu. Absolutńı teplota jako integračńı fak-
tor, entropie. Maximálńı práce. Nernstova-
Planckova věta a jej́ı d̊usledky.

3. Termodynamické potenciály a jejich
praktické použit́ı
Analytické formulace termodynamiky: po-
tenciály, Legendreova transformace. Př́ıklady
výpočtu vnitřńı energie, entropie, volné ener-
gie, entalpie a Gibbsova potenciálu. Gibbsovy-
Helmholtzovy rovnice. Maxwellovy relace. Vz-
tah mezi termickou a kalorickou stavovou
rovnićı. Rozṕınáńı plynu do vakua, Joul̊uv-
Thomson̊uv jev. Entropie mı́̌seńı, Gibbs̊uv
paradox. Souvislost měrných tepel při kon-
stantńım objemu a při konstantńım tlaku.

4. Fázové změny a chemická rovnováha
Podmı́nky rovnováhy a stability, termody-
namické nerovnosti. Fázové změny a chemická
rovnováha, klasifikace fázových přechod̊u.
Chemický potenciál, jeho výpočet pro ideálńı
plyn. Ehrenfestovy rovnice. Landauova teorie,
lambda-přechody, kritické exponenty. Gibb-
sovo fázové pravidlo, aplikace na jednosložkový
a dvousložkový systém. Chemická rovnováha,
afinita, stechiometrické koeficienty. Reakčńı
teplo, zákon p̊usob́ıćıch hmot.

5. Vybrané aplikace rovnovážné termody-
namiky
Adiabatické ochlazováńı. Povrchové napět́ı,
termodynamika mýdlové bubliny. Termody-
namika elektromagnetického zářeńı. Termo-
dynamika dielektrik a magnetik, izotermická
a adiabatické susceptibilita. Termodynamika
elastických těles.

6. Nerovnovážná termodynamika
Onsagerova teorie. Difúze, vedeńı tepla, Ohmův
zákon. Fokker-Planckova rovnice. Termoelek-
trické jevy. Teorie lineárńı odezvy.

Statistická fyzika

1. Ćıle a prostředky statistického popisu
Makroskopická, mezoskopická a mikroskopická
úroveň popisu. Popis stavu systému, fázový
prostor, teoretická mechanika a statistická
fyzika. Rozdělovaćı funkce a matice hus-
toty, Liouvilleova rovnice, stacionárńı stav,
popis relaxace. Řešeńı Liouvilleovy rovnice
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pro klasický harmonický oscilátor a pro kvan-
tový dvouhladinový systém. Ergodický prin-
cip. Pravděpodobnost, informace, statistická
definice entropie.

2. Gibbsovy statistické soubory
Mikrokanonické rozděleńı, rozdělovaćı funkce,
hustota stav̊u, entropie. Kanonické rozděleńı,
stavová suma, volná energie. Grandkanonický
soubor, stavová suma, grandkanonický po-
tenciál. T-P rovnovážný soubor. Fluktuace.

3. Klasický plyn
Maxwellovo-Boltzmannovo rozděleńı, ekvi-
partičńı a viriálový teorém. Neideálńı plyn,
viriálový rozvoj. Vı́ceatomové molekuly, měrná
tepla. Langevin̊uv model paramagnetismu.

4. Kvantová statistická fyzika
Princip nerozlǐsitelnosti, Gibbsuv pardox,
Bose-Einsteinovo rozděleńı, zářeńı absolutné
čeného tělesa, měrná tepla pevných látek,
př́ıspěvek kmit̊u mř́ıže. Fermiho-Diracovo
rozděleńı, Fermiho degenerovaný plyn.

5. Nerovnovážná statistická fyzika
Langevinova rovnice, Langevinova śıla, ná-
hodná blouděńı, Brown̊uv pohyb. Teorie
lineárńı odezvy, odezvová funkce, relaxačńı
funkce, dynamická susceptibilita. Fluktuačně-
disipačńı teorém.
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předevš́ım poznámky z přednášek
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3.8 Termodynamické identity . . . . . . 14
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izochorické rozṕınavosti, 3, 15
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Liouvill̊uv teorém, 22

matice
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Langevinova, 10
polytropy, 6

pro id. plyn, 6
stavová
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stacionárńı, 23
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