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Jednotlivé kroky při výpočtech stručně, ale co nejpřesněji od̊uvodněte. Pokud použ́ıváte nějaké tvrzeńı, nezapomeňte ověřit
splněńı předpoklad̊u.

Jméno a př́ıjmeńı:

Skupina:

Př́ıklad 1 2 3 4 5 6 Celkem bod̊u

Bod̊u 6 6 4 4 6 4 30

Źıskáno
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1.[6] Bud’ dán funkcionál Φ na množině M =
{
y ∈ C2 ([1, 2]) | y(1) = 3

2 , y
′(1) = 3, y(2) = 14

3 + ln 2, y′(2) = 9
2

}
předpisem

Φ(y) =

∫ 2

1

(
x3 (y′′)

2 − 12xy
)

dx.

a) Spočtěte prvńı Gâteaux derivaci funkcionálu Φ v bodě y ve směru h. (Tedy δΦ[y](h) neboli DΦ(y)[h], zálež́ı na
značeńı, kterému dáváte přednost.) Popǐste přesně v jakém prostoru funkćı lež́ı h.

b) Napǐste Euler–Lagrange rovnice pro funkcionál Φ.

c) Najděte extremálu funkcionálu Φ na množině M , extremálu označte yext.

d) Spočtěte druhou Gâteaux derivaci funkcionálu Φ v bodě y ve směru h. (Tedy δ2Φ[y](h, h) neboli D2Φ(y)[h, h],
zálež́ı na značeńı, kterému dáváte přednost.)

e) Vyč́ıslete druhou Gâteaux derivaci funkcionálu Φ v bodě yext ve směru h pro yext, které je řešeńım Euler–Lagrange
rovnic pro funkcionál Φ. Ukažte, že Gateaux derivace je v tomto bodě v libovolném směru h nezáporná.

Řešeńı:

Spočteme Gâteaux derivaci funkcionálu Φ(y) dle definice

DΦ(y)[h] =
d

dt
Φ(y + th)

∣∣∣∣
t=0

.

Po dosazeńı

Φ(y + th) =

∫ 2

1

(
x3 (y′′ + th′′)

2 − 12x(y + th)
)

dx

derivujeme podle t a výsledkem je

d

dt
Φ(y + th) =

∫ 2

1

(
2x3 (y′′ + th′′)h′′ − 12xh

)
dx

po dosazeńı t = 0 dostaneme
d

dt
Φ(y + th)

∣∣∣∣
t=0

=

∫ 2

1

(
2x3y′′h′′ − 12xh

)
dx

a proto

DΦ(y)[h] =

∫ 2

1

(
2x3y′′h′′ − 12xh

)
dx

Po dvojnásobné integraci per partes dostaneme

DΦ(y)[h] =

∫ 2

1

[
d2

dx2
(
2x3y′′

)
− 12x

]
hdx

kde jsme využili skutečnost, že testovaćı “směr” h je zvolen z prostoru N , kde

N =
{
g ∈ C2 ([1, 2]) | g(1) = 0, g′(1) = 0, g(2) = 0, g′(2) = 0

}
Použijeme základńı lemma variačńıho počtu a vid́ıme, že Eulerovy–Lagrangeovy rovnice př́ıslušného funkcionálu
jsou

d2

dx2
(
2x3y′′

)
− 12x = 0.

Předt́ım, než se pust́ıme do řešeńı Eulerových–Lagrangeových rovnic, spočteme ještě druhou Gâteaux derivaci
funkcionálu Φ v bodě y ve směru h. Druhou derivaci funkcionálu Φ spočteme podle předpisu

D2Φ(y)[h, h] =
d

dt
DΦ(y + th)[h]

∣∣∣∣
t=0

=

(
d

dt

∫ 2

1

(
2x3(y′′ + th′′)h′′ − 12xh

)
dx

)∣∣∣∣
t=0

= 2

∫ 2

1

x3 (h′′)
2

dx ≥ 0.

Druhá derivace tedy nezáv́ıśı na y, což se dalo očekávat, nebot’ funkcionál je “kvadratický” v y, a nav́ıc je zřejmé,
že druhá derivace je vždy nezáporná. Speciálně tedy bude nezáporná i v bodě yext. (Pokud se náme takovýto bod
podař́ı naj́ıt řešeńım Eulerových–Lagrangeových rovnic.)

Řešme nuńı Eulerovu–Lagrangeovu rovnici

d2

dx2

(
2x3

d2y

dx2

)
= 12x.
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Integrace postupně vede na rovnice

d

dx

(
2x3

d2y

dx2

)
= 6x2 + C1,

2x3
d2y

dx2
= 2x3 + C1x+ C2,

posledńı rovnici vyděĺıme x3 (pracujeme na intervalu [1, 2] takže děleńı x3 je vpořádku) a daľśı integrace postupně
vede na rovnice

dy

dx
= x− C1

2

1

x
− C2

4

1

x2
+ C3,

y =
x2

2
− C1

2
lnx+

C2

4

1

x
+ C3x+ C4,

kde {Ci}4i=1 jsou integračńı konstanty. Integračńı konstanty urč́ıme z okrajových podmı́nek, má být

3

2
=

1

2
− C2

4
+ C3 + C4,

14

3
+ ln 2 = 2− C1

2
ln 2 +

C2

8
+ 2C3 + C4,

3 = 1− C1

2
− C2

4
+ C3,

9

2
= 2− C1

4
− C2

16
+ C3,

odkud

C1 = −2, C2 =
16

3
, C3 =

7

3
, C4 = −8

3
,

a proto

yext =
x2

2
+

7

3
x+

4

3

1

x
+ lnx− 8

3
.
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2.[6] Určete pro jaká a ∈ R existuje integrál

I(a) =

∫ 1

0

xa − 1

lnx
dx,

a integrál spočtěte.

Řešeńı:

Nejprve zjist́ıme pro jaké a ∈ R integrál existuje. (To jest existuje a je konečný.) Problematickými body jsou 0 a 1.

Plat́ı xa−1
ln x = ea ln x−1

ln x = a ea ln x−1
a ln x . Pro x→ 1− tedy dostaneme

lim
x→1−

a
ea ln x − 1

a lnx
= a.

A integrand lze tud́ıž v bodě 1 touto limitou spojitě dodefinovat. Zabývejme se nyńı bodem x = 0. Kritické je
chováńı výrazu xa

ln x . Chováńı funkce xa

ln x stač́ı posoudit srovnáńım s funkćı 1
xb , přičemž posledně jmenovaná funkce

je integrovatelná u nuly pokud b > −1. Plat́ı

lim
x→0+

xa

ln x
1
xb

= lim
x→0+

xa−b

lnx
.

Posledně jmenovaná limita je nulová pokud a > b. To znamená, že pro a > b roste funkce
∣∣ xa

ln x

∣∣ u nuly pomaleji než
1
xb , přičemž 1

xb je u nuly integrovatelná funkce pro b > −1. Integrál proto existuje pro a > −1.

Poč́ıtejme nejprve formálně bez ověřeńı korektnosti prováděných operaćı (záměna derivace a integrálu). Jest

dI

da
=

∫ 1

0

∂

∂a

(
xa − 1

lnx

)
dx =

∫ 1

0

ea ln x dx =

∫ 1

0

xa dx,

což je integrál, který umı́me př́ımo spoč́ıst,∫ 1

0

xa dx =
[
xa+1

a+1

]1
x=0

=
a+ 1

.

Můžeme si povšimnout, že primitivńı funkci jsme dokázali vyč́ıslit v x = 0 pouze pro a > −1, což jsou ale hodnoty
parametru a, pro které nás hodnota integrálu zaj́ımá. Celkem proto

dI

da
=

1

a+ 1
.

Diferenciálńı rovnici pro funkci I snadno vyřeš́ıme př́ımou integraćı,

I(a) = ln (a+ 1) + C,

kde C je integračńı konstanta.

Zbývá určit hodnotu integračńı konstanty. To je ale jednoduché, z právě odvozeného vztahu plyne

I(0) = C.

Př́ımým výpočtem ovšem źıskáme

I(0) =

(∫ 1

0

xa − 1

lnx
dx

)∣∣∣∣
a=0

= 0.

Integračńı konstanta C je tedy rovna nule, a plat́ı

I(a) = ln (a+ 1) .

Zbývá ověřit platnost formálně provedených operaćı. Nejprve se budeme zaob́ırat záměnou limity a integrálu, k tomu
poslouž́ı věta:

Bud’ f(x, b) : I × J → R, kde I ⊂ R a J ⊂ R. Necht’ plat́ı

• Funkce f(x, b) jakožto funkce proměnné b je diferencovatelná pro skoro všechna x ∈ I.

• Funkce f(x, b) jakožto funkce proměnné x je lebesgueovsky měřitelná pro všechna b ∈ J .

• Existuje lebesgueovsky integrovatelná funkce g : I → R taková, že pro skoro všechna b ∈ J
plat́ı | ddbf(x, b)| ≤ g(x).
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• Existuje b0 ∈ J tak, že funkce f(x, b0) jakožto funkce proměnné x je lebesgueovsky inte-
grovatelná na I.

Pak je pro každé b ∈ J funkce f(x, b), jakožto funkce x, lebesguovsky integrovatelná na I,
funkce

F (b) =

∫
I

f(x, b)dx

je diferencovatelná na I a plat́ı
dF

db
=

∫
I

d

db
f(x, b)dx.

V našem př́ıpadě je I = (0, 1) a J = (−1 + ε,+∞), kde ε je libovolné kladné reálné č́ıslo, a

f(x, a) =
xa − 1

lnx

Diferencovatelnost funkce f(x, a) v̊uči proměnné a je zřejmá, měřitelnost v̊uči proměnné x je zjevná ze spojitosti
v̊uči proměnné x na intervalu I = (0, 1).

Zbývá zjistit, zda existuje a0 ∈ J = (−1 + ε,+∞) takové, že funkce f(x, a) je lebesgueovsky integrovatelná na
I = (0, 1). To je ovšem snadné, integrovatelnost jsme pečlivě diskutovali v úvodu, a zjistili jsme, že daná funkce je na
intervalu I lebesgueovsky integrovatelná kdykoliv a > −1, tedy pro všechna a ∈ J . Hledané a0 ∈ J = (−1 + ε,+∞)
je tedy libovolné č́ıslo z požadovaného intervalu.

Posledńım krokem je nalezeńı majoranty pro derivaci. Derivace ∂
∂af(x, a) je dána vztahem

∂

∂a
f(x, a) = xa,

a hledaný odhad pro a ∈ J = (−1 + ε,+∞) je tedy

|xa| ≤ 1

x1−ε
,

kde na pravé straně zjevně stoj́ı lebesgueovsky integrovatelná funkce na I = (0, 1).

Záměnu limity a integrálu lze tedy provést pro a ∈ (−1 + ε,+∞), kde ε je libovolné kladné reálné č́ıslo. Výsledek
výpočtu proto plat́ı pro všechna a > −1, což jsou přesně ty hodnoty parametru a, pro které integrál existuje.
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3.[4] Spočtěte limitu

lim
n→+∞

∫ +∞

0

n
(

arctan
x

n

)
e−x

2

dx.

Řešeńı:

Postupujme formálně, záměnou limity a integrálu źıskáme

lim
n→+∞

∫ +∞

0

n
(

arctan
x

n

) e−x
2

x
dx =

∫ +∞

0

lim
n→+∞

n
(

arctan
x

n

) e−x
2

x
dx

=

∫ +∞

0

(
lim

n→+∞

arctan x
n

x
n

)
xe−x

2

dx =

∫ +∞

0

xe−x
2

dx.

Výsledný integrál snadno spočteme jednoduchou substitućı∫ +∞

0

xe−x
2

dx =

∣∣∣∣ u = x2

du = 2xdx

∣∣∣∣ =
1

2

∫ +∞

0

e−u du =
1

2

[
−e−u

]+∞
u=0

=
1

2
.

Zbývá ověřit, že můžeme provést záměnu limity a integrálu, např́ıklad podle Lebesgueovy věty:

Necht’ plat́ı:

• Posloupnost {fn}+∞n=1 je posloupnost měřitelných funkćı na množině M .

• Posloupnost {fn}+∞n=1 konverguje pro skoro všechna x ∈ M k funkci f , aneb pro skoro všechna
x ∈M plat́ı limn→+∞ fn(x) = f(x).

• Existuje lebesgueovsky integrovatelná funkce g, taková, že pro všechna n ∈ N pro skoro všechna
x ∈M plat́ı |fn(x)| ≤ g(x).

Pak plat́ı:

• Funkce f lebesgueovsky integrovatelná funkce na množině M .

• Lze zaměnit limitu a integrál,

lim
n→+∞

∫
M

fn(x) dx =

∫
M

lim
n→+∞

fn(x) dx =

∫
M

f(x) dx.

Funkce g se nazývá integrovatelná majoranta funkce f .

Množina M je v našem př́ıpadě (0,+∞), posloupnost fn tvoř́ı funkce

fn = n
(

arctan
x

n

) e−x
2

x
.

Měřitelnost jednotlivých člen̊u fn posloupnosti na (0,+∞) plyne z jejich spojitosti na (0,+∞). Vztah pro limitu

limn→+∞ fn(x) = xe−x
2

zjevně plat́ı pro všechna x ∈ (0,+∞). Dále na intervalu [0,+∞) plat́ı

n
(

arctan
x

n

)
≤ nx

n
= x,

a proto

|fn| =
∣∣∣n(arctan

x

n

)
e−x

2
∣∣∣ ≤ xe−x

2

,

kde na pravé straně stoj́ı funkce, která nezáviśı na n a je zjevně lebesgueovsky integrovatelná na intervalu (0,+∞).
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4.[4] Bud’ dána posloupnost funkćı

fn(x) =

{
n x ∈

[
0, 1

n

]
,

0 x ∈ R \
[
0, 1

n

]
.

Najděte bodovou limitu f této posloupnosti v intervalu I = [0, 1]. Rozhodněte, zda posloupnost {fn}+∞n=1 konverguje
stejnoměrně k f na intervalu J a K, kde

a) J = (0, 1),

b) K = (ε, 1), kde ε ∈ R+, ε < 1.

Řešeńı:

Na intervalu J = (0, 1) zjevně plat́ı
lim

n→+∞
fn = 0,

v bodě x = 0 je
lim

n→+∞
fn = lim

n→+∞
n = +∞

Označme
f(x) = 0.

Zbývá rozhodnout, zda na daných intervalech J aK plat́ı fn ⇒ f . Použijeme ekvivalentńı charakterizaci stejnoměrné
konvergence, která ř́ıká:

Bud’ {fn}+∞n=1 ⊂ R posloupnost funkćı. Posloupnost funkćı {fn}+∞n=1 konverguje pro n → +∞ stej-
noměrně k funkci f na intervalu M , aneb

fn
M

⇒ f,

právě když pro n→ +∞ plat́ı
σn → 0,

kde
σn =def sup

x∈M
|fn(x)− f(x)| .

Zabývejme se nyńı intervalem J . Plat́ı
σn = sup

x∈J
|fn(x)− f(x)| = n.

(Supremum se nabývá např́ıklad v bodě x = 1
n .) Následně tedy σn 6→ 0 pro n → +∞. Konvergence proto neńı na

intervalu J stejnoměrná. Na intervalu K a pro n > 1
ε plat́ı

σn = sup
x∈K
|fn(x)− f(x)| = 0.

(“Hrb” je pro 1
n < ε mimo interval K.) Následně tedy σn → 0 pro n→ +∞, a konvergence je tedy na intervalu K

stejnoměrná.
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5.[6] Spočtěte objem tělesa B ⊂ R3, které je vymezeno plochami z = e−(x
2+y2), z = −1 a x2 +y2 = R2, kde R ∈ R+ je nějaké

pevně zvolené č́ıslo.

Řešeńı:

Výpočet provedeme v cylindrických souřadnićıch, transformačńı vztah x = Φ(s) mezi kartézskými souřadnicemi
x =

[
x y z

]
a cylindrickými souřadnicemi s =

[
r ϕ z

]
je

x = r cosϕ,

y = r sinϕ,

z = z.

Determinant Jacobiho matice je proto

det
[
∂Φ
∂s

]
= det

[
∂Φ
∂r

∂Φ
∂ϕ

∂Φ
∂z

]
= det

cosϕ −r sinϕ 0
sinϕ r cosϕ 0

0 0 1

 = r.

Použijeme Fubiniho větu a větu o substituci

∫
B

dλ =

∫
B

rdrdϕdz =

∫ 2π

ϕ=0

∫ R

r=0

∫ e−r2

z=−1
dz

 rdr

 dϕ = 2π

∫ R

r=0

∫ e−r2

z=−1
dz

 dr = 2π

∫ R

r=0

(
e−r

2

+ 1
)
rdr

= 2π

∫ R

r=0

rdr+2π

∫ R

r=0

re−r
2

dr = πR2+2π

∫ R

r=0

re−r
2

dr =

∣∣∣∣ u = r2

du = 2rdr

∣∣∣∣ = πR2+π
[
−e−u

]R2

u=0
= πR2+π

(
1− e−R

2
)

= π
(
R2 + 1− e−R

2
)
.
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6.[4] Spočtěte integrál

I =

∫
γ

y dx+ (y − a) dy,

kde je křivka v R2 daná parametrickými rovnicemi

x = a(t− sin t),

y = a(1− cos t),

pro t ∈ [0, 2π] (oblouk cykloidy), a ∈ R+ je pevné č́ıslo.

Řešeńı:

Spočteme přenos diferenciálńı formy
ω = y dx+ (y − a) dy,

zobrazeńım Φ

Φ(t) =

{
x = a(t− sin t),

y = a(1− cos t),

kde t ∈ [0, 2π]. Diferenciály souřadnicových funkćı jsou po řadě

dx = a(1− cos t)dt,

dy = a sin tdt.

Přenos formy ω je tedy
Φ#(ω) = [a(1− cos t)a(1− cos t)− (a cos t) a sin t] dt,

nyńı již můžeme spoč́ıst integrál

I = a2
∫ 2π

0

[
(1− cos t)2 − sin t cos t

]
dt = a2

∫ 2π

0

[
1− 2 cos t+ cos2 t− sin t cos t

]
dt = a2

∫ 2π

0

[
1 + cos2 t

]
dt

= 2πa2 + a2
∫ 2π

0

cos2 tdt = 2πa2 + a2
∫ 2π

0

1 + cos 2t

2
dt = 2πa2 + πa2 = 3πa2.


