Matematicka analyza pro fyziky II
LS 2015/16, MFF UK

3. Cviceni

1. Reste nasledujici diferencislni rovnice;
a) y =e** Y b) vy =sin(z —y) substituce: z(x) =2z — y(z)
¢) Y +sin ¥ = sin 2HY d) y —y-cosx=3cosx
e) w3+y—2zy =0 f) v =%4sin? substituce z(z)= @
zu a) Multiplikation mit e¥ und Integration liefert
1 1
/eydy = /ehda: = Y= 562904-0 = y= ln(ie% —i—C) .
zu b)

Mit z = x —y gilt 2/ =1 — ¢/, also erhalten wir

d
1—2 =sinz = /z,:/dm. (1)
1—sinz
Die linke Seite ist

d 1 i 1 i
[ = [ s (o + 2 ) o=t
1—sinz 1 —sin“ 2

cos?z = cos?z oS z te
Setzen wir dies in (1) ein, so bekommen wir die implizite Losung
tan z + =z+C, CeR.
oS 2
B} . . . 2tan 5
Als Sonderlosung bekommen wir z 5 + 2kmw. Mit den Formeln sinz = T tan2Z und cosz =
an? Z
2
1 — tan? 5 folet
1+ tan? 2 o8
2tan £
5= +1 2 2
1 sinz+1 1+tan?3 2tan 5 + 1+ tan” 5 (1+tan3) 1 +tan 3
z+C =tanz + = 57 = 5z Z N 2
Cos z oS 2 1 —tan® 3 1 —tan” 3 (I1+tan3)(1—tan3) 1—tanj
1+ tan? £
— tan?_% +C-1
an - = ———.
r+C+1
Damit kann man nun y ausrechnen:
2. arctan -~ o1
=r—zZ =X — - ar 1n .
Y z+C+1
zu ¢) Nach den Additionstheoremen gilt
J=sin® =Y n Y ouin -y —(@+y) (-y+@=+y)

2sin 2 cos =
COS — —4S1N — COS —
1 1 2



Division durch Sin% und Integration liefert

d
/sinyg ——2/cos§dx——4sin§—|—c. (2)
Die linke Seite ist
d sin? ¥ + cos? ¥ 1 [sin¥ 1 [cos¥
[t = [ty =g [y g [ hay
S1n 5 Sin i COS 4 COS 4 S1n 4 (3)

= —21n‘cosf’ +21ln

sin = ’ +c= ln<tan 4) +c.
Einsetzen in Gleichung (2) ergibt
ln(tan2 Z) = —4sing—{—0, CeR = y=4. [arctan( C—2sin§ ) —i—km} CeRkeZ

Als Sonderlésung ergibt sich y = 2kr, k € Z.

zu d) Zunéchst 16sen wir die homogene Gleichung:

Y, —ypcosz =0 = /dyh /Cosmdx — Inly| =sinz4+c = gy, =CeN"
Das Prinzip der Variation der Konstanten besagt nun, dass die Losungen der inhomogenen Gleichung
Y —ycosx = 3cosx (4)
durch den Ansatz y = C(x)eS™® bestimmt werden kann. Setzen wir dies ein, so bekommen wir

C'(2)eS® + C(z) cos ze¥T — O(x)e¥™ cos = 3cos

—  (C'(x) =3cosxe SN :f> C(z)=—-3e %4+ D, DeR.

Also ist

y = (_3e—sinx +D>€sinx =34+ Desinx7 DeR

zu e)  Zuerst berechnen wir die homogenen Losungen:
yp — 2xy, =0 = /dyh /Cf: = 2yl =nlz|+c = yh:C\/m
Variation der Konstanten y = C(z)+/|z| liefert
0=2+C(x)/]z| - 23:(0’ Wz + \/>) 2 — 20" (2)x/| x|
() = %p;\?’/? senr b O@) = 5\:c|5/2 +D, DeR.

Also gilt

1
= laf + D/[a]

zu f)  Mit der Substitution z = £, ¢ = (22)" = 2’z + 2 erhalten wir
/ dx
dr+z=z+sinz = —
sin z x



Mit Gleichung (3) aus Aufgabe 5¢) folgt daraus
z z
ln’tanﬂ =l|z|+¢ = tan§ =Cz, CeR.
Also ist
y = zz = 2z[arctan(Cz) + k], CeRkEZ.

Als Sonderlésung hat man z = km, also y = krx mit k € Z.

. Najdéte vSechna FeSeni diferencialni rovnice:
a) y' =2 +y=e"

b) ¢’ —y=f(z)s f(x) =, f(x) =sinz
c) y'+y=[flx)s flx)=a, f(z) =sinz

zu a) Zuerst 16sen wir die homogene Gleichung y” — 2y’ +y = 0 mit dem Ansatz der Vorlesung y = e

Dabei ensteht folgendes Polynom: A2 — 2\ + 1 = (X — 1)?, welches die doppelte Nullstelle \g = 1 hat.
Laut Vorlesung ergeben sich somit folgende Basislésungen:

y1 = €¥ und yo = xe®. Also ist die allgemeine Losung der homogenen Gleichung yr = ¢ - €* + ¢ - xe”.
Nun benétigen wir nur noch eine Losung der inho mogenen Gleichung. Diese finden wir durch Variation
der Konstanten. Wir setzten dazu

ci(x) - e + ca(x) - we® (5)

in die inhomogene Differentialgleichung ein. Die Funktionen ¢;(x) und co(x) erfiillen nun folgendes
Gleichungssystem:

(w) (a0 )=(o e ) (20 )=(2)

e1(z) = /c’l(x)dx - /—xdw - —“’22 und ca(z) = /c’z(x)dx - /m —

Es folgt also:

Setzt man diese gefundenen Losungen in (5) ein, so ergibt sich folgende spezielle Losung der Differen-
tialgleichung;:

2 2
T~ oz 2 x T~
=——e"+ %" = —e".
Ys 5 + 5
Die allgemeine Losung ist nun
22
ya=yn +ys= e’ ter-et +epaet

zu b) Analog zu a) 16st man zuerst die homogene Gleichung mit dem Ansatz e**. Dabei ergeben sich

die Nullstellen A\g = +1. Also sind die Basislosungen y; = e€® und yo = e~?. Die homogene Losung
lautet: yg = c1 - €* + c2 - e7*. Nach der Variation der Konstanten (wie in a) ergibt sich das System

(= ) () = (ot )
Es folgt also:

or(z) = / & ()da = / f(;)e_xdx und e (z) = / ¢y (x)dz = — / f(;)exdx.



o f(x) =x ergibt ¢y = _12_16_’0 und ¢y = %‘He"’c. Damit ist yg = _Iz_le_xex + o = %Hexe_x =

—x eine spezielle Losung. Es ergibt sich die allgemeine Losung als:

xT

YA=Ys+yg =—x+c1-e+ca-e .
e f(x) =sinx ergibt ¢; = %(— sinz —cosx) und co = %(Sinm — cos z). Damit ist yg = —522 eine
spezielle Losung. Es ergibt sich die allgemeine Losung als:

sinx

2 +cp-ef+eg-e T

Ya=Ys +yg = —

zu c¢) Analog zu a) 16st man zuerst die homogene Gleichung mit dem Ansatz e*. Dabei ergeben sich die
Nullstellen Ao = =£¢. Da wir aber an reellen Funktionen interessiert sind, ergeben sich nach Vorlesung
die Basislosungen y; = sinx und y2 = cosx und damit die homogene Losung yg = cysinx + ca cos .
Mit Variation der Konstanten ergibt das Gleichungssystem:

(e o) (40) - (o)

c1(z) = / ¢, (z)dx = / () cos zdz und ca(z) = / cy(z)de = / — f(z) sin zdz.

Es folgt also:

e f(x) = x ergibt ¢; = cosz + xsinz und ¢z = —sinx + xcosz. Damit ist yg = x eine spezielle
Lésung. Es ergibt sich die allgemeine Losung als:

YA =Ys +yg = —T +cysinx + cg cos x.

e f(x) =sinx ergibt durch partielle Integration:

sin? z

2

1 :/sinxcosxd:v:sinwsinx—/cosxsinwdx:

und

. . . . sinxcosx «x
02:/—stxdx:smxcosx—i—/COSQxdw:81n$cosx+/(1—stx)dx:2—2.

Damit ist yg = w eine spezielle Losung. Es ergibt sich die allgemeine Losung als:

sinx —xcoszx .
YA =Ys +YH = — 5 + ¢y sinx 4 co cos x.

3. Najdéte feSeni diferencidlnich rovnic s poc¢ateéni podminkou:

a) T = x1+x9, xl(O) =0 b) T = 3x1 —4xo, xl(O) =3
to = 4dxy —2x9, 22(0)=5 To = T1—T9, x2(0) =1
C) 1 = 3x1+ 2x2, IEl(O) =2 d) 1 = 4dx1+ 29 — 361, 1'1(0) =-2
To = —dxr1+ a2, xQ(O) =2 To = —2x1+ x9 — 2¢t , 1'2(0) =3
e) 71 = —bwp+2ra+et, 21(0)=0
9 = x1 — 6w + e? , x2(0) =0
det(A — ) = det(l_’\ ! ) = M4A-6
a) ~2-)



A1 = —3 fihrt zu 4¢1 + ¢o = 0 und wir wahlen v7 = (;1) .

Ao = 2 flihrt zu —e¢1 4+ ¢o = 0 und wir wahlen 7 = (%) )

Als allgemeine Lésung ergibt sich z(t) = A (_41) e 3+ B (i) et
Das AWP fithrt zu A =B =1

b)  det(A— \I) = det (3? _;fA) =X 23 +1=(\—1)2.

Hier soll der Lésungsvorschlag mit dem modifizierten Ansatz vorgestellt werden:
z(t) = (Z;Iz;i) e'. Die Differentialgleichung fiihrt zu:

arel + bret + bite! = (3ay — 4ag)el + (3by — 4bo)tet

asel + boel + bote! = (a1 — az)e! + (by — bo)t - €t

Die zweite Gleichung ist entbehrlich. Der Koeffizientenvergleich ergibt: bei
t-et —2b; +4by =0
et —2a1 +4ay = — by

wihlen wir by = B und as = A erhalten wir dariberhinaus by = 2B und a1 = 2A + B

und somit z(t) = ( 2A+§i2gi )et:A(%)et_‘_B(l—i;Qt) ot

Das AWP fiihrt zu A=B =1.

¢) det({*;lg) — N2 AN+ 13=(A—2—3)(\—2+30)

A1 = 2+ 3i fiithrt zu (1 — 3i)c; + 2c2 = 0 und wir wihlen ¥ = (3131) A2 = 2 — 3i ergibt einen
konjungierten Eigenvektor. Eine reelle Losungsdarstellung ist

_ . 2 cos 3t 2% 28in 3t 2
.%'(t) =4 <7cos3t73sin3t> e +B (3C053tfsin3t) e

Das AWP fiihrt zu A=B =1.

d) det 4:)‘i =X —5\A+6=(\A—2)(A—3) aus A\; = 3 erhalten wir ¢; + ¢ = 0 und wir wihlen
2 1-A

1 = <711> aus Ao = 2 erhalten wir 2¢1 + ¢ = 0 und wir wahlen vy = (j2> und somit ergibt sich als
allgemeine Losung des homogenen Problems

rp(t)=A (_11> et + B (_12) e?t.

Als Ansatz fiir eine spezielle Losung des inhomogenen Problems wéahlen wir obige Darstellung mit
variablen A und B.

Eingesetzt in eine Differentialgleichung ergibt sich das folgende Gleichungssystem fiir die Ableitungen
von A(t) und B(t):

A'(t)ed + B'(t)e? = —36t
—A'(t)e3t — 2B/ (t)e?t = —2¢t
woraus A'(t) = -T2t e 3t —2e7%
und B'(t) = 2e '+ 36te
folgt.

Die Integration und die Zusammenfassung der Losungsbestandteile ergibt:

a(t) = A1) + B(,)e? + (24t e + 8e73 4 e72)( ) )e?

+(—2e7t — 18t e72 — 9e72)( 1,)e*
1 1 Gt—1—et
= A(_)e” + B(,)e™ + (12tt-|-10+e3et)



Das AWP fiithrt zu A = —-10,B = 10.

e) det (-i-A E) =N HTIAH 28 = (A A+ T),

aus A\ = —4 erhalten wir —¢; + 2¢9 = 0 und wir wihlen 7] = (%)
aus \g = —7 erhalten wir 2¢1 + 2¢9 = 0 und wir wahlen U5 = (31) .

Somit ergibt sich als allgemeine Losung des homogenen Problems:

zg = A (i) e+ B (_11> et

Die Variation der Konstante fiihrt zum Gleichungssystem:
A(t)2e ™ + Ble ™ = ¢
A/(t)e_4t + Ble— Tt — g2t

1 1
mit den Losungen A’ = §e5t + §€6t sowie

B = 2€9t+ 1 St

Nach Integration und Zusammenfassung der Bestandteile ergibt sich:

o) = AR e B (1) e (e + e () e
HF ) (e

2\ 1 _ et+ t
= A(l)e b +B<—1>+6 7t(izet+€2t>
Das AWP wird dem Leser iiberlassen.

4. Reste diferencidlni rovnice

" / 2x

a) y"' —y' =e

b) ¢ —y = (1 +x)e*
c) y" =Ty +6y=0

d) y©® 4+ 8y" + 16y =0

e) v/ +4y +4y=e"Inx (xr>0).

a) charakteristisches Polynom: A3 — X
Nullstellen: A1 =0, Ao =1, A3 = —
allgemeine Losung des homogenen Problems: yg(z) = ¢1 + cae” + c3e™
Ansatz fiir ys(x): ys(x) = be®®
spez. Losung des inhomogenen Problems: ys(x) =

b) charakteristisches Polynom: A2 —1 =0
Nullstellen: Ay =1, Ay = —
allgemeine Losung des homogenen Problems: y, (z) = c1e” + cae™
Ansatz fiir ys(2): ys(x) = (az + b)e*®
spez. Losung des inhomogenen Problems: ys(x) = (%aj -

T

1 2x
66

T

)€2x



¢) charakteristisches Polynom: A3 —7A+6 =0
Nullstellen: A\ =1, Ao = =3, A3 =2
allgemeine Losung: y(z) = c1e® + coe ™% + c3e
d) charakteristisches Polynom: A 4 83 4 16\ = 0
Nullstellen: Ay =0, Ayj3 =27, A\y5 = —21
allgemeine Losung: y(x) = ¢ + c2 cos 2z + ¢38in 2x + c42 cos 2 + c5x sin 2x
e) charakteristisches Polynom: A% +4X + 4
Nullstellen: Ay /5 = —2
allgemeine Losung des homogenen Problems: y,, (z) = (¢1 + cox)e™
Gleichungssystem nach Variation der Kostanten:

2x

2x

dtady, = 0
—-2di+(1-2z)d, = Inz

Lésung des Gleichungssystems und Intergration:

dhy=Inz = co=z(nz-1)

)

dg=—-zlnr = c¢= —%Q(thx -1)
allgemeine Losung:

y(z) = (c1+com)e 2 — ””742(2 Inz —1)e ™ + 2%(lnz — 1)e™**
= (a1 + 6251:)6_2$ + x26_2$(% Inx + i)

5. Reste diferencidlni rovnice

a) x2y" + 5xy’ + 4y =0
b) (1+2)%y" + (1 +2)y +y=4cos(ln(1 + x))

A

a) Der Ansatz y(z) = x” zeigt, dass

AMA=1)+5A+y=A+2)?=0
woraus y(z) = c1z2 + co(Inx)x~2 folgt. Man beachte die Modifikation des Vorfaktors fiir die 2.

Losung

b) Aufgrund der Struktur der Vorfaktoren erfihrt der Ansatz eine leichte Anderung:
Yy (x) = (1+2)*, woraus A(A — 1) + A+ 1= A2 + 1 = 0 folgt mit Ay jp = +i .
Da erst spiter geklirt wird, was 2° ist, untersuchen wir hier die transformierte Gleichung, wobei

_d | |
v o= @ @D T galsﬁ und
// _ .. . .
Yy = g(1+:c)2 9152 1st.

Die transformierte Gleichung lautet nun § + g = 4 cost wobei ¢t = In(t + 1)

mit g, (t) = ¢y cost + casint .

Der Ansatz go = t(bycost + bysint) (m = 1) liefert by = 0 und by = 2 und somit die Lésung
g(t) = cicost + casint + 2t sint woraus

y(x) = cpcos[In(l+ )] + cosinfln(l + )]
+21In(1 + ) sin[ln(1 + z)] folgt.



6. Necht f je funkce spojitd na R a a € R. Ukaite, Zze FeSeni okrajové ilohy
y' +a*y = f(z), y(0) = y'(0) = 0
je dano

m@:i/fmmm@—wﬁ
0

Analog zu 1c) bestimmt man zuerst die Losung der homogenen Gleichung. Es ergeben sich die Losungen
y1 = cosax und yp = sinax und damit als Losung der homogenen Gleichung yr = ¢1 cos ax + co sin az.
Mit Variation der Konstanten erhéllt man:

sin ax CoS ax . dlz)\ 0
acosaxr —asinax cAx)y )\ flz) )’
woraus folgt, dass ¢; = —1 [ f(¢)sinatdt = —FlT(x) co(z) =L [ f(t)cosatdt = % Also ergibt sich
0 0

die allgemeine Losung als:

x T

/ f(t) sinatdt + sin 4z /f(t) cos atdt. (6)

0 0

Ccos ax

Yy = cycosaxr + cesinar —
a

(Bemerkung: Das hier das Integral bei 0 beginnt ist willkiirlich. Man kénnte es auch z.B. bei -5 oder
100 starten lassen, erhilt dabei aber eine andere Integrationskonstante, die sich mit ¢; bzw. co zusam-
menfassen lésst. Die weitere Rechnung verlduft unabhéngig davon.)

Aus y(0) = 0 folgt demnach ¢; = 1F1(0). Wenn man nun (6) ableitet ergibt sich:

T

(f(x) cos ax)+cos ax / f(t) cosatdt
0

cos ax sin ax

T
y' = —acy sin ax+acy cos ax— (f(z) sin ax)+sin ax / f(t) sin atdt+
0

F»(0)

Nun folgt aus y'(0) = 0, dass co = — ist. Setzt man das in (6) ein, ergibt sich

T

1 F inaz [
y = —Fi(0)cosaxr — conar /f(t) sin at — ©) sinaz + /f(t) cos atdt
a a a
N l
Fy (:E) FQ(Z’)
cos azx sin ax
= —(F(z) - F1(0)) + (Fa(z) — F2(0))
= — cosaax / f(t) sinatdt + SnaT / f(t)sinatdt
0 0
1 x

= /f(t)(—cosaxsinat+cosatsinax) dt
a

0
= 1/f(t) sina(x — t)dt

a
0

7. Urcete obecné feseni diferencidlni rovnice £ = Az s:

2 1 2
a) A=[1 2 2 b) A=| 1 -2 2 ) A=| -3 -4 1
2 25



2—-A 1 2

a) det 1 2-x 2 = —(A=1)%\—=7) fiihrt zu \; = 1 mit ky = 2.
2 25—\
11 2
Wegen rg(A—MI)=rg| 1 1 2 | =1

2 2 4
gibt es zwei linear unabhingige Eigenvektoren mit ¢; 4+ c2 + 2¢3 und wir wihlen

1 0
U] = 1 = 2
-1 -1

—5¢1 4co+2c3=0

_ bt sich
aus Ao = 7 ergibt sic 1 —cy 4+ 205 = 0

wahlen wir ¢y = 1, so folgt

Co —|—265 = : _ —
CBey 420 = —1 und somit co =1 und c3 = 2.
Das ergibt die Losung
0 1
z(t)= | A 1 | +B 2 e+ 1 ]e™
-1 -1 2
—2-A 1 -2
b) Aus det(A — M) = det 1 D W) = A3+ A2 + 5) + 3 erhalten wir
3 -3 5-=A

A =-—1 mit k1 =2 und

A= 3 mit ko=1.

Wegen rg(A — A1) = 1 gibt es zwei linear unabhéngige Eigenvektoren mit —c; 4+ c2 — 2¢3 = 0 und wir
wahlen

1 -2
V] = 1 = 0
0 1

—5¢c1+ca—2c3=0

Aus Ay =3ergibt sich " . 0 o0 0

1
Wihlen wir ¢; = 1 ergibt sich v3 = [ —1 | und somit die Losung
-3
1 -2 1
z(t)=|A| 1 | +B 0 etyC| -1 | e,
0 1 -3
8—A 12 -2
c) det(A— ) = det -3 —4-Xx 1 =—-(A—2)3.
-1 -2 2—A
Weil n = k = 3 ist, ist eine Losungsdarstellung nur mit Eigenvektoren nicht mdglich, d. h. wir
konstruieren Wurzelvektoren
6c; + 12¢ca — 2¢3 = 0
1.) In —-3¢; + 6cy + cg = 0
—C1 — 262 = 0

wéihlen wir ¢co = —1 und erhalten ¢; =2 und ¢3 = 0.



6by + 129 — 2b = 2 =

2.) In -3b; — 6by + b3 = -1 = ¢
—bl — 2()2 = 0 = C3
wihlen wir by = 1 und erhalten by = 2 und b3 = —1.
6a;r + 12a9 — 2a3 = 2 = b
3) In —-3a; — 6az + a3 = -1 = by
—a1 — 2ag = —1 = by
wahlen wir as = 1 und erhalten a; = —1 und a3 = 2.
Dies fithrt zu der allgemeinen Lisung
1 2 2 2
xe | = e2{A- | -1 | +B -1 | +t| -1
T3 0 -1 0
-1 2 2
+C L+t -1 | +5 ] —1
2 -1 0

8. Urcete obecné feseni diferencidlni rovnice £ = Ax s:

000 1

-1 00 O

A= 21 0 =2
001 2

X1 1 0 1
2 _ ot -1 B 1 . -1
3 ¢ N o | T -1
T4 1 1 1
cost sint
—sint cost
+ C —cost + 2sint —sint — 2cost
—sint cost

9. Bud 0 < k < wqg . Urcete fefeni okrajové tlohy
&+ 2kd + wir = coswot , x(0) =0, #(0)=0.

charakteristisches Polynom: A% + 2k\ + w3

Nullstellen: A;jp = —k £ \/k? —w§ = —k £ i\/wi — k2

allgemeine Losungen des homogenen Problems: z,,(t) = e ¥ (c; cos \/w? — k2t + cosin \/w? — k2t

Ansatz fiir s nach Aufg. 1: x4(t) = by cos wot + by sin wyt



spez. Losung des inhomogenen Problems: z4(t) = 57— sinwot

2kwo

allg. Losung des inhomogenen Problems: x(t) = zy(t) + x5(¢)

e — _
AwP: C1 —0, Cy = QkW
10. Reste diferencialni rovnice - separace promeénnych
a) y' =y’
b) ¢ = —ylnzlny
o) v = (38)
d) v =(y+3)tanz
e) y/ = _1112
f) v =y%cosz
/ 7692
g) y = 22y
1— 2
h) oy ==¢
a) ¥ = ay?
y(z) = 0 je jisté FeSenim. Jinak
d
—‘g = zdx
Yy
1
——=a?/2+¢
() = 75 z
)= — =— :
Y x?2/2+¢ x?+
b) ¥ = —ylnxlny
y(z) =1 je jisté FeSenim. Jinak
d
Y — Inzds
ylny

In(Iny(z)) = —zlnz+x+c
y(z) = exp(exp(—zlnz + x + ¢))

/ 2y+3
Y 4z+5>

y(z) = —3/2 je jisté feSenim. Jinak

dy dx
2y +3  4r 45’
In|2y +3| Inl|dz + 5] N
= c
2 4
In |42 + 5
1n|2y+3=n|$2+|+c’:1n |4z + 5]+ ¢

2y+3=K\/|[dx+5|, KeR
K 3
y=5VHs+5 -3, KeR




d) v =(y+3)tanz

y(z) = —3 je jisté feSenim. Jinak
d
Y _ tanads
y+3
In|ly+3|=—In|cosz|+c=In +c
| cos x|
K
ylx)+3=——, KeR
| cos x|
K
y(z) = -3, KeR
| cos x|
©) ¥ =1
y(z) = 0 je jisté feSenim. Jinak
d
Yo T dn
Y 1+ 22
Iyl = —2In(1+22) + e =In——— +
nlyl=-=In x c=1In c
Y 2 V142
K
y(r) = ——, KeR

f) v =y%cosz
y(z) = 0 je jisté feSenim. Jinak

y_ cosxdx

2
1 .
—— =smx+c
1
y(x)_c—sinw
—eY
8) ¥ =5
2 dx
ye Vdy=——
T
1 1
_,e_ZJQ:i_’_C
e_yg——g—i—c'
x
2 e — 2
—y2:1n(c’——):1 T
T T
9 T
=1
y nc’a:—Q
y=14/ln /33 5
cx —
1_2
h) o ==

y(x) = £1 je jisté fesenim. Jinak



1—y z
1 1
fln& =In|z| + ¢,
y—1
1
lnzil =1In(z?) + ¢,
1
Y ke K0
y—1
1
YT ga?, K40
y—1
y(1 - Kz?) = —K2* — 1
(z) = 1+ Kaz?
Y8 = "1 T Ka?

11. Reste diferencidlni rovnice - specialni pravé strany

a) ¥y +y=4sinz

=3

y' —y=ecosx
)y +y +y=eTcosr+e Tsinx

)
)
)
) ¥’ — 5y + 4y = dx?e®®
)
)
)

o,

D

y" =3y +3y —y=e*—x+16
2y — 3y" — 3y + 2y = (e® + e~ %)?
y" =2y + oy =€ +1

h) " +y=(z+1)*

o0 Hh

Reste diferencialni rovnice - specidlni pravé strany

a) ¥y +y=4sinz
Char. rovnice: A2+ 1 =0, \; =i, A\ = —i, F'S: cosz,sinz
Part. feSeni: y,(z) = Axcosax + Bxsine = A=-2,B=0
y(x) = ccosz +dsinz — 2x cosw

b) v —y =e"cosx
Char. rovnice: A2 =1 =0, A\; =1, \g = —1, FS: €%, e7®
Part. FeSeni: y,(z) = Ae® cosz + Be*sine = A= —é,B =
y(z) = ce® + de™® + 2e"sinz — te” cos

(S

c) Y +y +y=eTcosx+e Tsinx
Char. rovnice: A2 + A+1=10, \j o = —% =+ @, FS: e=*/2 cos(v/3x/2), e~ */? sin(v/31/2)
Part. fedeni: y,(z) = Ae " cosx + Be *sinzt = A=1,B=-1
y(x) = ce */? cos(v/3x/2) + de=*/?sin(v/3x/2) — e ®sinx + e % cosx
d) y// _ 5y/ 4 4y — 41,26223
Char. rovnice: A2 =X +4 =0, \; = 1, Ay =4, FS: €%, ¢e**
Part. Yedeni: y,(z) = ¢**(A2?’ + B +C) = A=-2,B=2,C = -3
y(z) = ce® + de*® + e¥*(—222 + 22 — 3)
e) y" —3y" +3y —y=e® —x+16
Char. rovnice: A3 —3X\2 43X —1=0, A1 =1, o =1, A\3 =1, FS: e, ze®, z%e”
Part. fefent: y,, (z) = Az3e® = A=1/6
Part. feseni: yp,(r) = Az +B = A=1,B=-13
y(z) = ce® + dze® + d'z?e” + 23e* /6 + x — 13



f) 2

/// 3y Sy’ + 2y = (ex 4 e—a:)2

Char. rovnice: 2A% —3X2 —3A4+2=0, \; =2, Ay = —1, A\3 = 1/2, FS: ¢%/2 =% ¢2*
Part. fegenis RHS=¢e%": y,(2) = Aze** = A =1/9
Part. fedenis RHS=e~2%: y,(z) = Be 2 = B = —1/20
Part. feSenis RHS=2: y,(z) =C = C =1
y(x) = c1%/? + coe™ + c3e®* + xe?* /9 — 727 /20 + 1

//// 2y/// _|__ y// _ e + 1
Char rovnice: \* — 2)\3 +X2=0,A=0 X=0A3=1, A \=1,FS: 1,2,¢%, ze®
Part. feSenis RHS=e": y,(x) = AxQ = A=1/2
Part. fesenfs RHS=1: yp( )=DBr? = B=1/2
y(z) = c1 + cow + c3e® + cqze® + 2% /2 + 22 /2.
y//// +y= (m + 1)4
Char. rovnice: A +1=10, A\j234 = \f fz FS: e/V2 sin(z/v/2), e tz/v2 cos(z/v/2)
Part. fedeni: y,(v) = Az* + Ba® + C2? + Dz + F = A=1,B=4,C=6,D=4,F = —23
y(x) = span{FS} + x* 4 423 + 62% + 42 — 23

12. Reste diferencialni rovnice - Eulerova rovnice

a)
b) «
) x
d) «
) x
) o
) @
) @

8
h

a)

—2zy +2y=0
3 ”’—{—2x2 y' +xy —y=0
2 "+:Ey +4y =0
—zy +5y=0
2 ”—|—4ajy +2y=2Inzx
y —zy +y=2’lnx
—xy +y=zlnz
3 "'+4x2y”—|—xy —y = 1 nz

22y —2xy +2y =0
y(x) = 2, resp. y(z) = |2 AA —1) =22 +2=X2 —3XA+2=0, \; = 1,y =2
FS: {z,2}: y(z) = cx + da?.
3 ///+2x2 ”+xy —y—O
y(x) = 2> resp. y(x) = |[2[: 0= AA = DA =2) + 2 XA = 1)+ A =1=23 - A2+ A — 1,
M =1,A3 ==+i, FS: {z,sin(In(z)), cos(In(z)) }: y(z) = c12 + casin(lnz) + ¢z cos(In z).
z2y" —i—my +4y =0
y(:c) =2 resp. y(z) = |2 AA = 1)+ A +4 =212 +4=0, \12 = +2i
FS: {sin(2lnz),cos(2Inz)}: y(x) = c¢sin(2lnx) + dcos(2Inz).
2y// :cy’+5y:0
y(x) = 2 resp. y(x) = |2 AA—=1) = A+5=A2-2XA+5=0, \j2 =142i
FS: {zsin(2lnz),z cos(2Inz)}: y(x) = crsin(2lnx) + dz cos(21nx).
22 "—i—4my +2y=2lnzx
y(x) = 2, resp. y(z) = |2 MA = 1) +4A+2 =X 2 +30+2=0, \; = —1, Ay = —
FS: {1/2,1/2?}: yu(z) = ¢/z + d/z>.
yp(zr) = Alnz + B = yp(x) = (lnx)/2 — 3/4

22y —axy +y=2’lnz

y(x) =2 resp. y(@) = |2 AA=1) = A+1=X2-2X+1=0, \j2 =1
FS: {z,zlnz}: yg(r) = cx + delnz.
yp(r) = 2?2(A+ Blnz) = yp(z) = 2%(-2+Inx)



g) 2%y —xy +y=xlhz
y(r) = 22, resp. y(z) = 2P AA = 1) = A+1=X2 -2+ 1=0, \j o =1
FS: {z,zlnz}: yg(r) = cx + dxlnx.
yp(z) = Azln®*z = yp(z) = 2In®z/6

h) :E3y/” + 4x2y// + xy’ —y= 21%
y(x) = 22, resp. y(z) = 2P AA = 1)(A=2) + 4 A -1 +A-1=2+22 - X1 -1=0,
A+1DAN=1)=0:M\o=—-1,A3=1,FS: {I/z,Inz/z,2}: yg(z) = c1/x + colnz/z + c37.
yp(r) = Aln®z/z + Bln*z/x = yp(x) = —In2/(6z) — In® 2/ (4z)

13. Reste diferencialni rovnice - Variace konstant

a) v +y=tanz

_ _2e”
b y”_y_eze—l

)
)
)
)
)
)

y" + 1y = cos™3

v '+ 2y +y=e " Inx

c
d

X

3z
¢) ¥’ =3y + 2 =15
f) 4y’ — 4y +y = /21— 22

a) ¥y +y=tanx
Hom: FS: {cosz,sinz}, yg = ¢ cosz + ¢y sinx
yp = c1(z) cosx + ca(x)sinx

¢ (z) cosz + chy(x) sinz =0

¢ (z)(—sinz) + ch(z) cosz = tanz

dj(z) = —sinz/ cosx

cy(x) = —c(z) cosx/sinz = sinx

c1(x) = sin(x) + log(cos(z/2) — sin(x/2)) — log(sin(x/2) 4 cos(z/2))

co(x) = —cosz.

b) y// —Yy= e?cejl
Hom: FS: {e*,e "}, yg = c1€* 4+ coe™*

yp = c1(x)e” + ca(x)e™™

A (z)e” + ch(z)e ™ =0

2e*
x ./ - _

ci(x)e® — cy(x)e =1

1
() —
c(z) = o _ 1

, 9 62115

_ T

o) = (@) = —



¢) y' +y=cos 3z

Hom: FS: {cosz,sinz}, yg = ¢ cosz + cysinx
yp = c1(z) cosx + co(x) sinx

y(x) = ci cosx+cosinz—

d) v +2y +y=e"Inzx

Hom: FS: {e % xze ™™}, yg = c1e™" + coxe™
yp = c1(z)e™™ + co(x)ze

y(z) = c1e™™ + coxe™

3z
¢) o' — 3y +2y = o

—x

z_ 3
7€

i (z) cosz + ch(x) sinz = 0

1
/ . / .
c1(z)(—sinz) + cy(z) cosx = p—m
dj(z) = —sinz/cos® z
cy(z) = —c;(z) cosz/sinz = 1/ cos® x
c1(x) = —1/(2cos?(z))
co(x) = tan(x).
1 sin?(z) . 2sin?(x)—1
Tcos(@) + s, = C1COSTHCoSINT+ 5~ —

T

A (z)e™™ + dy(z)ze ™ =0
A@)(—e )+ d(z)e (1 —x) = lnx
c(x) = —xdy(z) = —xlnz

/
1
¢

() =Inzx

22
c1(z) = —Z(anm -1)

co(z) =xzlnz — .

Tl 4 %e*xa@ Inz.

Hom: FS: {e%,e?*}, yg = c1€” + coe?®

yp = c1(x)e” + ca(x)

eQ:p

cy(x)e” + ch(x)e*™ =0

6390
cy(x)e® 4 2¢y(z)e*® = T+ e
/ T/ _62x
ci(r) = —e"cy(x) = e+ 1
i
, €
cz(@) = er 41

c1(z) = —e" +In(e” + 1)
co(x) = In(e® + 1).

= cjcosx+cysinzr—

cos(2x)
2cosx




£) 4 — 4y +y = e*/2\/1 — 22
Hom: FS: {ex/Q,xexﬂ}, yp = 12 4 come™/?
yp = 1 (ac)ex/2 + cz(av)a:egﬁ/2

& (z)e™? + cy(z)ze™? = 0

()2 )2 4 cy(x)e™?(1 + 2/2) = e*/2\/1 — 22

cd(r) = —xch = —x\/1— 22
h(r) =v1— 22

c(z) = %(1 — 1%)3/2

co(z) = %(ac\/ 1 — 22 + arcsin(z)).



