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6. Cviceni

1. Bud f(z) = arctanz , x € R. Ukazte, 7e pomoci
d(z,y) = |f(z) = f(Y)], (z,y €R)
je na R definovana metrika. Srovnejte konvergenci vzhledem k této metrice s klasickou konvergenci.

2. Bud (X, d) metricky prostor. Dokazte pro libovolnd x,y, z,u,v € X plati

a) ]d(:z:,z) - d(y,Z)‘ < d(l‘,y),
b)  ld(x,y) — d(u,v)| < d(z,u) +d(y,v).

3. Ukazte, Ze pomoci

[zl o= fza] 4 [zo] + ..+ 2]
und ||zlec = max{|x;|:1=1,2,3,...,n}
jsou na R™ definovany dvé normy (z = (21, 22,...,T,) € R") .

Ukaite, e posloupnost {z"} konverguje k x° vzhledem k ||.||1, pravé kdy# konverguje k 2° i vzhledem
|- ffoo-
Nacrtnéte pro tyto normy v R? mnoziny {z = (z1,22) € R?, ||z| < 1}.

4. Bud (X,d) metricky prostor. Dokazte, ze sjednoceni libovolné mnoha a prunik konefné mnoha

otevifenych mnozin je oteviend mnozina. Dokaze, Ze prinik libovolné mnoha a sjednoceni konecné
mnoha uzavienych mnozZin je uzaviend mnozina.

5. Bud (X, d) metricky prostor a (z,),>1 konvergentni posloupnost v X. Dokazte, Ze jeji limita je urcena
jednoznacné.

6. Necht 1 <p < co. Pak

b, = {(xn)nzl el = (i |xi|p> Up < oo}
i=1

log = {(xn)nzl 2]l oo := sup |zi] < oo}.
1€EN

Dokazte, ze £1 C ¢o C l5 a obé tyto inkluze jsou vlastni.
*Podaif se Vam najit posloupnost bodii (z"),>1 z ¢1 (tedy posloupnost posloupnosti!) a x € ¢; takové,
aby

lim ||z" — z||co = 0,

n—oo

ale (z™) nekonverguje k = v ¢;.

7. Bud —o0 < a < b < co. Vybavme prostor spojitych funkei na intervalu [a, b] normou

170=( [ 1)

(i) Ukazte, ze || - || je skute¢né norma na této mnoziné.
(ii) Ukazte, Ze takto normovany prostor neni tplny (tj. neni Banachuv).

8. Bud f(x) = i—ﬁ, 1<z <2,
(i) Ukazte, ze f je kontraktivni zobrazeni [1,2] do téhoz intervalu. Ur€ete Lipschitzovskou konstantu
tohoto zobrazen{
(ii) Kolik iteraci je zapotiebi, abychom z bodu zp = 1.5 doséhli pevného bodu tohoto zobrazeni s
pFesnosti alespoin 10737
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. Pro funkci f spojitou na intervalu [0, 1/2] uvazujeme zobrazeni

l\.')M—t

x)::l—&—/xf(t)dt, 0<z<
0

K tedy prifazuje kazdé funkci f jinou funkci, a sice K f. Ukazte:

(i) K zobrazuje Banachiv prostor spojitych funkci na [0,1/2] (s maximovou normou) do sebe samého.
(ii) K je kontraktivni. Urcete jeho Lipschitzovskou konstantu.

(iii) Spoctéte pevny bod zobrazeni K pomoci vhodnych iteraci. Zvolte jako pocateéni vektor funkci
f(z)=0.

Napovéda: V jakém vztahu je derivace pevného bodu a toho pevny bod sam?

(iv) Zvolte jako pocatecni vektor funkci f(x) = sinx a udejte pocet iteraci, které zaru¢uji chybu nejvyse
<1073

Nahradte v pfedchozi tiloze zobrazeni K pomoci

N

K*f(w)::1+/xtf(t)dt, 0<z<

0

dokazte existenci pevného bodu a najdéte jej!

Bud

K =A{fec(o1]):[lfl <1},
A={fe€C(0,1]): f je monotonni neklesajici},

B={feC([0,1]): f je 1-Lipschitzovsky spojita, t.j.|f(z) — f(y)| < |x —y| pro v8echna z,y € [0,1]}.

Ukazte:

(a) Aa B jsou uzaviene v C([0, 1]).
(b) A° = B° = 0.

(c) K N A neni kompaktni.

(d)* K N B je kompaktni.

Bud (X, d) metricky prostor. Ukazte, ze

a) Dokazte, 7e sjednoceni libovolné mnoha a priinik kone¢né mnoha otevienych mnozin je oteviend mnozina.

b) Dokazte, ze prunik libovolné mnoha a sjednoceni koneéné mnoha uzavienych mnozin je uzaviena mnozina.

c) Pro uzaviené a disjunktni mnoziny A a B existuji vzdy také oteviené a disjunktni
mnoziny U aVs ACUaBCV.

d) Vzdéalenost dvou uzavienych disjunktnich mnoZin mtiZze byt nula.

e) Ale d(A, K) > 0, pokud je A uzaviend, K kompaktni a AN K = ).

f) Pro kazdou mnozinu M # () a kazdé € > 0 je mnozina U := {z € X : d(x, M) < €} oteviena.

Bud (X,d) aplny metricky prostor a (Ay)z,, posloupnost neprazdnych uzavienych mnozin a Ag DO

A1 D Ay D ... adiam A — 0 (k — o0). Ukazte, ze () Ax # 0.
k=0
Je mozné predpoklad diam Ay — 0 (k — oo) vynechat?

Bud (X, d) metricky prostor a {z,} cauchyovska posloupnost v X, ktera ma podposloupnost {z,, } s
Zn, — 2, x € X. Dokazte, Ze pak i {z,,} konverguje k x.

Dokazte:

a) Uplny podprostor metrického prostoru je uzavieny.

b) Uzavieny podprostor uplného metrického prostoru je tplny.

¢) Kompaktni prodprostor je aplny.



16. Dokazte: Zobrazeni f : X — Y (X,Y metrické prostory) je pravé tehdy spojité, pokud je vzor
fYG) = {z € X : f(z) € G} kazdé oteviené (uzaviené) podmnoziny G prostoru Y oteviend
(uzaviena) podmnozina prostoru X.

17. Pro kompaktni podmnozinu M metrického prostoru X definujeme d(x, M) = inf d(z,2), z € X.

zeM
Dokazte:

a) d(x,M)>0 pro x & M. D) Infinum se nabyva. c¢) Funkce f(x) = d(xz, M) je spojita.



