Matematicka analyza pro fyziky II
LS 2015/16, MFF UK

6. Cviceni

1. Bud f(z) = arctanz , x € R. Ukazte, Ze pomoci

d(z,y) = |f(x) = f(y)], (x,y € R)

je na R definovana metrika. Srovnejte konvergenci vzhledem k této metrice s klasickou konvergenci.

Eine Metrik muss folgende 3 Eigenschaften erfiillen:

(a) d(z,y) >0und d(z,y) =0 x =y
(c) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y)

Jetzt priifen wir das nach:

(a) d(x,y) > 0 ist klar (durch den Betrag). d(z,y) = 0 < = = y gilt, da arctan eine streng monoton
wachsende Funktion ist und damit injektiv.

(b) d(z,y) = d(y, z) ist offensichtlich erfiillt.

(c) d(z,y) < d(x,z)+d(z,v): Wir setzen a* = arctan z,b* = arctany und ¢* = arctan z. Klar ist, dass
a*,b*, c* € R. Fiir beliebige reelle Zahlen gilt aber: |a — b|] < |a — ¢| + |¢ — b| (Dreiecksungleichung

im Reellen). Damit gilt es auch fiir die Werte a*, b*, ¢*.

Also ist d(z,y) = | arctan x — arctan y| eine Metrik.

Eine Folge {z,}, heift nun konvergent gegen z, falls d(zy, x) "% 0. Um die Konvergenzen zu vergle-

ichen, benétigen wir folgende Ungleichung.

<1 = Jarctanx — arctany| < |z — y|

arctan x — arctany ’

r—y

'1+§2

Nun folgt: Wenn {z,}, gegen x konvergiert, so strebt |z, — x| gegen 0 und somit gilt |arctanz,, —
arctan x| "3 0. Also ist jede konvergente Folge bzgl. der {iblichen Metrik auch in dieser Metrik
konvergent. Fiir die Umkehrung benutzen wir einen Satz aus Analysis 1: Ist eine Funktion h stetig, so
gilt x,, = x = h(x,) — h(z). Wir wissen, dass die Funktion tanz auf (-7, %) stetig ist. Nun nehmen

272
wir eine Folge aus R die beziiglich der arctan-Metrik konvergiert, d.h.
|arctan z, —arctanz | — 0
—_——
Yn Y

Dabei sind yn,y € (=%, 5) und y, — y. Also gilt tany, — tany, d.h. z, — z.

Die Konvergenzbegriffe sind zwar gleich, aber bzgl der arctan-Metrik ist R nicht mehr vollstéandig. Z.B.
ist #,, = n eine Cauchyfolge, da | arctan x,; — arctanx, | — 0, aber diese Folge ist nicht konvergent
(da der Grenzwert oo nicht zu R gehort).

2. Bud (X, d) metricky prostor. Dokazte pro libovolna x,y, z,u,v € X plati

a) |z, 2) —d(y,2)| < d(z,y),
b) ’d(xay) - d(“vv)’ < d(x7u> +d(yav)'

zZu a)



b d(l’, Z) < d(:c,y) + d(ya Z) < d(ZL‘, Z) - d(y7 Z) < d($, y)
o d(y,z) <d(y,x) +d(z,2) & dly,z) — d(z, 2) < d(z,y)
e da beide Ungleichungen immer zutreffen, folgt |d(z, z) — d(y, 2)| < d(z,y)

zu b) (* bedeuted Dreiecksungleichung fiir reelle Zahlen)

a) *
d(z, u)+d(y, v) = |d(z,y)—d(y, w)|+|d(y, u)—d(u,v)| > |d(z, y)—d(y, u)+d(y, u)—d(u,v)| = |d(z, y)—d(u, v)]

. Ukazte, Ze pomoci

[zl = Joa| + w2 + ... + |zl
und ||z)lec = max{|x;|:1=1,2,3,...,n}
jsou na R™ definovany dvé normy (z = (x1,z2,...,2,) € R") .

Ukazte, ze posloupnost {z"} konverguje k x° vzhledem k ||.||1, pravé kdyZ konverguje k 2° i vzhledem
K[ floc-

Nacrtnéte pro tyto normy v R? mnoziny {z = (z1,22) € R?, ||z| < 1}.

Die Dreiecksungleichungen fiir die beiden Ausdriicke beruhen auf der Dreiecksungleichung fiir den Ab-

solutbetrag. Die anderen Normeigenschaften sind mehr oder weniger trivial. Der Vergleich der beiden
Konvergenzbegriffe beruht auf den Ungleichungen

[12]loo < 2|l < nl|2]|oo -

. Bud (X,d) metricky prostor. Dokazte, Ze sjednoceni libovolné mnoha a prinik konetné mnoha
otevifenych mnozin je oteviend mnozina. Dokaze, ze prinik libovolné mnoha a sjednoceni konecné
mnoha uzavienych mnoZin je uzaviend mnozina.

. Bud (X, d) metricky prostor a (x,)n>1 konvergentni posloupnost v X. Dokazte, Ze jeji limita je uréena
jednoznaé¢né.

. Necht 1 < p < 0c0. Pak

l, = {(mn)nzl Hzllp == (i |xi|p>1/p < oo}
i=1

loo = {(xn)n21 |2]loo := sup |zi] < oo}.
iEN

Dokazte, ze €1 C lo C fo a 0bé tyto inkluze jsou vlastni.
*Podaii se Vam najit posloupnost bodi (z"),>1 z ¢1 (tedy posloupnost posloupnosti!) a x € ¢; takové,
aby

lim ||2" — x|l =0,

n—oQ

ale (z™) nekonverguje k z v ¢;.

. Bud —00 < a < b < co. Vybavme prostor spojitych funkef na intervalu [a, b] normou

170=( [ 1)

(i) Ukazte, ze || - || je skute¢né norma na této mnoziné.
(ii) Ukazte, ze takto normovany prostor neni tplny (tj. neni Banachtv).
Zu (i):

Es ist zu zeigen, daf

(a) ||f]|=0 = f(x) =0 fiir alle x € (a,b),



(b) [|1Af]l = |A| - |If]| fiir alle stetige Funktionen f und alle A € R,
) IIf +gll < IIfl] + |]gl| fiir alle stetige Funktionen f und g.

Zu (a) Wir nehmen an, es gibt ein 29 € (a,b), so dak f(zo) # 0. Dann gibt es ein §-Umgebung des
|f ( o)l

Punktes xqg, wo | f| groker ist als . Folglich ist

Zu (b) - trivial
Zu (c) Es gilt (Holdersche Ungleichung)

[ < ([ 116 d)/( IR

Wir multiplizieren diese Ungleichung mit 2 und addieren zu beiden Seiten den Ausdruck

b b
/ ()2 + / g() .
So erhalten wir

/|f +g(x 2dx</ |f(x 2d:r—|—/ lg(x 2dx—|—2/ |f(z z)|da
< !( / ) ) " ( / o(o)dr) 1/2]
Zu (ii):

Wir beweisen es fiir a = —1, b = 1. Natiirlich kann man alle die Betrachtungen durch entsprechende
Dilatationen und Translationen auch fiir beliebige a < b durchfiihren.

1/2

Sei fiir allen € N

-1 -1<z<-3i
fn(x) =< nx %Sxﬁ%,
1 L<g<i
n
und
-1 z <0,
sgn(z) =<0 x =0,
1 x>0

Die Dreiecksungleichung liefert

2 2
|fn—fm|sw|fn—sgn\|+\|sgn—fm|=\/;ﬂ/% 1)

Die Folge {f,}22, ist also eine Cauchy-Foglge bzg. der Norm || - ||.
Nehmen wir an, dalk der Raum der stetigen Funktionen mit der Norm || - || vollstdndig ist. Dann gibt
es eine stetige Funktion f mit ||f, — f|| — 0. Fiir die muss aber gelten

1f = sgnl| < [If = full +||fn — sgnl]|

—_— ————
—0 —0

und folglich ||f — sgn|| = 0. Analog zu (i)(a) zeigt man, dass dann f(x) = —1 fiir z € (—1,0) und
f(z) =1 fiir x € (0,1). Das kann aber keine stetige Funktion erfiillen.

Bemerkung: Man iiberlegt sich, daf die Dreiecksungleichung auch fiir unstetige Riemann-integrierbare
Funktionen gilt. Das berechtigt (1).



8. Bud f(x) = ;—ﬁ, 1<z<2
(i) Ukazte, 7e f je kontraktivni zobrazeni [1,2] do téhoZ intervalu. Urcete Lipschitzovskou konstantu
tohoto zobrazeni
(ii) Kolik iteraci je zapotfebi, abychom z bodu xzgp = 1.5 dosahli pevného bodu tohoto zobrazeni s
presnosti alespoii 10737

Zu (i): Es gilt

1 1 3 4
=1 () = ———5 <0 1)==< 2) = .
f@ =14 F@=—aE<0 f=3  f@=j
Die Funktion f ist also monoton und f([1,2]) = [3,3] C [1,2].
Die Abschitzung
11 ' B |z — y| <Ly
z+1 y+1| @+)+1 -4t Y

zeigt, daf die Kontraktionskonstante kleiner gleich i ist. Durch x = 1,y = 1 + € zeigt man, daf das
auch die beste Konstante ist.

Zu(ii):
Die Fixpunktgleichung lautet

also x = /2. Iterationsfehler

k
«
| — V2| < 1—a|$1_$0’

wobei g = % und 1 = % Wir suchen also k£ € N, so daf

aF | | 1 1 _ 1
T1— 20| = 57— < 7=
L7200 = k=130 ™ 103

11—«
Das ist fiir alle & > 4 erfiillt.

9. Pro funkci f spojitou na intervalu [0, 1/2] uvazujeme zobrazeni

N

/Cf(x)::1+/0xf(t)dt, 0<z<

K tedy pritazuje kazdé funkci f jinou funkci, a sice K f. Ukazte:

(i) K zobrazuje Banachiv prostor spojitych funkei na [0,1/2] (s maximovou normou) do sebe samého.
(ii) K je kontraktivni. Urcete jeho Lipschitzovskou konstantu.

(iii) Spo¢téte pevny bod zobrazeni K pomoci vhodnych iteraci. Zvolte jako pocateéni vektor funkci
f(z)=0.

Napovéda: V jakém vztahu je derivace pevného bodu a toho pevny bod sam?

(iv) Zvolte jako pocatecni vektor funkci f(x) = sinx a udejte pocet iteraci, které zaru¢uji chybu nejvyse
<1073

Zu(i): Nach dem Hauptsatz der D/I Rechnung ist £f stetig.
Zu(ii):

ICf = Kgl| = sup

xE[O,%}

2

/ N0 —g(t)dt\ =gl

o = 5 ist auch die beste Konstante (f(z) = 1,g(z) = 0).
Zu(iii):



fo=0
filx)=Kfo=1
folz) =Kfi=1+z

2
fs(x)ZKf2=1+w+x—

2
2 3
file)=Kfs=1+a+ 5 +5

Diese Folge konvergiert offensichtlich gegen f(z) = e®. Diese Funktion erfullt wirklich die Identitét
T
f@ =1+ [ 1w
0

Durch Induktion beweisst man
n > i+1
—1)J
fn+1:’Cfn:1+.%'+--~+x—+ (=1)

n! = (27 +n)!

2j+n

Folglich ist
k=1 . .
! (1)t
e = A@I< 1l =S5+ I3 it

; !

par = (25 +n)!

e” e 9—k+1

< sup i \k[' '
zef0,3] ¥ ! (k+1)!

Fiir alle & > 7 ist der Fehler schon kleiner als 1073.

. Nahrad'te v pfedchozi tloze zobrazeni K pomoci

)

N

/C*f(a:):zl—i-/owtf(t)dt, 0<z<

dokazte existenci pevného bodu a najdéte jej!

Wir suchen eine Funktion y mit

22
also y/(z) = xy(x). Die Losung kann man erraten: y(z) =e 2 .
Man kann auch fo(z) = 0 setzen und durch Induktion
x
for1 =Kfn=>_ 27l
j=0

beweisen.



11. Bud

K ={fec(o,1]):[[fl]l <1},
A={feC([0,1]) : f je monotonni neklesajici},

B={feC(0,1]) : f je l-Lipschitzovsky spojita, t.j.|f(z) — f(y)| < |xr —y| pro vSechna z,y € [0,1]}.

Ukazte:
(a) A a B jsou uzaviené v C([0,1]).
(b) A° = B° = 0.

(c) K N A neni kompaktni.
(d)* K N B je kompaktni.
Zu a)

Wir zeigen, dafs A abgeschlossen ist. Sei { f,,}°2 ; eine Folge Funktionen aus A, die in dem Raum C(][0, 1))
konvergiert, d.h. f,=Xf. Es ist zu zeigen, dafs f in A liegt. Fiir < y folgt aber sofort

f ist also auch monoton nicht fallend, folgend liegt sie in A.

Wir zeigen, daf B abgeschlossen ist. Sei {f,}72, eine Folge Funktionen aus B, die in dem Raum
C(]0,1]) konvergiert, d.h. f,=f. Es ist zu zeigen, da f in B liegt. Fiir alle z,y € [0, 1] gilt aber

[z =yl = [fulz) = fuly)] = [f(z) = f(y)]-

Zu b)
Sei f € A°. Es gibt also € > 0, so dak B(f,e) C A. Wir bezeichnen a = f(1) — f(0) > 0. Dann gilt

o= 1w - 50 = 0 - £ (2w s () 4w (2) - o)

n

Es gibt also ein k£ € {0,1,2,...n — 1} mit

k+1 k
f ( :L_ > —f <n> < % < % (fiir n gross genug).
Wir betrachten die Funktion
0, 0<t <k
g(t) = { —qne(t—3), L <t<HR
3 k41
—15 ostsl

Es gilt

(a) [lgIC([0,1])]] = fe <e.
(b) Folglich ist f + g € B(f,¢).
E+1 k e 3
@ Gra () - rra(F) <5 -Se<o
f + g liegt also nicht in A, ein Widerspruch.
Sei f € B® und ¢ > 0 mit B(f,e) C B. Dann ist fiir



f+g¢€ B(f,e), aber

€ E € €
bl 0> - =2
(F+9) (5) - +9O) =5 -2 =2
f + g liegt also nicht in B, ein Widerspruch.
Zu c)
Man betrachtet die Folge
0, 0<t< 5,
fll) = 2"t = 30), <t <
1 L <¢<1.

Alle fp,n=1,2,... liegen in A und ||f,, — fi|| = 1, falls n # m. {f,}72, besitzt also keine konvergente
Teilfolge.

Zu d)

Die Aufgabe folgt aus dem Satz von Arzela-Ascoli (siehe z.B. D. Werner, Funktionalanalysis, 5. Auflage,
Seite 68).

Direkte Losung von dieser Aufgabe kopiert eigentlich den Beweis von diesem Satz. Man betrachtet die
Folge

200 =0, z01=1,
1
1,0=0, z11= 3 T2= 1,
0 1 1 3 1
To0 = To1 = —, @T22= o, To3=—, To4=
b 47 2’ 47

usw.

Weiter betrachten wir eine beliebige Folge {f,}5°, C BN K.

n=1
Man sieht, daf die Folge f1(0), f2(0), f3(0),... eine beschrénkte Folge reeller Zahlen ist. Nach dem Satz
von Weierstrass (Analysis 1.) besitzt sie eine konvergente Teilfolge, fY(0), f9(0), f(0),..., f2(0) —

1
£(0). Man kann zusitzlich voraussetzen, dak |f0(0) — f(0)] < o0 Die Folge f(1), f2(1), f2(1),...

ist wieder eine beschrinkte Folge reeller Zahlen und besitzt eine konvergente Teilfolge, z.B.
1

Q) f3 (), fA(), .o, fE (1) — £(1), wieder mit |fL(1) — f(1)] < on Induktiv konstruiert man Folgen

ff, féﬂ f?{“, ... mit Folgenden Eigenschaften:

(a) fF,f¥ fk ... ist eine Teilfolge der Folge {f,}52;.

(b) fF(zkn) ist konvergent fiir i — cound n = 0,1,...,2% und den Grenzwert bezeichnet man f(zy ).
1
(©) | (@rn) — f(zpn)] < 5 fir alle i €N, alle k € Nund alle n. = 0,1,..., 2k,

Dadurch wird gleichzeitig eine neue Funktion f auf den Stellen x ,, definiert.

Die gesuchte konvergente Teilfolge definiert man dann durch Diagonalpriznip. g1 = fll, g = f22, g3 =
f3,.... Wir beweisen jetzt, dak diese Folge gleichmiiRig konvergiert.

Sei € > 0 eine beliebige positive reelle Zahl. Wir finden ein kg € N so, daf
19;(t) — gk(t)] < e
fiir alle ¢t € [0,1] und alle j > k > ko gilt.
Zu jedem t € [0, 1] gibt es ein zy, mit |t — x| < Qik: Wir benutzen folgende Abschitzung

19;(t) — gD < 19;() — g5 (@rn)| + 195 (Thn) — gk (@h0)| + |96 (Thn) — gr ()]
I II II7




12.

1 1
Aus der 1—Lipschitz-Stetigkeit folgt I < ok und 11T < oF IT kann man aber durch die Bedingung (c)
Abschiitzen (g; = f7 ist niihmlich gleich f¥ fiir ein .J > k):

1 1

IT = \gj(xkm) — gk (@en)| <195(@km) = f(@rn)| + | f(@rn) — gp(@rn)] < o5+ or

Insgesamt ist |g;(t) — gi(t)] < ;ik < ¢ fiir ko gross genug. Die Folge {g;} konvergiert also gleichméfig.
Den Grenzwert bezeichnen wir wieder mit f und nach (a) liegt f wieder in BN K.

Bud (X, d) metricky prostor. Ukazte, ze

a) Dokaite, ze sjednoceni libovolné mnoha a priinik kone¢né mnoha otevfenych mnozin je oteviend mnozina.

b) Dokazte, 7e prinik libovolné mnoha a sjednoceni kone¢né mnoha uzavienych mnozin je uzavienid mnozina.

c) Pro uzaviené a disjunktni mnoziny A a B existuji vzdy také oteviené a disjunktni
mnoziny U aVsACUaBCV.

d) Vzdalenost dvou uzavienych disjunktnich mnozin miZe byt nula.

e) Ale d(A, K) > 0, pokud je A uzaviend, K kompaktni a AN K = 0.

f) Pro kazdou mnozinu M # ) a kazdé € > 0 je mnozina U := {z € X : d(z, M) < €} oteviena.

n
zu a) A; i € I seien beliebige offene Mengen. A = (| 4; und B = |J A4;. Wir wissen: Eine Menge ist
- i=1 i€l
dann offen, wenn es um jedes Element der Menge eine offene Kugel gibt, die noch ganz in der Menge
liegt.
o Wir zeigen: A ist offen.

1. Fall: A = () ist offen
2. Fal: r € A=2x €A, Vi=1,..,n=ViJe mit K, (x) C A; da A; offen = fiir €* = min{ey, ..., €, }
folgt Kex(x) C A; Vi = Ke-(x) C A
o Wir zeigen: B ist offen.

1. Fall: B = () ist offen
2. Fall: x € B = 3" mit € A; = Je mit K.(z) C A+ da A« offen = K (x) C B

Also finden wir um alle Elemente von A und B offene Kugeln, die ganz in der Menge liegen.

zu b) 0.B.d.A. A und B nichtleer. AN B = () = A°N B¢ offen

NunseiU={x € X:2x € Aoderd(z,A) <d(z,B)} ={re€ X :d(z,A) <d(z,B)} V={zxeX:z¢€
B oder d(x,A) > d(z,B)} = {x € X : d(x, A) > d(z, B)}. Diese Mengen sind disjunkt und A C U und
B C V. Diese Mengen sind auch offen, denn es gilt:

reU = d(z,A) <d(z,B) = Kiq B)—d(A)(r) CU (analog fiir V).

zuc) ZB. My = {(z,y) € RZ: 0>y > -1, 2 >0} und My = {(z,y) ER?: 1 >y >e % x>0}
Beide Mengen sind abgeschlossen und disjunkt, haben aber offensichtlich (im Unendlichen) Abstand 0.

zu d) Nach Aufgabe 5c¢) der 20. Serie, ist d(A,z) eine Stetige Funktion. Nach der Vorlesung
gilt nun: Da K kompakt ist, gilt:

drx € K@ d(A,z%) = d(A, K).

Nun nehem wir an d(A, zx) = 0:
Hantn C At d(zn,2%) <1 = 2* ist Hiufungspunkt von 4 = 2* € A

Das ist aber ein Widerspruch zu AN K = (), also muk d(4,z*) = d(A4, K) > 0 sein.



13.

14.

15.

zu e) Es gilt:
U={zeX:dzM) <e¢={zcX: dxzy <eyecMy=J{zeX:dzy <= ] Kv).
yeM yeM

U Ke(y) ist die Vereinigung offener Kugeln und ist nach a) auch offen.
yeM

Bud (X,d) aplny metricky prostor a (Ay)s,, posloupnost neprazdnych uzavienych mnozin a Ag DO

A1 D Ag D ... adiam A — 0 (k — o00). Ukaite, ze () Ax # 0.
k=0
Je mozné predpoklad diam Ay — 0 (k — oo) vynechat?

Da Ay nichtleer ist, konnen wir ein beliebiges Element daraus wéhlen. So bekommen wir eine Folge
{zn}n. Da Ag D A1 D Ay D ... gilt, folgt
{zn}ol, C Ay Vk. (2)
Weiterhin wissen wir, dass
d(.’En, :L‘m) < diam Amin{m,n}

ist. Da aber diam Ay — 0 (kK — oo) folgt, dass {x,}, eine Cauchyfolge ist. Jede Cauchyfolge ist in
einem vollstdndig metrischen Raum konvergent, also wissen wir: J32* € X mit z, — x und damit
d(xn,z*) — 0. Wegen (2) ist z* ein Haufungspunkt aller Mengen Ay, also (da Ay abgeschlossen)

(o] (o]
x* € Ag. Damit ist aber 2* € [ A also [ Ag # 0.
k=0 k=0

diam Ap — 0 (kK — oo) ist wesentlich, denn: Ay = {& € R : x > k} erfillt alle Voraussetzun-
gen, es gilt lediglich
diam Aj = oo Vk.

Es gilt jedoch
m Ak = (bv
k=0

da es keine reelle Zahl gibt, die grofier als alle natiirlichen Zahlen ist.

Bud (X, d) metricky prostor a {z,} cauchyovska posloupnost v X, kterd ma podposloupnost {z,, } s
Tn, — 2, x € X. Dokazte, Ze pak i {z,,} konverguje k x.
Es sei € > 0. Wir wihlen eine natiirliche Zahl K mit d(zy, ,z) < % fiir £ > K und eine natiirliche Zahl

N mit d(xp, zm) < frace2 fir n,m > N . Aus der Teilfolge {x,, } wihlen wir ein Element mit k£ > K
und ng > N . Dann gilt fiir n > N

d(zp,x) < d(zp, xn,) + d(xy,, ) < % + % =e.

Dokazte:

a) Uplny podprostor metrického prostoru je uzavieny.

b) Uzavieny podprostor uplného metrického prostoru je tuplny.

¢) Kompaktni prodprostor je aplny.

a) Es sei {z,} eine Folge aus M, die gegen ein Element = des metrischen Raumes konvergiert. Weil sie

konvergiert, ist sie eine Cauchy-Folge, und weil M vollstéindig ist, muss sie gegen ein Element aus M
konvergieren. Da der Grenzwert eindeutig bestimmt ist, liegt also der Grenzwert « in M.

b) Es sei {z,} eine Cauchy-Folge in M. Da der gesamte Raum vollstdndig ist, muss sie konvergieren.
Weil M abgeschlossen ist, muss dieser Grenzwert zu M gehdren.

c) Es sei {z,} eine Cauchy-Folge in M. Da M kompakt ist, enthilt sie eine Teilfolge, die gegen ein
Element x in M konvergiert. Dann konvergiert auch die gesamte Folge {z,} gegen x (siche Aufgabe 2).



16.

17.

Dokazte: Zobrazeni f : X — Y (X,Y metrické prostory) je pravé tehdy spojité, pokud je vzor
fYG) = {z € X : f(z) € G} kazdé oteviené (uzaviené) podmnoziny G prostoru Y oteviend
(uzaviena) podmnozina prostoru X.

Es sei f stetig, G offen und zg € f~}(G). Wir wihlen eine positive Zahl ¢ mit y € G fiir alle y
mit dy (y, f(xo)) < e. Ferner wéhlen wir eine positive Zahl ¢ mit dy (f(x), f(xo)) < ¢ fiir alle = mit
dx(x,z0) < 6. Dann impliziert dx (x,zo) < ¢ die Ungleichung dy (f(z), f(x0)) < € und somit f(x) € G,
d. h. x € f71Q), f~1(G) ist also offen. Umgekehrt sei 29 € X,e > 0 und G = {y : dy (v, f(20)) < €}.
Bekanntlich ist G offen und damit auch f~!(G). Offenbar ist zo € f~!(G). Wir wihlen eine positive
Zahl § mit {z : dx(z,79) <} C f~1(G). Dann impliziert dx(z,r9) < & die Aussage f(z) € G und
damit dy (f(z), f(xo)) < e, also ist f stetig im Punkt z¢, der beliebig vorgegeben war. Die analoge
Charakterisierung der Stetigkeit mit abgeschlossenen Mengen beruht dann auf der Tatsache, dass das
Komplement des Urbildes einer Menge das Urbild des Komplementes dieser Menge ist.

Pro kompaktni podmnozinu M metrického prostoru X definujeme d(z, M) = Ziéljgl d(z,z), z € X.
Dokazte:

a) d(z,M)>0 pro x ¢ M. D) Infinum se nabyva. c¢) Funkce f(z) = d(x, M) je spojita.

a) Das Gegenteil d(z, M) = 0 wiirde entsprechend der Definition des Infimum die Existenz einer Folge
{zn} in M mit nlLH;O d(x,x,) = 0 implizieren. Weil M abgeschlossen ist, wiirde daraus x € M folgen,
was x € M widerspriche.

b) Jede stetige Funktion auf kompakter Menge nimmt ihr Infimum Infimum an, insofern ist b) eine
Folgerung aus c).

c) Wir zeigen die Stetigkeit im Punkt xg. Aus der Dreiecksungleichung
d(z,y) < d(z,z0) +d(zo,y) Yye M
folgt zunéchst
d(x, M) < d(z,x0) + d(zo,y)
und danach auch
d(xz, M) < d(z,x0) + d(zg, M),
oder
d(z, M) — d(xo, M) < d(z, x9).
Aus Symmetriegriinden muss dann genauso
d(xo, M) — d(z, M) < d(x,x)
gelten, insgesamt also
|d(2, M) — d(wo, M)| < d(=,x0).

Daraus ist die Stetigkeit von f im Punkt xy abzulesen.



