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7. Cvi£ení
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1. Rozhodn¥te, zda jsou funkce

a) f(x, y) =


3x2y − y3

x2 + y2
pro (x, y) 6= (0, 0)

0 pro (x, y) = (0, 0)

b) f(x, y) =


sin(x3 + y4)

x2 + y2
pro (x, y) 6= (0, 0)

0 pro (x, y) = (0, 0)

c) f(x, y) =


e−1/x

2
y

e−2/x2 + y2
pro x 6= 0

0 pro x = 0 und y ∈ R

spojité v bod¥ (0, 0).

2. Ukaºte, ºe platí lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2)x
2y2 = 1 .

3. Je dána funkce f(x, y, z) = 1√
x2+y2+z2

.

Ukaºte, ºe platí
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
= 0 pro (x, y, z) 6= (0, 0, 0).

4. Spo£t¥te v²echny parciální derivace prvního °ádu funkcí

a) f(x, y, z) := z · arctan(x/y) b) f(x, y, z) := x(y
z)

5. Spo£t¥te smí²ené parciální derivace druhého °ádu funkcí

a) f(x, y) := arccos
√

(y/x) b) f(x, y) := x(y
2)

6. V kterých sm¥rech existuje derivace funkce f(x, y) =
√
|xy| v bod¥ (0, 0)?

7. Budiº f(x, y) =


x2y

x4 + y2
pro (x, y) 6= (0, 0)

0 pro (x, y) = (0, 0)
Ukaºte, ºe:

a) V bod¥ (0, 0) existují derivace ve v²ech sm¥rech.

b) f není spojitá v (0, 0).

8. Funkce f : R2 → R je diferencovatelná v bod¥ (x1, x2) ∈ R2, pokud existuje lineární zobrazení L : R2 →
R takové, ºe

lim
(h1,h2)→(0,0)

|f(x1 + h1, x2 + h2)− f(x1, x2)− L(h1, h2)|
||(h1, h2)||

= 0.

Nech´ f(x, y) =


xy√
x2 + y2

pro (x, y) 6= (0, 0)

0 pro (x, y) = (0, 0)

Je f diferencovatelná v bod¥ (0, 0)?



9. Najd¥te te£nou rovinu k funkci f(x, y) = xy v bod¥ (1, 1, 1)!

10. Bu¤ f(x, y) =


0 pro (x, y) = (0, 0)

xy
x2 − y2

x2 + y2
pro (x, y) 6= (0, 0)

Spo£t¥te
∂2f

∂y∂x
(0, 0) a

∂2f

∂x∂y
(0, 0) .

11. Bu¤

f : R3 → R3, f(α, β, γ) = (αβ, βγ, γα)

a

F : R2 → R3, F (x, y) = (x2 + y2, x2 − y2, 2xy).

a) Utvo°te f ◦ F .
b) Spo£t¥te Jacobiho matici Jf◦F v bod¥ (1, 1).

c) Spo£t¥te Jacobiho matice JF (1, 1) a Jf (2, 0, 2) a utvo°te jejich sou£in.

12. a) Nech´ je dáno n bod· (xi, yi) ∈ R2 , i = 1, 2, . . . , n.

Ur£ete p°ímku y = Ax+B tak, ºe f(A,B) :=
n∑

i=1

(yi −Axi −B)2 je minimální.

b) V kterém bod¥ x0 ∈ Rn nabývá funkce f(x) =

p∑
j=1

‖x− aj‖2 (a1, . . . , ap ∈ Rn, p ∈ N) své globální

minimum?

13. Bu¤ f = (f1, f2, f3) a fi = fi(x1, x2, x3), i = 1, 2, 3. Nech´ mají funkce f1, f2 a f3 spojité parciální

derivace prvního °ádu v kaºdém sm¥ru. Pak de�nujeme rotaci vektorového pole f

rot f :=
(∂f3
∂x2
− ∂f2
∂x3

,
∂f1
∂x3
− ∂f3
∂x1

,
∂f2
∂x1
− ∂f1
∂x2

)
a divergenci vektorového pole f

div f :=
∂f1
∂x1

+
∂f2
∂x2

+
∂f3
∂x3

.

Odvo¤te následující identity:

div(grad f) =

3∑
i=1

∂2f

∂x2i
pro f : R3 → R,

rot(grad f) ≡ (0, 0, 0) pro f : R3 → R,

a

div(rot f) ≡ 0 pro f : R3 → R3.

14. Bu¤ f(ξ, η, ζ) spojit¥ diferencovatelná. Dosazením ξ = x2 + y2 , η = x2 − y2 , ζ = 2xy de�nujeme

funkci F (x, y). Spo£t¥te její derivace prvního °ádu.

15. Spo£t¥te Taylor·v polynom 2. °ádu

a) f(x, y) = x2 − 2xy + 3y2 − 2x in (1,−1)
Co lze °íct o zbytku?

b) f(x, y) = x2exy v (0, 1) .

c) f(x, y, z) = sinx cos y ez v (0, 0, 0)



d) f(x, y) = xy v (1, 1).

16. Nech´ je dáno zobrazení f : R2 → R2 f(x, y) =

[
x2 − y2
2xy

]
.

a) Spo£t¥te Jacobiho matici a - tam, kde existuje - její inverzi.

b) Ukaºte, ºe f je surjektivní a ºe kaºdý bod z R2 − {(0, 0)} má práv¥ 2 vzory.

17. Nech´ je dáno zobrazení f : R2 → R2 f(x, y) =
1

x2 + y2

[
x
y

]
.

a) Spo£t¥te Jacobiho determinant f .
b) Ukaºte, ºe f je na R2 − {(0, 0)} lokáln¥ i globáln¥ invertovatelné a najd¥te inverzní zobrazení.

c) Interpretujte zobrazení f geometricky.

18. Nech´ je dáno na R2 zobrazení
x = u(1− v)
y = uv .

Spo£t¥te:

a) obraz jednotkového £tverce [0, 1]× [0, 1] ,
b) Jacobiho determinant,

c) inverzní zobrazení, pokud existuje.


