Matematicka analyza pro fyziky II
LS 2015/16, MFF UK

8. Cvicdeni

1. Rovnici 2% + yz — xy? — 23 = 0 ja dana implicitni funkce z = z(x, %) v okoli bodu (1,1) s hodnotami v
okoli 1. Najdéte jeji Tayloriv polynom druhého Fadu.

F(x,y,z)::zg+yz—my2—x3:0, F(Ll,l)zo’ FZ(1’171)2322+y(111):47é0

Der Satz tiber implizite Funktionen kann angewendet werden. Analog zu Aufgabe 1 wird die Gleichung
F(x,y,z(z,y)) = 0 nach  und y (mehrfach) differenziert. Druch Umstellen erhélt man die partiellen
Ableitungen von z(z,y).

Fy(1,1,1)

1.1) = ——=\ )y
z(1,1) F(1,1,1)

Fy(la 17 1)
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Ryx = _F[FIJ?+ZZ‘F.Z’Z+Z$(FZJ?+FZZZ£I))] 5 Zazx(lal) =0
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Zyy = — [Fyy + ZyFyz + Zy(Fzy + Fzzzy)] ’ Zyy(L 1) = 39
7 32

1 1
7 [Py + 2y Foz + 20(Foy + Fazzy)| , 22y(1,1) = 3

Zpy = ——
4

Damit folgt fiir das Taylorpolynom zweiter Ordnung von z:

Toz(z,y) = 2(1,1) + 2,(1,1) - (2 — 1) + 2,(1,1) - (y — 1) + %zm(l, 1) (z— 1)2 + %Zyy(l, 1) (y— 1)2
+25y(L,1) - (2 = 1)(y — 1)
9 (z-1)(y-1)

y—1 2
= 2oL T y—1)2%—
R RV ) 8

2. Najdéte rovnici teéné roviny k funkci z(z,y) definované implicitné pomoci rovnice 2%/% 4 29/ = 8 v
okoli bodu (2,2, 1) dotykajici se grafu funkce v bodé (2, 2).

Fla,y,z) =27 + 29/ - 8
oF

In2 yln2
2,2,1) = —2v/= . T2 gy/z Y2 — 1602 %0
(2.2,1)

F(2,2,1)=0,
Die Vorraussetzungen fiir die Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen sind gegeben. In einer
Umgebung von (2,2) existiert z(z,y), gegeben durch F. Die Gleichung der Tangentialebene ist dabei
die Taylorentwicklung 1. Ordnung von dieser Funktion z(x,y).

0z F.(2,2,1) 1 2°/2In2 1
2(2,2) =1, —(2,2) =222 = : ==
(2.2) ’ &v( 2) F.(2,2,1) 16In2 z
(2,2,1)
0z F,(2,2,1) 1 2v/%In2 1
7(2’2) - _ — . —
dy F.(2,2,1)  16In2 z
(27271)

Gleichung der Tangentialebene:

ZZZ(272)+82(2,2)'(93—2”22(2,2)-@—2):i$+1

ox Zy



3. Uréete maxima a minima funkce f(z,y) = 42> — 3zy na kruhu K = {(z,y): 22 +9> <1}

Zunichst werden Extrempunkte im Innern von K nach dem bekannten Verfahren gesucht.

grad f(z,y) = (v =3y, ~3x) = (0,0) &  (z.y) = (0.0)
Hy0) = ( _2 —g > , det Hygoy <0 = Hp) indefinit = (0,0) kein Extrempunkt
Nun wird das Verhalten von f auf dem Rand 0K := {(x,y): 2%+ 3? = 1} untersucht.

Wir parametrisieren den Rand mit

z(p) =cosp,  y(p) =sing, ¢ € [-m, 7]

und definieren eine neue Funktion f durch

Offensichtlich gilt

max [ = max z,Y).
we[fﬂ,ﬂf@) (a:,y)Er?Kf( Y)

Wir suchen also Extrempunkte von f.
Die Gleichung
f(¢) = —8cospsing + 3sin® p — 3cos? ¢ =0

fihrt auf

tan(2¢) = —Z.

Diese Gleichung hat 4 Lésungen in [—m, 7]:

1 3
@; = —arctan> + j—, j=—1,0,1,2.

2 4 2
Wir setzen
. . 3 4
sin 2¢g = sin 2¢9 = 5 COs 2(pg = €OS 29 = R
. . 3 4
sin2¢_1 = sin2p1 = 5 cos2¢_1 = cos2¢p; = 5
in 3
f(p) =2(cos(2¢) + 1) — 3 sin 2
ein und stellen fest, dass
f(.y) fla.y) = i f(r.y)= min fz.y) =
max f(z,y) = max T,y = =, min T,y) = min T,y) = —=.
(z,y)eK Y (z,y)EOK Y 2 (z,y)EK Y (z,y)EOK Y 2

Andere Losungsmethode fiir die Aufgabe

s f(z,y)

liefert folgender Satz (Lagrangesche Multiplikatorenregel):

Sei € R™. Die Funktionen
f:Q—->R, g:Q2—>R



seien stetig diff’bar, und f besitze in £ ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g(z) = 0.
Ferner sei ¢'(£) # 0. Dann existiert eine Zahl A, mit denen die Gleichung

) +xg'(€) =0

besteht.

Wir suchen also Losungen folgendes Systems:

H(z,y,\) =42% — 3zy + M\z? +3° — 1)

H
-\ Y, =0or — y+ ‘KB;O
C{(;x A 8 3 2
H
%y(:ﬁ,y,)\) = —3x+2)\y;O
0H
87/\(377?47/\):3324‘(92—1;0

Fasst man die ersten beiden Gleichungen als Gleichungssystem zur Bestimmung von x und y auf, so
existiert nur eine nichttriviale Losung (also (x,y) # (0,0) klar, da (0,0) ¢ 0K), falls die Koeffizienten-
determinante verschwindet.

8+2\ —3| N ) 9
' ", 2/\‘—(8+2/\)2/\—9—0<:>/\+4)\—4—0
1 9

M=5 0 d=—g

Erster Fall:

8r —3y+2Mzx =8z —-3y+z=0 & y=3
1 3
\/10 v 10
1 3 1
):l: a5

f( V10 \/10> 2

l=2?+y*=102* = a=

Zweiter Fall:

8r —3y+2Xr=8r—-3y—92=0 & z=-3
1

Vo °TF
1 (77 *m) -

Aus dem Vergleich der Funktionswerte und dem Wissen, dass die Extrema der stetigen Funktion f auf

der kompakten Kreisscheibe angenommen werden miissen, folgt:

1 3 3 1
+——,+—— ) sind die (zwei) Minima, ——,+—— | die Maxima der Funktion in K.
( V10 v/ 10) ( ) (¥ V10 10)

4. Spoététe vzdalenost bodu (1,—1,0) od rota¢niho hyperboloidu

<

l=a?4+9y>=10> = y=+

ﬁ‘w
l\D\(DO

H = {(z,y,2): 22+ —22=1}.

V eukleidovské normé je vzdalenost bodu (zg, yo, 20) @ mnoziny K definovan jako

d= inf |(z0,y0,20) — (x,9,2)| = inf /(z—20)2+ (y —y0)2 + (2 — 20)2.
(z,y,2)EK (z,y,2)EK ( )
=r(z,y,z




Da r offensichtlich nichtnegativ und stetig ist und fiir beliebig grofe Betrige von z,y und z gegen
Unendlich strebt, ist klar, dass das Infimum tatséchlich angenommen wird. Nach diesem Punkt wird
gesucht. Da die Funktion r? streng monoton wachsend in r ist, fiir » > 0, ist ein Minimum von r immer
auch ein Minimum von r2. Daher wird im folgenden das Minimum der Funktion r2(z,y, z) unter der
Nebenbedingung (z,y, z) € H gesucht

Wir parametrisieren die Flache H durch
x =coshpcosf, y=coshysinf, z=sinhy, peR, 6¢c]|0,2n].
und definieren .
f(,0) = (cosh pcosf — 1) + (cosh psin @ + 1)* + sinh? .

Die Bedingung .
gradf =0

fihrt auf
cosf +sinf =0

und
sinh ¢ - (2cosh ¢ — cos @ + sinf) = 0.

Die einzige Losung ist
und durch Einstetzen folgt

d=+v2—1.

Lésung durch Lagrangesche Multiplikatorenregel:

L(I7y,z,)\) = (l‘—1)2+(y—|—1)2+22+)\(x2+y2_22_1)

oL
8—(x,y,z,)\):2x—2+2/\x;0 & z(l+A)-1=0
x
oL !
a—(aj,y,z,/\) =2y+24+2\y=0 < y(l+A)+1=0
Y
oL
g(x,y,z,/\) =2 -22=0 < 2(1—X) =0
oL
a(m,y,z,/\) =2 4+yP -1 0
A = —1 erfiillt die beiden ersten Gleichungen nicht. Fiir A # —1 gilt aus diesen Gleichungen aber immer:
xr = —y.
1 , 1
z2#£0 = A=1 = x:§:—y = (NB) =z =3 =2¢R
Die einzigen extrempunktverdichtigen Stellen werden also fiir z = 0 berechnet und lauten

1 1
(:t, ¢2,0>. Werden diese Werte in 72(x,y, z) eingesetzt, erkennt man, dass das Minimum tat-

V2

sachlich fiir das obere Vorzeichen gilt und somit erhdlt man den Abstand:

) () )

Aus den Symmetrien des Rotationshyperboloiden (Rotationssymmetrie um z-Achse, Symmetrie
beziiglich der Ebene z = 0) folgt natiirlich auch ohne Rechnung, dass der gesuchte Punkt auf dem Hy-
perboloiden den gleichen Winkel zur z-Achse einschlien muss, wie der Punkt, dessen Abstand gesucht
ist. Also fur (1,—1,0) gilt auch z = —y und das Problem konnte von vornherein um eine Dimension

reduziert werden.



5. Najdéte kandidaty na lokalni extrémy funkce f s udanou vazbou

2 2 2
z
fla,y,z) =2 +° + 2, kde 7+y7+ 5

2 =1 (@a>b>c>0)

Kandidaten fiir relative Extrempunkte der Funktion f(z,y, z) unter der Nebenbedingung g(z,y,2) =0
sind stationdre Punkte der Funktion

H(z,y,2,A) = f(x,y,2) + A\g(x,y, 2)

Hier:
2 2 2
H(w,y,z,/\)=$2+y2+22+/\<x+y+zg—1>
c

a? b2

H 2z A
0 (xy,z)\)*2x+iio & x<1+a2> 0

Ox

%];(fvy,z)\)—Zy+2é/2/\'0 = y<1—|—b);>:()

%Ij(xy,zA)_%erio & z<1+22>=o
%Ij(xy,z)\) 302+3£+22_1_0

x =y = z = 0 ist mit der Nebenbedingung nicht vertriglich. Da a > b > ¢, diese also verschieden sind,
kann A hochstens so gewdhlt, dass einer der obigen Faktoren verschwindet. Daher kénnen nicht zwei
oder gar alle drei Koordinaten # 0 sein.

Es bleibt als einzige Moglichkeit zum Losen des Gleichungssystems, dass genau zwei der Koordinaten
(z,y, z) verschwinden und X entsprechend gewé#hlt wird.

A=-a> = y=2=0, mit Nebenbedingung: z = +a
A=-b = 2=2=0, y==b
A=—* = z=y=0, z=+=4c

Mégliche Extrempunkte von f unter der gegebenen Nebenbedingung kénnen also hdchstens bei
(+a,0,0), (0,£b,0) oder (0,0, £c) liegen.

Bemerkung: Da die Nebenbedingung eine kompakte Menge beschreibt und f dort stetig ist, ist von
vornherein klar, dass f sein Minimum und Maximum annimmt. Welche dieser Punkte das sind, wird
einfach durch Vergleich der Funktionswerte klar:

f(£a,0,0) = a® > f(0,£b,0) = b*> > £(0,0, £c) = ¢

Die Nebenbedingung beschreibt einen Ellipsoid. Die auf diesem Ellipsoid globalen Extrema von f befind-
en sich also bei (+a,0,0) (Maxima) und (0,0, +c) (Minima). Dass (0, +b,0) keine Extremstellen sind,
kann man sich am Funktionsverlauf in der z-y-Ebene bzw. y-z-Ebene verdeutlichen:

22 2 o2 o2
z=0: —S+5=1= a:2:a2—y2—2 = f(x,y,O):a2+—2(bQ—a2)szZf(O,ib,O) (Min.)
a b b b ——
<0
W2 22 2 y?
x=0: —+——1 = 2=y = f(O,y,z)ch—F—(bQ—cQ)§b2:f(0,:|:b,0) (Max.)
b2 b2 2

>0

Stellt man sich einen Ellipsoiden vor, ist es anschaulich klar, dass der Abstand vom Koordinatenur-
sprung (f beschreibt ja dessen Quadrat) auf den Achsen mit minimaler und maximaler Halbachse
extremal wird. (siehe Abbildung)



6. Najdéte lokalni extrémy funkei:
a) f(xz,y) =1— /2% +y* naR?
b) f(x,y) = (42 + y?)e "~ na R?
c) flz,y,2) =23 + 9%+ 22 + 120y + 22 na R3

Praktisches Vorgehen bei der Ermittlung von Extremstellen von Funktionen in mehreren Variablen f: Q C R - R

Abgesehen davon, dass f lokale Extrema eventuell auch in Randpunkten von € bzw. an Stellen, in denen f nicht differenzierbar
ist, besitzen kann, so dass diese gesondert untersucht werden miissen — sieche zum Beispiel Aufgabe a), sind in Hinblick auf lokale
Extremstellen vor allem die Punkte 20 € Q von Interesse, fiir die gilt:

(1) grad f(z°) = 0 (notwendige Bedingung)

D1D1f(2%)  DiD2f(z°) .- D1Dnf(z°)
D2D1f(z%)  D2D2f(%) -+ D2Dnf(a)

(2) Fiir diese Punkte ist die Hesse-Matrix von f: Hf(z?) := . . . zu berechnen.
Dnle(mo) DnDQf(wo) s Dnan(zO)

(3) Tst die auf diese Weise vorliegende Matrix H f(29) positiv definit, so besitzt f an der Stelle z° ein lokales Minimum und
entsprechend, falls H f(x°) negativ definit ist, so liegt an der Stelle 2° ein lokales Maximum vor. Nur diese beiden Fille sind hinrichend
fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums.

(4) Bleibt zu iiberpriifen, ob die Hesse-Matrix von f an der Stelle z° eine dieser beiden Eigenschaften besitzt. Dazu gibt es mehrere
unterschiedliche Kriterien:

e FKin Matrix A ist genau dann positiv bzw. negativ definit, wenn alle ihre Eigenwerte, d.h. alle n Nullstellen des charakteristischen
Polynoms: p(A) = det(A — AI) (I: n-dim- Einheitsmatrix) echt positiv bzw. echt negativ sind.

e Da Hf(2°) aufgrund des Satzes von Schwarz eine reelle symmetrische Matrix ist, kann auch folgendes Kriterium angewandt

werden:

e Der Fall n=2 lisst sich vollstindig klassifizieren:

A = det k=1,...,n: Hf(z®) ist positiv definit <= A >0 (Vk=1,...,n)

(a) detHf(29) > OA fzz(z%) >0 = f hat ein lokales Minimum

(b) detHf(x°) > 0 A foz(2°) <0 = f hat ein lokales Maximum

(c) Im Fall: detH f(z°) < 0 liegt kein Extremum vor, sondern ein Sattelpunkt
(d) Im Fall: detH f(2°) = 0 ist keine Entscheidung mdglich, d.h. er

muss gesondert untersucht werden

zZu a)

Es gilt: f(z,y) =1— 22492 < f(0,0) =1 VY(z,y) € R? = f hat ein lokales Maximum in (0, 0).
f ist in (0,0) jedoch nicht differenzierbar, denn f, bzw. f, existieren in (0,0) nicht.

B _71. - X =TCoSp _
z.B. fo(x,y) = \/m - [ Yy =rsing } CoS
zu b)
o folwy) = zem T (<82 — 2% + 8)
.« f)my) = ye—m2—4y2 (—8y2 — 3222 + 2)

(z,y (16:54 — 4022 + 422y — 2% + 8)
o fuy(z,y) = e~y (64a:3y + 16z2y> — 68:vy)
(z,y) = e~ (64y* + 25622y> — 40y — 3222 + 2)

Bestimmung moglicher Extremstellen: gradf(z,y) =0

fo(zyy) = g~ —4y? (—8z% —2y*+8) =0 z(—82% =2y +8) =0
<~
Fylw,y) = ye™= =4 (—8y* — 3207 +2) =0 y (—8y? — 3222 +2) =0




Fallunterscheidung:

L

0:

*y

—

X

Weitere Félle gibt es nicht, denn:

0: = y=0V -82+2=0 = y==+5 = |P=(0,0)| [P,=(0,3)| |Ps=(0,—3)

0 (bereits erfasst) Vv -822 +8 = 0 = 1z = +1 =
Pi=(1,0)] [P =(-1,0)]

0=—8z2—2y2+8=—-8y2 - 3202 +2 < 242” + 6y +6 >0 Y(z,9) € R*\ {(0,0)}

Uberpriifung und Qualifizierung der Extremwerte mit Hilfe der Hesse-Matrix:

_ | fea(P)  fay(P) }
wpe=| 5 Fe)
Joz | Jyy | Jay

P=(0,0 | -8 | 2

1 15 4
P =(0,3) 2 | e

1 15 4

Py =(0,-3) 2% | o
Py = (1’0) _§ _?
P5 = (_170) _§ _?
— ") =

fxx(Pl) =8>0

= Hf(Py3)

die Eigenwerte der

= H[f(Pys)

] = f besitzt im Punkt P; ein lokales Minimum, da detH f(P;) > 0 und

15
— | 2 04 = f besitzt in den Punkten P, und Ps kein lokales Extremum, da
|0
Matrix: A\ = % und Ay = - unterschiedliches Vorzeichen haben.
_ 16 ,
= 06 30 = f besitzt in den Punkten P, und P; ein lokales Maximum, da

L e
detHf(P4/5) >0 und fxx(P4/5) <0

zu ¢)

o f, =322 +12y
o fy=2y+12x

o f,=22+42

.fxeGx
® fuy =2
.fzz:2

.fa:y:12
.fxzzo
.fyzzo

Bestimmung moglicher Extremstellen: gradf(z,y,z) =0

» =32 +12y =0



fy=2y+12z =0 y = —6x
fo=2+2 =0[  z=-1

} — 322 —-T2x=0

Fallunterscheidung;:

e r=0: — y=0 = ]Plz(o,o,—l)\

o =24 = y=—144 = ]P2:(24,—144,—1)\

Uberpriifung und Qualifizierung der Extremwerte mit Hilfe der Hesse-Matrix:

Joa(P)  fay(P)  foe(P)
Hf(P) = fxy(P) fyy(P) fyz(P)
faz(P) fy(P)  [foe(P)

e In P besitzt f sicher kein Extremum, denn f(P;) = —1 aber f(x,0,—1) =23 —1...

144 12 0
o Fiir Py ergibt sich Hf(Py)=| 12 2 0
0 0 2

Da deren Unterdeterminanten mit Ay = 144, Ay = 144 und As = 288 allesamt positiv sind, liegt
ein lokales Minimum vor.

7. Najdéte lokilni extrémy nésledujicich funkei v uvedenych oblastech:

flay)=at+y* —a2* —2zy —y?, M =R?

50 20

fly) =2’ 6-z—y), M={(x,y):2>0y>0}

1.
ox
M:4y3—2x—2y:0
dy

Tedy 423 = 20+2y = 4y, tedy 22 = y3 atedy i = y. Po dosazeni zpet mame 0 = 423 —4x = 4z (22 —1)
a body s Vf(z,y) = 0 jsou tedy (0,0),(1,1),(—1,—1). Matice parcialnich derivaci je

1222 — 2, -2
10, -2 .. o .. .
Je Hf(1,1) = Hf(-1,-1) = 910 pozitivne definitni, funkce ma tedy lok. minimum. Matice

Hf(0,0) = ( :g’ :; > je indefinitivni. Ale f(z,z) = 22% — 422 = 22?(2? — 2) je na okoli nuly zaporna

a f(z,—x) = 22 je na okoli nuly kladna. V (0, 0) nema funkce tedy lok. extrem.
2.

0
fg;y) =y —50/2% =0

dy



Dosazenim z = 20/y? dostaneme y = 50y*/400 = y*/8, tedy y* — 8y = 0, tedy y(y> — 8) = 0. Reseni
jsou 0 (nelezi ale v oblasti) a 2. Pro y = 2 dostaneme 2 = 20/2% = 5. Jde tedy o bod (5,2). Matice

Hf(5,2) = < 11/2’ 1 ) je pozitivne definitni, funkce ma tedy v (5,2) lok. maximum.

3. Je f(x,y) = 6223 — 239> — 2%y* a

0f(w,y) =12y — 32%y® — 22y = 292(12 - 32— 29) = 0

[y
or
0
ff;:’y) = 1822y? — 323y? — 42?3 = 2%y (18 — 3z — 4y) = 0.
Y
Pro 2,y > 0 je 12 — 3z — 2y = 18 — 32 — 4y = 0 s resenim (2, 3). Dale je

B 12y3 — 6zy3 — 2y*, 362y — 92%y% — 8ay
Hite,y) = ( 36xy® — 9a?y”® — 8wy?, 36a%y — 627y — 122y

~162,-108 \ 9,6
H7(23) = ( —108, —144 ) B _18< 6,8 )
Tato matice je neg. definitni, funkce ma tedy v (2,3) lok. maximum.
. Najdéte sup f a inf f na M pro:
(,y) =1z +1/y,  M={(z,y):1/2° +4/y* =1}
(z,y) =y, M={(z,y): (" +y°)* = Kay},K >0
flay)=a+y,  2*+y’ —20y=0,2>0y>0}
(@, y) =2 +y%, M={(x,y): 2> +4y° =1}
(z,y) =2° + 122y + 2y, M ={(z,y): 42 +y* =1}

Viey) = (=1/2% -1/y?), Vg(z,y) = (-2/2°, -2/°).

Vf(z,y) a Vg(z,y) jsou kolinearni, pokud ex. A € R:

1 2x
T2 g3
1 2
y? Y3

Tedy 2 = 2X\ a y = 8\. Tyto hodnoty dosadime do g(z,y) = 1/2% + 4/y?> — 1 = 0 a dostaneme
1/(4X) +4/(64)X2) = 1, tedy A2 = 5/16 a A = ++/5/4. Pro A = v/5/4 dostaneme (z,y) = (v/5/2,2V5)
a f(z,y) = V5/2. Pro A = —/5/4 dostaneme (x,7) = (—v/5/2, —=2V/5) a f(z,y) = —/5/2. Zadne jine
lok. extremy funkce f na M nema.

Pokud z — +00 je y — +2 a f(z,y) — £1/2. Funkce f ma tedy glob. max. na M v (v/5/2,2/sqrt5) a
minimum v opacnem bode.

4.
2r = A - 2x
2y = X - 8y.

Pro z # 0 a y # 0 nema soustava reseni. Pro z =0 je y = £1/2aproy =0jexz = £1. V (0,£1/2)
nabyva f lok. i glob. minima k M, a sice 1/4. V (£1,0) nabyva f lok. i glob. max. 1.

5.



