Matematicka analyza pro fyziky II
LS 2015/16, MFF UK

7. Cviceni

1. Rozhodnéte, zda jsou funkce
3x2y — o3

a) fley)=q AV pro (z,y) # (0,0)

pro (z,y) = (0,0)

sin(x 4
ST YD) o () £ (0,0)

b)  flz,y) = 2% 4y
0 pro  (z,y) = (0,0)
671/12y
) fay={ T ryg PO 7Y
0 pro x=0und y € R

spojité v bodé (0, 0).

2. Ukaite, 7ze plati  lim (22 + y2)$292 =1.
(z,9)—(0,0)
. _ 1
3. Je dana funkce f(z,y,2) = e
2 2 2
UkaZte, ze plati or + or + or =0 pro (x,y,2)# (0,0,0).

ox?  Oy? 022

4. Spoc¢téte vBechny parcidlni derivace prvniho fadu funkci
a) f(z,y,z):= z-arctan(z/y) b) f(x,y,2) =z
5. Spoctéte smiSené parcidlni derivace druhého fadu funkci
a) f(z,y) = arccos \/(y/z)  b) f(z,y) =¥

6. V kterych smérech existuje derivace funkce f(x,y) = +/|zy| v bodé (0,0)?

$2y

7. Budiz f(z,y) = { stz PO @v)#(0.0)
0 pro  (z,y) = (0,0)
Ukazte, ze:
a) V bodé (0,0) existuji derivace ve vSech smérech.

b) f neni spojita v (0,0).

8. Funkece f : R? — R je diferencovatelnd v bodé (x1,z2) € R?, pokud existuje linearni zobrazeni L : R? —

R takové, ze

lim |f(x1 + hi,22 + ho) — f(x1,22) — L(h1, ha)| _o
(h1,h2)—(0,0) |[(h1, ha)] '

B —
Necht f(y) =4 a2+ (z,) # (0,0)
0 pro (l’,y) = (070)

Je f diferencovatelna v bodé (0,0)?




9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Najdéte te¢nou rovinu k funkci f(z,y) = x¥ v bodé (1,1,1)!

0 pro  (z,y) = (0,0)
Bud f(z,y) = x? — 92

xym pro (z,y) # (0,0)

o OPf 0* f
Spoctéte 8y8x(0’0) a 8:1:8y(0’0) :
Bud
[R =R f(a,B,7) = (aB, Br,7a)

a

F:R?2 SR F(x,y) = (2% + 92, 2% — 92, 2xy).

a) Utvoite fo F.

)
b) Spoctéte Jacobiho matici Jyop v bodé (1,1).
c) Spoctéte Jacobiho matice Jr(1,1) a J¢(2,0,2) a utvoite jejich soucin.
a) Necht je dano n bodi (z;,y:) € R?, i=1,2,...,n.

n
Urcete pfimku y = Az + B tak, ze f(A,B) := Z(yz — Az; — B)? je minimalni.

i=1
P
b) V kterém bodé xg € R nabyva funkce f(z) = Z |z —a;||* (a1,...,a, €R™, p € N) své globalni
j=1

minimum?

Bud f = (f1, fo, f3) a fi = fi(x1,22,23), i = 1,2,3. Necht maji funkce fi, fo a f3 spojité parcialni
derivace prvniho fadu v kazdém sméru. Pak definujeme rotaci vektorového pole f

ot = (2300 Oh 0%y Ok O
' 81’2 8953 ’ (9563 (91'1 ’ 8951 (91'2

a divergenci vektorového pole f
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div f :
Odvodte nasledujici identity:

82

€T

A

pro f:R3 = R,

N

Q

~

3
div(grad f) = Z
i=1
rot(grad f) = (0,0,0) pro f:R® = R,

div(rot f) =0 pro f:R> = R3.

Bud f(&,n,¢) spojité diferencovatelna. Dosazenim & = 22 + 42, n=2%2—-y?>, (=2zy definujeme
funkci F(z,y). Spoctéte jeji derivace prvniho Fadu.
Spoctéte Tayloriv polynom 2. fadu
a) f(z,y) = 2% - 2xy +3y?> — 2z in (1,-1)
Co lze Fict o zbytku?
b) flz,y) =% v (0,1).
¢) f(z,y,z) =sinzcosy e v (0,0,0)



16.

17.

18.

d) f(z.y) =¥ v (1,1).

2 _ .2
Necht je dano zobrazeni f : R? — R? f(z,y) = [ ) Qxyy ] :

a) Spoctéte Jacobiho matici a - tam, kde existuje - jeji inverzi.
b) Ukazte, ze f je surjektivni a Ze kazdy bod z R? — {(0,0)} m4 pravé 2 vzory.

1 T
Necht je d4 b i f:R? > R? = —— :
echt je dano zobrazeni f f(z,y) R [ y }
a) Spoctéte Jacobiho determinant f.
b) Ukaizte, ze f je na R? — {(0,0)} lokalné& i globaln& invertovatelné a najdéte inverzni zobrazeni.

¢) Interpretujte zobrazeni f geometricky.

Necht je dano na R? zobrazeni
x = u(l—w)
y = uv .

Spoctéte:

a) obraz jednotkového ¢tverce [0,1] x [0,1] ,
b) Jacobiho determinant,
¢) inverzni zobrazeni, pokud existuje.



