Matematicka analyza pro fyziky II
LS 2015/16, MFF UK
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L= [(1+z-121)e ©3 dz. Mit der Substitution ¢t = z + 1/z ergibt sich 22 —tz +1 = 0. Also
1
3
Ty = % t+ V2 — 4). Das Integral wurde gerade so zerlegt, dass bei I; die kleinere Losung von
Interesse ist, d.h.:
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Also gilt:

Fiir I5 gilt mit obiger Substitution:
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2. Pomoci Riemannova integralu spoctéte:
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Die Summe kann als Untersumme der Funktion f(x) = — beziiglich des Intervalls [1,2] interpretiert
x
1 .
werden. Dabei wird [1, 2] in n dquidistante Teilintervalle I; := [1 + 17, 1+ Z] ,1=1,2,...,n, der
n n

1
Lange — zerlegt.
n
1

1+4
Damit wird obige Summe tatsdchlich zur Untersumme. Im Grenzwert n — oo strebt das FeinheitsmaR

Da f im betrachteten Bereich monoton fallend ist, gilt: in? flz) = f(x;) =
TEL;



der Zerlegung gegen 0, die Untersumme strebt dabei gegen das Unterintegral der Funktion. Da f stetig,
damit Riemann-integrierbar ist, folgt:

2
lim 1 + 1 _|_..._|_i :/dx:IDQ
nsoco\n+1 n+2 2n x
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3. Spoctéte

27 iy

a) / d b) /\/mda:

2sinx —cosx + 5

—2m 0
/2 1/2
dx 1+
—_ 1
c) / Tt oosz d) / cos T nl_xdx
0 ~1/2

zZu a)

Die Funktion (2sinz — cosz +5) ! ist 2m-periodisch. Zum Berechnen des Integrals geniigt es iiber eine
Periode zu integrieren.

27 s
/ dzx _2/ dx
2¢inx —cosx +5 2sinx —cosx + 5
o -7

x
Zunéchst werde eine Stammfunktion mittels bekannter Substitution tan — = ¢ gesucht.

/ dx _/ 1 2dt / dt 1 / dt
inz— - 4 142 ' 2 — 2 —3 2
2sinz —cosz + 5 e~ e O 141t 3t +204+2 3 (t—i—%) +8

3/ dt 1 <3t+1> 1 <3tan§+1>

=— | ————=— arctan [ —— | +C=— arctan | ——=— | +C =: F(z

5 (3?1)2“ NG NG V5 NG )
5

Das obige Integral kann nicht einfach als 2[F(w) — F(—m)| berechnet werden, da F' an diesen Stellen
nicht definiert ist. Es kann jedoch als Grenzwert verstanden werden.

2w

dx T -7 2w
/ 2sinx —cosx + 5 e—1>%l+ [F(r —e) (= +e)] <2\/5 2\/5) V5

—27

Ein Begriindung dieses Grenziibergangs liefert folgende Abschétzung:

y T—E€ s —Tm+€

dx dx 1 1
- — - < dr + - dx
2sinx —cosx + 5 2sinx —cosx + 5 2sinx —cosx + 5

2sinx —cosx + 5
s —T+€ T—€ -7

—Tm+e€

zu b)

14 cos2z =1+ cos’x —sin®z = cos®> z + sin’ z + cos®> z — sin z = 2 cos®

T T w/2 T
= /\/1+cos2a;dx—/\f2\cos:c|dx—\/5 /cosa: dr — /cos:z; dx —\f2<sinx0
0 0

0 w/2




zu ¢)

/2 1 1 1

/ dx (tan:;t)/ 1_ 24t :2/ dt :2arctan(t> _ T
J 2+ cosT / 2+}+§ 1+¢2 30 <%>2+1 V3 V3 ) We
zu d)

cosx ist gerade. (cosx = cos[—z])

Dagegen gilt: h(z) :=In L -1 Ll —h(—x)

1-2z " +r
= h(z) ist ungerade.
Das Produkt einer geraden und einer ungeraden Funktion ist wieder eine ungerade Funktion. Das
Integral einer ungeraden Funktion iiber ein Intervall symmetrisch zur 0 verschwindet, folglich:
1/2
/ cosaulnl—i_ﬂlj dr =0
1—=2

-1/2

. Riemannova funkce

1
Bud R(x) = 0 pokud z je iraciondlni, a f(x) = — pokud x = = (p € Z,q € N a p, ¢ nesoudélné.)
q

ISHkS

Ukazte, Ze R je na [0, 1] riemannovsky integrovatelna.

Finden Sie eine Folge von Zerlegungen Z,,, so dass die entsprechenden Obersummen gegen Null kon-

1
vergieren. Die Untersummen sind alle Null. Dadurch ist / R(z)dz = 0. Eine mogliche Wahl ist z.B.
0

1 2
Zn:{O,E,E,,l}

Die entsprechende Obersummen sind dann kleiner als
31 n! 1
— —k+—-——0.
n! Z k nl n
k=1
. Spot¢téte plochu mnoziny ohrani¢ené kiivkou

K= {(m,y) coa? B4y = 1}.

Udélejte si nejprve obrazek. Tato kfivka se nazyvé asteroida.
Navod: Pro n € N, n > 2 plati

1

. e
sin x cos T n—1 _
/cos"xdx: + /cosn 2y dx.
n n

Skizze:

0.5 1




Die Fliche ist symmetrisch, Subst. z!/3 = sin¢:

1 ™
F=4. / (1— 223324z = 4. / (cost)®3sin’ t cos tdt
0 0

/(cos t)%sin? t cos tdt = /(cos4 t — cos® t)dt =

intcos®t 5
:/cosA‘tdt—SmCOS 6/(}05 tdt =

6
sin t cos® t n 1 sintcosgt 2141
=t - — cos
6 6 4
sintcos5t+sintcos3t+ 1 (1 . +t
= — - fcos S —
6 24 8 mit g
3 1 1 n 3m
F=4F =4-3. dysin?tdt =12 - . = . T_or
1 /0 cos” tsin s 33 3

6. VySetiete konvergenci nebo divergenci nasledujicich nevlastnich integrali:

*  dx /°° _ /OO sint /OO sin?t
a —_—, b x"e \/de, c —dt, d dt.
)/1 Vad +x ) 0 ) o t ) 0 t

Zu a)

Die Funktion ist stetig, also Riemann-integrierbar auf jedem Interval [1, N]. Auf [1, 00) gilt

1 1
<
Vi + o T a3/?

0<

o
d
und Integral / 372 konvergiert. Also konvergiert auch Integral in a).
1

Zu b)

n € N ist ein Parameter. Bei Null ist die Funktion stetig und beschrinkt, Konvergenz von

/ e Vidy
0

/ e Vidzr.
1

Finden Sie eine Konstante ¢, so daft auf [1, o] folgende Abschitzung gilt:

ist also dquivalent zu Konvergenz von

gle VT < cpx 2

Das Integral in b) konvergiert also fiir alle n € N.
Zu c)

t
Wir zeigen, daft die Funktion F : ¢t — / f(s)ds das Cauchy-Prinzip erfiillt, wenn s — oo strebt. Wir
0

miissen also

|[F'(u) = F(v)] =

von oben abschétzen fiir v > u gross. Durch partielle Integratlon ergibr sich aber

Ysinx cos v YV cosz
dz = |— — 5—dx,
u X u u X

smt ‘




also gilt

Y sinx 1 1 Yde 1 1 171Y 2
de|<—4-+ [ S=-t-+|—| =2
w T u v w T u v

Das Integral ist konvergent.
Zu d)

00 in2 © (k+1)7 1.02 et (k+1)w
t ¢ 1
/ SH; dt =Y / >y — / sin? tdt =
0 k

k=0 kT 13 k=0 (k + 1)7T km
i I o 1
.2
= tdt- =) ——— = o0,
/0 - T k+1 >
k=0
Das Integral ist also divergent.
. (i) Spoctéte plochu elipsy
2 2
oy
}C:{($,y)ER2(I2+b2§1}, a,b>0.

(i) Spo¢téte plochu ohrani¢enou Bernoulliho lemniskdtou:
K={(z,y) e R?*: (2* +y*)? = 2a°(2* —y*)}, a>0.

Néavod:

Odvodte parametrické vyjadieni v polarnich soufadnicich.

r=ay/2cos(2¢), 1€ (0,v2a).

V2a
Integrujte pak od nuly do v/2a délku paprsku, ktery je omezen lemniskatou, tedy / ro(r)dr.
0

Zu (i):
Die Flache ist symmetrisch:
F=4R
wobei F; die Flache von
2?2

ist.

Also ist (Subst. s = x/a)

a 2 1
F:4/ b\/l—idlelab/ \/1—52ds:4ab%:ﬂ'ab.
0 a 0



Zu (ii):
Die Fliche ist wieder symmetrisch, wir betrachten also nur den Teil, wo z,y > 0. Die Polarkoordinaten

werden durch -
tany = —, :z2—|—y =r
Y

definiert. Also )

T tan?
.’172 - 7 2 y2 = Si T2.
1+ tan“ ¢ 1+ tan® @
Die parametrische Darstellung lautet also

2

1 — tan?
rt = 2a2r2ﬁ = 2a%r? cos(2¢p), 274? = cos 2.
2
Nach dem Hinweis integrieren wir also (Subst. s = ﬁ)
a
V2a V2a 4 r2 a2 [t a2
/ ro(r)dr = / 7 arccos o—dr = / arccos(s)ds = —.
0 0 2 2a 2 0 2
a2
Die gesamte Flédche ergibt sich dann als 4 - 5= 2a°.
. Ukazte, ze
t o
/ ez dz
lim “0— =1.
t—00 o
Tt
Es gilt
t2
t 22 ez
lim e2dr = lim — = oo.
t—oo Jq t—oo 2t
Wir konnen also die Regel von L’Hospital anwenden. Dabei gilt
/ 2 42

2
/ 2 2 t2
b2 2 ez t?es —e2
ezdx ) =e?, — | =
0 t t

Also gilt
t oo
/e2d:r 9
lim *0—; = lim — =
t—00 T t—oo 4 — 1
Tt
. Urcete
IS CEQ
d Int d b lim = [ sinvid
a) e nt dt ) lim —5 [ sin tdt
x2 0
zZu a)

x>0 : Intist im betrachteten Bereich stetig. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung gilt:

z3

F
/ Int dt = F(23) — F(2?) mit ———= =Int

2



10.

Mit Anwendung der Kettenregel folgt also:

3

d _d 3 oy dF(u) d(z®)  dF(u) d(z?)
dz / Intdt| = dzx [F(a: )~ Flz )] - du s dx du ) dx
1,2 U=x Uu=x
=32?In2® — 22Inz® = (92 — 4z)Inz

zu b)

Zur Berechnung des Grenzwertes soll die Regel von L’Hospital angewandt werden. Die Ableitung der
Funktion im Zahler (also des Integrals) wird dabei genauso begriindet wie in Aufgabe a).

z2

1 'Hosp. 2 2 2
lim / sin\/idt(LH p)li xsm\ﬁ 1ms1n]:c|

=0 a3 a0 322 3% T
0
=1 und sin(—z) = —sinz folgt fiir rechts- bzw. linksseitigen Grenzwert:
x
2
1 2 i 2
lim — sin\/i dt = - lim S 2
a0+ a3 320+ x 3
0
1.2
1 2 — si 2
lim — [ sinvtdt= = lim mr_ 2
z—0— 13 3 z—0— x 3

0
Bud f: [0,00) — [0,00) déna.
(i) Plyne z / f(z)dr < oo vidy liﬁ\m fx)y=07
0 Tr—r0o0
(ii) Plyne z / f(z)dr < oo vzdy existence limity li_>m flx)?
0 Tr—r00

oo
(iii) Bud f navic stejnomérné spojita. Plyne pak z / f(z)dr < oo vzdy li_>m f(z)y=07
0 €T oo

Zu (i) und (ii):
Nein. Man betrachtet z.B. die Funktion (Machen Sie sich eine Skizze!)

o
= sin(2"- )X [r2# w2+ 2] (2)-
k=1

Zu (iii): Ja.

Sei f gleichméfig stetig mit / f(z)dzr < oo und hm f(z) # 0. Dann gibt es ein € > 0 und eine

monotone Folge =, — oo, so dakf(z,) > e,n = 1, 2 . Man kann voraussetzen, daf |z,1 — z,| =
Tp+l — Ty > Lfiirallen=1,2,....

Aus der gleichméfige Stetigkeit folgt die Existenz von einem 1 > § > 0 mit
€ ..
7@~ ) < § fir eyl <6

€

Auf jedem Interval (z, — 0,2, + ) ist also f grofser als §. Insgesamt gilt

xn+(5 0 €
/ flx dx>2/ dx2225§:
z n=1

n_5

also ein Widerspruch.



11. Vysetiete konvergenci nebo divergenci nésledujicich nevlastnich integréali

a)/l lnxde b)/oo lnx2dx c)/oo Sin(l/x)arctanxdx d)/g ln(sinx)_
0 1—=z 0 1+IL' 0 e 0 \/E

Zu a)
Die Funktion ist stetig auf (0,1) und beschrankt auf jedem (e¢,1—¢€),0 < e < 1/2. Wir untersuchen also

nur Konvergenz von
€ 1
/ e und / e
0 1—e

Wir sagen, da f(x) ~ g(x) bei xg ist, falls
f(z)

v=wo g(x)
existiert und ungleich Null und ungleich +o0 ist. In dem Sinne ist
Inx

1 2::51n:v, z— 0T,
—x

€
Aus der Konvergenz des Integrals / Inz dx (siche Aufg. 5b) folgt dann auch die Konvergenz von
0

€

1

/ nmz dx. Ebenso gilt
0o 1—=x

1 1
2o 2l a1, a1

1
|
Das Integral / ne

1
nx
5 dx ist also auch konvergent. Insgesamt ist / ﬁdx konvergent.
1l—e+ — & 0 -

Zu b)
Bei Null gilt wieder

Inx

1_’_72%lnac, r— 07"
x

Inx

2 dx folgt aus der Ab-

€
1
und das Integral / ne
o1 + 22

o
dz ist konvergent. Die Konvergenz von / 7
1

schitzung
Inz 1

[Eehr A

<1

und Konvergenz von /
1

Zu c)
Wir diskutieren wieder Konvergenz bei Null und bei co. Fiir 0 < z < € gilt

sin(1/x) arctan < arctanz 1, -0+
x x
Weiter gilt
sin( 1 t sin(1 1
sin(1/x) arctan x - sin(1/x) ~ L o
x x x
Das Integral ist also konvergent.
Zu d)
Die einzige Singularitdt liegt bei Null vor. Es gilt
In(si 1
n(sinz) Inz 5o 0+

Vi T e
Inz

NZA

jus 1 n
dx ist konvergent. Folglich ist auch / ’ M dx konvergent.

1
und das Integral /
0 0 Ve



12.

13.

14.

Spoctéte

*  dz 1 © zlnzx ® arctanz
b Inz d ———d d ——d
“>/_m1+x2 )/o nee C)/o T+a22 )/0 (1t a2

Zu a)

*  dx . .
— = lim arctant — lim arctant = 7.
—50 1 + x t—o00 t——o0

Zu b)

Die Stammfunktion zu Inz auf (0,1) ist F(z) = xlnx — .

rz—1 z—0

1
/ Inz de = lim F(z) — lim F'(z) = —1.
0

Zu c)

Die Stammfunktion ist (partielle Integration!)

1 12%Inx
F(z) = —~In(1 -
(z) 4n( +x)+21+x2
und - |
/ &da:— lim F(z)— lim F(x)=0.
o (1+4+x2)2 T—00 0+
Zu d)

Nach der Subst. ¢t = arctan x ergibt sich

/°° arctan x d /”/2 t gt /“/2t ¢ dt
———dz = —_— dt = cos = — —
o (14 x2)3/2 o V1+4tan?t 0

Bud f spojitd na [0,00), a necht existuje li_}rn f(x) = A. Dokazte, ze pak lim /f
X o0

T—00 I
Es gilt:
] T 1 o 1 x ] o ] x
s [rwar—al=|3 [0 - [oe) - aa) = [ 110 - ajde s f1rw -
0 0 o 0 <C zo

Wiéhlt man zg so, dass |f(z) — A| < % fiir x > x, dann gilt:

C
/f A[ dt + — /f —Al < — 0 —|— — 0 g < ¢ fiir hinreichend grofes x > xo.
x

/\
w\m

<1
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Spoctéte Fourierovu transformaci funkce f(x) = e~ 121,

Nach der Definition ist



15.

16.

Fe) @)= \; / " el emint gy — \/12? / " e cos(—ag) + i1 sin(—a¢)da
\ﬁ/ T cos(xf)dx + / sm —z€)dx

¥ cos(x€)dx

b o

Partielle Integration liefert die Formel (a € R)

efx

/6_”3 cos(azr)dxr = m(a sin(az) — cos(ax)).
1
Diese Funktion hat fiir © — 0 Grenzwert i und fiir £ — oo Null. Insgesamt gilt
a
2 1
F ( ,|z|> -
‘ (©) V2or 14 &2

Budiz f spojita. Dokazte pomoci vhodné substituce:

2

2) / f(sinz) dz = / Flcost) dt / (sinz) do = 7 / f(sint) dt
0 0

0 0
Spoctéte s pomoci b) integral /% dr .
0
Substitution: -
0 2
ua) [ f(sinz) d T=y /f(s' (W t)) dt /f(cost) dt, da gilt
zZ inz) de = - = — in(—-— = , ilt:
p(t) =5 —t 2 J &
(1) = -1
(T B
sin <§—t) =cost Vt € R
Substitution: .
b oo d [ s rert t) f(si t)) dt
zu )/:Uf(sma:) x—/xf(sm(ﬂ'—a:))— o(t) = 7 —t ——/(71'— ) f(sin(m —t)) dt =
’ ’ o) =1 "

(m—x) f(sin(m —x)) dz

St~

™

= /xf(sinx) dx = ;T/f(sinx) dx, da gilt: sin (m — z) =sinz (Vx € R)
0
s s
T sinx sinx T sinx T ™ T T w
/ :/l‘ dx:/dx:— arctan (cos ) :——(————)—
1+cos?z 1+cos?z 2 ) 1+cos?zx 2 0 2 4 4
0 0 0
™
4

Vysetfete nasledujici integraly na konvergenci

[e.o] o0 [e.o] (e 9]

1 .9
a) /xsinxdw b) / SH; Ldr ¢ / SH; L dz d) /sin 2% dx.

0 1 0 0




zu a) Durch partielle Integration bekommt man

/a;sina;dx = —xcosz + /cos:cdx = —xcosx +sinx +C.
Damit divergiert

o
/ rsinzdr = lim (—:vcosx—i—sinm).
0

T—00

zu b)  Das gegebene Integral ist absolut konvergent, da

*1 1 *1 1
/ 'Sindxg/ — - —dx
1 X X 1 r X

konvergiert. Hier wurde die Ungleichung sin% < % benutzt.

zu ¢) Fiir z — 0" gibt es keine Probleme, da

sin?

X

Trotzdem divergiert das Integral, denn

00 32 nT (342 km 02
sin® x ) sin® x ) sin® x
/ dxr = lim dxr = lim g / dx
0

€T n—oo €T n—oo Py (k—1)r €T
o 1 km o 1 ™
gZ/ sin?zdx = Zi / sinzdz | =
pee R o)\ ,
— =
= ==

zu d)  Mit der Substitution ¢ = x? erhiilt man

.9 sint
sinz“dr = | —=dt.
/ /2\/i

Man braucht also nur zu untersuchen, ob das Integral fooo sint gt konvergiert. Sei A > 0. Dann gilt fiir

2Vt
nm < A < (n+ 1)7 die Gleichung

/A sintdt_ 7rsintdt_i_ 4_/”7r Sintdt—i— Asintdt
0 2ﬁ 0 2\/£ (n—1)m 2\/E nmw 2ﬁ ’

:=S(n)
wobeil

A sint T
—dt| < ——
nr 2V/1 2y/nm

Demnach geniigt es zu priifen, ob

km gint

lim S(n) = ap, mit ak—/ ——dt
n—00 (n) ; (k—1)r 2Vt

konvergiert. Dies ist aber nach der LEIBNIZschen Regel der Fall, denn ay, ist alternierend und

] /’” [sint] ., /’f | sint| o
k, = =
(k—D)w 2Vt 0o 2¢y/t+ (k—1Dm

strebt fiir kK — oo monoton fallend gegen 0.



17. Budiz a1 < ... < ay. Pro které parametry p; ..., p, konverguje integral

18.

/ dx o
|z —a1|Pr ... |z — ap|Pn’
—0o0

Es gibt genau dann keine Storung der Konvergenz des Integrals

/OO dz (1)
o ‘x —_ al‘pl e ‘x —_ an’pn

bei x = a;, i € {1,...,n}, wenn p; < 1 ist. Die Konvergenz bei x — 00 wird genau dann nicht gestort,
wenn pj + - -+ + p, > 1 ist. Also tritt die Konvergenz genau dann ein, wenn p; < 1 fir ¢ € {1,...,n}
und p; + - -+ 4+ p, > 1. Dies soll nun noch genauer begriindet werden.

Wir bezeichnen den Integranten des Integrals (1) mit f(z) und wéhlen by, ...,b, € R so, dass by <
ap < b <az <...<a, < b, gilt. Offensichtlich konvergiert das Integral (1) genau dann, wenn die

Teilintegrale auf den Intervallen (—oo, byl, [bo, b1, - .-, [bn-1,bn], [bn, 0) konvergieren. Die Behauptung
ist also
b;
/ f(z)dx konvergiert <+—= p; <1, (2a)
i—1
bo 00
f(x)dz bzw. f(z)dr konvergiert <= p;<1. (2b)
—00 bn

Zur Behauptung (2a): Bekanntermafen konvergiert das Integral fo genau dann, wenn p < 1ist. Also
gilt

bi dx
/ — —  konvergiert <= p;<1.
by 1T — ailPi
Die Funktion
1
’x — allpl e ‘x — ai_1|pi—1 ’x — ai+1|pi+l e ‘x — an|pn

ist stetig auf dem Intervall [b;_1,b;], besitzt dort also ein Maximum M und ein Minimum m > 0.
Folglich gilt die Abschitzung

/bi mdzx /bi dx /bi M dx
bi 1 |$—ai‘p’ bi 1 |x_a1’p1 ...’x_an‘pn bi 1 |x_ai‘pz
N— N—

<oo & pi<l <oo & pi<l

Mit dem Majoranten- und Minorantenkriterium folgt die Aussage (2a).

Die Behauptung (2b) folgt analog.

Spoctéte nevlastni integraly

“+o00 1
dx dzx
— ) [ .
_l' _J/‘
VI = 22| (22 +2+1)2 Q2-2)VI—z
0 —00 0

zu a) Um den Betrag aufzuheben, zerlegen wir das Integral und erhalten so

/2 dx /1 dx +/2 dx . )1+ b ‘2
e e ——— =arcsinz arcosh x
o VT—22] Jo V1i—-22 J1 Vaz-1 0

= g — 0+ arcosh2 — arcoihl = g +In(2 4+ \/§)



zu b)  Mit der Substitution ¢ = x\}%l// 22 und der Rekursionsformel aus der 14. Serie, Aufgabe 1 bekommt
man

2
3dx

/°° dx 8 /OO /3 8 /OO dt
e @12 33 [<x+;>2+1r_3¢§ o (1)
V3

1
2

o0
47
+ arctan t) ‘ =

e 3V3

4 ( t
3v3\t2+1

zu ¢) Mit der Substitution ¢t = /1 —z, dt = —%dw erhalten wir

/1 du /0 —2 dt 2/1 dt 2arctan 1 T
—_—_—m —_— = —_— T 1 _ —
0 2—2)V1-—2 1 (T+2)t 0o 1+¢t2 2



