Matematicka analyza pro fyziky II
LS 2015/16, MFF UK

7. Cviceni

a) f(z,y)= 0952 +y?

b) flzy)=q 2*+y?
0 pro  (z,y) = (0,0
e—l/:cQQ
———— pro x#0
O fay)={ cTTEp PO
0 pro z=0undy eR

spojité v bodé (0, 0).
a) Bei Verwendung von Polarkoordinaten r und ¢ ergibt sich fiir r > 0
f(rcos g, rsing) = r(3cos? psin ¢ — sin® @)

und damit die Abschétzung |f(r cos ¢, rsin )| < 4r. Es ist abzulesen, dass sich fiir gegebenes positives
e durch /22 +y? < ¢/4 die Ungleichung |f(z,y)] < e erzwingen lafit die Funktion ist also im
Nullpunkt stetig.

b) Die Stetigkeit ist abzulesen von der Abschétzung

3 cos® 4+ rsin? ©)| <

1
|f(rcosp,rsing) = ﬁ‘ sin(r
L3 3 44 3 -4
< T—2|r cos® @ + r*sin” p| < (] cos® | + r|sin” p|) < 2r

fir0<r<1.

¢) Die Funktion f ist im Punkt (0,0) nicht stetig, denn fiir # —» 0 konvergiert der Punkt (z, e~ /")
gegen (0,0), aber fiir die Funktionswerte gilt
671/962671/932 1

e—2/2? | g—2/22 - 9"

fla,e V) =

2. Ukazte, ze plati  lim (:1c2 + y2)$292 =1.
(z,y)—(0,0)

Die Ungleichung (z — y)? > 0 impliziert
el
und damit fiir (z,y) mit 0 < 22 + y? < 1 die Abschiitzung
0< a:2y2 < %(az2+y2)2 < g2 +y2

und folglich

2,2

1=+ > @@+ > @ +4?)

r2+y2



Wegen
22 2
lim  (z? —|—y2)( 2 lim ¢ =1
(z,y)—(0,0) t=0+

folgt daraus die Behauptung.

. _ 1
3. Je dana funkce f(z,y,2) = e
0? 0? 0?
Ukazte, ze plati 87:6]; + c'?yé + 8725 =0 pro (x,y,2)# (0,0,0).

Mit r:=+/x? +y? + 22 erhilt man

1 =z x
fx(m,y, Z) = _7472 —=—— und

fm(x,y,z) = - 68 :3332 e T 3

und analog
1 1 1 1
fyy(xvyvz):3y2'r5_r3 ) fzz(x,y,Z)ISZQ'ﬁ_ﬁ

also

3 3
fm+fyy+fzz:ﬁ($2+y2+z2)_ﬁ:0.
4. Spoc¢téte vEechny parcidlni derivace prvniho fadu funkci

a) f(z,y.2) =z -arctan(z/y)  b) f(z,y,2) =2

Zu a)
of = 1
oy 1+§—§'
of Tz 1
= =—= .
9 ¥ 1+
% = arctan(z/y).
Zu b)
of . 41
gi = 2" 12¥ Inw.
0

=~ =¥ ¢’ lnz - Iny.

0z

5. Spoctéte smiSené parcidlni derivace druhého fadu funkei

a) f(z,y) := arccos \/(y/x) b) f(z,y) = 2@

1 0% f

2
o°f )
oxdy

1
2 dxdy 4 Vy(z —y)3/?

= nyykl + 2y3a:y2*1 Inz.



6. V kterych smérech existuje derivace funkce f(x,y) = v/|zy| v bodé& (0,0)?

Sei v = <C9S(’D> Richtungsvektor.

sin ¢

Fiir welche ¢ € [0, 27

~—

0+t 0+ tsi -0 t
existiert lim V10 +tcos o[[0 + tsin gl = lim’t’\/|cosgp -sin | ?

t—0 t t—0

Also fiir p =0, =

| N

,p=mund ¢ = 37 existieren die Richtungsableitungen.

xzy

7. Budiz f(z,y) = { stz PO @y #(0.0)
0 pro (z,y) = (0,0)
Ukazte, ze:
a) V bodé (0,0) existuji derivace ve vSech smérech.

b) f neni spojita v (0,0).
a) Sei v = <C(,)SSD> Richtungsvektor. Dann gilt
sin ¢

t2cos? ¢ - tsinp cos? ¢ - sin @

lim = lim
t=0 t(t4cost o + 12sin @)  t—=0 12cost ¢ + sin?
s 3
0 fir =0, 7,2
ur (P ) 2 771—7 2 T
- 2
cos
- L4 sonst
sin ¢

d. h. es existieren alle Richtungsableitungen von f.

x4

1
b li — lim — = = 0.0
) (m,y)lgl(QO,O) f(xyy) xl_rf%) 2.%,4 2 # f( Y )7
y=z

d. h. f ist bei (0,0) nicht stetig.

8. Funkece f : R? — R je diferencovatelnd v bodé (x1,22) € R?, pokud existuje linearn{ zobrazeni L : R? —

R takové, Ze
|f(z1+ h1, 22+ ho) — f(x1,22) — L(hy, ho)|

lim =0.
(h1.h2)=(0,0) [|(h, ha)]
1y

——= pro (x, 0,0
Necht f(z,y) =< Va2 +y? (=.9) # (0,0

0 pro  (z,y) = (0,0)
Je f diferencovatelna v bodé (0,0)?

of .0 of .0 :
Wegen %(0,0) = il_r)r%) o= 0 und 8—y(0,0) = ]1% - 0 gilt
of of

(z,y)]] Va2 + 2 a2+

1
mit (z,yl)ig%o,o) )] =3 # 0, d. h. fistim Punkt (0,0) nicht differenzierbar.

y=x




9. Najdéte te¢nou rovinu k funkei f(z,y) = a¥ v bodé (1,1,1)!
Sei (wo,y0) = (1,1).
Die Tangentialebene lautet

{(z,y,2) e R*: %(xojyo)(iﬁ —x0) + gjyc(%’o,yo)(y — o) + f(wo,y0) = 2}

In unserem Fall ergibt sich
l-(z—1)+0-(y—1)+1=z,

d h z=z
0 pro  (z,y) = (0,0)
10. Bud f(z,y) = 22 — ¢
QU?JW pro  (z,y) # (0,0)
0% f 0% f
Spoctét 0,0 .
poctéte 8y8x( ,0) a 8x8y(0’0)
22 — 42
rYy—5——>5 —0 2 2
T T+ y Y rm -y
fo(0y) = lim - lim 21y Y
_ oo —y-0_
fxy(o)o) - ?}g% y - 1
22 — o2
TY—5— > 2 _ 2
fy(z,0) = lim Ay = lim » — y2 =2
z—0 Y y—0 ¢ +y
. x—0
fyr(070) - alcl_r}%) T =1
11. Bud
R =R f(a,B,7) = (B, By, )
a

F:R* >R, F(z,y) = (2 + ¢ 2° — ¢, 2ay).

a) Utvoite fo F.
b) Spoctéte Jacobiho matici Jyop v bodé (1,1).
c) Spoctéte Jacobiho matice Jp(1,1) a J¢(2,0,2) a utvoite jejich soucin.

foF(z,y) = f(F(z,y)) = ((&* + y*)(2* — y°), 2zy(a® — y°), 2xy(a” + ¢7)) .

A3, —4y3 4, —4
JfoF(xv y) - 6.%'21/ - 22/37 2563 - 6563/2 ’ JfoF(L 1) = 41 —4
622y + 2y°, 223 + 6xy? 8, 8
2, 2 0, 2, 0
Jr(1,1) =12, =2/, Jig(2,0,2)=10, 2, 0
2, 2 2, 0, 2
und
0, 2, 0 2, 2 4, —4
0, 2, 0 2, =2 =14, -4
2, 0, 2 2, 2 8, 8



12. a) Nechf je ddno n bodi (z;,1;) € R?, i=1,2,

Urcete pfimku y = Az + B tak, ze f(A,B) = Z( , — Az; — B)? je minimalni.

'y

b) V kterém bodé xy € R™ nabyva funkce f(x Z |z —aj|* (a1,...,a, €R™ p € N) své globalni
minimum? B

Zu a)

Bestimmung moéglicher Extremstellen:

o fa= Y20y~ Avi — B)(—a;) = =2} (yir: — Aw} — Ba;) = 0
=1 =1
- ()

o f5= 2(yi— Az; — B)(~1) = 2 (y; — Az; — B) =0
i=1

=1

Mit den Abkiirzungen:

— —
o 1=(1,...,1), = (x1,---,%n), Y= (Y1,---,Un)
n—mal
° <E’>,§> = zn:xlyi und H?Hz = <5>,§>> gilt
fa=—2 [<§§> —A<E’,¥> —B<¥,T>} —0
" - w2 [(7.1) - 4@ 1) -] —o -

Durch dieses lineare Gleichungssystem sind A und B eindeutig bestimmt, denn:

— — — =
<=7C,37> <$71> N Lo 2 L2 s 2 2 2
() I I I R i
()
} — —
nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung: <x,y> H H HyH (k)

Man uberlegt sich, dass das Gleichheitszeichen dieser Ungleichung nur gilt, wenn alle Komponenten z;
des Vektors # gleich sind.

Folglich verschwindet die Determinante nicht, womit die eindeutige Losbarkeit des obigen linearen
Gleichungssystems erwiesen ist.

Uberpriifung und Qualifizierung der Extremwerte mit Hilfe der Hesse-Matrix:

° fAA:2<E>>§>>O

e fep=2n
— —

.fAB: <J),1>
2<¥§> 2<§,T>
P ?,T> m



13.

2
- detHf—4<H?H n—

@YY = (2] [T - (2.7)7) > 0 cbentats nach (o)

Die Hesse-Matrix ist positiv definit, also besitzt f in (A, B) ein lokales Minimum.
Dass dies auch global ist, folgt wegen f(a,b) — oo fiir ||(a,b)|| — oo.

zu b)

Bestimmung moglicher Extremstellen:

P
j=1

1r

fz g (arithmetisches Mittel)
p —

Uberpriifung und Qualifizierung der Extremwerte mit Hilfe der Hesse-Matrix:

. . 1 fallsi=j
o f.i),() = 2pd;; wobei 0;; das Kronecker-Symbol ist: d;; = { 0 fallsij
[2p 0 - o 0]
0 2p -+ -+ 0
= Hf(z) = 0 2p : ist unabhiingig von z positiv definit
: : 0
L0 0 0 2p |

Also liegt in P = ein lokales Minimum vor.

1~ o 1

- E a;’’ o= E
j

P B

Da f — oo fiir ||z|| — oo, besitzt f in P auch sein globales Minimum.

Bud f = (f1, f2, f3) a fi = fi(w1,22,23), i =
derivace prvniho fadu v kazdém sméru. Pak definujeme rotaci vektorového pole f

rotf::<%_% %_% %_%)

T ’ 8951 81‘2

a divergenci vektorového pole f

oo O, 08 Of
' 81‘1 8x2 a.%'g .
Odvodte nasledujici identity:
3 2f
div(grad f) = Z 9.2 Pro f:R® =R,
rot(grad f) = (0,0,0) pro f:R® = R,

div(rot f) =0 pro f:R® = R3.

'Eigenwerte \; =2n >0 (Vi=1,...

1,2,3. Necht maji funkce f1, fo a f3 spojité parcialni



wot(erad f) = (O OF  &F & &f  &f
& - 3.1‘281‘3 6m36x2’81:183:3 81‘381’1’8113261’3 83:38:@

) =(0,0,0).

2 2 2 2 2 9
div(rot f) = Ofs _ 0 + FhH o _Of n O°fa  O°h 0
O0x2011 0x30x1 0x30x2 0x10%2 0x10x3 Ox90x3

14. Bud f(&,n,¢) spojité diferencovatelna. Dosazenim & = 22 +y? , n=a?—y?, (=2zxy definujeme
funkei F'(z,y). Spoctéte jeji derivace prvniho fadu.
F(z,y) = f(a® +y?,2° — y*, 22y)
Fu(z,y) = fe(a® +y* 2% —y?  22y) - 22 + fo(a? + 97, 2° -y, 20y) - 20
+fe(2? + 9%, 22 — y?, 2zy) - 2y
Fy(z,y) = fe(@® +y*,2® —y?  2zy) - 2y + fy(a® + 9%, 2® — 2, 20y)(-2y)
+f<(x2 + 42, 2% — %, 2xy) - 2x
15. Spoctéte Tayloriv polynom 2. fadu
a) f(z,y) = 2% - 2xy +3y?> — 2z in (1,-1)
Co lze Fict o zbytku?
b) f(z,y) = 2% v (0,1) .
¢) f(x,y,z) =sinzcosy e v (0,0,0)
d) f(z,y) =2¥ v (1,1).

Ausgehend von der Formel fiir mehrdimensionale Taylorpolynome:

a m0
Tm(f,$,$0) = Z D-ig)(x_xO)a’

0<|a|<m

wobei aufgrund der Anzahl der Variablen der Funktion f: Q C R" — R fiir @ = (aq,...,a,) € Nj
die folgenden Konventionen gelten:

o laj=a1+...+ay

o al=oaq! ... ap!
o D*f(a") = D" (... (D*2(D* f(°))))
o (z—20 = (21— 2. (z, —20) = (Azy)? - (Azy)Om

ergibt sich fiir m = 2 und n = 2:

|| o al | Dof(x0) | (z— 2%

0 1(0,0) ] 1] f(zo,90) 1

1 (170) 1 fx($0>y0) Az

1 1(0,1) | 1| fy(xo,90) Ay

2 (27 0) 2 fa:m(a:OyyO) (Ax)Q

2 (1’ 1) 1 fa:y(x[)v yO) A‘TA:U

2 1(0,2) [ 2 [ fyy(zo,30) | (Ay)?
Somit gilt:

To(f,z,2") = f(z0,90) + fo(20, y0) Az
F Fyl0,30)09 + 3 Fao0, o) (A2)* + Fuy (m0, 90) Ay + 2 f (0, y0) By
= f(w0,90) + fe(x0,y0) Az + f, (20, y0)Ay

45 [Fre 0,30 (D) + 2y (0, 0) A2y + fy (0, 30) (B)?]



16.

zZu a)

Gemik obiger Formel ist:

To(f, (xz,y),(1,-1) =4+2(x 1) —=8(y+ 1) + % 2z —1)> —4(z — D) (y+ 1) + 6(y + 1)?]

Das Restglied ist Null, da jede partielle Ableitung von f, deren Ordnung gréfer als 2 ist, verschwindet.
zu b)

%k o0 )k
flz,y) = 2%e™ = 2% . % . 1T (Z kl) (Z ) —  T(f, (2,y),(0,1)) = z?
k=0 k=
zu ¢)
f(z,y,2) = sinz cosye® = <a:—;$3+ > <1— 1|y +. )(1+z+...) =

T2(fa (.T, Y,z )a (07 07 O)) =x+xz

Bemerkung: Natiirlich kénnen b) und ¢) auch geméf der Taylorformel berechnet werden.

zu d) Gemal obiger Formel gilt:

Io(f, (z,y), (1,1)) =1+ (z = 1) + %(2@ -Dy-1))=1+@@-)+@-1F-1)

2

.2
Necht je dano zobrazeni f : R? — R? f(z,y) = [ ) QZEyy ] )

a) Spoctéte Jacobiho matici a - tam, kde existuje - jeji inverzi.
b) Ukazte, ze f je surjektivni a Ze kazdy bod z R? — {(0,0)} m4 pravé 2 vzory.
zZu a)

e 2y ) detD () = 4(z? + ) £ 0 fir (,y) £ (0,0).
2y 2z
Also existiert die Inverse der Jacobi-Matrix auf R? \ {(0,0)}
L Y

_ 1 2 2y 2(x? —y?)  2(x? —y?)
D 1 — — 2
O 1 G Y :
2(x? —y?)  2(a* —y?)

Jacobi-Matrix: (Df)(z) = (

zu b)

Identifiziert man (z,y) € R? mit z + 4y = z € C und (2% — %?,22y) mit a + bi = w € C, so ist f
auffafbar als f(z) = w = 2%

Fir jedes w € C\ {0} existieren nach dem Fundamentalsatz der Algebra genau zwei Losungen der
Gleichung 22 = w in C, d.h. genau zwei Urbilder in fiir jeden ,Wert“ von f(x,y) in R?\ {(0,0)}.
Insbesondere ist f daher surjektiv auf R%\ {(0,0)}.

1 _
2berechnet geméf der Regel: A = ( z b ) = Al= < _d b )

d detA c a



17.

18.

1 x
Necht je déno zobrazeni f : R? — R? f(z,y) = ———— :
echt je dano zobrazeni f f(z,y) g [ y }
a) Spoctéte Jacobiho determinant f.
b) Ukazte, 7e f je na R? — {(0,0)} lokdln& i globdlné invertovatelné a najdéte inverzni zobrazeni.

c) Interpretujte zobrazeni f geometricky.

zu a) Zur Berechnung der Jacobi-Matrix:

2 x B y? — 22 2 T 2wy
dx \22+y2) (224?22 Oy \z?2+y2) (22 +y?)?
a9 ([ -y 9y 2y
Or \22+y2) (22 +y2)2 " Oy \22+y2) (22 +y?)?

2 _ .2 —
= (Df)(x):(xQ—i—lgy?)z( y—2§y z? —29;% >

-1

1 . ((y2 . xz)(xz . y2) . 4x2y2) _ m

= detDf(z) = (RSP
zu b)

Offenbar existiert detD f(x) auf ganz R\ {(0,0)} und ist dort ungleich Null. Somit ist die Abbildung f
dort auch lokal umkehrbar, was aus dem Satz diber die inverse Abbildung folgt.

Herleitung der Umkehrfunktion

Sei f(z,y) = (a,b) in Polarkoordinatendarstellung gegeben:

T =TCOSY a = Rcosvy
Yy =rsing und y = Rsiny
1

22 4 y?
1 1

= —cosyp =Rcosyy A —sinp = Rsin®y
r r

1
(z,y) = —(rcos @, 7sinp) = (Rcos1), Rsinv)
T

= flz,y) = 2

1
- Rz;undgpzl/;

1 _
m(aa b)=f l(aa b)

1 1 1
= (x,y) = (rcosg,rsinp) = <R cos 1, Rsinw> = ﬁ(Rcosw,Rsinw) =

— [ ! existiert auf ganz R?\ {(0,0)}, womit f auf R?\ {(0,0)} als global umkehrbar erkannt ist.
zu c¢) Man iiberlegt sich, dass die Abbildung f die Spiegelung am Einheitskreis analytisch beschreibt.

Necht je dano na R? zobrazeni
x = u(l—w)
y = uv .
Spoctéte:
a) obraz jednotkového ¢tverce [0,1] x [0,1]
b) Jacobiho determinant,
c¢) inverzni zobrazeni, pokud existuje.

r=ull-v)=u—w=u—y = z+y=u<l, daue]|0,]]
y=uv € [0,1], z€][0,1]

= M ::{(u(l—v),uv) : (u,v) €0,1] x [0,1]} - {(x,y):0§y§ l—z, z¢€ [0,1}}:: M,



Dass auch My C M gilt, ist anhand der Umkehrabbildung gut zu erkennen:

u=x+y

v=l= o @) (00

=  VY(z,y) € M2\{(0,0)} 3 (u,v) € [0,1] x [0,1] :u(l —v) =z, ww=y
u=0 =z=y=0

Jedem Element aus My kann ein Urbild (u,v) € [0,1] x [0, 1] zugeordnet werden. Damit gilt M; = My
und das Bild ist bestimmt.

Die Funktionaldeterminante sei mit D bezeichnet. Es gilt:

ox Oz
| ou v |_|1-v —u|_
D = by Oy —’ v u =u

ou v



