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6. Cvi£ení
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1. Bu¤ f(x) = arctanx , x ∈ R. Ukaºte, ºe pomocí

d(x, y) = |f(x)− f(y)|, (x, y ∈ R)

je na R de�nována metrika. Srovnejte konvergenci vzhledem k této metrice s klasickou konvergencí.

2. Bu¤ (X, d) metrický prostor. Dokaºte pro libovolná x, y, z, u, v ∈ X platí

a) |d(x, z)− d(y, z)| ≤ d(x, y),
b) |d(x, y)− d(u, v)| ≤ d(x, u) + d(y, v).

3. Ukaºte, ºe pomocí
‖x‖1 := |x1|+ |x2|+ . . .+ |xn|

und ‖x‖∞ := max{|xi| : i = 1, 2, 3, . . . , n}
jsou na Rn de�novány dv¥ normy (x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn) .

Ukaºte, ºe posloupnost {xn} konverguje k x0 vzhledem k ‖.‖1, práv¥ kdyº konverguje k x0 i vzhledem
k ‖.‖∞.

Na£rtn¥te pro tyto normy v R2 mnoºiny {x = (x1, x2) ∈ R2, ‖x‖ ≤ 1}.

4. Bu¤ (X, d) metrický prostor. Dokaºte, ºe sjednocení libovoln¥ mnoha a pr·nik kone£n¥ mnoha
otev°ených mnoºin je otev°ená mnoºina. Dokaºe, ºe pr·nik libovoln¥ mnoha a sjednocení kone£n¥
mnoha uzav°ených mnoºin je uzav°ená mnoºina.

5. Bu¤ (X, d) metrický prostor a (xn)n≥1 konvergentní posloupnost v X. Dokaºte, ºe její limita je ur£ena
jednozna£n¥.

6. Nech´ 1 ≤ p <∞. Pak

`p =
{
(xn)n≥1 : ‖x‖p :=

( ∞∑
i=1

|xi|p
)1/p

<∞
}

a
`∞ =

{
(xn)n≥1 : ‖x‖∞ := sup

i∈N
|xi| <∞

}
.

Dokaºte, ºe `1 ⊂ `2 ⊂ `∞ a ob¥ tyto inkluze jsou vlastní.
∗Poda°í se Vám najít posloupnost bod· (xn)n≥1 z `1 (tedy posloupnost posloupností!) a x ∈ `1 takové,
aby

lim
n→∞

‖xn − x‖∞ = 0,

ale (xn) nekonverguje k x v `1.

7. Bu¤ −∞ < a < b <∞. Vybavme prostor spojitých funkcí na intervalu [a, b] normou

‖ f ‖ :=
(∫ b

a
|f(x)|2 dx

)1/2
.

(i) Ukaºte, ºe ‖ · ‖ je skute£n¥ norma na této mnoºin¥.
(ii) Ukaºte, ºe takto normovaný prostor není úplný (tj. není Banach·v).

8. Bu¤ f(x) = x+2
x+1 , 1 ≤ x ≤ 2.

(i) Ukaºte, ºe f je kontraktivní zobrazení [1, 2] do téhoº intervalu. Ur£ete Lipschitzovskou konstantu
tohoto zobrazení
(ii) Kolik iterací je zapot°ebí, abychom z bodu x0 = 1.5 dosáhli pevného bodu tohoto zobrazení s
p°esností alespo¬ 10−3?



9. Pro funkci f spojitou na intervalu [0, 1/2] uvaºujeme zobrazení

Kf(x) := 1 +

∫ x

0
f(t) dt , 0 ≤ x ≤ 1

2
.

K tedy p°i°azuje kaºdé funkci f jinou funkci, a sice Kf . Ukaºte:
(i) K zobrazuje Banach·v prostor spojitých funkcí na [0, 1/2] (s maximovou normou) do sebe samého.
(ii) K je kontraktivní. Ur£ete jeho Lipschitzovskou konstantu.
(iii) Spo£t¥te pevný bod zobrazení K pomocí vhodných iterací. Zvolte jako po£áte£ní vektor funkci
f(x) ≡ 0.
Nápov¥da: V jakém vztahu je derivace pevného bodu a toho pevný bod sám?
(iv) Zvolte jako po£áte£ní vektor funkci f(x) = sinx a udejte po£et iterací, které zaru£ují chybu nejvý²e
≤ 10−3.

10. Nahra¤te v p°edchozí úloze zobrazení K pomocí

K∗f(x) := 1 +

∫ x

0
t f(t) dt , 0 ≤ x ≤ 1

2
,

dokaºte existenci pevného bodu a najd¥te jej!

11. Bu¤

K = {f ∈ C([0, 1]) : ||f || ≤ 1},
A = {f ∈ C([0, 1]) : f je monotónní neklesající},
B = {f ∈ C([0, 1]) : f je 1-Lipschitzovsky spojitá, t.j.|f(x)− f(y)| ≤ |x− y| pro v²echna x, y ∈ [0, 1]}.

Ukaºte:

(a) A a B jsou uzav°ené v C([0, 1]).

(b) A◦ = B◦ = ∅.
(c) K ∩A není kompaktní.

(d)∗ K ∩B je kompaktní.

12. Bu¤ (X, d) metrický prostor. Ukaºte, ºe

a) Dokaºte, ºe sjednocení libovoln¥ mnoha a pr·nik kone£n¥ mnoha otev°ených mnoºin je otev°ená mnoºina.
b) Dokaºte, ºe pr·nik libovoln¥ mnoha a sjednocení kone£n¥ mnoha uzav°ených mnoºin je uzav°ená mnoºina.
c) Pro uzav°ené a disjunktní mnoºiny A a B existují vºdy také otev°ené a disjunktní

mnoºiny U a V s A ⊂ U a B ⊂ V .
d) Vzdálenost dvou uzav°ených disjunktních mnoºin m·ºe být nula.
e) Ale d(A,K) > 0, pokud je A uzav°ená, K kompaktní a A ∩K = ∅.
f) Pro kaºdou mnoºinu M 6= ∅ a kaºdé ε > 0 je mnoºina U := {x ∈ X : d(x,M) < ε} otev°ená.

13. Bu¤ (X, d) úplný metrický prostor a (Ak)
∞
k=0 posloupnost neprázdných uzav°ených mnoºin a A0 ⊃

A1 ⊃ A2 ⊃ ... a diam Ak → 0 (k →∞). Ukaºte, ºe
∞⋂
k=0

Ak 6= ∅.

Je moºné p°edpoklad diam Ak → 0 (k →∞) vynechat?

14. Bu¤ (X, d) metrický prostor a {xn} cauchyovská posloupnost v X, která má podposloupnost {xnk
} s

xnk
→ x , x ∈ X. Dokaºte, ºe pak i {xn} konverguje k x.

15. Dokaºte:

a) Úplný podprostor metrického prostoru je uzav°ený.

b) Uzav°ený podprostor úplného metrického prostoru je úplný.

c) Kompaktní prodprostor je úplný.



16. Dokaºte: Zobrazení f : X → Y (X,Y metrické prostory) je právé tehdy spojité, pokud je vzor
f−1(G) = {x ∈ X : f(x) ∈ G} kaºdé otev°ené (uzav°ené) podmnoºiny G prostoru Y otev°ená
(uzav°ená) podmnoºina prostoru X.

17. Pro kompaktní podmnoºinu M metrického prostoru X de�nujeme d(x,M) = inf
z∈M

d(x, z), x ∈ X.

Dokaºte:

a) d(x,M) > 0 pro x 6∈M. b) In�num se nabývá. c) Funkce f(x) = d(x,M) je spojitá.


