
Fyzika I - mechanika

Úvod

Základńı fyzikálńı pojmy

Fyzika (fysis je řecky př́ıroda) byla p̊uvodně vědou o př́ırodě, tedy souhrnem
všech př́ırodńıch věd, které se s postupem dějin osamostatnily. Fyzika si
však zachovává ústředńı postaveńı mezi všemi př́ırodńımi vědami, jako
základńı věda s nejvyšš́ım stupněm přesnosti a obecnosti. Ostatńı př́ırodńı
vědy jsou fyzikou hluboce ovlivňovány a jejich odlǐseńı od fyziky nebývá
často jednoduché. Předmět fyziky lze vymezit následuj́ıćım zp̊usobem:

Fyzika studuje obecné vlastnosti látek a poĺı, přitom vycháźı
z pozorováńı a pokus̊u. Na tomto základě dosṕıvá k obecným
kvantitativńım zákon̊um, které uvád́ı v logickou soustavu tak,
aby z ńı na základě dedukce vyplývaly pozorované jevy.

Vymezeńı fyziky a chemie: Fyzika studuje předevš́ım zákony vzájemného
p̊usobeńı částic a poĺı, předmětem chemie jsou zákonitosti slučováńı atomů
v molekuly (a rozkladu molekul) a studium vlastnost́ı prvk̊u a jejich sloučenin.
Moderńı chemie je věda, která aplikuje fyziku atomů a molekul na prvky
a sloučeniny.

Rozděleńı fyziky podle jednotlivých obor̊u, tj. podle jev̊u, které zkoumá:

• mechanika a akustika (neměńı se struktura molekul)

• termodynamika a statistická fyzika (jevy podmı́něné chaotickým po-
hybem molekul)

• fyzika elektronového obalu (elektřina a magnetismus, optika, teorie
elektromagnetického pole), bere v úvahu, že molekuly se skládaj́ı z elek-
tricky nabitých částic

• jaderná fyzika studuje jevy na úrovni atomového jádra

Fyzika formuluje obecně platné zákony. Mnohé maj́ı úlohu základńıch pos-
tulát̊u nebo princip̊u. Základńı zásada, j́ıž se fyzika ř́ıd́ı, ř́ıká:

Všechny fyzikálńı jevy maj́ı p̊uvod v materiálńıch objektech.

Z této zásady plynou zásadńı požadavky na fyzikálńı teorii, např.
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• Fyzikálńı pojmy jsou definovány ve vztahu k materiálńım objekt̊um.

• Fyzikálńı zákony vyjadřuj́ı vztahy mezi materiálńımi objekty.

Pojem fyzikálńı veličiny: jednota kvantity a kvality fyzikálńı vlastnosti,
jej́ıž je mı́rou. Hodnotu nějaké veličiny X ve zvolených jednotkách [X]
dostaneme jako součin

X � XrXs (I)

kde č́ıslo X nazýváme velikost́ı veličiny X v jednotkách [X]. Kvantita veličiny
je tedy dána č́ıslem X, zat́ımco kvalita jednotkou [X].

Částice a pole: Nositelem všech fyzikálńıch jev̊u je hmota (materie),
kterou rozumı́me objektivńı realitu nezávislou na našem vědomı́. Materiálńı
objekty děĺıme na dvě kategorie: látku a pole. Z hlediska kvantové fyziky
však hovoř́ıme o látkových a polńıch částićıch (kvantech). Hmota má tedy
dualistickou povahu.

Měrové jednotky a jejich soustavy: Fyzikálńı veličiny lze měřit, tj. stanovit
jejich velikost v daných jednotkách, neboli zjǐst’ovat počet jednotek v nich
obsažených. Jednotky jsou základńı a odvozené.

Soustava SI (Système International d’Unités): 7 základńıch jed-
notek (samostatné studium či opakováńı).

Pohyb, prostor a čas v klasické mechanice

V př́ırodě, která nás obklopuje, pozorujeme neustálý pohyb, tj. přemı́st’ováńı
těles nebo jejich část́ı. Tento pohyb nazýváme pohybem mechanickým,
a obor fyziky, který ho popisuje, pak mechanikou.

Pod mechanickým pohybem rozumı́me pohyb jednoho tělesa v̊uči jinému
tělesu (vztažnému tělesu). Podle volby vztažného tělesa se jev́ı pohyb sle-
dovaného tělesa r̊uzně. Pohyb je tedy relativńı. Vzhledem k obecnosti
fyziky by však zákony mechaniky měly být formulovány tak, aby nezávisely
na volbě vztažného tělesa. Z tohoto hlediska vycháźı Einsteinova obecná
teorie relativity, která však pro svou obt́ıžnost nemůže být použita k řešeńı
většiny konkrétńıch problémů.

Relativistická mechanika představuje současnou etapu vývoje fyzikálńıho
poznáńı. Je pokračováńım předchoźı etapy, kterou nazývámeNewtonovou
klasickou mechanikou. V současné době se na newtonovskou mechaniku
d́ıváme jako na uspokojivý obraz mechanického pohybu těles složených
z velkého počtu atomů, jejichž rychlosti jsou malé ve srovnáńı s rychlost́ı
světla.
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U takových těles se výrazněji neprojev́ı ani kvantová povaha hmoty a
neńı tedy třeba přihĺıžet ani ke kvantové mechanice, která je daľśı etapou
lidského poznáńı v oblasti mechaniky mikrosvěta. Je třeba si uvědomit,
že veškerý technický a společenský pokrok by byl nemyslitelný bez kla-
sické mechaniky, a proto klasická mechanika představuje i nadále jeden
z nejd̊uležitěǰśıch fyzikálńıch obor̊u. Pro popis mechanického pohybu zavád́ı
klasická mechanika pojem absolutńıho prostoru jako kontinua, v němž
jsou rozmı́stěna pohybuj́ıćı se tělesa. Absolutńı prostor neńı př́ıtomnost́ı
těles ovlivněn, všechna jeho mı́sta jsou rovnocenná (homogenita pros-
toru) a všechny směry v něm jsou rovnocenné (izotropie prostoru).

Daľśım základńım pojmem je čas, který vyjadřuje posloupnost pohy-
bových děj̊u a jejich trváńı. Čas se v klasické mechanice jev́ı jako samostatný,
nezávislý na pohybuj́ıćıch se tělesech a všude stejně plynoućı.

K č́ıselnému vyjádřeńı polohy tělesa použ́ıváme soustavy souřadnic spo-
jené se vztažným tělesem. Podle symetrie popisovaných pohyb̊u lze volit
r̊uzné souřadné systémy. Nejčastěji použ́ıváme pravoúhlý (kartézský)
systém, tvořený třemi navzájem kolmými rovinami, které se prot́ınaj́ı
v pravoúhlých osách x, y, z. Pr̊useč́ık těchto os O nazýváme počátkem
vztažné soustavy souřadnic. Poloha nějakého bodu A v takové soustavě
souřadnic je pak určena třemi souřadnicemi x, y, z, které udávaj́ı jeho
vzdálenost od těchto tř́ı rovin, které nazýváme rovinami souřadnic. Souřadnice
můžeme považovat za pravoúhlé parametry polohového vektoru ~r (pr̊uvodiče,
rádiusvektoru).

Je tedy (viz také obr.I)
~r � px, y, zq (II)

Existuj́ı daľśı souřadné systémy. Kruhovou symetrii v rovině dobře vys-
tihuj́ı polárńı souřadnice

x � r cosϕ
y � r sinϕ

(III)

kde r ¥ 0 je velikost pr̊uvodiče a ϕ P x0, 2πy je polárńı úhel. Válcovou
symetrii odráž́ı válcové souřadnice

x � r cosϕ
y � r sinϕ
z � z

(IV)

kde r a ϕ maj́ı stejný význam jako ve (III). Kulovou symetrii vystihuj́ı
sférické souřadnice

3



y

z

x

y

O

x

z

A

~rA

Obrázek I: Poloha bodu A v kartézském systému.

x � r cosϕ sin θ
y � r sinϕ sin θ
z � r cos θ

(V)

kde r, ϕmaj́ı význam (III) a θ P x0, πy je úhel, který sv́ırá pr̊uvodič s osou z.

Limity platnosti klasické mechaniky - shrnut́ı

• př́ıtomnost velkých gravitačńıch sil (obecná teorie relativity)

• rychlosti těles se bĺıž́ı rychlosti světla (speciálńı teorie relativity)

• pohybové děje na úrovni mikrosvěta, kdy se zač́ıná projevovat kvantová
povaha hmoty (kvantová mechanika).
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Kapitola 1

Mechanika hmotného bodu

1.1 Kinematika hmotného bodu

Úkolem kinematiky je popis pohybu, aniž by nás zaj́ımaly jeho př́ıčiny.
Pokud se při pohybu neuplatňuj́ı vlastńı rozměry těles, např. v d̊usledku
srážek, či vlastńı rotace tělesa, můžeme mı́sto tělesa zavést abstraktńı
útvar, u kterého předpokládáme, že veškerá hmota tělesa je soustředěna
do jediného bodu, který nazýváme hmotným bodem.

Hmotný bod je myšlený objekt, který má vlastnosti reálného
tělesa, u kterého jsou však pominuty všechny znaky reálného
tělesa (délka, tvar atd.), které se při vyšetřováńı mechanického
pohybu neprojevuj́ı.

Geometricky je dráha, kterou pohybuj́ıćı se hmotný bod v prostoru
opisuje, určena polohovými vektory všech bod̊u, které hmotný bod při svém
pohybu prob́ıhá. Úplný popis pohybu hmotného bodu źıskáme, udáme-li
časovou závislost polohového vektoru, tedy všech jeho souřadnic (obr.I).

~r � ~rptq (1.1)

x � xptq

y � yptq (1.2)

z � z ptq

K popisu časového pr̊uběhu pohybu hmotného bodu zavád́ı kinematika
veličiny rychlost a zrychleńı.

Došlo-li v časovém intervalu pt1, t2q k přemı́stěńı hmotného bodu z polohy
B do polohy C, proběhl tento bod dráhu ∆s � s2� s1 za čas ∆t � t2 � t1.

Pod́ıl

v12 �
s2 � s1

t2 � t1
�

∆s

∆t
(1.3)
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Obrázek i: Pohyb hmotného bodu.

určuje pr̊uměrnou rychlost hmotného bodu mezi polohami B a C.
Znázorńıme-li okamžitou délku dráhy s od mı́sta A (obr.??) v závislosti

na čase t, dostaneme časové rozvinut́ı neboli graf pohybu (obr.ii). Pod́ıl
∆s{∆t udává tgα.

Budeme-li zmenšovat interval ∆t , bude se bod C bĺıžit bodu B a zároveň
se úhel α bude bĺıžit mezńı hodnotě α0, jehož tangenta udává směrnici
tečny ke křivce sptq v okamžiku t1 a má význam velikosti okamžité rychlosti
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Obrázek ii: Závislost délky dráhy na čase v diagramu.

hmotného bodu v čase t1

v � lim
∆tÑ0

∆s

∆t
(1.4)

Tato limita je prvńı derivaćı dráhy dle času, což můžeme vyjádřit jako

v �
ds

dt
�

d

dt
sptq � 9s (1.5)

Jednotkou rychlosti je m{s. V běžné praxi se často použ́ıvá rovněž
km{hod.

Body B a C z obr.?? jsou vzhledem ke zvolené soustavě souřadnic určeny
také pr̊uvodiči ~rB a ~rC , přičemž plat́ı zřejmě

~rC � ~rB �∆~r (1.6)

Při neomezeném přibližováńı bodu C k bodu B přejde ∆~r v elementárńı
vektor d~r, který bude mı́t směr tečny k dráze v bodě B a velikost ds.

Můžeme pak zapsat, že

d~r � ds � ~τ0 (1.7)

kde ~τ0 je jednotkový vektor ve směru tečny k dráze v bodě B a ve směru
pohybu. Násob́ıme-li nyńı vztah (1.5) zprava vektorem ~τ0, dostaneme
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v~τ0 � ~v �
ds

dt
~τ0 �

d~r

dt
� 9~r (1.8)

Okamžitá rychlost ~v je vektor, který má směr tečny ke křivočaré
dráze v mı́stě, ve kterém okamžitou rychlost určujeme, a mı́̌ŕı ve
směru pohybu.

Z časové závislosti ~r je tedy rychlost plně určena prvńı derivaćı dle času.
Zavedeme-li jednotkové vektory ve směru souřadnic ~ı,~,~k, lze psát

~r � x~ı� y~� z~k (1.9)
d~r

dt
�

dx

dt
~ı�

dy

dt
~�

dz

dt
~k (1.10)

Velikosti složek vektoru d~r
dt

znamenaj́ı pr̊uměty okamžité rychlosti do
směru os souřadnic

vx �
dx

dt
, vy �

dy

dt
, vz �

dz

dt
(1.11)

Je tedy

~v � vx~ı� vy~� vz~k (1.12)

Z pr̊umět̊u rychlosti lze zjistit velikost rychlosti dle Pythagorovy věty

v � |~v| �
b
v2x � v2y � v2z �

d�
dx

dt


2

�

�
dy

dt


2

�

�
dz

dt


2

(1.13)

a směrové kosiny

cosα �
vx

v
, cos β �

vy

v
, cos γ �

vz

v
(1.14)

Pravidlo (1.12) je pravidlem o skládáńı rychlost́ı a pohybu. Řı́ká, že
je možno rozkládat rychlost bodu na složky, ale také, že je možno skládat
r̊uzné rychlosti př́ıslušné témuž hmotnému bodu. Považujeme jej za axióm,
tj. nedokazatelné pravidlo, jehož oprávněnost je dána skutečnost́ı.

Při obecném (křivočarém) pohybu se měńı směr rychlosti a obecně také
jej́ı velikost. V časovém intervalu ∆t se změńı vektor ~v na ~v�∆~v (obr.iii).
Děĺıme-li tento př́ır̊ustek rychlosti časovým okamžikem ∆t, v němž změna
nastala, dostaneme pr̊uměrné zrychleńı ∆v

∆t
a limitńım zmenšováńım

~a � lim
∆tÑ0

∆~v

∆t
�

d~v

dt
�

d2~r

dt2
� :~r (1.15)
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Obrázek iii: Změna vektoru rychlosti při křivočarém pohybu.

Zrychleńı je vektorem, jehož směr je totožný s př́ır̊ustkem rychlosti
d~v, nikoli se směrem dráhy. Analogicky vektoru rychlosti můžeme psát

~a � ax~ı� ay~� az~k

~a �
dvx
dt
~ı�

dvy
dt
~�

dvz
dt
~k (1.16)

tedy

a � |~a| �
b
a2x � a2y � a2z �

d�
dvx
dt


2

�

�
dvy
dt


2

�

�
dvz
dt


2

(1.17)

cosα1 �
ax

a
, cosα2 �

ay

a
, cosα3 �

az

a
(1.18)

Jednotkou zrychleńı je m{s2. Bývá výhodné rozložit zrychleńı ~a do dvou
k sobě kolmých složek, z nichž jedna má směr tečny ke křivce jako okamžitá
rychlost a druhá má směr normály ke křivce (tj. je kolmá k tečně v daném
bodě) a mı́̌ŕı do středu křivosti.

Tečné zrychleńı źıskáme pr̊umětem vektoru zrychleńı ~a do směru rychlosti
a vynásobeńım jednotkovým vektorem ve směru rychlosti

~at �

�
~a �

~v

v



~v

v
(1.19)

Podotýkáme, že vektor tečného zrychleńı může být souhlasně oriento-
vaný s ~v (pokud velikost rychlosti roste) anebo nesouhlasně orientovaný
(pokud velikost rychlosti klesá). Velikost tečného zrychleńı źıskáme jako
derivaci velikosti rychlosti podle času. Je totiž
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Obrázek iv: Tečné a normálové zrychleńı.

dv

dt
�

d

dt

b
v2x � v2y � v2z �

2vx
dvx
dt
� 2vy

dvy
dt
� 2vz

dvz
dt

2
b
v2x � v2y � v2z

�
~a � ~v

v
(1.20)

což je výraz v závorce ve vztahu (1.19). Normálové zrychleńı ~an stanov́ıme
jednoduše jako rozd́ıl

~an � ~a� ~at (1.21)

Velikost normálového zrychleńı souviśı se zakřiveńım dráhy pohybu a plat́ı

an �
v2

R
(1.22)

kde R je poloměr křivosti dráhy (oskulačńı kružnice) a v velikost rychlosti,
oboj́ı v mı́stě, kde an určujeme. Normálovým zrychleńım se budeme dále
zabývat v pojednáńı o křivočarých pohybech.

Klasifikace pohyb̊u a př́ıklady

Pohyb děĺıme na

• př́ımočarý, který se děje v př́ımce

• křivočarý, což jsou všechny ostatńı př́ıpady.

Daľśım kritériem je velikost rychlosti:

• pohyb je rovnoměrný při |~v| � konst.

• pohyb je nerovnoměrný při |~v| � konst.
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K popisu př́ımočarého pohybu dostačuje jediná rovnice (osu x orien-
tujeme do směru pohybu.

x � xptq (1.23)

Př́ımočarý rovnoměrný pohyb lze obecně zapsat jako

x � k1t� k2 (1.24)

kde k1 a k2 jsou konstanty. Př́ımočaré nerovnoměrné pohyby jsou všechny
ostatńı pohyby popsané rovnićı (1.23).

Důležitým př́ıkladem pohybu v této kategorii je pohyb př́ımočarý rovnoměrně
zrychlený

x � k1t
2
� k2t� k3 (1.25)

kde k1, k2 a k3 jsou konstanty. Rychlost a zrychleńı budou zřejmě

v � 2k1t� k2
a � 2k1

(1.26)

Konstanty k1, k2, k3 znamenaj́ı po řadě polovičńı hodnotu zrychleńı,
rychlost pohybu v0 v čase t � 0 a polohu x0 v čase t � 0. Rovnice (1.25)
pak přejde ve známý tvar

x �
a

2
t2 � v0t� x0 (1.27)

Daľśım d̊uležitým př́ıpadem je harmonický pohyb v př́ımce, daný
rovnićı

x � A sinpωt� αq � x0 (1.28)

kde A a ω jsou kladné konstanty, které nazýváme amplitudou kmitu a
kruhovou frekvenćı, α je fázové posunut́ı a x0 je rovnovážná poloha
bodu. Harmonický pohyb zadaný rovnićı (1.28) se koná periodicky v úsečce
�A ¤ x� x0 ¤ A. Rychlost a zrychleńı hmotného bodu źıskáme

v � dx
dt
� Aω cospωt� αq

a � d2x
dt2

�
dv
dt
� �Aω2 sinpωt� αq � �ω2

px� x0q

(1.29)

Zrychleńı harmonického pohybu je tedy úměrné výchylce a mı́̌ŕı
proti ńı. Křivočaré pohyby se děj́ı bud’ v rovině a pak stač́ı k popisu dvě
parametrické rovnice v (1.1) nebo v prostoru a pak muśıme použ́ıt všechny
tři rovnice. Z křivočarých rovnoměrných pohyb̊u je významný rovnoměrný
kruhový pohyb, který je popsán rovnicemi
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x � R cospωt� αq � x0
y � R sinpωt� αq � y0

(1.30)

kde R ¡ 0, ω, α, x0, y0 jsou konstanty. Neparametrickou rovnici dráhy
pohybu (kružnici) lze źıskat vyloučeńım parametru t

px� x0q
2
� py � y0q

2
� R2 (1.31)

Rychlost pohybu bude mı́t složky

vx � �Rω sinpωt� αq

vy � Rω cospωt� αq
(1.32)

a velikost

|~v| �
b
v2x � v2y �

b
R2ω2rsin2pωt� αq � cos2pωt� αqs � ωR � konst.

Posledńı rovnice je známý vztah mezi velikost́ı rychlosti hmotného bodu
a jeho úhlovou rychlost́ı ω. Mezi úhlovou rychlost́ı ω a frekvenćı f , kolikrát
hmotný bod proběhl kružnićı za jednotkou času plat́ı jednoduchý vztah

ω � 2πf (1.33)

Doba, za kterou hmotný bod oběhne kružnici, se nazývá perioda T a
plat́ı

T � 1{f � 2π{ω (1.34)

Konstanta α má význam úhlu, který sv́ırá pr̊uvodič v nulovém čase
s osou x. Zrychleńı hmotného bodu bude mı́t složky

ax � �Rω2 cospωt� αq

ay � �Rω2 sinpωt� αq
(1.35)

a velikost

|~a| �
b
a2x � a2y �

`
R2ω4 � Rω2

� v2{R

Porovnáme-li složky vektoru zrychleńı (1.35) se složkami polohového
vektoru (1.30), zjist́ıme, že plat́ı

~a � �ω2~r0 ~r0 � px� x0, y � y0q (1.36)

~a tedy mı́̌ŕı do středu kruhu a proto se nazývá dostředivé zrychleńı.
Toto zrychleńı je totožné s normálovým zrychleńım, zavedeným v (1.21) a
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(1.22). Stejné tvrzeńı lze vyslovit obecně pro všechny křivočaré rovnoměrné
pohyby, nav́ıc lze zavedeńım pojmu oskulačńı kružnice zobecnit i plat-
nost vztahu (1.22).
Poznámka: Všimněme si rovněž porovnáńım (1.28) a (1.30), že harmon-
ický pohyb vznikne pr̊umětem rovnoměrného kruhového pohybu na některou
souřadnou osu. Frekvenci f a periodu T harmonického pohybu pak zavád́ıme
zcela analogicky. Rovnoměrný pohyb může hmotný bod konat po libovolné
křivce. Daľśım typickým př́ıkladem je rovnoměrný pohyb po šroubovici.

x � R cosωt
y � R sinωt
z � kt

(1.37)

kde R ¡ 0 a k jsou konstanty.
Křivočarý nerovnoměrný pohyb je nejobecněǰśı pohyb. Zvláštńım př́ıpadem
je nerovnoměrný pohyb po kružnici, daný rovnicemi

x � R cosϕptq
y � R sinϕptq

(1.38)

kde R ¡ 0 je konstanta a úhel ϕ, který pr̊uvodič ~r sv́ırá v čase t

s kladným směrem osy x je libovolná funkce času. Nazývá se středový
úhel.

Úkol pro čtenáře: Může být nerovnoměrný kruhový pohyb periodický?
Pokud ano, nalezněte př́ıklad.

Lze ukázat, že i v př́ıpadě nerovnoměrného kruhového pohybu je velikost
dostředivého (normálového) zrychleńı dána vztahem (1.22) a zavedeńım
pojmu oskulačńı kružnice lze tento vztah zobecnit na všechny křivočaré
pohyby.

Vektorové znázorněńı kruhového pohybu:

Veličiny popisuj́ıćı kruhový pohyb lze znázornit též vektorově. Rov-
ina kruhové dráhy muśı mı́t v prostoru stálou orientaci, kterou můžeme
charakterizovat vektorem kolmým k této rovině. Přǐrad́ıme tomuto vek-
toru vhodný význam i smysl otáčeńı. Za tento vektor můžeme vźıt vektor
středového úhlu ~ϕ a jeho smysl bude takový, aby mı́̌ril na tu stranu roviny
otáčeńı, odkud vid́ıme smysl otáčeńı jako kladný, tedy proti směru hodi-
nových ručiček (obr. v).

Vektor úhlové rychlosti

~ω �
d~ϕ

dt
(1.39)
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~r

~ϕ

ϕ

A

x

Obrázek v: Vektorové znázorněńı kruhového pohybu.

bude zřejmě mı́t souhlasný směr s ~ϕ. Neńı-li kruhový pohyb rovnoměrný,
měńı se velikost úhlové rychlosti, nikoli směr. Úhlové zrychleńı

~ε �
d~ω

dt
�

d2~ϕ

dt2
(1.40)

lež́ı opět ve směru ~ϕ a je s ńım souhlasně orientováno v př́ıpadě zrychleného
pohybu a nesouhlasně v př́ıpadě zpomaleného pohybu. Obvodová rychlost
~v lež́ı v rovině kruhového pohybu a plat́ı pro ni zřejmě

~v � ~ω � ~r |~v| � ω � r (1.41)

Tento vztah plat́ı i pro všechna ~r1, kde je r1 � r sinα (obr.vi), tj. nelež́ı-li
počátek souřadného systému v rovině pohybu (velikost vektorového součinu
je ωr sinα).

Časovou derivaćı (1.41) obdrž́ıme

~a �
d~v

dt
�

�
d~ω

dt
� ~r



�

�
~ω �

d~r

dt



� p~ε� ~rq � p~ω � ~vq � ~at � ~an (1.42)

nebot’ vektor ~ε�~r je orientovaný stejně jako vektor rychlosti a vektor ~ω�~v
mı́̌ŕı do středu kružnice.

1.2 Dynamika hmotného bodu

Pojem śıly
Dosud jsme si nekladli otázku, proč se hmotný bod pohybuje nebo co je

př́ıčinou mechanického pohybu. Vzájemné p̊usobeńı mezi tělesy určuje me-
chanický pohyb. Tato p̊usobeńı maj́ı v tělesech samých nejr̊uzněǰśı p̊uvod,
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~ω
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Obrázek vi: K výkladu obvodové rychlosti.

ale jejich společný účinek záležej́ıćı v mechanickém pohybu, umožňuje
zavést pojem śıly.

Pojem śıly je dán osobńı zkušenost́ı. Śıla může mı́t bud’ statický (de-
formačńı) nebo dynamický (měńı pohybový stav těles) účinek. Pojem śıly
lze charakterizovat na pokusu s pružinou. Zp̊usob́ı-li dvě śıly libovolného
p̊uvodu stejné roztažeńı pružiny, lze mı́t za to, že jsou stejné. Zp̊usob́ı-
li jedna śıla roztažeńı dvou pružin stejné jako výše, můžeme ř́ıci, že tato
śıla je dvojnásobná atd. Ze zkušenosti rovněž v́ıme, že śıly jsou vektory,
maj́ı tedy své p̊usobǐstě a směr. Śıla p̊usob́ıćı na hmotný bod je vektorem
vázaným na bod.

Skládáńı a rozkládáńı sil a moment śıly
To, že śıly jsou vektory, souviśı s experimentálńı poznanou skutečnost́ı,

že śıly lze skládat nebo rozkládat dle věty o rovnoběžńıku sil, tj. pravidla,
které lze aplikovat na jakékoli vektory (obr. vii)

Otáčivý účinek śıly ~F vzhledem k libovolnému bodu 0 charakterizuje
moment śıly

M � F � ρ (1.43)

kde ρ je rameno śıly (obr.viii).
V obecném př́ıpadě, kdy pr̊uvodič p̊usobǐstě sv́ırá se śılou úhel α, plat́ı

pro moment śıly
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~R � ~F1 �
~F2

~F1

~F2

~R

(a) silový rovnoběžńık

� �

~R � ~F1 �
~F2 �

~F3 �
~F4

~F1

~F2

~F3

~F4

~R

(b) silový mnohoúhelńık

Obrázek vii: Skládáńı sil se společným p̊usobǐstěm. Pokud je ~R � 0,
ř́ıkáme, že śıly jsou v rovnováze.

O

~r

~F

α

ρ

p̊usobǐstě śıly

Obrázek viii: Moment śıly.
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M � rF sinα (1.44)

což je velikost vektorového součinu

~M � ~r � ~F (1.45)

který je kolmý k rovině ~r, ~F , tedy totožný se směrem osy rotace.
Zvláštńı postaveńı mezi silami, ke kterým přihĺıž́ıme při vyšetřováńı po-

hybu těles, maj́ı třećı śıly. Spoč́ıvá v tom, že třećı śıly pohyb vždy brzd́ı,
zat́ımco jiné śıly mohou pohyb podporovat i brzdit.

• Odpor vzniká při pohybu jednoho tělesa po druhém, ke kterému je
přitlačováno jistou silou, pak hovoř́ıme o kinetickém třeńı.

• Odpor vzniká i tehdy, když jsou obě tělesa v klidu a vněǰśı śıly se je
snaž́ı uvést do pohybu, pak hovoř́ıme o statickém třeńı.

Zde se omeźıme na smykové (vlečné) třeńı, které vzniká při posuvném
pohybu. Jeho velikost je dle Coulombova zákona úměrná jen velikosti
normálové śıly Fn, kterou je jedno těleso přitlačováno k druhému

Ft � µFn (1.46)

Veličina µ se nazývá koeficient smykového třeńı a záviśı na druhu ma-
teriálu, na jakosti styčných ploch a na rychlosti pohybu. Statický koeficient
třeńı je výrazně vyšš́ı než kinetický, např. pro třeńı oceli po oceli je statický
koeficient asi 0,15 , zat́ımco kinetický 0,05.

Newtonovy zákony
Klasická (newtonovská) dynamika je založena na třech základńıch Newtonových

(pohybových) zákonech. Jsou výsledkem pozorováńı světa.

1. Newton̊uv zákon (princip setrvačnosti)
Každé těleso setrvává ve stavu klidu nebo rovnoměrně př́ımočarého
pohybu, neńı-li vněǰśımi silami nuceno tento stav změnit.

Př́ıpad, kdy v našem vesmı́ru nep̊usob́ı na těleso žádná śıla, nelze ex-
perimentálně realizovat, obsah principu setrvačnosti lze tedy považovat
za duchaplnou extrapolaci našich zkušenost́ı. Podle principu setrvačnosti
je s pohybovým stavem těles spojena vlastnost setrvačnosti, kterou se
tělesa jakoby bráńı změně svého pohybového stavu. Máme t́ım na mysli
skutečnost, že těleso se nedá do pohybu nebo nezměńı sv̊uj pohybový stav,
dokud na něj nezap̊usob́ı nějaká śıla. Podle 1. Newtonova zákona bude ex-
istovat soustava souřadná, ve které se bude pohyb sledovaného hmotného
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bodu jevit jako klid a celá tř́ıda soustav, v̊uči kterým se bude pohybo-
vat rovnoměrným př́ımočarým pohybem. Takové soustavy nazýváme in-
erciálńımi soustavami souřadnými. Z tohoto hlediska 1. Newton̊uv
zákon vymezuje inerciálńı soustavu souřadnou. V inerciálńı soustavě souřadné
lze jednoznačně určit zrychleńı hmotného bodu, které se vyskytuje v 2.
Newtonově zákoně.

2. Newton̊uv zákon (zákon śıly)
Existence zrychleńı vyžaduje dle principu setrvačnosti silové p̊usobeńı.

Vlastnost těles, že při stejném silovém p̊usobeńı nabývaj́ı r̊uzných zrychleńı,
charakterizujeme fyzikálńı veličinou hmotnost m, což je skalárńı veličina
s jednotkou 1 kg. Vztah mezi silou a jej́ım účinkem - zrychleńım lze vyjádřit
v nejjednodušš́ı formě

m~a � k ~F nebo ~a � k
~F

m
(1.47)

tj. př́ımá úměrnost mezi zrychleńım a p̊usob́ıćı silou u jednoho tělesa
nebo nepř́ımá úměrnost mezi zrychleńım a hmotnost́ı u r̊uzných těles,
p̊usob́ı-li na ně stejná śıla. Druhý pohybový zákon lze formulovat obecněji,
uváž́ıme-li, že hmotnost tělesa nemuśı obecně být nezávislá na jeho po-
hybovém stavu. Charakterizujeme-li okamžitý pohybový stav tělesa hyb-
nost́ı

~p � m~v (1.48)

můžeme 2. Newton̊uv zákon psát obecněji

d~p

dt
�

d

dt
m~v � k ~F (1.49)

Tuto formulaci, která bere v úvahu např. pohyb tělesa s proměnnou
hmotou (raketa, relativistické rychlosti) podal již sám Newton a slovně zńı

Časová změna hybnosti tělesa je úměrná p̊usob́ıćı śıle a má s ńı
stejný směr.

V klasické mechanice (až na výjimky, např. pohyb rakety) považujeme
hmotnost za konstantńı a ṕı̌seme

m~a � ~F (1.50)

Velikost konstanty k jsme vzhledem k dále popsanému zp̊usobu měřeńı
hmotnosti zvolili rovnou 1. Źıskaj́ı-li dvě tělesa o hmotnostim1 am2 vlivem
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stejného vněǰśıho p̊usobeńı r̊uzná zrychleńı a1 a a2, pak poměr jejich hmot-
nost́ı m1 a m2 vyhovuje úměře

m1

m2

�
a2

a1
(1.51)

Takto určená hmotnost se nazývá setrvačná.

3. Newton̊uv zákon (princip akce a reakce)

Śıla, která p̊usob́ı na těleso, může pocházet jedině od těles, která vyšetřované
těleso obklopuj́ı. Je zkušenost́ı, že p̊usob́ı-li hmotný bod 1 (obecně těleso
1) na hmotný bod 2 (těleso 2) silou ~F12, p̊usob́ı hmotný bod 2 na bod 1
silou ~F21, která je stejně velká, ale opačně orientovaná.

~F12 � �~F21 (1.52)

Vzájemné śıly mezi dvěma hmotnými body (tělesy) maj́ı vždy
stejnou velikost, ale opačný směr.

Śıly při r̊uzných druźıch pohybu (přehled)

• Př́ımočarý rovnoměrný pohyb (1.24)

F � 0 a odtud a � 0 (1.53)

• Př́ımočarý rovnoměrný zrychlený pohyb (1.26)

F � 2mk1 (1.54)

• Harmonický pohyb (1.29)

F � �mω2
px� x0q � �k∆x (1.55)

• Obecný př́ımočarý pohyb

F � maptq (1.56)

Śıla je zde časově proměnná a je výslednićı vazbových a hybných sil.

• Rovnoměrný kruhový pohyb (1.36)

~F � �mω2~r (1.57)

• Nerovnoměrný kruhový pohyb (1.42)

~F � ~Ft � ~Fn � m~at �m~an (1.58)
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Śılu lze rovněž rozložit na tečnou a normálovou (dostředivou) složkou.
Důležitou śılou je t́ıha těles ~G, j́ıž tělesa podléhaj́ı v t́ıhovém poli, speciálně
v t́ıhovém poli Země.

~G � m~g (1.59)

kde ~g je konstantńı vektor mı́̌ŕıćı přibližně do středu Země, který nazýváme
t́ıhovým zrychleńım. Porovnáváme-li poměr dvou hmot podle jejich t́ıhy

m1

m2

�
G1

G2

(1.60)

hovoř́ıme o porovnáváńı t́ıhových hmot hmotných bod̊u (srovnej (1.51)).
Skutečnost, že porovnáńı (1.51) a (1.60) vedou ke stejným závěr̊um, bývá
formulována jako rovnost t́ıhové a setrvačné hmoty a je z hlediska Newtonovy
fyziky experimentálńım faktem (Eötvösovy pokusy a daľśı). Hlubš́ı smysl
tohoto faktu vyplývá až z obecné teorie relativity.

Pohybové rovnice hmotného bodu
Zákon śıly, vyjádřený rovnićı (1.50) rozeṕı̌seme do složek

max � m
d2x

dt2
� Fx

may � m
d2y

dt2
� Fy (1.61)

maz � m
d2z

dt2
� Fz

Tyto rovnice nazýváme pohybové rovnice. Jde o tři nezávislé rovnice,
z nichž lze určit pohyb tělesa vzhledem ke zvolené soustavě souřadnic,
známe- li složky sil v každém okamžiku (či obráceně ze známé dráhy, či
známého pr̊uběhu rychlosti lze určit p̊usob́ıćı vněǰśı śıly). Pohyb ovšem také
záviśı na tzv. počátečńıch podmı́nkách, tj. poloze a rychlosti hmotného
bodu v okamžiku, kdy śıla začala p̊usobit. Z matematického hlediska je
tento fakt odražen t́ım, že obecný integrál diferenciálńıch rovnic druhého
řádu, mezi něž pohybové rovnice patř́ı, obsahuje dvě integračńı konstanty,
které se právě urč́ı z počátečńıch podmı́nek.

Působ́ı-li na hmotný bod v́ıce sil, poč́ıtáme v pohybových rovnićıch s je-
jich součtem (obr. vii). Pokud se śıly navzájem ruš́ı, pohybuje se hmotný
bod dle 1. Newtonova zákona.

Použit́ı pohybových rovnic na konkrétńı př́ıpady ukážeme v daľśım výkladu.
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Silové p̊usobeńı při relativńım pohybu
Položme si nyńı otázku, zda z̊ustávaj́ı Newtonovy zákony v platnosti, pokud
se soustava, ke které pohyb vztahujeme, sama pohybuje. Předpokládejme
dvě soustavy souřadnic Spx, y, zq a S 1px1, y1, z1q, z nichž prvńı považujeme
za pevnou a druhá se v̊uči ńı pohybuje posuvným př́ımočarým pohybem
(obr.ix)

MM

O
O(S)

O1 O1
pS 1q

x

z

y x1

z1

y1

~r
~r

~r1~r1

~R

~R

Obrázek ix: Určeńı polohy bodu M v soustavách S a S 1.

Mezi polohovými vektory nějakého bodu M v soustavách S a S 1 plat́ı
zřejmě

~r � ~r1 � ~R (1.62)

Pohybuje-li se hmotný bod, pak jeho rychlost ~v vzhledem ke klidné sous-
tavě S (absolutńı rychlost) je dána vztahem

~v �
d~r

dt
�

d~r1

dt
�

d~R

dt
(1.63)

zde člen d~R{dt � ~u je rychlost, kterou se všechna mı́sta v soustavě S 1 po-
hybuj́ı v̊uči soustavě S, nazýváme ji unášivou rychlost́ı. Člen d~r1{dt � ~v1

je pak rychlost́ı, kterou se bod pohybuje vzhledem k soustavě S 1, nazýváme
ji relativńı rychlost́ı. Plat́ı tedy

~v � ~v1 � ~u (1.64)

což je pravidlo o skládáńı pohyb̊u. Vztah (1.64) je vyjádřeńım známého
pravidla o skládáńı rychlost́ı, které ovšem plat́ı všeobecně.

Derivaćı vztahu (1.63) dle času dostáváme
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~a �
d2~r

dt2
�

d2~r1

dt2
�

d2 ~R

dt2
(1.65)

~a � ~a1 � ~au

což je vztah mezi absolutńım zrychleńım, relativńım zrychleńım
a unášivým zrychleńım.

Pohyb v inerciálńı soustavě
V inerciálńıch soustavách je ~u � konst., takže soustava S 1 v̊uči soustavě S
pohybuje rovnoměrně př́ımočaře. Polohy hmotného bodu M v obou sous-
tavách souviśı vztahem

~r � ~r1 � ~ut (1.66)

pokud počátky obou soustav v čase t � 0 splývaj́ı.
Přechod od jedné soustavy souřadnic k jiné nazýváme transformaćı

souřadnic. Transformace (1.66) se nazývá Galileova transformace. Derivujeme-
li (1.66) dvakrát dle času a vynásob́ıme-li hmotnost́ı m, dostaneme

m~a � m~a1 � ~F (1.67)

tj. zrychleńı hmotného bodu v obou soustavách je stejné. Řı́káme,
že Newtonovy pohybové rovnice jsou invariantńı vzhledem ke
Galileově transformaci. Bude-li ~F � 0, bude v obou soustavách platit
princip setrvačnosti.

Rovnice (1.67) znamená, že nelze z hlediska žádné z obou soustav rozhod-
nout, zda je v klidu nebo se pohybuje. Tuto úvahu lze rozš́ı̌rit na všechny
inerciálńı soustavy, protože v nich beze změny plat́ı Newtonovy zákony.
Tento závěr nazýváme klasickým principem relativity Newtonovy
dynamiky. K inerciálńım soustavám patř́ı s dostatečnou přesnost́ı i sous-
tava pevně spojená se Zemı́.

Pohyb ve zrychlené soustavě
Při nerovnoměrném pohybu soustavy S 1 vzhledem k soustavě S se dle
(1.65) lǐśı zrychleńı ~a1 od zrychleńı ~a o hodnotu unášivého zrychleńı ~au,
tedy ~a1 � ~a� ~au. Vynásob́ıme-li tuto rovnici hmotnost́ı m, dostaneme

m~a1 � m~a�m~au � ~F 1 (1.68)

Těleso se vzhledem ke zrychlené soustavě S 1 pohybuje tak, jako když na
ně kromě śıly ~F p̊usob́ı ještě daľśı śıla
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~F �
� �m~au (1.69)

která má opačný směr než zrychleńı ~au soustavy S 1 a jej́ıž velikost je
rovna součinu hmotnosti hmotného bodu a zrychleńı této soustavy souřadnic.
Tuto śılu nazýváme silou setrvačnou, zdánlivou nebo fiktivńı, protože
nemá p̊uvod v reálných tělesech. V této souvislosti uvád́ıme, že śıly, jimiž
na sebe p̊usob́ı reálná tělesa, jsou śıly skutečné.

Shrnut́ı: 2. Newton̊uv zákon neplat́ı v neinerciálńıch soustavách. Jeho
platnosti však dosáhneme, kompenzujeme-li zrychleńı soustavy zavedeńım
odpov́ıdaj́ıćı setrvačné śıly.
Tento závěr je velmi podstatný pro řešeńı mechanických úloh. Dosavadńı
výklad nám nab́ıźı dvě možnosti:

• pracovat d̊usledně v inerciálńım systému

• zavedeńım setrvačných sil přej́ıt do neinerciálńıho systému.

Oba postupy budeme ilustrovat na následuj́ıćım př́ıkladu. Uvažujme
voźık, k jehož vnitřńı stěně je pružinou upevněna koule (obr.1.10a), která
se může pohybovat bez třeńı. Uvedeme-li voźık do pohybu se zrychleńım ~a,
pozorujeme natažeńı pružiny (která zde hraje úlohu vazby) a koule se bude
pohybovat se stejným zrychleńım jako voźık (obr.1.10b). Popis celého děje
z hlediska inerciálńıho a neinerciálńıho systému bude odlǐsný:

(a)

~a

(b)

Obrázek x: Zrychlený pohyb voźıku.

• Z hlediska inerciálńıho systému p̊usob́ı pružina (vazba) na kouli takovou
silou, aby ji udělila stejné zrychleńı jako má voźık. Tato śıla je skutečná
a je akćı. Podle 3. Newtonova zákona p̊usob́ı koule na pružinu stejně
velkou, ale opačně orientovanou silou. Tato śıla zp̊usob́ı natažeńı pružiny,
je rovněž skutečná a je reakćı.
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• Z hlediska pozorovatele spjatého s voźıkem zp̊usob́ı natažeńı pružiny
fiktivńı śıla, která indikuje, že soustava souřadná spjatá s voźıkem je
neinerciálńı. Tato śıla je kompenzována natažeńım pružiny, tj. skutečnou
silou, která p̊usob́ı rovněž na kouli. Nemůžeme tedy hovořit o akci a
reakci. Z toho plyne d̊uležitý poznatek:

3. Newton̊uv zákon neplat́ı v neinerciálńım systému.

Pohyb v otáčivé soustavě
Vyšetř́ıme dále skutečné a zdánlivé śıly, které p̊usob́ı na hmotný bod,
vztahujeme-li jeho pohyb k soustavě S 1, která se vzhledem k inerciálńı sous-
tavě S otáč́ı úhlovou rychlost́ı ~ω (obr.xi) tak, že maj́ı společný počátek a
osu z, která je osou otáčeńı. Okamžitou polohuM v obou soustavách udává
polohový vektor ~r � ~r1. Jeho změny při pohybu hmotného bodu jsou však
v obou soustavách r̊uzné a r̊uzné budou i jeho derivace vzhledem k oběma
soustavám.

x

z � z1

y

x1

y1

~r � ~r1

~u

rk

~ω

M

α
O � O1

Obrázek xi: Pohyb v otáčivé soustavě
.

Pro unášivou rychlost bodu M plat́ı

~u � ~ω � ~r (1.70)

24



a pravidlo pro skládáńı rychlost́ı plat́ı ve tvaru

~v � ~v1 � ~ω � ~r (1.71)

d~r

dt
�

d1~r

dt
� ~ω � ~r

kde čárka vyznačuje derivaci vzhledem k soustavě S 1. Mezi př́ır̊ustkem
d~r v soustavě S a d1~r v soustavě S 1 plat́ı

d~r � d1~r � p~ω � ~rqdt (1.72)

Elementárńı změny každého jiného vektoru v obou soustavách budou
podléhat stejnému pravidlu. Pro změnu relativńı rychlosti vzhledem k sous-
tavě S bude

d~v1 � d1~v1 � p~ω � ~v1qdt (1.73)

d~v1

dt
�

d1~v1

dt
� p~ω � ~v1q (1.74)

Tento vztah umožňuje zjistit zrychleńı ~a1 hmotného bodu vzhledem k po-
hybuj́ıćı se soustavě S 1, tedy

~a1 �
d1~v1

dt
�

d~v1

dt
� p~ω � ~v1q (1.75)

Nyńı ještě dosad́ıme z (1.71) za ~v1 v časové derivaci

~a1 �
d

dt
p~v � ~ω � ~rq � ~ω � ~v1 �

d~v

dt
�

d~ω

dt
� ~r � ~ω �

d~r

dt
� ~ω � ~v1

�
d~v

dt
� ~ε� ~r � ~ω � ~v � ~ω � ~v1 �

d~v

dt
� ~ε� ~r � ~ω � p~v1 � ~ω � ~rq � ~ω � ~v1

�
d~v

dt
� ~ε� ~r � ~ω � p~ω � ~rq � 2~ω � ~v1 (1.76)

Na hmotný bod v otáčivé soustavě p̊usob́ı tedy śıla

~F 1
� m~a1 � m

d~v

dt
�m~ε� ~r �m~ω � p~ω � ~rq � 2m~ω � ~v1 (1.77)

Ke skutečné śıle md~v
dt
� m~a � ~F tak přistupuj́ı v otáčivé soustavě S 1

daľśı tři fiktivńı śıly:
Śıla

~F �
� �m

d~ω

dt
� ~r � �m~au (1.78)
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kde ~au je unášivé zrychleńı rotuj́ıćı soustavy v mı́stě, kde je právě hmotný
bod, ~F � je setrvačná śıla, obdobná śıle v rovnici (1.69). Je-li úhlová rychlost
konstantńı, tato śıla vymiźı.

Daľśı śıla
~FO � �m~ω � p~ω � ~rq � �m~ω � ~u (1.79)

p̊usob́ı na hmotný bod při rotaci soustavy, je-li v konečné vzdálenosti
od osy rotace. Velikost śıly je

FO � mω2r sinα � mω2rK � m
u2

rK
(1.80)

kde rK � r sinα je vzdálenost bodu od osy rotace. Tuto śılu nazýváme
silou odstředivou, protože mı́̌ŕı od osy rotace.
Poznámka: Zdánlivou odstředivou śılu v rotuj́ıćı soustavě nesmı́me zaměňovat
se skutečnou odstředivou silou, která vzniká jako reakce na dostředivou śılu
a kterou p̊usob́ı těleso na vazbu, která jej nut́ı ke křivočarému pohybu.

Posledńı śıla

~FC � �2m~ω � ~v1 � 2m~v1 � ω (1.81)

se uplatňuje, pokud hmotný bod má v rotuj́ıćı soustavě rychlost ~v1 jiného
směru, než je směr osy rotace. To znamená, že hmotný bod postupuje mı́sty
s r̊uznou unášivou rychlost́ı. Tuto śılu nazýváme Coriolisovou silou.

Shrnut́ı: Má-li 2. Newton̊uv zákon platit v rotuj́ıćı soustavě, muśı mı́t
formu

m~a1 � ~F � ~F �
� ~FO � ~FC (1.82)

Pohyb na zemském povrchu
Souřadnou soustavu spojenou se Zemı́ považujeme přibližně za inerciálńı
soustavu, protože zrychlené pohyby, které Země koná, nemaj́ı vliv na většinu
výpočt̊u v klasické mechanice. Většinou uvažujeme

• oběh kolem Slunce po málo výstředné elipse středńı rychlost́ı 29, 8kms�1,

• rotace kolem vlastńı osy se stálou úhlovou rychlost́ı (� 7, 292.105s�1).

Dostředivé zrychleńı Země při pohybu kolem Slunce je jen 0, 0058ms2.
Vlastńı rotace Země, jej́ıž úhlová rychlost je 365 krát větš́ı než úhlová
rychlost při oběhu kolem Slunce, má výrazně větš́ı vliv. Velikost odstředivého
zrychleńı má v r̊uzných mı́stech na povrchu Země velikost
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~ω

r1

R

ψ

~aO

~g

x

Obrázek xii: Změna t́ıhového zrychleńı rotaćı Země.

aO � r1ω2
� Rω2 cosψ (1.83)

kde r1 je kolmá vzdálenost od osy rotace, R je poloměr Země a ψ je
zeměpisná š́ı̌rka (obr.xii).

Odstředivé zrychleńı v Praze čińı aO � 2, 59.10�2ms�2
� 0, 0026g a

skládá se s gravitačńım zrychleńım ve výsledné t́ıhové zrychleńı, které
nemı́̌ŕı do středu Země. Dı́ky tomuto faktu Země, když byla v plastickém
stavu, nabyla tvaru elipsoidu, zploštělého na pólech, takže t́ıhové zrychleńı
je všude kolmé k povrchu Země. Jako normálńı t́ıhové zrychleńı se defin-
uje zrychleńı gn � 9, 80665ms�2 přesně, které je přibližně rovno zrychleńı
na 45o severńı š́ı̌rky při hladině moře. Význam normálńıho t́ıhového zrychleńı
spoč́ıvá v tom, že umožňuje jednoznačné zavedeńı některých fyzikálńıch
jednotek a že výsledky fyzikálńıch měřeńı prováděných při r̊uzných hod-
notách g lze na tuto hodnotu redukovat.

Podotýkáme, že při rozboru pohybu na zemském povrchu z hlediska in-
erciálńıho systému (někdy se ř́ıká z hlediska soustavy souřadné spjaté se
stálicemi) nelze výše uvedenou argumentaci pomoćı odstředivé śıly použ́ıt.
T́ıhovou śılu zde dostaneme jako vektorový rozd́ıl gravitačńı śıly a dostředivé
śıly nutné k rotačńımu pohybu v daném mı́stě. Nejznáměǰśı pokus prokazuj́ıćı
neinerciálńı charakter soustavy souřadné spjaté se Zemı́ je pokus s Fou-
caultovým kyvadlem. Tento pokus provedl poprvé Foucault v roce 1851
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s kouĺı hmotnosti 30kg zavěšenou na drátě délky 67m v kopuli pař́ıžského
Pantheonu (uspořádáńı může ovšem býti skromněǰśı, d̊uležité je vyloučeńı
vněǰśıch vliv̊u na pohyb kyvadla). Při pokusu se ukazuje, že se rovina kyvu
vzhledem k podlaze stáč́ı ve smyslu hodinových ručiček úhlovou rychlost́ı
ω1 � ω sinψ (ψ je zeměpisná š́ı̌rka). Nejrychleǰśı je otáčeńı na pólu, kde
čińı 360o za 24 hodin, na rovńıku naopak se rovina kyvu neměńı. V našich
zeměpisných š́ı̌rkách dojde k otočeńı roviny kyvu o 360o přibližně za 31
hodin.

Z hlediska neinerciálńıho systému lze pokus s Foucaultovým kyvadlem
považovat za experimentálńı d̊ukaz Coriolisovy śıly (rozbor výše popsané
situace z tohoto hlediska přenecháváme posluchači ).

Z hlediska inerciálńıho systému je výsledkem p̊usobeńı t́ıhové śıly (skutečné)
a rotace Země. Lze jej snadno demonstrovat pomoćı globusu (mı́če) a tužky
znázorňuj́ıćı dráhu koule při kýváńı. Umı́st́ıme-li kyvadlo na zemském pólu,
z̊ustává rovina kyvu stálá vzhledem ke stálićım a Země se pod kyvadlem
otoč́ı jednou za 24 hodin. Na rovńıku naopak je dráha pohybu vždy tečnou
k zemskému povrchu a rovina kyvu se neměńı. V ostatńıch polohách na
zemském povrchu provedeme rozbor nejlépe, vezmeme-li jako počátečńı
stav kyv ve směru tečny k poledńıku v daném mı́stě, tj. od severu k jihu,
či naopak. Jediná skutečná śıla, která na kyvadlo p̊usob́ı, je śıla t́ıhová a
ta tento směr nemůže změnit. K veškerým změnám pohybu bude docházet
pouze v rovině dané tečnou k poledńıku v počátečńım mı́stě a směrem
t́ıhové śıly. Přejde-li při rotaci kyvadlo do jiného mı́sta, bude dle této argu-
mentace odchylka roviny kyvu dána úhlem, který sv́ıraj́ı tečna k poledńıku
v počátečńım mı́stě a tečna k poledńıku v novém mı́stě. Rychlost př́ır̊ustku
tohoto úhlu odpov́ıdá na základě jednoduché geometrické úvahy (kterou
přenecháváme posluchači) výše uvedenému vztahu ω1 � ω sinψ (odvozeńı
lze naj́ıt v doporučené učebnici Horáka a Krupky).

Existence Coriolisovy śıly se na zemském povrchu projevuje ještě daľśımi
jevy:

• odchylka těles od svislice při volném pádu

• stáčeńı pasátńıch větr̊u ze severojižńıho směru

• u řek tekoućıch od severu k jihu je pravý břeh (ve směru toku) podem-
let v́ıce než levý (pravý břeh je strmý, levý pozvolný, dobře patrné
u ukrajinských řek)

• r̊uzné opotřebeńı železničńıch kolejnic vedoućıch od severu k jihu při
trvalém provozu jedńım směrem

Podotkněme ještě na závěr, že vlivu odstředivé śıly při rotaci Země
na směr výsledné śıly využil mad’arský fyzik Eötvös k experimentálńımu
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d̊ukazu rovnosti setrvačné a t́ıhové hmotnosti. Kdyby dvě tělesa z r̊uzných
látek se stejnou t́ıhovou hmotnost́ı měla rozd́ılnou setrvačnou hmotnost,
musely by výsledné t́ıhy mı́̌rit jiným směrem, což se neprokázalo (odstředivá
śıla je totiž úměrná setrvačné hmotnosti).

Daľśı mechanické veličiny - práce, energie, hybnost, impuls,
moment hybnosti

Účinek śıly na pohyb tělesa lze kvantitativně posuzovat dvoj́ım zp̊usobem:

• dle dráhy, na ńıž śıla na těleso p̊usobila

• dle doby, po kterou śıla p̊usobila

Dráhový účinek śıly a mechanická energie
2. Newton̊uv zákon uprav́ıme tak, aby neobsahoval čas. Vyjdeme z (1.50)

a vynásob́ıme rovnici skalárně elementárńım př́ır̊ustkem pr̊uvodiče

m~a � m
d~v

dt
� ~F

m
d~v

dt
� d~r � md~v �

d~r

dt
� m~vd~v � ~F � d~r

(1.84)

Uprav́ıme výraz ~v � d~v pomoćı (1.8)

~v �d~v � v~τ0 �dpv~τ0q � v~τ0 �p~τ0dv�vd~τ0q � vdv~τ0 �~τ0�v
2~τ0 �d~τ0 � vdv (1.85)

nebot’ ~τ0 � ~τ0 � 1 a tedy dp~τ0 � ~τ0q � d~τ0 � ~τ0 � ~τ0 � d~τ0 � 2~τ0d~τ0 � 0 (~τ0 a
d~τ0 jsou tedy navzájem kolmé). Máme tedy

mvdv � ~F � d~r (1.86)

Integrujeme-li tuto rovnici mezi dvěma polohami hmotného bodu p~r1, ~v1q
a p~r2, ~v2q, dostaneme

1

2
mv22 �

1

2
mv21 �

» ~r2
~r1

~F � d~r (1.87)

kde v2 a v1 jsou velikosti rychlost́ı př́ıslušných polohovým vektor̊um ~r2
a ~r1.

Libovolné vněǰśı silové p̊usobeńı na vyšetřované těleso z hlediska
proběhlé dráhy určuje tzv. dráhový integrál śıly (jde obecně o křivkový
integrál)
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A12 �

» ~r2
~r1

~F � d~r (1.88)

který se nazývá mechanická práce. Jednotkou mechanické práce je
joule pJq rovný práci, kterou vykoná śıla 1N na dráze 1m ve směru dráhy.

Levá strana rovnice (1.87) vyjadřuje změnu pohybového stavu tělesa
v d̊usledku mechanické práce. Veličinu

Ek �
1

2
mv2 (1.89)

nazýváme kinetickou energíı hmotného bodu nebo tělesa.
Shrnut́ı: Př́ır̊ustek kinetické energie hmotného bodu mezi dvěma mı́sty
určenými polohovými vektory ~r1 a ~r2 odpov́ıdá vykonané mechanické práci
śıly mezi těmito dvěma mı́sty.

Přijmeme následuj́ıćı konvenci:

• Pokud vněǰśı śıly pohyb tělesa podporuj́ı, považujeme vykonanou práci
za kladnou. Př́ır̊ustek kinetické energie je kladný. Tedy dEk � dA.

• Pokud vněǰśı śıly pohyb tělesa brzd́ı, považujeme vykonanou práci za
zápornou a záporný je i př́ır̊ustek kinetické energie. Stejně lze ř́ıci, že
v tomto př́ıpadě pohybuj́ıćı se těleso koná práci na okolńıch tělesech.

Křivkový integrál, tedy i (1.88) můžeme (analogicky Riemannovu in-
tegrálu) vypoč́ıtat jen, známe-li pr̊uběh integrované funkce. Pro element
práce plat́ı

dA � ~F � d~r � ~F � ~τ0ds � Fds cosα (1.90)

α je úhel mezi silou a tečnou k dráze (obr. xiii). ~F a α jsou funkce času
a polohy.

Z rovnice (1.88) plyne ihned, že práci koná pouze tečná složka śıly.
Př́ıklad: Vypoč́ıtáme práci śıly v t́ıhovém poli. T́ıhová śıla p̊usob́ı ve

všech mı́stech pohybu tělesa, a proto ř́ıkáme, že v prostoru, kde pohyb těles
vyšetřujeme, je silové pole. Existence jakéhokoli silového pole v prostoru
se projevuje tak, že na vložené těleso p̊usob́ı obecně nějakou silou. Silové
pole t́ıhy se vyznačuje silovým vektorem ~G � m~g konstantńım co do směru
i velikosti. Sledovaný hmotný bod bude přemı́stěn z mı́sta 1 rx1, y1, z1s do
mı́sta 2 rx2, y2, z2s (obr. xiv) bez př́ıtomnosti třeńı

Dle (1.90) máme

A12 �

» 2

1

Gds cosα � G

» 2

1

ds cosα � mgy1 �mgy2 (1.91)
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Obrázek xiii: K výkladu práce.

ds

ds � cosα

1

2

x
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~r1

~r2

α

Obrázek xiv: Práce v t́ıhovém poli

Přitom konstantńı śılu G jsme postavili před integrál a hodnoty ds cosα
představuj́ı pr̊uměty elementu dráhy do vertikálńıho směru. Vykonaná
práce A12 ¡ 0, pokud y1 ¡ y2. Můžeme ji vyjádřit ve tvaru

A12 � Ep1 � Ep2 (1.92)

Dle (1.88) a (1.89) je tato práce rovna př́ır̊ustku kinetické energie hmotného
bodu mezi body 1 a 2.

A12 � Ek2 � Ek1 (1.93)

porovnáńım obou rovnic plyne

Ek1 � Ep1 � Ek2 � Ep2 � konst (1.94)
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Veličinu Ep, která je funkćı polohy hmotného bodu v silovém poli, nazýváme
polohovou (potenciálńı) energíı a součet obou energíı pokládáme za
celkovou mechanickou energii hmotného bodu. Pak plat́ı, že celková
mechanická energie je konstantńı veličina.

Uvedený př́ıklad lze zobecnit. Představme si v t́ıhovém silovém poli po-
hyb hmotného bodu po uzavřené dráze z mı́sta 1 do mı́sta 2 a zpět (obr.
1.15).

O

1

2

~r

~r

d~r

d~r

Obrázek xv: Pohyb tělesa v silovém poli po uzavřené dráze.

Pro práci śıly po takové dráze plat́ı

A � A12 � A21 (1.95)

a dle (1.92)

A12 � Ep1 � Ep2 A21 � Ep2 � Ep1 (1.96)

a celková práce śıly po uzavřené dráze je nulová, což vyjadřujeme podmı́nkami¾
~F � d~r � 0 E � Ek � Ep � konst. (1.97)

kde je symbolicky vyjádřen integrál po uzavřené dráze.
T́ıhové pole je d̊uležitým př́ıpadem potenciálového neboli konzerva-

tivńıho pole, pro které plat́ı, že se v něm zachovává mechanická energie.
Vztahy (1.97) plat́ı v jakémkoli konzervativńım poli a vyjadřuj́ı zákon za-
chováńı mechanické energie.

Pokud proti pohybu tělesa p̊usob́ı nějaký odpor (třeńı), docháźı k tomu,
že těleso na uzavřené dráze ztrat́ı část své mechanické energie na účet práce,
kterou muśı vykonat při překonáváńı odporu vněǰśıch sil. Celková práce,
kterou konaj́ı śıly při pohybu po uzavřené dráze je záporná. Taková silová
pole se pak nazývaj́ı nekonzervativńı neboli dissipativńı. Zde docháźı
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k částečné přeměně mechanické energie v jiné druhy energie (teplo) dle
obecného principu zachováńı energie.
Shrnut́ı: Zákon zachováńı mechanické energie je d̊usledek Newtonových
zákon̊u. Je zvláštńım př́ıpadem obecného zákona zachováńı energie.

Mı́rou rychlosti výkonu práce nebo změny energie je veličina výkon,
která je definována jako

P �
dA

dt
(1.98)

Plat́ı zřejmě

P �
dA

dt
�

~F � d~r

dt
� ~F � ~v (1.99)

Jednotkou výkonu je 1W (watt), který znamená práci 1J (joule) za 1
sekundu. Je-li výkon P stálý, plat́ı pro práci zřejmě

A � P � t (1.100)

Časový účinek śıly, hybnost a impuls
Vyjdeme opět z rovnice (1.50), kterou násob́ıme elementárńı dobou dt

md~v � ~Fdt (1.101)

Sledujeme-li p̊usobeńı śıly v intervalu pt1, t2q, dostaneme integraćı

m~v2 �m~v1 �

» t2
t1

~Fdt (1.102)

Účinek śıly z hlediska doby vyjadřuje tedy časový integrál

~I �

» t2
t1

~Fdt (1.103)

který nazýváme impulsem śıly. Impuls śıly vede ke změně hybnosti
tělesa dle (1.48) a je

~p2 � ~p1 � ~I (1.104)

Př́ır̊ustek hybnosti, zp̊usobený silou v určitém časovém intervalu, je
určen co do směru i velikosti impulsem śıly.

Impuls śıly umožňuje posoudit výsledný časový efekt p̊usob́ıćıch sil,
aniž bychom museli detailně znát jejich časovou závislost. Rovnice (1.102)
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umožňuje nahradit časově závislý efekt p̊usob́ıćıch sil efektem pr̊uměrné
śıly

~I �

» t2
t1

~Fdt � ~F pt2 � t1q (1.105)

Všimneme si, že při stejné změně hybnosti je pr̊uměrná śıla velká, je-li
časový interval malý. Např́ıklad při čelńıch srážkách, které trvaj́ı krátkou
dobu, p̊usob́ı obrovské śıly, vedoućı např. k roztř́ı̌stěńı aut.

Moment śıly a moment hybnosti
V rovnici (1.45) jsme zavedli moment śıly k posouzeńı otáčivého účinku

śıly vzhledem k bodu O p ~M � ~r� ~F q. Hledejme nyńı, jaké veličiny budou
charakterizovat pohyb v př́ıpadě otáčeńı kolem nějakého bodu. Dosad́ıme
za śılu do rovnice pro moment śıly

~M � ~r � ~F � ~r �m
d~v

dt
(1.106)

a využijeme identity

d

dt
p~r �m~vq �

d~r

dt
�m

d~r

dt
� ~r �m

d~v

dt
(1.107)

kde prvńı člen napravo je nulový. Je tedy

~M �
d

dt
p~r �m~vq �

d~b

dt
(1.108)

kde výraz

~b � p~r �m~vq � ~r � ~p (1.109)

nazýváme momentem hybnosti hmotného bodu vzhledem k pevnému
bodu O. Rovnice (1.108) je analogíı 2. Newtonova zákona pro moment śıly
a moment hybnosti. Ve výkladu o mechanice tuhého tělesa uvid́ıme, že
hybnost a moment hybnosti charakterizuj́ı pohybový stav tělesa podobně
jako mechanická energie.
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Kapitola 2

Gravitačńı zákon

2.1 Newton̊uv gravitačńı zákon

Dva hmotné body o hmotách m1 a m2, jejichž vzdálenost je r, p̊usob́ı na
sebe silou velikosti

F � κ
m1m2

r2
(2.1)

Konstantu κ zde nazýváme gravitačńı konstantou. Je určena experi-
mentálně jako κ � p6, 670 � 0, 007q � 10�11Nm2kg�2, nebot’ jednotky pro
śılu, hmotnost a délku jsou v soustavě SI určeny nezávisle na gravitačńım
zákoně. Śıla (2.1) je přitažlivá a p̊usob́ı ve směru spojnice hmotných bod̊u
(či střed̊u homogenńıch kouĺı). Maj́ı-li hmotné body polohové vektory ~r1,
~r2, pak pro śılu ~F21, j́ıž p̊usob́ı prvý bod na druhý plat́ı vektorově

~F21 � �κ
m1m2

|~r2 � ~r1|3
p~r2 � ~r1q (2.2)

Všimneme si, že přitažlivá śıla má opačný směr než vektor ~r2 � ~r1. Śıla,
kterou p̊usob́ı druhý bod na prvý, je dána 3. Newtonovým zákonem a plat́ı
~F12 � �~F21. Rovnice (2.1) a (2.2) nazýváme Newtonovým gravitačńım
zákonem. Newton̊uv gravitačńı zákon vyhovuje velmi přesně jak pozemským
pozorováńım, tak i při výpočtu pohyb̊u kosmických těles, je-li rychlost
malá ve srovnáńı s rychlost́ı světla. Přesto obsahuje v sobě otázku, jakým
zp̊usobem se může na dálku přenášet silové p̊usobeńı jednoho tělesa na
druhé, bez ohledu na to, stoj́ı-li mezi nimi daľśı tělesa. Newton sám o p̊uvodu
gravitačńı śıly nespekuloval a sv̊uj zákon považoval za pouhý popis skutečnosti.
Problém spoč́ıvá v tom, že v Newtonově době se nepřipisoval žádný význam
prostoru, který obklopuje tělesa. Dnes v́ıme, že gravitačńı pole, které kolem
sebe tělesa vytvářej́ı, tento prostor ovlivňuje, a považujeme jej za formu
existence hmoty.

Shrnut́ı: Vzájemné přitahováńı je zp̊usobeno vzájemnou interakćı těles
a gravitačńıch poĺı. Zobecněńı Newtonova zákona (2.1) a (2.2) podává
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obecná teorie relativity.
Uvažujme gravitačńı silové pole, které vzniká v okoĺı hmotného bodu

o hmotnosti M a p̊usob́ı na hmotný bod o hmotnosti m. Položme počátek
soustavy souřadné do bodu o hmotnosti M . Bude-li m !M , můžeme tuto
soustavu pokládat v dobrém přibĺıžeńı za inerciálńı. V takové soustavě
souřadné bude platit

~F � �κ
mM

r3
~r (2.3)

je-li polohový vektor hmotného bodu m ~r. Touto rovnićı je zadáno
gravitačńı silové pole bodu M . Śıla (2.3) je úměrná hmotnosti m, jej́ı nor-
malizaćı na jednotkovou hmotnost dostaneme intenzitu gravitačńıho
pole

~I �
~F

m
(2.4)

Poznámka: intenzitu pole lze ovšem zavést v jakémkoli silovém poli.
Vypočteme nyńı práci A12 vykonanou polem na hmotný bod, přejde-li

z mı́sta určeného polohovým vektorem ~r1 do mı́sta s polohovým vektorem
~r2. Bude platit

A12 �

» r2
r1

~F � d~r �

» r2
r1

�κ
mM

r3
~r � d~r � �κmM

» r2
r1

1

r2
�
~r

r
� d~r (2.5)

Skalárńı součin ~r
r
� d~r je pr̊umětem elementu dráhy d~r do směru ~r a

můžeme jej označit dr. Bude pak platit

A12 � �κmM

» ~r2
~r1

1

r2
dr � κmMp

1

r2
�

1

r1
q (2.6)

Práce A12 je tedy závislá pouze na rozd́ılu vzdálenosti bod̊u ~r1 a ~r2 od
počátku soustavy souřadné. Gravitačńı silové pole je tedy konzervativńı.
S vyj́ımkou počátku soustavy souřadné plat́ı pro rozd́ıl potenciálńıch en-
ergíı v mı́stech ~r1 a ~r2 Ep2 � Ep1 � �A12.

Dosad́ıme-li tento vztah do (2.6), dostaneme

Ep2 � Ep1 � �A12 � κmMp
1

r1
�

1

r2
q (2.7)

Zvoĺıme nyńı nulovou hodnotu potenciálńı energie v nekonečně vzdáleném
bodě rovnu nule. Budeme-li za tento bod považovat bod 2 v (2.7) (Ep2 �

0 , 1
r2
Ñ 0) a budeme-li bod ~r1 považovat za obecný bod ~r, dostaneme
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Ep1 � �
κmM

r
(2.8)

potenciálńı energii gravitačńıho pole bodu o hmotnosti M jako skalárńı
funkci souřadnic, v tomto př́ıpadě vzdálenosti r.

2.2 Pohyb v zemském t́ıhovém poli

S t́ıhovou silou jsme se seznámili již dř́ıve. Ukážeme nyńı souvislost (1.59)
s Newtonovým gravitačńım zákonem (2.2). Uvedený postup plat́ı samozřejmě
zcela obecně, my však budeme uvažovat pro názornost pouze speciálńı
př́ıpad t́ıhového pole Země. Přijmeme nyńı bez d̊ukazu tvrzeńı, že gravitačńı
pole vně Země lze popsat výrazy (2.1) a (2.2), polož́ıme-li počátek sous-
tavy souřadné do středu Země. V bĺızkosti zemského povrchu lze výraz
�κMZ~r{r

3 pokládat za přibližně stálý a rovný výrazu �κMZ~r0{R
2
Z , kde

RZ je poloměr Země a ~r0 je jednotkový vektor v radiálńım směru (tj.
svisle vzh̊uru). Pro gravitačńı zrychleńı v bĺızkosti zemského povrchu pak
dostaneme

m~g � �κ
mMZ

R2
Z

~r0

~g � �κ
MZ

R2
Z

~r0

g �
κMZ

R2
Z

(2.9)

Zd̊urazněme ještě jednou, že uvedené zavedeńı gravitačńıho zrychleńı lze
provést jen pro tak velký prostor u povrchu Země, kde je možno zaned-
bat změnu gravitačńı śıly se vzdálenost́ı od středu Země a také vzájemný
úhel svislic v jednotlivých mı́stech uvažovaného prostoru. Poznamenejme
rovněž, že skutečné zrychleńı u zemského povrchu je dáno rozd́ılem gravitačńıho
zrychleńı (2.9) a odstředivého zrychleńı, o kterém jsme pojednali v minulé
kapitole. Toto zrychleńı pak nazýváme t́ıhovým zrychleńım a silové
pole dané gravitačńım polem a polem odstředivé śıly (situaci uvažujeme
z hlediska neinerciálńıho systému) nazýváme t́ıhovým polem. Obecný po-
hyb v t́ıhovém poli nazýváme vrhem. Pohybuje-li se hmotný bod v t́ıhovém
poli, p̊usob́ı na něj ve vertikálńım směru t́ıhová śıla, a budeme-li uvažovat
pohyb ve vzduchoprázdnu, nebudou p̊usobit třećı śıly. Bude-li směr t́ıhové
śıly totožný se záporným směrem osy y, přejdou pohybové rovnice (1.61)
do tvaru
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d2x

dt2
� 0

d2y

dt2
� �g

d2z

dt2
� 0

(2.10)

které jsme již krátili nenulovou hmotnost́ım (tj. pohybové rovnice zřejmě
nezáviśı na hmotnosti).

Integraćı uvedených rovnic dostaneme složky vektoru okamžité rychlosti
a složky polohového vektoru hmotného bodu. Integrace znamená naj́ıt
takové vektorové funkce ~rptq a ~vptq, abychom jejich dvojnásobným, resp.
jednoduchým derivováńım obdrželi rovnice (2.10). V souladu s obecným
výkladem o pohybových rovnićıch budou tyto funkce obsahovat integračńı
konstanty, které se urč́ı z počátečńıch podmı́nek, (tj. počátečńı polohy a
počátečńı rychlosti), tj. situace v čase t � 0. Pro složky vektoru okamžité
rychlosti.

dx

dt
� vx � vx0

dy

dt
� vy � �gt� vy0

dz

dt
� vz � vz0

(2.11)

~v0 � pvx0, vy0, vz0q je počátečńı rychlost. Pro složky polohového vektoru
dostaneme z (2.11) jednoduše

x � vx0t� x0

y � �
1

2
gt2 � vy0t� y0

z � vz0t� z0

(2.12)

kde ~r0 � pxx0, yy0, zz0q je počátečńı polohový vektor hmotného bodu.
Rovnice (2.12) lze jednoduše sepsat do jediné vektorové rovnice

~r � ~r0 � ~v0t�
1

2
~gt2 (2.13)

Uvedený popis lze zjednodušit, zvoĺıme-li soustavu souřadnou tak, aby
~r0 � 0. Dále uváž́ıme-li, že ve směru osy z nep̊usob́ı žádná śıla, můžeme
pohyb pokládat za rovinný v rovině xy. Uváž́ıme-li ještě, že na počátku
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dráha pohybu

x

y

α

~v0

Obrázek i: Pohyb v t́ıhovém poli.

sv́ırá vektor ~v0 s osou x úhel α (elevačńı úhel), lze rovnice (2.12) přepsat
do jednoduchého tvaru (viz rovněž obr. i)

x �v0t cosα

y �v0t sinα�
1

2
gt2

z �0

(2.14)

Tvar rovnice dráhy zjist́ıme vyloučeńım parametru t ze vztah̊u (2.14).

t �
x

v0 cosα

y � x tanα�
1

2

gx2

v20 cos
2 α

� pkonst.qx� pkonst.1qx2
(2.15)

což je rovnice paraboly (s vyj́ımkou př́ıpadu α � 90�, kdy bude výsledkem
př́ımočarý pohyb - vrh svislý).

Odvod’me nyńı z (2.14) a (2.15) parametry vrhu.
Nejvyšš́ı výška a čas jej́ıho dosažeńı. Nejvyšš́ı výšky hmotný bod dosáhne,

když vy � 0 (bod obratu). Plat́ı

vy � �gt� v0 sinα � 0 (2.16)

odtud máme

t1 �
v0 sinα

g
(2.17)

a po dosazeńı do (2.14)
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h � y1 � v0t1 sinα�
1

2
gt21

h �
v20 sin

2 α

g
�

1

2
g
v20 sin

2 α

g2

h �
1

2

v20 sin
2 α

g

(2.18)

Největš́ı výšky se dosáhne při vrhu svislém vzh̊uru, kdy je α � 90� a pak
h � v20{2g

• Dostřel (dolet), tj. horizontálńı vzdálenost mezi mı́stem vypuštěńı a
mı́stem doletu. Této vzdálenosti hmotný bod dosáhne, bude-li y v (2.14)
rovno nule

y � v0t sinα�
1

2
gt2 � 0

t2 �
v0 sinα

g
� 2t1

(2.19)

kde řešeńı t � 0 (čas vypuštěńı) neuvažujeme. Dosad́ıme-li do prvńı
rovnice (2.14), máme

x2 � v0t2 cosα �
2v20 cosα sinα

g

x2 �
v20
g
sin 2α

(2.20)

Největš́ıho dostřelu se dosáhne, když α � 45�. Při vrhu v atmosféře
přistupuje k t́ıhové śıle ještě odpor vzduchu. Ten má za následek, že dráha,
kterou vržené těleso opisuje, již neńı parabola, ale klesá strměji než stoupá.
Takové křivky nazýváme balistické a nauku, která se jimi zabývá, vněǰśı
balistikou.

2.3 Pohyb v nehomogenńım gravitačńım poli - Keplerova úloha

Vyšetř́ıme nyńı pohyb volného hmotného bodu o hmotnostim v gravitačńım
silovém poli (2.2). Uvedený výpočet plat́ı opět obecně, my však budeme
pro názornost uvažovat pod hmotným bodem M Slunce a pod hmotným
bodem m některou z planet. Hovoř́ıme pak o řešeńı Keplerovy úlohy.

Pole popsané rovnićı (2.2) je centrálńı silové pole. Centrálńım silovým
polem nazýváme každé pole, kde śılu lze psát ve tvaru
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~F � fprq
~r

r
(2.21)

Střed centrálńı śıly je v počátku soustavy souřadné a velikost r polo-
hového vektoru je radiálńı vzdálenost. fprq je libovolná skalárńı funkce r.
Při pohybu hmotného bodu v poli centrálńı śıly je moment śıly v̊uči středu
centrálńı śıly nulový, protože

~M � ~r � ~F � ~r � fprq
~r

r
� 0 (2.22)

podle (1.108) je pak d~b{dt � 0, tedy ~b � ~b0 � konst. a

|~b0| � |~r �m~v| � rmv sinα � konst. (2.23)

Podle pravidel o vektorovém součinu muśı vektory ~r a ~v ležet v rovině
kolmé ke konstantńımu ~b0, pohyb v centrálńım poli je tedy rovinný. Výraz
1
2
rv sinα z (2.23) má v diferenciálńım přibĺıžeńı význam plochy opsané

pr̊uvodičem hmotného bodu za jednotku času (ii) a nazývá se plošnou
rychlost́ı. Plat́ı

vp �
1

2
rv sinα �

b0

2m
� konst. (2.24)

α

~v

~r

M

dS � 1
2
|~r � d~r| � 1

2
rdr sinα

~r � d~r

d~r

vp �
dS

dt
�

1

2
r
dr

dt
sinα �

1

2
rv sinα

Obrázek ii: Pohyb v centrálńım poli.

Rovnice (2.24) je obsahem 2. Keplerova zákona:
Plochy opsané pr̊uvodičem planety za jednotku času jsou kon-

stantńı.
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Hledáńı dráhy hmotného bodu v gravitačńım poli si můžeme usnad-
nit použit́ım zákona zachováńı energie, nebot’ gravitačńı pole je konzerva-
tivńı. Celková mechanická energie EM hmotného bodu bude konstantńı, a
protože pohyb je rovinný, stač́ı nám k jeho popisu polárńı souřadnice r a
ϕ (viz. rovnice (III) v úvodu skript).

(Následuj́ıćı odvozeńı dráhy pohybu nebude vyžadováno ke zkoušce a výklad I. Keplerova zákona bude

vyžadován pouze v přehledu).

Složky rychlosti dostaneme derivováńım ((III)) dle času

vx �
dr

dt
cosϕ� r

dϕ

dt
sinϕ

vy �
dr

dt
sinϕ� r

dϕ

dt
cosϕ

(2.25)

Pro konstantńı vektor b0 z (2.23) dále plat́ı (viz obr. ii)

b0 � mrv sinα � mr2
dϕ

dt
(2.26)

Pro celkovou mechanickou energii plat́ı dle (1.97) a (2.8)

EM � E0 � Ek � Ep �
1

2
mv2 �

κmM

r
� konst. (2.27)

Dále plat́ı z (2.24)

v2 � v2x � v2y �

�
dr

dt


2

� r2
�
dϕ

dt


2

(2.28)

a tedy

E0 �
1

2
m

��
dr

dt


2

� r2
�
dϕ

dt


2
�
�
κmM

r
(2.29)

Z rovnic (2.25) a (2.28) můžeme nyńı určit závislosti dr
dt

a dϕ
dt
. Je

dϕ

dt
�

b0

mr2
(2.30)

dr

dt
�



2E0

m
�

2α

mr
�

b20
m2r2

(2.31)

kde jsme zavedli α � κmM .
Při řešeńı Keplerovy úlohy nás mı́sto časových závislost́ı rptq a ϕptq

zaj́ımá pouze dráha ϕprq. Využijeme vztahu

dϕ

dr
�

dϕ

dt

dt

dr
(2.32)
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Dosad́ıme-li sem z (2.30) a (2.31), máme

dϕ

dr
�

b0

mr2
1b

2E0

m
�

2α
mr
�

b2
0

m2r2

(2.33)

a polárńı úhel ϕ bude dán integrálem z pravé strany dle proměnné r.
Jak se lze přesvědčit derivováńım, je výsledkem integrace funkce

ϕ � arccos

b0
r
�

αm
b0b

2mE0 �
α2m2

b2
0

� k (2.34)

zkrat’me nyńı zlomek výrazem αm
b0
, kde bude

ϕ � arccos
b20
αmr

� 1b
2E0b

2
0

α2m
� 1

� k (2.35)

Označme ještě nyńı

p �
b20
αm

ε �



2E0b

2
0

α2m
� 1

(2.36)

(2.35) pak přejde na tvar

ϕ � arccos
p
r
� 1

ε
� k

cospϕ� kq �

p
r
� 1

ε

r �
p

1� ε cospϕ� kq

(2.37)

(konec nepovinného odvozeńı)
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což je polárńı rovnice kuželosečky. Zde veličina r udává vzdálenost bodu
na kuželosečce od jednoho ohniska a úhel pϕ� kq je úhlem, který pr̊uvodič
sv́ırá s osou kuželosečky procházej́ıćı ohniskem. Pro určeńı charakteru kuželosečky
je rozhoduj́ıćı parametr ε. Plat́ı

ε











  1 . . . elipsa

� 1 . . . parabola

¡ 1 . . . hyperbola

(2.38)

Podmı́nka (2.38) znamená dle (2.36)

E0











  0 . . . elipsa

� 0 . . . parabola

¡ 0 . . . hyperbola

(2.39)

Omeźıme -li se na E0   0, je obsahem rovnice (2.37) 1. Kepler̊uv zákon:
Planety ob́ıhaj́ı kolem Slunce po elipsách, v jejichž jednom ohnisku
lež́ı Slunce.

Je-li E0 ¥ 0, neńı dráha hmotného bodu uzavřená a hmotný bod pro-
jde silovým polem pouze jednou. Nejmenš́ı velikost rychlosti, kterou muśı
hmotný bod ve vzdálenosti r od centrálńı hmoty mı́t, aby mohl pole opustit,
źıskáme z podmı́nky

E0 �
1

2
mv2 � κ

mM

r
� 0

v �



2κM

r

(2.40)

Dosad́ıme-li sem hmotnost Země zaM a poloměr ZeměRZ za r, dostaneme
2. kosmickou rychlost (rychlost k opuštěńı Země při startu ze zemského
povrchu). Jej́ı hodnota je přibližně 11, 2 km{s.

Odvod’me (odvozeńı opět nebude vyžadováno ke zkoušce) na závěr ještě vztah mezi
dobou oběhu hmotného bodu a velikost́ı velké poloosy a tohoto pohybu.
Součin plošné rychlosti a doby oběhu T muśı být roven obsahu elipsy
o poloosách a, b

Tvp � πab (2.41)

Dosad́ıme-li sem z (2.24), máme

Tb0 � 2mπab (2.42)

Z teorie kuželoseček vyplývá, že v př́ıpadě elipsy je parametr p roven b2

a
.
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Dosad́ıme-li za p z (2.36), máme

b � b0

� a

αm

	1

2

(2.43)

Dosad́ıme nyńı do (2.42) a rovnici uprav́ıme

Tb0 � 2mπab0

� a

αm

	1

2

T � 2πm
1

2a
3

2α�
1

2

T 2
�

4π2ma3

α
T 2

a3
�

4π2

κM
� konst.

(2.44)

(konec nepovinného odvozeńı)

Posledńı rovnice vyjadřuje 3. Kepler̊uv zákon:
Pod́ıl druhé mocniny oběžné doby a třet́ı mocniny velké poloosy
je konstanta. Pak poměr druhých mocnin oběžných dob dvou
planet je roven poměru třet́ıch mocnin jejich velkých poloos.

Ke 3. Keplerovu zákonu lze doj́ıt elementárně pro kruhové dráhy oběhu,
uvědomı́me-li si, že dostředivou śılu, nutnou pro vznik rovnoměrného kruhového
pohybu realizuje gravitačńı śıla (d̊ukaz přenecháváme čtenáři jako
cvičeńı).

Přeṕı̌seme-li posledńı rovnici v (2.44) pro kruhovou dráhu a � r pomoćı
známých vztah̊u ω � 2π{T a v � ωr

v2

r2
�
κM

r3
(2.45)

Dosad́ıme-li sem za r poloměr Země RZ a za M jej́ı hmotnost MZ ,
dostaneme rychlost, jakou muśı mı́t hmotný bod, aby ob́ıhal kolem Země
v jej́ı bezprostředńı bĺızkosti. Dostaneme tzv. I. kosmickou rychlost

vI �



κMZ

RZ

(2.46)

Jej́ı velikost je přibližně 7, 9 km{s.
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Kapitola 3

Kmity

Kmitavým pohybem (kmitáńım, oscilaćı) nazýváme obecně takový po-
hyb hmotného bodu nebo tělesa, při němž bod nepřekroč́ı konečnou vzdálenost
od jisté rovnovážné polohy. Rovnovážnou polohu by bod zaujal, kdyby byl
v klidu. Je- li časový pr̊uběh pravidelný, tj. opakuje-li se s periodou T , pak
jej nazýváme kmitavým periodickým pohybem. Nejjednodušš́ım kmitavým
pohybem je pohyb po úsečce. Pohybuj́ıćı se hmotný bod pak nazýváme
lineárńım oscilátorem. Je-li pr̊uběh pohybu popsán harmonickou funkćı
psin, cosq, pak pohyb nazýváme lineárńım harmonickým pohybem. Se
základńımi vlastnostmi tohoto pohybu jsme se seznámili v rovnićıch (1.28)
a (1.29) a v rovnici (1.55) jsme ukázali, že p̊usob́ıćı śıla má směr výchylky
a mı́̌ŕı proti ńı.

Je-li kmitavý pohyb popsán nějakou jinou periodickou funkćı, můžeme
ke kvalitativńımu rozboru využ́ıt Fourierovu analýzu. Fourier ukázal, že
každý periodický pohyb lze zcela formálně rozložit na nekonečně mnoho
harmonických pohyb̊u, jejichž frekvence jsou v poměru přirozených č́ısel

f : f2 : f3 : . . . � 1 : 2 : 3 : . . . (3.1)

Zde f se nazývá základńı frekvence a je rovna frekvenci obecného
periodického pohybu, frekvence fi nazýváme vyšš́ımi harmonickými
frekvencemi. Obráceně lze ř́ıci, že skládáńım harmonických kmit̊u vznikne
obecný periodický pohyb.

V této kapitole se budeme zabývat pouze lineárńım harmonickým os-
cilátorem a skládáńım harmonických kmit̊u.

3.1 Netlumené harmonické kmity

Položme počátek soustavy souřadné do rovnovážné polohy kmitavého po-
hybu a uvažujme kmitáńı ve směru osy x. Pak má śıla p̊usob́ıćı na hmotný
bod o hmotnosti m konaj́ıćı lineárńı harmonický pohyb jednoduchý tvar
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F � �kx (3.2)

a pohybové rovnice (1.61) se zredukuj́ı na

m
d2x

dt2
� �kx

m
d2x

dt2
� kx � 0

(3.3)

(3.3) je homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice s konstantńımi koefi-
cienty. Tyto rovnice maj́ı obecné řešeńı ve tvaru

x � Ceλt (3.4)

Integračńı konstanty urč́ıme z počátečńıch podmı́nek a λ z tzv. charak-
teristické rovnice, kterou dostaneme dosazeńım (3.4) do (3.3)

mCλ2eλt � kCeλt � 0

mλ2 � k � 0

λ2 � �
k

m

λ1,2 � �i



k

m

(3.5)

Obecné řešeńı (3.4) nabude tvaru lineárńı kombinace

x � C1e
i
`

k
m
t
� C2e

�i
`

k
m
t (3.6)

Pro názornou interpretaci (3.6) využijeme nyńı Eulerova vztahu
e�ix � cos x�i sin x (využ́ıváme zároveň sudosti funkce cos a lichosti funkce
sin).

x � C1

�
cos



k

m
t� i sin



k

m
t

�
� C2

�
cos



k

m
t� i sin



k

m
t

�
� pC1 � C2q cos



k

m
t� i pC1 � C2q sin



k

m
t

(3.7)

Označ́ıme nyńı

C1 � C2 � A sinα

i pC1 � C2q � A cosα
(3.8)
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dostaneme

x � A sinα cos



k

m
t� A cosα sin



k

m
t (3.9)

Tento vztah přejde s využit́ım součtového vzorce
sinpα� βq � sinα cos β � cosα sin β na rovnici obdobnou (1.28)

x � A sin

�

k

m
t� α

�
(3.10)

Porovnáńım (1.28) a (3.10) dostáváme pro úhlovou rychlost harmon-
ického pohybu d̊uležitý vztah (viz též 1.55).

ω �



k

m
(3.11)

Vlastnosti netlumeného lineárńıho harmonického pohybu jsme již pro-
brali v I. kapitole (rovnice (1.28), (1.29), (1.33), (1.34) a (1.55)). Modelem
netlumeného lineárńıho harmonického oscilátoru je např. pohyb tělesa up-
evněného na pružině po vodorovné rovině bez třeńı, který vznikne, vychýĺıme-
li těleso z rovnovážné polohy (relaxovaná pružina) a poté uvolńıme. Kon-
stanta k v rovnici (3.11) se pak nazývá tuhost pružiny.

3.2 Energie harmonických kmit̊u

Vypočteme nyńı celkovou mechanickou energii E hmotného bodu, který
koná harmonický kmit podle rovnice (1.28), tj. x � A sinpωt � αq � x0.
Rychlost pohybu byla dána rovnićı (1.29) jako dx{dt � Aω cospωt � αq.
Pak pro kinetickou energii hmotného bodu plat́ı

Ek �
1

2
mv2 �

1

2
mA2ω2 cos2pωt� αq (3.12)

Potenciálńı energii hmotného bodu v mı́stě x stanov́ıme z rovnice (1.90)
Ep � Ep0 � �A0x a předpisu pro śılu (3.2).

Nulovou hladinu potenciálńı energie polož́ıme přitom do rovnovážné
polohy hmotného bodu x0, tj. Ep0 � 0. Bude pak

Ep � �A0x �

» x
x0

kpξ � x0qdξ (3.13)

kde ξ jsme označili integračńı proměnnou ξ P px0, xq k odlǐseńı od
výchylky x. Výpočtem dostaneme
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Ep �

�
1

2
kξ2
�x
x0

� rkx0ξs
x
x0
�

1

2
kx2 �

1

2
kx20 � kx0x� kx20 �

1

2
kpx2 � 2xx0 � x20q �

1

2
kpx� x0q

2

(3.14)

Závislost Eppxq je parabolická, s vrcholem v bodě x � x0, kde Ep � 0.
Maxima nabývá Ep v bodech maximálńıch výchylek x � x0�A. Dosad́ıme
nyńı za x� x0 z (1.28) a (3.11) do (3.14)

Ep �
1

2
kA2 sin2pωt� αq �

1

2
mω2A2 sin2pωt� αq (3.15)

Pro celkovou mechanickou energii pak dostaneme

E � Ek � Ep �
1

2
mω2A2

�
cos2pωt� αq � sin2pωt� αq

�
E �

1

2
mω2A2

(3.16)

Všimneme si, že rovnice (3.11) a (3.16) určuj́ı netlumený lineárńı har-
monický pohyb až na fázovou konstantu α, která se v těchto rovnićıch
nevyskytuje. Na obr. (i) je pr̊uběh potenciálńı a celkové mechanické en-
ergie hmotného bodu v závislosti na výchylce x. Vid́ıme, že v okamžiku
maximálńı výchylky x0�A je kinetická energie nulová a potenciálńı energie
maximálńı, zat́ımco v rovnovážné poloze x0 je tomu naopak. Všimněme si,
že jak celková energie, tak i energie kinetická a potenciálńı jsou závislé na
druhé mocnině amplitudy A.

xx0 x0 � Ax0 � A

Ep

E

Obrázek i: Energie netlumeného lineárńıho harmonického kmitu.
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3.3 Tlumené harmonické kmity

V reálných podmı́nkách se při kmitavém pohybu uplatńı účinek brzd́ıćıch
sil a amplituda i frekvence pohybu budou s časem klesat. Hmotný bod
bude konat tlumený harmonický pohyb. V našem modelu tělesa na pružině
vznikne tlumený harmonický pohyb zavedeńım nenulové třećı śıly mezi
těleso a podložku. Reálnou tlumı́ćı śılu můžeme často zavést vztahem

~Fv � �kv~v (3.17)

který dobře vystihuje experimentálńı poznatek, že śıla odporuj́ıćı pohybu
tělesa v kapalinách a plynech je úměrná rychlosti pohybu tělesa a mı́̌ŕı
proti jej́ımu smyslu. Pohybová rovnice pro netlumené kmity (3.3) přejde
pro tlumené kmity do složitěǰśı podoby

m
d2x

dt2
� �kx� kv

dx

dt

m
d2x

dt2
� kx� kv

dx

dt
� 0

(3.18)

Zavedeme nyńı označeńı

ω2
0 �

k

m

2δ �
kv

m

(3.19)

zde ω0 zřejmě odpov́ıdá frekvenci kmit̊u, kdyby nebyly tlumené, tj.
kdyby δ � 0. S t́ımto označeńım přejde (3.18) do tvaru

d2x

dt2
� 2δ

dx

dt
� ω2

0x � 0 (3.20)

Tuto rovnici řeš́ıme stejně jako rovnici (3.3), tj. polož́ıme x � Ceλt a
dosazeńım do (3.20) źıskáme charakteristickou rovnici

λ2 � 2δλ� ω2
0 � 0 (3.21)

jej́ıž kořeny jsou dány předpisem

λ1,2 � �δ �

b
δ2 � ω2

0 (3.22)

a obecné řešeńı bude mı́t tvar

xptq � C1e
λ1t � C2e

λ2t (3.23)
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• je-li δ2 � ω2
¡ 0, pak jsou λ1,2 reálné a pohyb nebude harmonický.

Bude platit s označeńım

D �

b
δ2 � ω2

0 (3.24)

xptq � C1e
p�δ�Dqt

� C2e
p�δ�Dqt (3.25)

Konkrétńı pr̊uběh funkce (3.25) je ovlivněn integračńımi konstantami,
které je třeba určit z počátečńıch podmı́nek. Obecným rysem xptq

je, že v konečném čase může nabýt nulové hodnoty nejvýše jed-
nou. Anulováńım výrazu (3.25) dostaneme totiž podmı́nku e2Dt �

�C2{C1, kterou lze splnit při t ¡ 0 jen tehdy, když C2{C1   �1. Se
vzr̊ustaj́ıćım časem konverguje xptq obecně k nule, nebot’ δ i D jsou
kladné a zřejmě δ ¡ D. Tlumeńı je tedy tak velké, že oscilátor se po
vychýleńı z rovnovážné polohy do ńı vraćı zpět, ale v konečném čase
j́ı nedosáhne. Řı́káme proto, že oscilátor koná aperiodický pohyb. Na
obrázku ii je uveden pr̊uběh xptq pro dvoj́ı typickou volbu počátečńıch
podmı́nek (plná čára)

x � x0, v � 0, pro t � 0 (3.26a)

x � 0, v � v0, pro t � 0 (3.26b)

• je-li δ2�ω2
0 � 0, dostaneme pouze jeden kořen charakteristické rovnice

λ � �δ.

Funkce xptq � C1e
�δt neńı však úplným řešeńım rovnice (3.20). Bez

d̊ukazu uvedeme, že v tomto př́ıpadě má úplné řešeńı tvar

xptq � C1e
�δt

� C2te
�δt

� pC1 � C2tqe
�δt (3.27)

jak se lze ostatně přesvědčit zpětným dosazeńım do (3.20). Pr̊uběh
funkce (3.27) je podobný pr̊uběhu (3.25) s t́ım, že nulové polohy bude
dosaženo opět nejvýše jednou a to v čase t � �

C1

C2

. Této rovnici lze pro
t ¡ 0 vyhovět poněkud měkč́ı podmı́nkou než výše, a to C1{C2   0.
Řı́káme, že hmotný bod koná mezńı aperiodický pohyb. Obecnou
vlastnost́ı mezńıho aperiodického pohybu je, že se vzr̊ustaj́ıćım časem
konverguje funkce xptq k nule rychleji než v př́ıpadě aperiodického po-
hybu. Pr̊uběh xptq pro počátečńı podmı́nky (3.26) je uveden rovněž
v obrázku ii.

Vyšetř́ıme nyńı tento pohyb pro typickou volbu počátečńıch podmı́nek
(3.26a), které odpov́ıdaj́ı tomu, že v nulovém čase uděĺıme hmotnému
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mezńı aperiodický pohyb
aperiodický pohyb

Čas

V
ý
ch
y
lk
a

(a) Při počátečńıch podmı́nkách (3.26a)

Obrázek ii: Pr̊uběh xptq pro r̊uzné úrovně tlumeńı a r̊uzné počátečńı
podmı́nky.

bodu v rovnovážné poloze rychlost v0. Vypočteme nejdř́ıve rychlost
z (3.27)

dx

dt
� r�δpC1 � C2tq � C2s e

�δt (3.28)

a (3.26b) dosad́ıme do (3.25) a (3.28)

C1 � 0

C2 � v0
(3.29)

tedy pohyb (3.25) je dán rovnićı

x � v0te
�δt (3.30)

Odvod́ıme nyńı maximálńı výchylku pohybu při zadané rychlosti v0 ,
tj. nalezneme extrém funkce dané předpisem (3.30)

dx

dt
� v � v0e

�δt
p1� δtq � 0

tm �
1

δ
(kde tÑ8 neuvažujeme)

(3.31)

dosad́ıme-li tuto podmı́nku do (3.30), máme
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xm � v0
1

δ
e�1

�
v0

eδ
(3.32)

Význam této rovnice spoč́ıvá v určeńı v0 z výchylky xm, známe-li
tlumı́ćı konstantu δ (např. určenou jiným pokusem). Typickou aplikaćı
je stanoveńı rychlosti vs střely o hmotnosti ms, let́ıćı podél osy x.
Prodělá-li tato střela dokonale nepružný ráz s tělesem m, které může
konat tlumený harmonický pohyb (zde speciálně v mezńım aperiod-
ickém stavu), bude dle zákona zachováńı hybnosti (viz př́ı̌st́ı kapitola)

msvs � pms �mqv0

v0 �
msvs

ms �m

(3.33)

a výchylka bude

xm �
msvs

pms �mqeδ
(3.34)

Uvedené výchylce se ř́ıká balistická výchylka a metoda určováńı
rychlost́ı z výchylek dostala podle tohoto př́ıkladu název balistická
metoda.

• je-li δ2 � ω2
0   0, budou kořeny charakteristické rovnice komplexńı

λ1,2 � �δ � i

b
ω2
0 � δ2 � �δ � iω (3.35)

kde jsme zavedli označeńı ω �
a
ω2
0 � δ2. Obecné řešeńı rovnice (3.20)

bude mı́t tvar

x � C1e
p�δ�iωqt

� C2e
p�δ�iωqt

� e�δt
�
C1e

iωt
� C2e

�iωt
�

(3.36)

Uprav́ıme tento vztah užit́ım Eulerova vztahu

x � e�δtpC1 cosωt� iC1 sinωt� C2 cosωt� iC2 sinωtq

� e�δtrpC1 � C2q cosωt� ipC1 � C2q sinωts (3.37)

Nyńı označ́ıme stejně jako v (3.8)
C1 �C2 � A sinα a ipC1 �C2q � A cosα a provedeme úpravu analog-
ickou (3.9)
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x � e�δtA psinα cosωt� cosα sinωtq

x � Ae�δt sinpωt� αq
(3.38)

zdeA a α jsou konstanty, které urč́ıme z počátečńıch podmı́nek. Rovnice
(3.38) je formálně shodná s (3.10), úlohu amplitudy zde však hraje
výraz Ae�δt, jehož velikost se s časem zmenšuje. Proto tento pohyb
nazýváme tlumeným harmonickým pohybem. Pr̊uběh funkce xptq
pro tlumený harmonický pohyb je znázorněn na obr. iii. Poměr dvou po
sobě následuj́ıćıch výchylek na stejnou stranu bude zavedeńım periody
pohybu T

xptq

ČasV
ý
ch
y
lk
a

Obrázek iii: Pr̊uběh xptq pro tlumený harmonický kmit.

x1m � A e�δt1 sinpωt1 � αq

x2m � A e�δpt1�T q sinrpωt1 � ωT q � αs
x1m

x2m
� eδT

(3.39)

kde jsme využili periodicity funkce sin při zvýšeńı argumentu
o ωT � 2π. Veličina

β � eδT (3.40)

se nazývá útlumem kmit̊u a jej́ı přirozený logaritmus

γ � ln eδT � δT (3.41)

se nazývá logaritmický dekrement útlumu.
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3.4 Vynucené harmonické kmity

Vyšetř́ıme nyńı př́ıpad, kdy na hmotný bod kromě elastické śıly F � �kx

a odporuj́ıćı śıly Fv � �kvv p̊usob́ı ještě daľśı śıla FH , jej́ıž pr̊uběh je dán
harmonickou funkćı

FH � F0 sinΩt (3.42)

kde F0 je amplituda śıly a Ω je kruhová frekvence. Pohybová rovnice
bude mı́t tvar

m
d2x

dt2
� F � Fv � FH � �kx� kvv � F0 sinΩt (3.43)

a po zavedené substituci analogicky (3.19), tj. ω2
0 � k{m a 2δ � kv{m

přejde do tvaru

d2x

dt2
� 2δ

dx

dt
� ω2

0 �
F0

m
sinΩt (3.44)

Pohybová rovnice (3.44) je nehomogenńı diferenciálńı rovnice 2. řádu
s konstantńımi koeficienty, jej́ıž obecné řešeńı má tvar

xptq � xhptq � xpptq (3.45)

kde xhptq je obecné řešeńı př́ıslušné rovnice bez pravé strany (homogenńı
rovnice) a xpptq je jedno (partikulárńı) řešeńı rovnice (3.44). Řešeńı ho-
mogenńı rovnice jsme již vyšetřovali (3.38), o partikulárńım řešeńı budeme
předpokládat, že obsahuje harmonickou funkci o stejné frekvenci (, jako
má śıla FH. Obecné řešeńı rovnice (3.44) bude mı́t tvar

xptq � Ae�δt sinpωt� αq �B sinpΩt� ϕq (3.46)

Zde prvńı člen popisuje pr̊uběh tlumených vlastńıch kmit̊u oscilátoru
s maximálńı výchylkou A a kruhovou frekvenćı ω. Amplituda vlastńıch
kmit̊u klesá s časem k nule a tedy po odezněńı tzv. přechodové doby
bude řešeńı rovnice (3.44) představovat pouze druhý člen ve (3.46), tj.

xptq � B sinpΩt� ϕq (3.47)

Hovoř́ıme pak o ustáleném (stacionárńım) řešeńı pohybové rovnice
(3.44) a kmity, které popisuje, nazýváme kmity nucenými (vynucenými).
Zde B je amplituda nucených kmit̊u, Ω jejich kruhová frekvence a ϕ je
fázová konstanta, udávaj́ıćı fázové posunut́ı vynucených kmit̊u za period-
ickou vyvolávaj́ıćı silou. Dosad́ıme nyńı (3.47) do (3.44), abychom určili B
a ϕ. Máme postupně
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dx

dt
� ΩB cospΩt� ϕq

d2x

dt2
� �Ω2B sinpΩt� ϕq

�Ω2B sinpΩt� ϕq � 2δΩB cospΩt� ϕq � ω2
0B sinpΩt� ϕq �

F0

m
sinΩt

(3.48)

Tuto rovnici uprav́ıme pomoćı součtových vzorc̊u

B
�
pω2

0 � Ω2
q cosϕ� 2δΩ sinϕ

�
sinΩt�

B
�
pω2

0 � Ω2
q sinϕ� 2δΩcosϕ

�
cosΩt �

F0

m
sinΩt (3.49)

Aby (3.47) bylo řešeńım rovnice (3.44), muśı být rovnice (3.49) splněna
pro všechna t. Protože funkce sinΩt a cosΩt jsou lineárně nezávislé, muśı
se č́ıselné koeficienty stoj́ıćı u těchto funkćı na levé i pravé straně sobě
rovnat, tedy

B
�
pω2

0 � Ω2
q cosϕ� 2δΩ sinϕ

�
�
F0

m
B
�
pω2

0 � Ω2
q sinϕ� 2δΩcosϕ

�
� 0

(3.50)

Předpokládáme B � 0, pak z druhé rovnice (3.50) vypoč́ıtáme fázovou
konstantu ϕ. �

ω2
0 � Ω2

�
tanϕ� 2δΩ � 0

tanϕ �
�2δΩ

ω2
0 � Ω2

, ϕ � arctan
�2δΩ

ω2
0 � Ω2

(3.51)

Umocńıme nyńı obě rovnice (3.50) na druhou a sečteme (1. člen 1.
rovnice s 1. členem 2. rovnice atd.)

B2
�
pω2

0 � Ω2
q
2 cos2 ϕ� 4δΩpω2

0 � Ω2
q cosϕ sinϕ� 4δ2Ω2 sin2 ϕ

�
�
F 2
0

m2

B2
�
pω2

0 � Ω2
q
2 sin2 ϕ� 4δΩpω2

0 � Ω2
q sinϕ cosϕ� 4δ2Ω2 cos2 ϕ

�
� 0

B2
�
pω2

0 � Ω2
q
2
� 4δ2Ω2

�
�
F 2
0

m2

B �

F0

ma
pω2

0 � Ω2q2 � 4δ2Ω2

(3.52)
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Stacionárńı řešeńı rovnice (3.44) bude tedy mı́t tvar

xptq �
F0

ma
pω2

0 � Ω2q2 � 4δ2Ω2
sin

�
Ωt� arctan

2δΩ

Ω2 � ω2
0



(3.53)

Amplituda B ustáleného řešeńı (3.53) je př́ımo úměrná výrazu F0{m, tj.
amplitudě nut́ıćı śıly normované na jednotku hmotnosti. Dále je zřejmé,
že B podstatně záviśı na frekvenci Ω. Budou-li ω0 a Ω nabývat bĺızkých
hodnot, a δ bude malé, může B nabývat značné velikosti. Jev, kdy malá
bud́ıćı veličina zp̊usob́ı velkou odezvu jiné veličiny, nazýváme rezonanćı.
Najdeme nyńı, při jaké frekvenci Ω nabývá B maximálńı hodnoty. Pro
takové Ω muśı být splněna podmı́nka extrému funkce BpΩq, tj.

dB

dΩ
�

�F0

m

�
8δ2Ω� 4pω2

0 � Ω2
qΩ
�

2 rpω2
0 � Ω2q2 � 4δ2Ω2s

3

2

(3.54)

Opomineme-li možnosti Ω1 � 0 a Ω2 � 8, je námi hledaný extrém po
úpravě

4δ2 � 2pω2
0 � Ω2

rq � 0

Ω2
r � ω2

0 � 2δ2

Ωr �

b
ω2
0 � 2δ2, ω0 ¡ δ

`
2

(3.55)

kde jsme označili Ωr tzv. rezonančńı frekvenci. Ωr existuje pouze, pokud
je tlumeńı dostatečně malé, aby výraz pod odmocninou nabýval reálné
hodnoty (připsaná podmı́nka). Všimneme si, že při nenulovém tlumeńı je
obecně

Ωr   ω0 (3.56)

ZávislostBpΩq se nazývá rezonančńı křivkou amplitudy. Má tvar znázorněný
na obr. iv pro r̊uzné hodnoty koeficientu útlumu δ.

Rozborem fázového posunut́ı ϕ (3.51) se podrobněji zabývat nebudeme.
Kvalitativně lze ř́ıci, že v oblasti rezonance se výchylka zpožd’uje o π{2 za
bud́ıćı silou. Bud́ıćı śıla FH je tak přibližně ve fázi s rychlost́ı a urychluje
hmotný bod v nejvhodněǰśı fázi jeho pohybu.

3.5 Geometrické znázorněńı harmonických kmit̊u, komplexńı sym-
bolika

Netlumené kmitáńı lineárńıho harmonického oscilátoru ve směru osy x jsme
popsali rovnićı
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�
δ � 0

δ3
δ2
δ1
δ0

Ω

B

pΩ

q

ω0

Obrázek iv: Rezonančńı křivka amplitudy pro r̊uzné hodnoty koeficientu
útlumu 0   δ0   δ1   δ2   δ3. Symbolem � je označena křivka spojuj́ıćı
maxima rezonančńıch křivek pro r̊uzná δ.

xptq � A sinpωt� αq (3.57)

kde A je amplituda kmitu, ω kruhová frekvence kmitu a α je počátečńı
fáze kmitu. Tento harmonický pohyb lze výhodně znázornit v Gaussově
rovině komplexńıch č́ısel jako rotaci časového vektoru (fázoru) o velikosti
dané amplitudou A úhlovou rychlost́ı ω. K přechodu do komplexńı symbo-
liky užijeme Euler̊uv vztah

eipωt�αq � A cospωt� αq � iA sinpωt� αq (3.58)

Obraz tohoto komplexńıho č́ısla lze chápat jako koncový bod vektoru,
jehož počátek lež́ı v pr̊useč́ıku reálné a imaginárńı osy

Tento vektor označujeme jako časový vektor (fázor) ṕısmenem se
stř́ı̌skou, tedy pA � Aeipωt�αq (3.59)

Výraz (3.57) můžeme pak chápat jako imaginárńı část (3.59), tj.

xptq � ImtAeipωt�αqu (3.60)

Poznámka: Netlumené kmitáńı lze popsat rovněž funkćı xptq � A cospωt�
αq. V komplexńı symbolice bychom pak zapsali xptq � RetAeipωt�αqu.
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xptq

Im

Re

pA
ωt� α

Obrázek v: Znázorněńı komplexńıho č́ısla v Gaussově rovině.

3.6 Skládáńı kmit̊u

Působ́ı-li na hmotný bod v́ıce sil typu (3.2) najednou, koná bod složitý
periodický pohyb odpov́ıdaj́ıćı superpozici kmit̊u vyvolaných jednotlivými
silami. Hovoř́ıme o skládáńı kmit̊u. Zaṕı̌seme nyńı rovnici (3.3) pro dvě
r̊uzné vynucuj́ıćı śıly Fiptq

m
d2x1
dt2

� kv
dx1
dt

� kx1 � F1ptq

m
d2x2
dt2

� kv
dx2
dt

� kx2 � F2ptq

(3.61)

kde funkce x1ptq a x2ptq jsou řešeńımi pro vynucuj́ıćı śıly F1ptq a F2ptq.
Sečteme-li obě rovnice

m
d2

dt2
px1 � x2q � kv

d

dt
px1 � x2q � kpx1 � x2q � F1ptq � F2ptq (3.62)

Vid́ıme, že funkce px1�x2qptq � xptq řeš́ı rovnici pro śılu F1ptq�F2ptq �

F ptq. T́ım je dokázáno úvodńı tvrzeńı, které nazýváme principem su-
perpozice. Platnost principu superpozice je svázána s linearitou difer-
enciálńıch rovnic (3.61). Budou-li tyto rovnice nelineárńı, např. nahrad́ıme-
li člen kx1 členem kx21 atd., ztrat́ı princip superpozice platnost. Zde se
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budeme zabývat pouze skládáńım lineárńıch harmonických kmit̊u a to
následuj́ıćıch parametr̊u:

• skládáńı stejnosměrných kmit̊u se stejnou frekvenćı

• skládáńı stejnosměrných kmit̊u s r̊uznou frekvenćı

• skládáńı navzájem kolmých kmit̊u

Skládáńı stejnosměrných kmit̊u se stejnou frekvenćı

Uvažujme dva kmitavé pohyby

x1ptq � A1 sinpωt� α1q

x2ptq � A2 sinpωt� α2q
(3.63)

zde A1 � A2 a α1 � α2. Složeńı obou pohyb̊u můžeme jednoduše
reprezentovat pomoćı časových vektor̊u pA1 a pA2 v Gaussově rovině. Výslednému
kmitu bude dle principu superpozice přǐrazen časový vektorpA � pA1 �

pA2 (3.64)

Situace v čase t � 0 je zakreslena na obr. vi

pA1

pA2

pA
α1

α2 α

α2 � α1

Im

Re

Obrázek vi: Skládáńı stejnosměrných kmit̊u stejné frekvence v Gaussově
rovině.

Velikost výsledného vektoru pA odpov́ıdá amplitudě výsledného kmitu a
dle obr. vi se urč́ı pomoćı kosinové věty.
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A2
� A2

1�A2
2� 2A1A2 cosrπ� pα2� α1qs � A2

1�A2
2� 2A1A2 cospα2� α1q

(3.65)
Jsou-li kmity ve fázi, tj. α2 � α1 � 0, pak je výsledná amplituda rovna

součtu amplitud A � A1�A2. Maj́ı-li kmity opačnou fázi, tj. α2�α1 � π ,
je výsledná amplituda rovna rozd́ılu amplitud A � A1�A2. Pro počátečńı
fázi α výsledného kmitu plat́ı

tanα �
A1 sinα1 � A2 sinα2

A1 cosα1 � A2 cosα2

(3.66)

kde v čitateli stoj́ı pr̊umět výsledného vektoru pA na osu y a ve jmeno-
vateli pr̊umět pA na osu x.
Shrnut́ı: složeńım dvou stejnosměrných harmonických kmit̊u stejné frekvence
vznikne harmonický kmit o stejné frekvenci, který je popsán funkćı

xptq � A sinpωt� αq (3.67)

kde A je dáno rovnićı (3.65) a α rovnićı (3.66).

Skládáńı stejnosměrných kmit̊u s r̊uznou frekvenćı

Předpokládejme dva d́ılč́ı kmitavé pohyby o stejné amplitudě A, které
začneme vyšetřovat v čase, kdy maj́ı stejné fázové úhly α

x1ptq � A sinpω1t� αq

x2ptq � A sinpω2t� αq
(3.68)

Použijeme-li vzorec pro součet sin̊u dvou r̊uzných úhl̊u sinφ � sinψ �

2 sin φ�ψ
2

cos φ�ψ
2
, dostaneme dle principu superpozice

x � x1 � x2 � 2A cos
pω1 � ω2qt

2
sinr

pω1 � ω2qt

2
� αs (3.69)

Lǐśı-li se značně ω1 a ω2, je výraz (3.69) nepřehledný. Lze ukázat, že
výsledné kmitáńı bude periodické jen tehdy, bude-li poměr frekvenćı obou
d́ılč́ıch kmit̊u dán poměrem celých č́ısel n1

n2
. Při splněńı této podmı́nky bude

výsledné kmitáńı popsáno periodickou a obecně neharmonickou funkćı,
která se opakuje po uplynut́ı nejkratš́ı doby, na kterou připadá n1 kmit̊u
s periodou ω1 a n2 kmit̊u s periodou ω2 (obr. vii)

Jsou-li však frekvence kmit̊u ω1 a ω2 bĺızké, přitom budeme předpokládat
ω1 ¡ ω2, je frekvence pω1�ω2q{2 podstatně nižš́ı než frekvence pω1�ω2q{2.
Pak na výraz (3.69) lze pohĺıžet jako na harmonický kmit
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x2ptq

x1ptq

t

A

0

�A

x1ptq � x2ptq

t

2A

A

0

�A

�2A

Obrázek vii: Skládáńı stejnosměrných kmit̊u s r̊uznými frekvencemi.

x � aptq sinr
pω1 � ω2qt

2
� αs (3.70)

kde na mı́stě amplitudy je časově proměnná funkce

aptq � 2A cos
pω1 � ω2qt

2
(3.71)

Výsledný pohyb je tedy harmonický pohyb s frekvenćı rovnou středńı
frekvenci kmit̊u x1ptq a x2ptq, tj. pω1 � ω2q{2, a časově proměnnou am-
plitudou aptq s frekvenćı rovnou polovičńı hodnotě rozd́ılu ω1 a ω2, tj.
pω1 � ω2q{2. Tato situace je znázorněna na obr. viii.

Všimneme si, že obálku kmit̊u tvoř́ı funkce aptq a �aptq. Odtud i z obr.
viii je pak zřejmé, že frekvence změny amplitudy kmitu je jen ω1�ω2 (nebot’

během jedné periody aptq dojde ke dvěma periodickým změnám amplitudy
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x1ptq

t

x2ptq

t

x1ptq � x2ptq

aptq

�aptq

t

Obrázek viii: Skládáńı stejnosměrných kmit̊u bĺızkých frekvenćı.

složeného kmitu. Řı́káme, že složeńım dvou kmit̊u bĺızké frekvence vznikaj́ı
rázy o frekvenci dané rovnicemi

ωR � ω1 � ω2

fR � f1 � f2
(3.72)

Vznik ráz̊u lze pozorovat např. při současném zněńı dvou bĺızkých aku-
stických tón̊u. Č́ım bližš́ı tóny, t́ım je frekvence ráz̊u nižš́ı. Při rovnosti
frekvence obou tón̊u rázy vymiźı. Tohoto jevu se využ́ıvá při laděńı hudebńıch
nástroj̊u.

Skládáńı dvou navzájem kolmých kmit̊u

Předpokládejme nyńı, že hmotný bod koná harmonické kmity ve dvou
navzájem kolmých směrech. Tyto kmity poṕı̌seme funkcemi
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xptq � A1 sinωt (3.73)

yptq � A2 sinpωt� αq (3.74)

Rovnici dráhy dostaneme, vylouč́ıme-li z obou rovnic čas t. Rovnici
(3.74) rozeṕı̌seme dle součtového vzorce sinpωt�αq � sinωt cosα�cosωt sinα
a dosad́ıme do ńı za sinωt z prvńı rovnice

sinωt �
xptq

A1

, yptq � A2

�
xptq

A1

cosα� cosωt sinα

�
yptq

A2

�
xptq

A1

cosα � cosωt sinα

(3.75)

Tuto rovnici umocńıme na druhou a dosad́ıme za cos2 ωt � 1� sin2 ωt

y2ptq

A2
2

� 2
yptqxptq

A1A2

cosα�
x2ptq

A2
1

cos2 α �

�
1�

x2ptq

A2
1



sin2 α (3.76)

po závěrečné úpravě dostaneme

y2ptq

A2
2

� 2
yptqxptq

A1A2

cosα�
x2ptq

A2
1

� sin2 α (3.77)

Toto je rovnice elipsy v pravoúhlých souřadnićıch, jej́ıž natočeńı je dáno
fázovým rozd́ılem α.

Uvažujme nyńı, že fázový rozd́ıl α � 0. Pak se rovnice (3.77) zjednoduš́ı
na

y2ptq

A2
2

� 2
yptqxptq

A1A2

�
x2ptq

A2
1

� 0�
yptq

A2

�
xptq

A1


2

� 0

y �
A2

A1

x

(3.78)

což je rovnice př́ımky. Bude-li ještě A1 � A2, bude př́ımka p̊ulit 1. a 3.
kvadrant kartézských souřadnic (obr. ixa).

Bude-li α � π a A1 � A2 , dostaneme obdobně př́ımku na ni kolmou
(obr. ixe)

y � �
A2

A1

x � �x (3.79)
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Bude-li fázový rozd́ıl π
2
a A1 � A2 � A, redukuje se (3.77) na rovnici

kružnice (obr. ixc).

y2ptq

A2
2

�
x2ptq

A2
1

� 1

y2ptq � x2ptq � A2

(3.80)

Výsledkem je pravotočivý rovnoměrný kruhový pohyb. Přepsáńı (3.73) a
(3.74) vede v tomto př́ıpadě k rovnićım pro rovnoměrný pohyb po kružnici
(1.30)

xptq � A sinωt

yptq � A sinpωt�
π

2
q � A cosωt

(3.81)

2A

2A

(a)

2A

(b)

2A

(c)

2A

(d)

2A

(e)

Obrázek ix: Skládáńı dvou navzájem kolmých kmit̊u stejné amplitudy
a) α � 0
b) 0   α   π

2
a 3π

2
  α   2π

c) α � π
2

d) π
2
  α   π a π   α   3π

2

e) α � π.

Bude-li fázový rozd́ıl α �
3π
2
, bude pohyb po kružnici levotočivý. Pro

A1 � A2 a fázové rozd́ıly 0   α   π
2
a 3π

2
  α   2π vznikaj́ı eliptické kmity

dle obr. ixb a to pravotočivé pro prvńı př́ıpad a levotočivé pro druhý př́ıpad.
Pro A1 � A2,

π
2
  α   π a π   α  

3π
2

vznikaj́ı eliptické kmity dle obr.
ixd, které jsou v prvńım př́ıpadě ...

V obecném př́ıpadě, kdy frekvence ω1, ω2 kmit̊u (3.73) a (3.74) nejsou
stejné, vznikne jejich složeńım křivka omezená na obdélńık, pro který plat́ı

�A1 ¤ x ¤ A1 � A2 ¤ y ¤ A2 (3.82)

Budou-li frekvence ω1, ω2 v poměru celých č́ıselm a n, vzniknou složeńım
kmit̊u křivky charakteristického tvaru, které nazýváme Lissajousovými
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obrazci. Na obr. x jsou tyto obrazce nakresleny pro hodnoty poměru
m{n � 1{2, 2{3 a r̊uzné hodnoty fázového rozd́ılu α. Všimneme si, že poměr
počtu mı́st, v kterých se na vzájemně kolmých stranách Lissajous̊uv obrazec
dotýká obdélńıka (3.82), odpov́ıdá poměru m{n.

1{2 2A2

2A1

2{3 2A2

2A1

Obrázek x: Lissajousovy obrazce.

66



Kapitola 4

Mechanika soustavy hmotných bod̊u
a tuhého tělesa

4.1 Popis soustavy hmotných bod̊u a tuhého tělesa

Soustavou hmotných bod̊u rozumı́me v́ıce hmotných bod̊u, které mohou
vzájemně interagovat. Označ́ıme jejich počet N . Tuto soustavu urč́ıme,
zadáme-li hmotnosti bod̊u mi a jejich polohy ~r, kde i � 1, . . . , N . Protože
každý polohový vektor má tři souřadnice, bude poloha soustavy zadána 3N
souřadnicemi. Počet nezávislých souřadnic, kterými urč́ıme jednoznačně
polohu nějakého hmotného objektu, nazýváme počtem stupň̊u volnosti.
Jsou-li polohové vektory ~ri navzájem nezávislé, pak soustavu, která je jimi
určena, nazveme volnou soustavou hmotných bod̊u. Volná soustava
hmotných bod̊u má 3N stupň̊u volnosti.

Kromě volné soustavy hmotných bod̊u zavád́ıme dále tuhou sous-
tavu hmotných bod̊u. Ta se vyznačuje neproměnnými vzdálenostmi
mezi hmotnými body. Vyberme v tuhé soustavě 3 hmotné bodymk,ml,mm

které nelež́ı v jedné př́ımce a maj́ı polohové vektory ~rk, ~rl, ~rm. Vzdálenosti
těchto bod̊u jsou pak pevně dány a plat́ı pro ně

dkl � |~rk � ~rl|, dkm � |~rk � ~rm|, dlm � |~rl � ~rm| (4.1)

tedy

dkl �
a
pxk � xlq2 � pyk � ylq2 � pzk � zlq2

dkm �

a
pxk � xmq2 � pyk � ymq2 � pzk � zmq2

dlm �

a
pxl � xmq2 � pyl � ymq2 � pzl � zmq2

(4.2)

9 souřadnic 3 bod̊u o hmotnostechmk,ml,mm, je tedy svázáno 3 rovnicemi,
tj. pouze 6 souřadnic je nezávislých. Z geometrického názoru je však zřejmé,
že 3 hmotné body nelež́ıćı v jedné př́ımce, udávaj́ı polohu celé tuhé sous-
tavy. Počet stupň̊u volnosti tuhé soustavy hmotných bod̊u je 6.

67



Dosavadńı výklad rozš́ı̌ŕıme nyńı zavedeńım pojmu tuhého tělesa. Po-
jem tuhého tělesa vznikne abstrakćı reálného tělesa, kdy se zachovává
tvar a rozložeńı hmoty reálného tělesa, a předpokládá se, že vzdálenosti
mezi jednotlivými body tělesa se neměńı při libovolných silách na těleso
p̊usob́ıćıch. Zavedeńı tuhého tělesa umožňuje zvládnout problémy, při kterých
nelze zanedbat nenulové rozměry reálných těles a dále pak problémy spo-
jené s rotaćı těles.

Tuhé těleso je určeno zadáńım jeho hustoty jako funkce souřadnic

ρ � ρp~rq � 0 (4.3)

přitom hustota je definována jako limitńı pod́ıl

ρ � lim
VÑ0

M

V
�

dM

dV
(4.4)

Postupem analogickým (4.1) a (4.2) lze ukázat, že tuhé těleso má 6
stupň̊u volnosti, podobně jako tuhá soustava hmotných bod̊u.

Dále definujeme hmotný střed tuhé soustavy hmotných bod̊u polo-
hovým vektorem

~rs �

°N
i�1mi~ri°N
i�1mi

(4.5)

Poloha hmotného středu zde nemuśı splývat s polohou některého z hmotných
bod̊u soustavy. Výraz ve jmenovateli odpov́ıdá celkové hmotnosti tuhé
soustavy M.

Zobecněńım výrazu (4.5) lze definovat hmotný střed i pro tuhé těleso

~rs �

³
V
~rρdV³

V
ρdV

(4.6)

V tuhém tělese zpravidla hmotný střed splývá s některým bodem tělesa,
typickou výjimkou je dutá koule. Výraz ve jmenovateli má s přihlédnut́ım
ke (4.4) opět význam hmotnosti tuhého tělesa M .

Viděli jsme nyńı, že přechod od diskrétńı soustavy hmotných bod̊u ke
spojitému tuhému tělesu čińıme nahrazeńım součtu diskrétńıch veličin mi

a ~ri integrálem ze spojitě proměnných veličin ρp~rq a ~r. Tuto analogii mezi
(4.5) a (4.6) lze často použ́ıt při odvozeńı závěr̊u pro tuhé těleso. Většinu
výpočt̊u lze jednodušeji provést pro tuhou soustavu hmotných bod̊u. Po-
moćı této analogie je lze pak zobecnit na tuhé těleso.
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o

A
ϕ

Obrázek i: Stanoveńı polohy tuhého tělesa.

4.2 Kinematika tuhého tělesa

Tuhá soustava hmotných bod̊u a tuhé těleso maj́ı pouze 6 stupň̊u volnosti
a jejich poloha je tedy stanovena udáńım 6 souřadnic. Jednou z možnost́ı
udáńı polohy tuhého tělesa je použit́ı relaćı (4.1) vázaných podmı́nkou
(4.2), tedy udáńı polohy tř́ı bod̊u nelež́ıćıch v jedné př́ımce. Tento postup
se však pro nepřehlednost nepouž́ıvá. Vhodněǰśı postup je udáńı polohy
jednoho bodu, dále osy procházej́ıćı t́ımto bodem a natočeńı tělesa kolem
této osy. Postup je znázorněn na obr. i.

Bod je označen A, osa o a natočeńı je udáno úhlem ϕ mezi př́ımkou
pevnou v tělese (plná čára) a př́ımkou pevnou v prostoru (čárkovaně).
Poloha bodu A je určena 3 údaji rxA, yA, zAs a směr osy o je určen dvěma
údaji, např. složkami jednotkového vektoru v jej́ım směru ~v � pv1, v2, v3q,
kde složky jsou vázány podmı́nkou v21 � v22 � v23 � 1. Posledńı, šestý údaj
reprezentuje úhel natočeńı ϕ.

Vyšetř́ıme nyńı pohyb tuhého tělesa. Nejprve se budeme zabývat speciálńım
př́ıpadem, kdy bod A a osa o zachovávaj́ı po celou dobu pohybu v tělese
i prostoru stálou polohu. Jedinou časově proměnnou veličinou je úhel ϕ a
udáńım jeho časové závislosti je pohyb určen

ϕ � ϕptq (4.7)

Uvedený pohyb se nazývá rotaćı tuhého tělesa kolem pevné osy.
Všechny body tělesa maj́ı v každém okamžiku stejnou úhlovou rychlost a
stejné úhlové zrychleńı
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Obrázek ii: Translace tuhého tělesa.

ω �
dϕ

dt
(4.8)

ε �
dω

dt
�

d2ϕ

dt2
(4.9)

Pro každý bod rotuj́ıćıho tělesa plat́ı vše, co bylo uvedeno pro kruhový
pohyb hmotného bodu.

Obecněǰśım pohybem tuhého tělesa je pohyb, při kterém pouze jeden
jeho bod (např. bod A z obr. i) zachovává v tělese i prostoru stálou polohu.
Tento pohyb nazýváme rotaćı tuhého tělesa kolem pevného bodu.
Lze ukázat, že v každém okamžiku lze toto otáčeńı popsat jako rotaci
tuhého tělesa kolem pevné osy procházej́ıćı pevným bodem. V pr̊uběhu
otáčeńı se zde obecně měńı jak orientace osy otáčeńı, tak i úhlová rychlost.
Podle Eulerovy věty je rychlost libovolného bodu otáčej́ıćıho se tělesa
dána i v tomto př́ıpadě vzorcem

~v � ~ω � ~r (4.10)

Nakonec pohyb, při kterém maj́ı všechny body tuhého tělesa stejný vek-
tor rychlosti ~rT ptq, nazývámeposuvným, postupným nebo translačńım
pohybem (obr. ii)

Podle Chaslesovy věty lze libovolný pohyb tuhého tělesa složit z po-
suvného pohybu a rotace kolem pevného bodu. Rychlost ~v libovolného
bodu tuhého tělesa lze určit složeńım rychlosti ~vT jednoho libovolného bodu
A tělesa a rychlosti dané otáčeńım kolem tohoto bodu (4.10). Je tedy

~vptq � ~vT ptq � ~ω � ~r (4.11)
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A

A1

B

~a

~v

~v1T ptq

~r ~r1

~vT ptq

Obrázek iii: Závislost rychlosti bodu tělesa na volbě vztažného bodu A.

kde ~r je vektor vedený z bodu A do bodu, jehož rychlost ~v určujeme.
Je podstatné zjistit, jak záviśı vyjádřeńı rychlosti ~vT ptq na volbě bodu A.
K tomu zvoĺıme v tělese dva body: A s rychlost́ı ~vT ptq a A

1 s rychlost́ı ~v1T ptq
a urč́ıme rychlost bodu tělesa označeného jako B (obr. iii).

Dle (4.11) můžeme psát pro rychlost bodu B při vztažných bodech A a
A1

~vptq � ~vT ptq � ~ω � ~r (4.12a)

~vptq � ~v1T ptq � ~ω1 � ~r1 (4.12b)

a dále můžeme vyjádřit rychlost ~v1T bodu A1 při vztažném bodu A

~v1T ptq � ~vT ptq � ~ω � ~a (4.13)

mezi vektory ~r, ~r1 a ~a plat́ı přitom

~r � ~a� ~r1 (4.14)

Dosad́ıme-li (4.14) do prvńı rovnice (4.12), máme

~vptq � ~vT ptq � ~ω � ~a� ~ω � ~r1 (4.15)

a porovnáńım se (4.13) je dále

~vptq � ~v1T ptq � ~ω � ~r1 (4.16)

Srovnáńım (4.16) a (4.12b) dostáváme d̊uležitou relaci

ω � ω1 (4.17)
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Shrnut́ı: Rovnice (1.64) je základńı rovnićı kinematiky tuhého tělesa.
Úhlová rychlost otáčeńı tělesa ω nezáviśı na volbě vztažného bodu, v̊uči
kterému otáčeńı uvažujeme. Velikost posuvné rychlosti však na volbě vztažného
bodu záviśı.

4.3 Dynamika tuhého tělesa

Princip akce a reakce v soustavě hmotných bod̊u
3. Newton̊uv zákon umožňuje přechod od dynamiky hmotného bodu

k dynamice soustavy hmotných bod̊u a tuhého tělesa. V mechanice sous-
tavy hmotných bod̊u rozlǐsujeme tzv. vněǰśı śıly, tj. śıly, které maj́ı p̊uvod
v bodech (tělesech), které k dané soustavě nepoč́ıtáme, od sil vnitřńıch,
kterými na sebe p̊usob́ı jednotlivé body vyšetřované soustavy. Budeme-li
např́ıklad Slunečńı soustavu považovat za soustavu hmotných bod̊u, budou
gravitačńı śıly p̊usob́ıćı mezi Sluncem a jednotlivými planetami typickými
vnitřńımi silami soustavy.

Uvažujme nyńı soustavu hmotných bod̊u mi. Působ́ı-li hmotný bod m1

na hmotný bod m2 silou ~F12 bude hmotný bod m2 na hmotný bod m1

p̊usobit silou ~F21 tak, že plat́ı

~F12 � �~F21 tedy ~F12 �
~F21 � 0 (4.18)

Stejná úvaha plat́ı pro libovolnou dvojici hmotných bod̊u, takže máme

p~F12 �
~F21q � p~F13 �

~F31q � p~F14 �
~F41q � . . . � 0

p~F23 �
~F32q � p~F24 �

~F42q � . . . � 0

p~F34 �
~F43q � . . . � 0

. . . � 0

(4.19)

takže výslednice všech vnitřńıch sil soustavy je rovna nule. Śıly
~Fij a ~Fji lež́ı nav́ıc vždy v jedné př́ımce, takže maj́ı vzhledem k libo-
volnému bodu stejné rameno a jejich momenty se navzájem ruš́ı. Proto i
výsledný moment vnitřńıch sil soustavy vzhledem k libovolnému
bodu prostoru je nulový.

Vnitřńı śıly nemohou tedy zp̊usobit pohyb soustavy jako celku. K tomu
je vždy zapotřeb́ı vněǰśıch sil.

Věty o hybnosti a momentu hybnosti soustavy
Podle 2. Newtonova zákona je časová změna hybnosti i-tého bodu sous-

tavy dána rovnićı
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d~pi
dt

� ~Fi (4.20)

kde ~Fi je výslednice všech vnitřńıch a vněǰśıch sil, které na bod p̊usob́ı.

~Fi � ~F
pIq
i � ~F

pEq
i (4.21)

Takové rovnice můžeme postupně napsat pro N bod̊u soustavy a seč́ıst

Ņ

i�1

d~pi
dt

�

Ņ

i�1

~F
pIq
i �

Ņ

i�1

~F
pEq
i (4.22)

Výslednice všech vnitřńıch sil (1. člen na pravé straně (4.22)) je však dle
(4.19) rovna nule, takže plat́ı s uvážeńım ~pi � mi~vi

d

dt

Ņ

i�1

mi~vi �
d~P

dt
�

Ņ

i�1

~F
pEq
i � ~F pEq (4.23)

kde ~P �
°N
i�1mi~vi je celková hybnost soustavy a ~F

pEq výslednice vněǰśıch
sil. Docháźıme k formulaci I. impulsové věty neboli věty o hybnosti
soustavy:

Časová změna celkové hybnosti soustavy hmotných bod̊u je
rovna výsledné vněǰśı śıle.

Ukážeme nyńı, že celou soustavu hmotných bod̊u v rovnici (4.23) můžeme
nahradit jediným bodem a to hmotným středem (4.5) s hmotnost́ı celé
soustavy

M �

Ņ

i�1

mi (4.24)

Vynásob́ıme nyńı rovnici (4.5) celkovou hmotnost́ı soustavy a derivujeme
dle času

M~rS �

Ņ

i�1

mi~ri

M
d~rS
dt

�

Ņ

i�1

mi

d~ri
dt

�

Ņ

i�1

mi~vi �

Ņ

i�1

~pi � ~P

(4.25)

Dosad́ıme-li nyńı ze (4.25) do (4.23) za ~P máme

d~P

dt
�

d

dt
M

d~rS
dt

�M
d2~rS
dt2

�M~aS (4.26)
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kde jsme označili ~aS zrychleńı hmotného středu soustavy. Obsah rovnice
(4.26) bývá označován jako věta o pohybu hmotného středu sous-
tavy. Slovně ji lze formulovat takto:

Hmotný střed soustavy se pohybuje jako hmotný bod, který
má celkovou hmotnost M soustavy a na nějž p̊usob́ı výslednice
vněǰśıch sil ~F pEq.

Zabývejme se na tomto mı́stě názornou interpretaćı hmotného středu.
Poloha hmotného středu v rovnici (4.5) je jednoznačně určena polohami
jednotlivých bod̊u. Vzorec (4.5) odpov́ıdá obecnému pravidlu pro hledáńı
středńı hodnoty veličin, jimž přisuzujeme r̊uznou váhu, tj. r̊uzně velký pod́ıl
na vyšetřovaném jevu. Těmito veličinami jsou v daném př́ıpadě polohové
vektory ~ri hmotných bod̊u soustavy a váhami jejich hmotnosti mi. Poloha
hmotného středu nezáviśı na volbě počátku soustavy souřadnic (d̊ukaz
přenecháváme posluchači - Horák, Krupka, Fyzika I, str. 136). Změńı-li
se konfigurace soustavy či tvar tuhého tělesa, změńı se i poloha hmotného
středu.

Hmotný střed bývá ekvivalentně nazýván těžǐstěm. Tento název je
odvozen z p̊usobeńı t́ıhového pole na soustavu. Na hmotné body sous-
tavy p̊usob́ı soustava rovnoběžných sil, které všem bod̊um soustavy uděluj́ı
stejné zrychleńı. Nahrad́ıme je výslednićı, která určuje celkovou t́ıhu sous-
tavy.

~F pEq
�

Ņ

i�1

mi~g �M~g (4.27)

Výsledný moment vněǰśıch sil pak bude

~M pEq
�

Ņ

i�1

~ri � ~F
pEq
i �

Ņ

i�1

~ri �mi~g �

Ņ

i�1

mi~ri � ~g (4.28)

Dle definice hmotného středu (4.5) je však

Ņ

i�1

mi~ri � ~g �M~rS � ~g � ~rS �M~g (4.29)

Výsledný moment t́ıhových sil p̊usob́ıćıch na soustavu hmotných bod̊u
(tuhé těleso) je roven momentu t́ıhy soustavy (tělesa), předpokládáme-li,
že t́ıha se nacháźı v hmotném středu. Moment t́ıhových sil v̊uči hmotnému
středu je nulový. Název těžǐstě pro hmotný střed použ́ıváme proto, že je
p̊usobǐstěm t́ıhových sil.

Poznámka: Pojem těžǐstě lze zavést pouze v homogenńım t́ıhovém poli.
Nehomogenńı gravitačńı pole k pojmu těžǐstě nevede, výslednice sil bude
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procházet jiným bodem, než je hmotný střed (těžǐstě).
Vyšetř́ıme nyńı, jaký vliv na pohyb soustavy maj́ı momenty sil p̊usob́ıćı

na jednotlivé body. Zaṕı̌seme rovnici (1.108) pro každý hmotný bod

d~bi
dt

� ~Mi (4.30)

kde ~bi je moment hybnosti vzhledem k libovolnému pevnému bodu a ~Mi

je moment výslednice všech sil na bod p̊usob́ıćıch k témuž bodu. Do tohoto
bodu polož́ıme rovněž počátek souřadného systému. Pak ~Mi � ~ri � ~Fi a
s pomoćı (4.21) máme dále

d~bi
dt

� ~ri�~Fi � ~ri�p~F
pIq
i �~F

pEq
i q � ~ri�~F

pIq
i �~ri�~F

pEq
i � ~M

pIq
i � ~M

pEq
i (4.31)

Sečteme-li tyto rovnice pro všechny body soustavy (při zachováńı pevného
vztažného bodu, dostaneme

Ņ

i�1

d~bi
dt

�

Ņ

i�1

~M
pIq
i �

Ņ

i�1

~M
pEq
i (4.32)

Jak jsme však ukázali dř́ıve - (4.18), (4.19) a text - prvńı člen na pravé

straně (4.32) je nulový. Označ́ıme-li
°N
i�1
~bi � ~b a

°N
i�1

~M
pEq
i � ~M dostaneme

konečně ze (4.32)

d~b

dt
� ~M (4.33)

což je II. impulsová věta neboli věta o momentu hybnosti sous-
tavy:

Časová změna momentu hybnosti soustavy hmotných bod̊u
vzhledem k libovolnému pevnému bodu je rovna výslednému mo-
mentu vněǰśıch sil vzhledem k témuž bodu.

II. impulsová věta je splněna také tehdy, zvoĺıme-li za vztažný bod
hmotný střed soustavy, který obecně neńı pevný. Śıly, které zp̊usobuj́ı
zrychleńı hmotného středu, však v něm maj́ı své p̊usobǐstě a jejich moment
v̊uči němu je nulový. Zrychleńı hmotného středu do rovnice pro p̊usobeńı
celkového vněǰśıho momentu nevstouṕı. Vlastńı pohyb hmotného středu
nemá vliv na otáčeńı jednotlivých hmotných bod̊u kolem osy, která j́ım
procháźı. Význam hmotného středu tak spoč́ıvá v tom, že čińı z obou im-
pulsových vět obecný zákon pro pohyb soustavy bod̊u či tuhého tělesa.

Shrnut́ı: Hmotný střed (těžǐstě) soustavy se pohybuje jako hmotný bod,
na který p̊usob́ı výslednice všech vněǰśıch sil a jehož hmotnost je rovna
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celkové hmotnosti soustavy. Časová změna momentu hybnosti soustavy
vzhledem ke hmotnému středu (těžǐsti) nebo vzhledem k libovolnému pevnému
bodu je rovna výslednému vněǰśımu momentu vzhledem k témuž bodu.

Ukázali jsme, že tuhá soustava bod̊u či tuhé těleso maj́ı 6 stupň̊u vol-
nosti. Dvě vektorové rovnice (4.23) a (4.33) představuj́ı 6 skalárńıch rovnic
pro určeńı 6 funkćı popisuj́ıćıch plně pohybový stav tělesa. Jsou obsaženy
ve dvou vektorových funkćıch ~vT ptq a ~ωptq. Bod A na obr. (i), který se
pohybuje rychlost́ı ~vT ptq a v̊uči kterému jsme uvažovali rotaci, jsme do-
sud volili libovolně. Vybereme-li za něj hmotný střed, bude rovnice (4.26)
jednou z jeho pohybových rovnic. Pohybovou rovnici pro stanoveńı druhé
funkce ~ωptq odvod́ıme v daľśım výkladu.

Ve zvláštńım př́ıpadě, kdy na soustavu nep̊usob́ı vněǰśı śıly nebo kdy
výslednice vněǰśıch sil je nulová, je ~F pEq

� 0 a ~M pEq
� 0 Takovou sous-

tavu nazýváme dynamicky izolovanou čili osamocenou (uzavřenou)
a plat́ı pro ni zákony zachováńı hybnosti a momentu hybnosti.

Celková hybnost izolované soustavy je rovná vektorovému součtu
okamžitých hybnost́ı jednotlivých hmotných bod̊u soustavy a z̊ustává
stálá co do směru i velikosti. Neboli těžǐstě izolované soustavy se
pohybuje podle 1. Newtonova zákona. Moment hybnosti osamo-
cené soustavy je roven vektorovému součtu moment̊u hybnosti
jednotlivých hmotných bod̊u vzhledem ke hmotnému středu či
k libovolnému pevnému bodu a je stálý co do směru i velikosti.

V kapitole o gravitačńım poli jsme ukázali, že moment hybnosti hmotného
bodu pohybuj́ıćıho se v centrálńım poli (2.23) je stálý. Z tohoto hlediska je
II. impulsová věta zobecněńım II. Keplerova zákona a centrálńı śıly, tedy
např. gravitačńı śıly mezi kosmickými objekty lze považovat za vnitřńı śıly,
považujeme-li dotyčné objekty za izolovanou soustavu.
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Energie soustavy hmotných bod̊u a tuhého tělesa
Pojmy kinetické a potenciálńı energie hmotného bodu a práce vykonané na
hmotný bod lze snadno rozš́ı̌rit na soustavu hmotných bod̊u a tuhé těleso.

Kinetickou energii soustavy hmotných bod̊u nazveme výraz

Ek �

Ņ

i�1

1

2
miv

2
i (4.34)

tedy součet kinetických energíı všech hmotných bod̊u soustavy. Podobně
můžeme psát pro práci, kterou vykonaj́ı śıly ~F přejdou-li body soustavy
z polohy 1 do polohy 2.

A �

Ņ

i�1

» 2

1

~Fid~ri (4.35)

kde integrál v sumě znač́ı práci vykonanou na i-tý hmotný bod. Analog-
icky jako pro hmotný bod plat́ı pak

A � Ek2 � Ek1 (4.36)

Změny kinetické energie ovlivňuj́ı jak vněǰśı, tak i vnitřńı śıly. Vnitřńı
śıly mohou však tak učinit pouze u volné soustavy hmotných bod̊u. V tuhé
soustavě hmotných bod̊u a v tuhém tělese vnitřńı śıly vzhledem k ne-
proměnným vzdálenostem mezi body práci nekonaj́ı. Jsou-li vněǰśı i vnitřńı
śıly p̊usob́ıćı na soustavu konzervativńı, je práci A vykonanou na systém
možno vyjádřit jako úbytek potenciálńı energie mezi mı́sty 1 a 2

Ep1 � Ep2 � A (4.37)

Porovnáńım (4.36) a (4.37) máme

Ep1 � Ek1 � Ep2 � Ek2 (4.38)

což je zákon zachováńı mechanické energie soustavy bod̊u či tuhého
tělesa. Můžeme jej slovně formulovat takto:

Jsou-li vněǰśı śıly p̊usob́ıćı na těleso konzervativńı, je součet
potenciálńı a kinetické energie soustavy bod̊u či tuhého tělesa
konstantńı.

Poznámka: Podle Königovy věty lze kinetickou energii soustavy hmotných
bod̊u rozložit na dva členy

Ek �
1

2
Mv2S �

1

2

Ņ

i�1

miv
2
iS (4.39)
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kde prvńı člen představuje kinetickou energii hmotného bodu o hmot-
nosti celé soustavy M a rychlosti hmotného středu ~vS a druhý člen ki-
netickou energii pohybu hmotných bod̊u soustavy v̊uči jej́ımu hmotnému
středu. Tento člen bývá nazýván vnitřńı kinetickou energíı soustavy.

Rozebereme nyńı poněkud d̊ukladněji výraz (4.34) pro kinetickou energii.

• Soustava (těleso) koná pouze posuvný pohyb. V tomto př́ıpadě je
rychlost všech bod̊u a tedy i těžǐstě stejná a rovná vS. Dosad́ıme-li
za vi � vS do (4.34), bude

Ek �

Ņ

i�1

1

2
miv

2
S �

1

2
Mv2S (4.40)

Kinetická energie tuhého tělesa je rovna kinetické energii těžǐstě s hmot-
nost́ı rovnou celkové hmotnosti tělesa.

• Soustava (těleso) se otáč́ı kolem pevné osy. Otáč́ı-li se těleso kolem
pevné osy okamžitou úhlovou rychlost́ı ω maj́ı hmotné body vzdálené
ri od osy rotace ~vi � ~ω � ~ri, jej́ıž velikost je vi � riω. Dosad́ıme-li do
(4.34), dostaneme

Ek �

Ņ

i�1

1

2
miv

2
i �

Ņ

i�1

1

2
mir

2
iω

2
�

1

2
ω2

Ņ

i�1

mir
2
i (4.41)

protože ω je pro všechny body tělesa stejné. Součet

Ņ

i�1

mir
2
i � J (4.42)

nazýváme moment setrvačnosti. Máme tedy

Ek �
1

2
Jω2 (4.43)

Kinetická energie tělesa rotuj́ıćıho kolem pevné osy je rovna polovičńımu
součinu jeho momentu setrvačnosti vzhledem k této ose a čtverce úhlové
rychlosti.

• Soustava (těleso) koná obecný pohyb. Podle (4.10) a (4.11) lze obecný
pohyb tělesa v každém okamžiku nahradit posuvným pohybem rychlost́ı
vT a rotaćı úhlovou rychlost́ı ω kolem osy procházej́ıćı těžǐstěm
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Ek �
1

2
Mv2T �

1

2
J0ω

2 (4.44)

kdeM je hmotnost tělesa a J0 je moment setrvačnosti vzhledem k okamžité
ose rotace jdoućı těžǐstěm.

Moment setrvačnosti
Přejdeme-li od tuhé soustavy hmotných bod̊u k tuhému tělesu, čili spo-

jitému rozložeńı hmoty, přejde definice momentu setrvačnosti (4.43) do
integrálńıho tvaru

J �

»
m

r2dm (4.45)

kde r je vzdálenost elementu hmoty dm od osy rotace. Zavedeńım hus-
toty tělesa ρ lze výraz(4.45) přepsat do tvaru

J �

½
V

r2ρdV (4.46)

Je-li těleso homogenńı, lze hustotu ρ jakožto konstantńı veličinu postavit
před integrál

J � ρ

½
V

r2dV (4.47)

Voĺıme-li za osu rotace osu z, budou vzdálenosti r �
a
x2 � y2 a výraz

(4.47) bude mı́t tvar

J � ρ

½
V

px2 � y2qdV (4.48)

Moment setrvačnosti lze také vyjádřit jako součin hmotnosti tělesa a
čtverce jisté středńı vzdálenosti R, v ńıž by musela být soustředěna hmot-
nost tělesa, aby moment setrvačnosti byl roven momentu setrvačnosti tělesa

J �MR2, R �



J

M
(4.49)

Vzdálenost R se nazývá poloměr setrvačnosti (gyračńı poloměr)
tělesa pro danou osu.

Moment setrvačnosti záviśı na poloze rotačńı osy vzhledem k tělesu a
na rozložeńı hmotnosti v tělese. Pro všechny rovnoběžné osy je nejmenš́ı
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Obrázek iv: K odvozeńı Steinerovy věty.

moment setrvačnosti vzhledem k ose, které procháźı těžǐstěm tělesa. Mo-
ment setrvačnosti vzhledem k ose jdoućı bodem A rovnoběžně s těžǐstńı
osou T � Z (na obr. iv jsou obě osy kolmé k nákresně) bude

J �

»
r12dm �

»
rpa� xq2 � y2sdm �

»
pa2 � 2ax� r2qdm (4.50)

Zde dle (4.6) »
2axdm � 2a

»
xdm � 0 (4.51)

protože jsme počátek soustavy souřadné zvolili v těžǐsti a tedy

J � a2
»
dm�

»
r2dm �Ma2 � J0 (4.52)

Obsahem vztahu (4.52) je Steinerova věta, která ř́ıká:
Moment setrvačnosti J tělesa k libovolné ose je roven mo-

mentu setrvačnosti J0 tělesa vzhledem k ose procházej́ıćı těžǐstěm
(hmotným středem), zvětšenému o součin hmotnosti tělesa M se
čtvercem vzdálenosti a obou os.

Důsledkem Steinerovy věty je výše uvedené tvrzeńı J ¡ J0.
Př́ıklad: Výpočet momentu setrvačnosti homogenńıho válce o hmot-

nosti M , výšce v a poloměru podstavy R a rozbor valeńı tohoto válce
po nakloněné rovině.

Válec rozděĺıme na válcové plochy elementárńı tloušt’ky dr (obr. v), které
maj́ı hmotnost
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Obrázek v: Výpočet momentu setrvačnosti válce vzhledem k ose symetrie.

dm � ρdV � ρ2πrdrv (4.53)

kde hustotu vypoč́ıtáme dle vztahu

ρ �
M

V
�

M

πR2v
(4.54)

Dosad́ıme-li ze (4.54) do (4.53), máme

dm �
M

πR2v
2πrdrv �

2Mrdr

R2
(4.55)

Element hmotnosti dm má moment setrvačnosti dJ , pro který plat́ı dle
(4.45)

dJ � r2dm �
2Mr3dr

R2
(4.56)

Uváž́ıme-li, že proměnná r zde nabývá hodnot v intervalu x0, Rq, dostaneme
J integraćı

J �

R»
0

r2dm �

R»
0

2Mr3dr

R2
�

2M

R2

R»
0

r3dr �
2M

R2

�
r4

4

�R
0

�
2M

R2

R4

4
�

1

2
MR2

(4.57)
K výpočtu rozboru valeńı po nakloněné rovině využijeme zákon za-

chováńı mechanické energie. Śıly valivého třeńı totiž na rozd́ıl od sil vlečného
třeńı nekonaj́ı práci (nedissipuj́ı energii), protože válec v mı́stě dotyku
neklouže. Určeme nyńı zrychleńı hmotného středu, prob́ıhá-li valeńı po
nakloněné rovině, které s horizontálńı rovinou sv́ırá úhel α (obr. vi)
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Obrázek vi: Valeńı válce po nakloněné rovině.

Na obr. vi. jsme vyznačili dvě polohy válce při valeńı, prvńı ve výšce h a
druhou v nulové výšce. Zrychleńı hmotného středu válce bude konstantńı,
protože na něj p̊usob́ı konstantńı urychluj́ıćı śıla. Začne-li valeńı ve výšce
h, bude tam válec mı́t potenciálńı energii

Ep �Mgh (4.58)

V nulové hladině se tato potenciálńı energie změńı na kinetickou energii,
která bude dle (4.44)

Ek �
1

2
Mv2Sptq �

1

2
Jω2

ptq (4.59)

kde vSptq je rychlost hmotného středu a ωptq úhlová rychlost rotace.
Válec přitom proběhl dráhu s, pro kterou plat́ı

sinα �
h

s
, s �

h

sinα
(4.60)

a to za čas, pro který plat́ı

s �
1

2
aSt

2, t �



2s

aS
(4.61)

a zároveň dle (4.61) můžeme psát pro vSptq

t �
vSptq

aS
, vSptq � taS �

`
2saS �



2h

sinα
aS (4.62)

Porovnáme nyńı (4.58) a (4.59) a dosad́ıme za vSptq za (4.62)

Mgh �
1

2
Mv2Sptq �

1

2
J
v2S
R2

Mgh �
1

2
M

2h

sinα
aS �

1

2
J

2h

sinα
aS

1

R2

(4.63)

Po kráceńı a úpravě, kdy zat́ım nedosazujeme za J , máme pro aS
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Mg �

�
M

sinα
�

J

R2 sinα



aS

aS �
Mg

M
sinα

�
J

R2 sinα

(4.64)

Vid́ıme, že zrychleńı hmotného středu klesá s momentem setrvačnosti J .
Dosad́ıme-li nyńı za moment setrvačnosti ze (4.57), máme konečně

aS �
Mg

M
sinα

�

1

2
MR2

R2 sinα

�
g

1� 1

2

sinα

�
g
3

2 sinα

�
2

3
g sinα (4.65)

Vid́ıme, že zrychleńı hmotného středu je menš́ı než při klouzavém po-
hybu bez třeńı, kdy by dosáhlo známé hodnoty g sinα.

Řešeńı izolované soustavy 2 hmotných bod̊u - problém 2 těles
Ukážeme nyńı, že pohyb izolované soustavy 2 hmotných bod̊u m1 a

m2 lze převést na řešeńı pohybu jednoho bodu v centrálńım silovém poli.
Počátek soustavy souřadné polož́ıme do hmotného středu soustavy (obr.
vii)

S

~r

~r1

~r2

m1

m2

Obrázek vii: Izolovaná soustava 2 hmotných bod̊u.

Podle definice hmotného středu plat́ı

m1~r1 �m2~r2 � 0 (4.66)

a dále zavedeme vektor ~r

~r � ~r1 � ~r2 (4.67)

který je s ~r1 a ~r2 rovnoběžný (obr. vii) a můžeme psát (postupně s využit́ım
~r1 � ~r � ~r2 a ~r2 � ~r1 � ~r)

~r1 �
m2

m1 �m2

~r, ~r2 �
�m1

m1 �m2

~r (4.68)
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Pro rychlosti hmotných bod̊u plyne z (4.68)

~v1 �
m2

m1 �m2

~v, ~v2 �
�m1

m1 �m2

~v (4.69)

kde ~v � ~v1 � ~v2. Předpokládáme-li nyńı, že mezi body soustavy budou
p̊usobit pouze konzervativńı śıly, můžeme zapsat zákon zachováńı mechan-
ické energie ve tvaru

Ek1 � Ek2 � Ep � E0 � konst.

1

2
m1v

2
1 �

1

2
m2v

2
2 � Ep � E0

(4.70)

a po dosazeńı ze (4.68) za v21 a v22 bude

1

2
m1

m2
2

pm1 �m2q
2
v2 �

1

2
m2

m2
1

pm1 �m2q
2
v2 � Ep � E0

1

2

m1m2pm1 �m2q

pm1 �m2q
2

v2 � Ep � E0

1

2

m1m2

m1 �m2

v2 � Ep � E0

(4.71)

Zákon zachováńı momentu hybnosti v naš́ı soustavě můžeme zapsat ve
tvaru

p~r1 �m1~v1q � p~r2 �m2~v2q � ~B0 (4.72)

Dosad́ıme-li sem z (4.68) a (4.69), máme

~B0 �

�
m2

m1 �m2

~r �
m1m2

m1 �m2

~v



�

�
�m1

m1 �m2

~r �
�m1m2

m1 �m2

~v



�

�
m1m

2
2

pm1 �m2q
2
p~r � ~vq �

m2
1m2

pm1 �m2q
2
p~r � ~vq �

�
m1m2

m1 �m2

p~r � ~vq � ~r �
m1m2

m1 �m2

~v

(4.73)

Z rovnic (4.71) a (4.73) je zřejmé, že zákony zachováńı pro izolovanou
soustavu dvou hmotných bod̊u lze přepsat tak, že p̊uvodńı dva hmotné
body nahrad́ıme jedńım o tzv. redukované hmotě

mr �
m1m2

m1 �m2

(4.74)

Rovnice (4.71) a (4.73) lze pro centrálńı silová pole řešit stejně jako
jsme učinili při rozboru Keplerovy úlohy (čl. 2.3). Výsledkem je nalezeńı
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S

~r1

~r2

m1

m2

Obrázek viii: K řešeńı problému dvou těles se vzájemným gravitačńım
p̊usobeńım (Keplerovy úlohy).

závislosti rpϕq pro bod s redukovanou hmotou a z této závislosti dostaneme
dle rovnic (4.68) závislosti r1pϕq a r2pϕq. Je-li závislost rpϕq rovnićı kuželosečky,
jsou zřejmě r1pϕq a r2pϕq také rovnicemi kuželoseček. Z rovnice (4.66) dále
plyne, že rozměry kuželoseček, po kterých se pohybuj́ı hmotné body m1,
m2 jsou v poměru r1{r2 � m2{m1. Dvě takové eliptické dráhy uvád́ıme na
obr. viii.

Poznámka: Obdobný postup lze provést i pro jiná centrálńı pole (elek-
trostatické pole, elastická vazba apod.).

Přehled úloh o rázu těles

Pohybový stav těles a hmotných bod̊u se spojitě měńı s časem, takže
souřadnice jednotlivých element̊u tělesa (či hmotných bod̊u soustavy) jsou
spojité a konečné funkce času. Dojde-li však během pohybu ke koliźım
těles či hmotných bod̊u, pozorujeme náhlé změny co do směru i velikosti.
V mnoha př́ıpadech plat́ı, že vzájemné śıly mezi tělesy nabývaj́ı během
kolize značných hodnot a p̊usob́ı po krátký časový interval ∆t. Tyto śıly
jsou silami vnitřńımi a jejich impulsy vedou ke změně hybnosti koliduj́ıćıch
těles. Vněǰśı śıly, které mohou po interval ∆t na koliduj́ıćı tělesa p̊usobit,
jsou často zanedbatelné, takže soustavu můžeme pokládat za dynamicky
izolovanou. V takové soustavě plat́ı zákon zachováńı hybnosti a zákon za-
chováńı momentu hybnosti.

Rázy klasifikujeme na základě srovnáńı hodnoty kinetické energie systémů
před koliźı EKA a kinetické energie systému po kolizi EKB. Jestliže se ki-
netická energie neměńı

EKA � EKB (4.75)

hovoř́ıme o dokonale pružném rázu. Naopak, jestliže je po rázu ki-
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~v1 ~v2 ~vB

m1
m2

m1 �m2

Obrázek ix: Dokonale nepružný ráz.

netická energie menš́ı (dojde k jej́ı dissipaci), tedy

EKA   EKB (4.76)

jde o nepružný ráz. Dokonale nepružný ráz je takový, po němž
koliduj́ıćı tělesa jsou spojená (jedno uv́ızne v druhém). V př́ıpadě dokonale
nepružného rázu je dissipace kinetické energie maximálńı. V našem výkladu
se budeme zabývat nejjednodušš́ımi typy ráz̊u. U jednobodových středových
ráz̊u budou těžǐstě obou těles ležet na spojnici procházej́ıćı bodem dotyku.
Takové rázy lze popsat jako jednorozměrné.

Dokonale nepružný jednorozměrný ráz
Těleso hmotnosti m1 se pohybuje rychlost́ı ~v1A a má hybnost ~p1A, těleso

hmotnosti m2 se pohybuje rychlost́ı ~v2A a má hybnost ~p2A. Po dokonale
nepružném rázu se obě spojená tělesa m1 � m2 pohybuj́ı s rychlost́ı ~vB.
Necht’ se pohyb děje pouze podél osy x, pak budou nenulové pouze x-ové
složky vektor̊u rychlosti a hybnosti a bude platit (obr. ix).

pA � p1A � p2A � m1v1A �m2v2A

pB � pm1 �m2qvB

(4.77)

Podle zákona zachováńı hybnosti muśı být pA � pB, tedy

vB �
m1v1A �m2v2A

m1 �m2

(4.78)

Př́ıklad: Balistické kyvadlo (obr. x). Rozbor pokusu na zjǐstěńı rychlosti
střely. Měř́ıme největš́ı úhlovou výchylku ϕ, které kyvadlo dosáhne po
zásahu střelou o hmotnosti m let́ıćı rychlost́ı vs.

Rychlost soustavy střela - kvádr po rázu bude dle (4.78)

vK �
msvs

ms �M
(4.79)
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h

L
L

Mms~vs

ϕ

Obrázek x: Pohyb balistického kyvadla po dokonale nepružném rázu se
střelou.

kde M je hmotnost bloku kyvadla. Při dosažeńı maximálńı výchylky se
kinetická energie daná (4.79) změńı na potenciálńı energii

1

2
pms �Mq

m2
sv

2
s

pms �Mq2
� pms �Mqgh

1

2

m2
sv

2
s

pms �Mq2
� gh

(4.80)

h vyjádř́ıme podle obr. x jako

h � L� L cosϕ � Lp1� cosϕq (4.81)

kde L je délka závěsu, dosad́ıme do (4.80) a vypoč́ıtáme vs

v2s �
pms �Mq

2

m2
s

2gLp1� cosϕq

vs �
ms �M

ms

a
2gLp1� cosϕq

(4.82)

Pružný jednorozměrný ráz
Chováńı těles před rázem a po rázu je zakresleno na obr. xi. Obdobně

jako v předchoźım př́ıpadě plat́ı zákon zachováńı hybnosti, tělesa se však
při rázu nespoj́ı. Můžeme psát

m1v1A �m2v2A � m1v1B �m2v2B (4.83)

V rovnici (4.83) vystupuje 6 neznámých. Muśıme znát 5 veličin k určeńı
šesté.
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m1 m2

~v1A ~v2A
(a) situace před rázem

m1 m2

~v1B ~v2B
(b) situace po rázu

Obrázek xi: Pružný jednorozměrný ráz.

Dokonale pružný jednorozměrný ráz
Situace se zjednoduš́ı v př́ıpadě dokonale pružného rázu, při kterém ne-

docháźı k dissipaci energie a plat́ı tedy zákon zachováńı mechanické energie.
Pak máme 2 výchoźı rovnice, které dále upravujeme (uvažujeme pouze x-
ové složky rychlosti)

m1v1A �m2v2A � m1v1B �m2v2B
1

2
m1v

2
1A �

1

2
m2v

2
2A �

1

2
m1v

2
1B �

1

2
m2v

2
2B

m1pv1A � v1Bq � m2pv2B � v2Aq

m1pv
2
1A � v21Bq � m2pv

2
2B � v22Aq

(4.84)

Poděĺıme-li druhou rovnici prvńı, dostaneme

v1A � v1B � v2A � v2B

v1A � v2A � �pv1B � v2Bq
(4.85)

Vid́ıme, že relativńı rychlosti obou těles se zachovávaj́ı, při rázu však
měńı znaménko. Uvažujme nyńı, že jedno z těles bylo před srážkou v klidu,
např. v2A � 0. Pak z podmı́nek (4.84) a (4.85) dostaneme

m1v1A � m1v1B �m2v2B

v1A � v1B � v2B
(4.86)

Dosad́ıme-li za v2B do prvńıho vztahu, máme

m1v1A � m1v1B �m2v1A �m2v1B (4.87)

v1B � v1A
m1 �m2

m1 �m2

(4.88)

v2B � v1A

�
m1 �m2

m1 �m2

� 1



� v1A

2m1

m1 �m2

(4.89)

Uvažme nyńı několik speciálńıch př́ıpad̊u relativńıch hmotnost́ı koliduj́ıćıch
těles:
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a) m1 � m2, pak z (4.88) v1B � 0 a z (4.89) v2B � v1A. Těleso, které
bylo p̊uvodně v klidu, se po rázu pohybuje rychlost́ı rovnou rychlosti
druhého tělesa před rázem, zat́ımco druhé těleso se zastav́ı. Tento
výsledek znal již Jan Marek z Marku v 17. stolet́ı.

b) m1 " m2, pak z (4.88) v1B � v1A a z (4.89) v2B � 2v1A. Větš́ı těleso
pokračuje dále a úbytek jeho rychlosti je malý. Menš́ı těleso odskoč́ı
s téměř dvojnásobnou rychlost́ı oproti p̊uvodńı rychlosti větš́ıho tělesa.

c) m1 ! m2, pak z (4.88) v1B � �v1A a z (4.89) v2B � 0. Lehč́ı těleso se
odraźı přibližně s toutéž rychlost́ı, jako byla jeho rychlost před rázem,
zat́ımco těžš́ı těleso z̊ustává přibližně v klidu.

Poznámka k šikmým (dvourozměrným ráz̊um)
V př́ıpadě, kdy rychlosti koliduj́ıćıch těles sv́ıraj́ı nějaký obecný úhel,

muśıme rázy uvažovat jako v́ıcerozměrné. Pokud i zde zanedbáme vlastńı
rotačńı pohyb, můžeme aplikovat zákon zachováńı hybnosti, ale ve vek-
torové podobě

~p1A � ~p2A � ~p1B � ~p2B (4.90)

odkud plyne, že se hybnost zachovává ve složkách px, py, pz. Při pružném
rázu tělesa na pevnou stěnu se tak úhel dopadu muśı rovnat úhlu odrazu.

Statika tuhého tělesa

Zjednodušeńı prostorové soustavy sil

Působ́ı-li na těleso v témže bodě dvě stejně velké protisměrné śıly ~F a
�~F (obr. 4.12a, ruš́ı se navzájem, jejich výslednice je nulová a na pohyb
tělesa nemaj́ı vliv.

Stejně je tomu, p̊usob́ı-li śıly nikoli v jednom bodě, ale v jedné př́ımce
(těleso je dokonale tuhé), jak je znázorněno na obr. 4.12b.

Śıla je tedy v tuhém tělese vektor vázaný na př́ımku (paprsek śıly) a
můžeme j́ı ve směru této př́ımky libovolně posouvat. Takto můžeme složit
dvě r̊uznoběžné śıly ~F1 a ~F2, maj́ıćı r̊uzná p̊usobǐstě v tuhém tělese (obr.
xiii).

Dále, p̊usob́ı-li śıla ~F v bodě o polohovém vektoru ~r tuhého tělesa
(obr. xiv), můžeme j́ı rovnoběžně posunout do libovolného bodu O tak, že
v tomto bodě připoj́ıme dvě stejně velké protisměrné śıly ~F 1 a �~F 1

p~F �

~F 1
q, které jsou v rovnováze. Vedle přenesené śıly ~F 1 pak zbývaj́ı dvě opačně

orientované śıly �~F 1 a ~F , které se neruš́ı, ale tvoř́ı dynamický prvek, který
nazýváme dvojićı sil. Vypočteme moment této dvojice vzhledem k libo-
volnému bodu O1
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~F

�~F

(a) p̊usobeńı stejně velkých pro-
tisměrných sil v jednom bodě

~F

�~F

�~F

(b) přeneseńı śıly v jej́ım
paprsku

Obrázek xii: Působeńı sil na dokonale tuhé těleso

~F

~F1

~F1

~F2

~F2

Obrázek xiii: Skládáńı r̊uznoběžných sil p̊usob́ıćıch na tuhé těleso.
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~F

~F 1

�~F 1

~r

~r1

~r2

O

O1

Obrázek xiv: Posunut́ı śıly ~F do bodu mimo jej́ı paprsek.

~M � p~r1 � ~F q � p~r2 ��~F q � p~r1 � ~r2q � ~F � ~r � ~F (4.91)

Vid́ıme, že moment dvojice sil nezáviśı na volbě vztažného bodu, ale
pouze na vzdálenosti p̊usobǐst’ jednotlivých sil. Je to tedy volný vektor,
který můžeme přenést do libovolného mı́sta v tuhém tělese, zachováme-li
jeho velikost a orientaci v prostoru. Směr momentu dvojice sil urč́ıme jako
obvykle dle pravidla pravotočivého šroubu.

Silová dvojice vznikaj́ıćı rovnoběžným posunut́ım śıly v tuhém
tělese se jmenuje doplňková dvojice sil. V dokonale tuhém tělese
můžeme každou śılu posunout do libovolného bodu O, připoj́ıme-
li doplňkovou dvojici sil, jej́ıž moment je co do směru i velikosti
roven momentu p̊uvodńı śıly vzhledem k novému p̊usobǐsti O.

Působ́ı-li na těleso soustava sil ~F1, . . . , ~FN v r̊uzných p̊usobǐst́ıch, je-
jichž poloha je vzhledem k libovolnému bodu O dána pr̊uvodiči ~r1, . . . , ~rN ,
můžeme tuto soustavu nahradit jedinou silou

~R �

Ņ

i�1

~Fi (4.92)

p̊usob́ıćı v bodě O a doplňkovou dvojićı sil, pro jej́ıž moment plat́ı

~M �

Ņ

i�1

~Mi �

Ņ

i�1

~ri � ~Fi (4.93)

Rovnováha tuhého tělesa
Řı́káme, že tuhé těleso je v rovnováze, jestliže výslednice vněǰśıch sil

p̊usob́ıćıch na těleso je rovna nule, tj.

~F pEq
� 0 (4.94)
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a výsledný moment vněǰśıch sil p̊usob́ıćıch na těleso je roven nule, t.j.

~M pEq
� 0 (4.95)

V předchoźım výkladu jsme viděli, že p̊usobeńı vněǰśıch sil ~F
pEq
i v r̊uzných

bodech tělesa lze nahradit výslednićı těchto sil p̊usob́ıćıch v nějakém bodě
O a doplňkovou dvojićı sil. Pokud bude tato výslednice nulová, bude nulový
také jej́ı moment v̊uči libovolnému vztažnému bodu O1. Moment vněǰśıch sil
bude v tomto př́ıpadě roven momentu doplňkové dvojice sil, která vznikne
přeneseńım všech sil do bodu O. Tento moment však podle (4.91) nezáviśı
na volbě vztažného bodu.

T

(a) stálá (stabilńı)

T

(b) vratká (labilńı)

T

(c) volná (indiferentńı)

Obrázek xv: Rovnovážná poloha tuhého tělesa.

Podmı́nky rovnováhy tuhého tělesa lze pak zformulovat do jediné věty.
Těleso je v rovnováze, když výslednice vněǰśıch sil ~F pEq p̊usob́ıćıch

na těleso a moment ~M výsledné dvojice sil jsou rovny nule.
Rozebereme nyńı stručně na konkrétńım př́ıkladu koule a misky či vodor-

ovné podložky možné rovnovážné polohy tělesa (obr. xv)

a) vychýleńı vede ke vzr̊ustu potenciálńı energie a následnému samo-
volnému návratu do výchoźı polohy

b) vychýleńı vede k poklesu potenciálńı energie a samovolnému vzdalováńı
od výchoźı polohy

c) vychýleńı nemá vliv na potenciálńı energii.

Pohybová rovnice pro otáčeńı tělesa kolem pevné osy

Vyjdeme z druhé impulsové věty d~b
dt
� ~M , kde ~b je moment hybnosti tělesa

vzhledem k libovolnému pevnému bodu a ~M je výsledný moment vněǰśıch
sil p̊usob́ıćıch na těleso vzhledem k témuž bodu. Necht’ je t́ımto bodem bod
A na ose rotace (obr. xvi)

Moment hybnosti některého bodu tělesa, např. B, je dán vektorovým
součinem
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~bi � ~ri �mi~vi (4.96)

kde ~ri je pr̊uvodič vedený z bodu A do bodu B. Moment hybnosti
je kolmý na rovinu tvořenou vektory ~ri a ~vi a neńı rovnoběžný
s osou rotace.

Rozlož́ıme jej proto na složky ~biK a ~biR, z nichž prvńı je kolmá k ose
rotace a druhá je s osou rotace rovnoběžná. Stejně rozlož́ıme i moment
vněǰśıch sil. Druhou impulsovou větu pak lze přepsat

d~b

dt
�

d

dt

Ņ

i�1

~bi �
d

dt

Ņ

i�1

~biK �
d

dt

Ņ

i�1

~biR � ~M � ~MK �
~MR (4.97)

Těleso otáčej́ıćı se kolem pevné osy má 1 stupeň volnosti a změna jeho
pohybového stavu záviśı pouze v př́ır̊ustku d~ω úhlové rychlosti ~ω (zrychleńı
nebo zpomaleńı otáčeńı). Změnu d~ω může zp̊usobit jen složka momentu
~MR, která má týž směr jako d~ω. Z druhé impulsové věty se uplatńı pouze
část

d

dt

Ņ

i�1

~biR � ~MR (4.98)

Tuto rovnici lze upravit dle obr. xvi

α
α

A

B

o

~ω

~ri

~r1i

~vi~bi

~biK

~biR

Obrázek xvi: Rotace tělesa kolem pevné osy.
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|~biR| � |~bi| sinα � |~ri�mi~vi| sinα � privimiq sinα � r2i sin
2
pαqmiω � mir

12
i ω

(4.99)
kde zřejmě plat́ı vi � ωri sinα. Protože ~biR a ~ω jsou rovnoběžné, plat́ı

také
~biR � mir

12
i ~ω (4.100)

Dosad́ıme nyńı ze (4.99) do (4.98)

d

dt

Ņ

i�1

~biR �
d

dt

Ņ

i�1

mir
12
i ~ω �

d

dt

��
Ņ

i�1

mir
12
i

�
~ω

�
� ~MR (4.101)

Výraz v kulaté závorce představuje moment setrvačnosti tělesa vzhledem
k ose rotace. Označ́ıme-li ještě ~MR �

~M , máme konečně

d

dt
pJ~ωq � J

d~ω

dt
� J~ε � ~M (4.102)

kde ~ε je úhlové zrychleńı. Protože osa rotace má stálou orientaci, lze psát
skalárně

Jε � J
dω

dt
� J

d2ϕ

dt2
�M (4.103)

Ze srovnáńı (4.102) s druhou impulsovou větou (4.98) plyne, že složka
momentu hybnosti do směru osy rotace je dána

~bR � J~ω (4.104)

Rovnice (4.102) a (4.103) jsou pohybovými rovnicemi tělesa pro otáčeńı
kolem pevné osy. Pokud docháźı během otáčeńı ke změnám konfigurace
soustavy hmotných bod̊u či ke změnám tvaru tuhého těles, plat́ı ve tvaru

d

dt
pJ~ωq � ~M (4.105)

Pokud je taková soustava izolovaná, je ~M � 0 a zákon zachováńı mo-
mentu hybnosti má tvar

J~ω � konst., Jω � konst. (4.106)

tedy v r̊uzných okamžićıch

J1ω1 � J2ω2 (4.107)
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α

S

R~aS

~F

~G

~Ft

Obrázek xvii: Silové p̊usobeńı při valeńı po nakloněné rovině.

Pokles momentu setrvačnosti vzhledem k pevné ose rotace vede k r̊ustu
úhlové rychlosti, čehož využ́ıvaj́ı např. krasobruslaři při piruetách.

Př́ıklad: Vrat’me se ještě jednou k valeńı homogenńıho válce o poloměru
podstavy R a hmotnosti M po nakloněné rovině, sv́ıraj́ıćı s horizontálńı
rovinou úhel α (obr. xvii) a nalezneme hmotné zrychleńı aS hmotného
středu pomoćı obou impulsových vět. Dle věty o pohybu hmotného středu
plat́ı

M~aS � ~F � ~Ft (4.108)

kde ~F � Mg sinα je urychluj́ıćı složka t́ıhy a ~Ft je śıla vyvolaná valivým
třeńım.

Protože všechny vektory lež́ı ve stejném směru, lze vztah (4.108) zapsat
i skalárně

MaS �Mg sinα� Ft (4.109)

Nenulový moment v̊uči hmotnému středu má pouze śıla valivého třeńı
~Ft, druhá impulsová věta bude mı́t tvar (skalárně)

Jε � J
aS

R
� FtR (4.110)

Řešeńım soustavy rovnic (4.109) a (4.110) źıskáme opět výsledek (4.65)
aS �

2
3
g sinα (přenecháváme posluchači).

Fyzické a matematické kyvadlo

Fyzické kyvadlo je každé těleso otočné bez třeńı kolem vodorovné osy
neprocházej́ıćı těžǐstěm. Je-li ϕ okamžitá výchylka těžǐstě z rovnovážné
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Obrázek xviii: Kyvadlo

polohy, mg t́ıha kyvadla, kterou si mysĺıme soustředěnou v těžǐsti, a a je
vzdálenost těžǐstě od osy rotace, p̊usob́ı na kyvadlo dle obr. xviiia moment

M � �mga sinϕ (4.111)

Moment zde p̊usob́ı proti výchylce, proto jej označujeme záporným znaménkem.
Dle (4.103) bude

Jε � J
d2ϕ

dt2
� �mga sinϕ (4.112)

čili
d2ϕ

dt2
�
mga

J
sinϕ � 0 (4.113)

Pro malé výchylky lze položit sinϕ � ϕ a označ́ıme-li dále mga
J

� ω2
�

konst., dostaneme rovnici

d2ϕ

dt2
� ω2ϕ � 0 (4.114)

která je shodná s diferenciálńı rovnićı netlumeného harmonického po-
hybu. Perioda kmitavého pohybu kyvadla je pak

T �
2π

ω
� 2π

d
J

mga
(4.115)

a p̊ulperioda (doba kyvu) čińı polovinu této hodnoty. Všimneme si, že
perioda nezáviśı na maximálńı výchylce z rovnovážné polohy.
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Chyba vzniklá nahrazeńım skutečného pohybu kyvadla harmonickým
pohybem čińı při maximálńı výchylce 1� asi 0, 002%, při výchylce 5� asi
0, 05%.

Matematickým kyvadlem nazýváme hmotný bod o hmotnosti m
zavěšený na tuhém vláknu délky l, jehož hmotnost je zanedbatelná (obr.
xviiib). Moment setrvačnosti matematického kyvadla je J � ml2 a perioda
bude dle (4.115) s dosazeńım a � l

T � 2π

d
ml2

mgl
� 2π

d
l

g
(4.116)

Délka lr závěsu matematického kyvadla, které kývá stejně jako fyzické
kyvadlo, se nazývá redukovaná délka fyzického kyvadla. Lze ukázat,
že opatř́ıme-li fyzické kyvadlo druhým břitem ve vzdálenosti lr od prvńıho,
takže obě osy kyvu jsou položeny asymetricky vzhledem k těžǐsti či symet-
ricky se vzdálenosti rovnou poloměru setrvačnosti R, bude kyvadlo kývat
kolem obou os se stejnou periodou. Takové kyvadlo se nazývá reverzńı a
použ́ıvá se k přesnému měřeńı t́ıhového zrychleńı na základě měřeńı peri-
ody.

Poznámky k rotaci pevného bodu, hlavńı osy setrvačnosti (nebude vyžadováno ke

zkoušce)

Podle Chaslesovy věty je možno obecný pohyb rozložit na translačńı po-
hyb bodu pevného v tělese a rotaci tělesa kolem tohoto bodu. Při okamžité
úhlové rychlosti tělesa ~ω je okamžitá rychlost ~ui některého bodu tělesa,
př́ıslušej́ıćı jeho rotačńımu pohybu ~ui � ~ω � ~ri, kde ~ri je pr̊uvodič bodu
vzhledem k pevnému bodu v tělese. Moment hybnosti tohoto bodu bude

~bi � ~ri �mi~ui � mi~ri � p~ω � ~riq (4.117)

a moment hybnosti celého tělesa

~b �

Ņ

i�1

mi~ri � p~ω � ~riq (4.118)

využit́ım vzorce pro složený vektorový součin ~a�p~b�~cq � p~a�~cq~b�p~a�~bq~c

dostaneme

~b �

Ņ

i�1

mirr
2
i ~ω � p~ω � ~riq~ris (4.119)

Vid́ıme, že pouze prvńı ze sč́ıtanc̊u na pravé straně má směr rovnoběžný
s ~b, takže celkový moment hybnosti neńı obecně rovnoběžný s vektorem
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úhlové rychlosti. Toto je př́ıčina složitého chováńı tuhých těles při rotaci
kolem pevného bodu. Nav́ıc jsou všechny tři veličiny ~b, ~ri a ~ω ve (4.119)
časově závislé.

Rovnici (4.119 lze zjednodušit, vybereme-li k popisu rotace namı́sto
laboratorńı soustavy soustavu spojenou s rotuj́ıćım tělesem, takže jejich
počátky splývaj́ı (jsou umı́stěny v bodě, v̊uči němuž rotaci uvažujeme).
Pak budou polohové vektory ~ri časově neproměnné a vektorovou rovnici
(4.119) bude možno formálně zapsat jako

~b � JJJ~ω (4.120)

kde JJJ má charakter matice (z matematického hlediska jde o veličinu
tenzorové povahy)

JJJ �

��Jxx Jxy Jxz
Jyx Jyy Jyz
Jzx Jzy Jzz

�
 (4.121)

Význam složek matice je následuj́ıćı: diagonálńı členy udávaj́ı moment
setrvačnosti vzhledem k př́ıslušné souřadné ose soustavy otáčej́ıćı se s tělesem.
Členy se smı́̌senými indexy, pro které plat́ı Jxy � Jyx atd. se nazývaj́ı de-
viačńımi momenty a souviśı s momenty odstředivých sil, které p̊usob́ı na
okamžitou osu rotace tělesa. Souřadnou soustavu spjatou s tělesem lze
zvolit tak, aby deviačńı momenty byly rovny nule. Souřadné osy takové
soustavy splynou pak s význačnými osami symetrie zkoumaného tělesa
a budeme je nazývat hlavńımi osami setrvačnosti. Známe-li momenty
setrvačnosti vzhledem k hlavńım osám setrvačnosti, můžeme snadno vypoč́ıtat
moment setrvačnosti v̊uči libovolné ose procházej́ıćı počátkem soustavy
souřadné.

Bude platit

J � ν2xJxx � ν2yJyy � ν2zJzz (4.122)

kde νi jsou složky jednotkového vektoru ve směru osy.

Př́ıklad: Máme určit moment setrvačnosti vzhledem k tělesové úhlopř́ıčce
homogenńıho kvádru, známe-li hlavńı momenty setrvačnosti Jxx, Jyy, Jzz
(obr. xix)

Souřadnice jednotkového vektoru ve směru tělesové úhlopř́ıčky jsou zřejmě
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Obrázek xix: K výpočtu momentu setrvačnosti.

νx �
a`

a2 � b2 � c2

νy �
b`

a2 � b2 � c2

νz �
c`

a2 � b2 � c2

(4.123)

Výraz (4.122) pak dává pro výsledný moment setrvačnosti

J �
aJxx � bJyy � cJzz`

a2 � b2 � c2
(4.124)
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Kapitola 5

Mechanika kontinua

5.1 Základńı pojmy mechaniky kontinua

Pro vyšetřováńı pohybu plyn̊u, kapalin a pro vyšetřováńı mechanických
děj̊u, při nichž se měńı vzájemná vzdálenost jednotlivých bod̊u pevné látky
zavád́ıme představu spojitého prostřed́ı - kontinua. Struktura pevných
látek neodpov́ıdá představě spojitého prostřed́ı, přesto lze makroskopický
popis pohybu kapalin a plyn̊u, stejně jako deformačńı chováńı pevných
látek na základě této představy dobře provést. V mechanice kontinua připisujeme
charakteristické veličiny prostřed́ı k jednotlivým geometrickým bod̊um. To
je matematická abstrakce, která umožńı využ́ıt rozpracovanou teorii funkćı
v́ıce proměnných. Z fyzikálńıho hlediska chápeme veličiny jako pr̊uměrné
hodnoty z tak velkého okoĺı bodu, aby se v tomto okoĺı již neprojevovala
nespojitá struktura látky.

Śıly v kontinuu, napět́ı a deformace
Śıly v kontinuu lze podle jejich p̊usobeńı rozdělit na objemové a plošné.

Objemové śıly p̊usob́ı současně na všechny částice (elementy) kontinua.
Typickou objemovou silou je śıla t́ıhová. Plošné śıly p̊usob́ı na povrch
vyšetřované části kontinua a maj́ı za následek obecně deformaci kontinua.
Při deformaci kontinua dojde tedy ke změně rovnovážné polohy částic,
což má za následek vznik sil mezi částicemi, které se snaž́ı kontinuum
vrátit do p̊uvodńıho stavu. Deformace kontinua dosáhne konečného stavu,
když śıly mezi částicemi jsou schopny odolávat vněǰśımu p̊usobeńı. Defor-
mované kontinuum se dostává do stavu napjatosti. Charakterizujeme jej
veličinou, která se nazývá napět́ı. Pojem napět́ı lze pochopit na základě
myšleného pokusu: vyděĺıme v dokonale pružném kontinuu malou oblast
ohraničenou kulovou plochou. Budeme-li nyńı kontinuum naṕınat tahovou
silou (p̊usob́ıćı v jednom směru), přetvoř́ı se koule obecně v trojosý elip-
soid. Kdybychom tento elipsoid vyňali z kontinua, nabyl by p̊uvodńıho
tvaru. Tvar elipsoidu bychom zachovali, pokud bychom na něj p̊usobili
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stejnými silami, jako na něj p̊usobilo jeho okoĺı, když byl v kontinuu.
Lze tak nahradit vnitřńı p̊usobeńı okoĺı na vyšetřovanou část kontinua
p̊usobeńım vněǰśım, které je možno kvantitativně vyjádřit. Śıly jsou rozděleny
po ploše vyšetřované části kontinua a pod́ılem

~σ �
d~F

dS
(5.1)

který má konečnou hodnotu, je vyjádřeno napět́ı v př́ıslušném mı́stě
myšlené plochy, která odděluje navzájem r̊uzné části kontinua v napjatém
stavu. Z principu akce a reakce je zřejmé, že śıla, kterou p̊usob́ı jedna
část kontinua na druhou, je stejně velká, ale opačně orientovaná než śıla,
kterou p̊usob́ı druhá část na prvńı. Obecně p̊usob́ı elementárńı śıla d~F
v libovolném směru vzhledem k normále ~n př́ıslušného elementu plochy
dS. Lze ji pak promı́tnout do normály k elementu plochy dS a do tečné
roviny k elementu plochy dS. Źıskáme tak normálovou śılu d~Fn a tečnou
śılu d~Ft a pod́ıly

~σn �
d~Fn
dS

(5.2)

~τ �
d~Ft
dS

(5.3)

určuj́ı normálové napět́ı ~σn a tečné napět́ı ~τ . Normálové napět́ı má
charakter tahu nebo tlaku na plošce dS dvou část́ı kontinua, které z obou
stran k plošce přiléhaj́ı, zat́ımco tečné napět́ı zp̊usobuje změnu tvaru jed-
notlivých element̊u namáhaného kontinua. Vrat’me se nyńı k myšlenému
pokusu s kulovou oblast́ı v kontinuu. Kdyby velikost normálového napět́ı
byla na kulové ploše všude stejná, změnil by se pouze poloměr kulové
plochy, nikoli však tvar. K přechodu v elipsoid je třeba, aby normálové
napět́ı v jednotlivých mı́stech plochy byla r̊uzně veliká a s t́ım př́ımo sou-
viśı př́ıtomnost tečných napět́ı.

Jednotkou napět́ı je pascal (Pa), tedy Nm�2. Č́ıselně udává napět́ı śılu
p̊usob́ıćı na ploše jednotkového plošného obsahu.

Kolem každého bodu kontinua si můžeme představit malou oblast omezenou
kulovou plochou, která se přeměńı v elipsoid, je-li těleso v napjatém stavu.
3 osy elipsoidu maj́ı tu vlastnost, že v jejich směru jsou śıly, kterými
okoĺı na elipsoid p̊usob́ı, kolmé k jeho povrchu. V těchto směrech exis-
tuj́ı pouze normálová napět́ı, zat́ımco v ostatńıch směrech budou existovat
napět́ı normálová i tečná. Tato tři normálová napět́ı se nazývaj́ı hlavńımi
napět́ımi (je zde analogie s hlavńımi momenty setrvačnosti). Jedno z nich
má maximálńı velikost a jedno minimálńı velikost. Hodnoty ostatńıch normálových
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Obrázek i: Složky tenzoru napět́ı.

napět́ı lež́ı mezi nimi. Vytkněme nyńı v napjatém tělese malou plošku, pak
elementárńı plošná śıla d~F i př́ıslušné napět́ı d~F {dS budou obecně mı́t ji-
nou orientaci, než je normála ~n k této plošce. Představme si, že tato ploška
lež́ı postupně v rovinách souřadné soustavy xyz a proved’me rozklad vek-
toru napět́ı na d́ılč́ı napět́ı ve směru os souřadnic. Všechna napět́ı označ́ıme
znakem τ se dvěma indexy, z nichž prvńı udává směr osy souřadnic, v němž
napět́ı p̊usob́ı a druhý směr, k němuž je rovina, v ńıž napět́ı p̊usob́ı kolmá
(směr normály ~n k této rovině). Situace je znázorněna na obr. i.

Tato napět́ı lze přehledně uspořádat v matici

τττ �

��τxx τxy τxz
τyx τyy τyz
τzx τzy τzz

�
 (5.4)

Řešme nyńı otázku, zda lze pomoćı těchto údaj̊u určit vektor napět́ı
náležej́ıćı libovolně orientované plošce procházej́ıćı bodem P , v̊uči kterému
jsme napět́ı τij pi, j � x, y, zq určili (bod P je počátkem soustavy souřadné
v obr. i). Necht’ je touto ploškou stěna malého čtyřstěnu (obr. ii), jehož daľśı
tři stěny lež́ı v rovinách souřadnic.

Na čtyřstěn p̊usob́ı jednak plošné śıly od okoĺı a jednak objemové śıly
úměrné jeho hmotnosti. Objemové śıly jsou úměrné součinu ∆x∆y∆z,
zat́ımco plošné śıly součin̊um ∆x∆y, ∆x∆z, ∆y∆z. Budeme-li čtyřstěn
zmenšovat, lze objemové śıly jakožto veličinu třet́ıho řádu zanedbat oproti
plošným.

Působ́ı-li nyńı napjaté kontinum v ploše ∆S na čtyřstěn silou ∆~Fn, bu-
dou v rovnovážném stavu jej́ı složky ve směru os souřadnic stejně velké
jako součet opačně orientovaných sil, jimiž v př́ıslušném směru p̊usob́ı
obklopuj́ıćı kontinuum, na čtyřstěn v ostatńıch ploškách ∆Sx,∆Sy,∆Sz.
Máme tedy
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Obrázek ii: Čtyřstěn k určeńı rovnováhy vnitřńıch sil.

∆Fxn � τxx∆Sx � τxy∆Sy � τxz∆Sz

∆Fyn � τyx∆Sx � τyy∆Sy � τyz∆Sz

∆Fzn � τzx∆Sx � τzy∆Sy � τzz∆Sz

(5.5)

Plošky ∆Sx,∆Sy,∆Sz můžeme vyjádřit pomoćı plošky ∆S a vektoru
normály k ńı

∆Sx � ∆Snx, ∆Sy � ∆Sny, ∆Sz � ∆Snz (5.6)

Dosad́ıme (5.6) do (5.5) a poděleńım ∆S dostaneme výrazy pro napět́ı
(všimneme si opět analogie se zápisem momentu setrvačnosti při rotaci
kolem pevného bodu

σxn � τxxnx � τxyny � τxznz

σyn � τyxnx � τyyny � τyznz

σzn � τzxnx � τzyny � τzznz

(5.7)

Stav napjatosti kontinua je tak jednoznačně popsán. Rovnici (5.7) lze
s využit́ım pravidla o násobeńı vektor̊u matićı zapsat jednoduše

~σn � τττ~n (5.8)
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Matici τττ danou předpisem (5.8) nazýváme tenzorem napět́ı. Z podmı́nek
rovnováhy nějaké části napjatého kontinua lze ukázat, že tento tenzor je
symetrický, tj. že

τxy � τyx, τxz � τzx, τyz � τzy

Přejděme nyńı k vyjádřeńı deformace při obecné napjatosti, která je
v každém bodě kontinua určena vektorem posunut́ı ~u. Je

~u � ~r1 � ~r (5.9)

kde ~r je pr̊uvodič označuj́ıćı polohu vybraného mı́sta v nenapjatém kon-
tinuu a ~r1 pr̊uvodič téhož mı́sta v kontinuu napjatém. Toto posunut́ı je
závislé na souřadnićıch, může se od mı́sta k mı́stu měnit (jinak jde o po-
hyb celého kontinua). Postouṕıme-li podél osy x o element dx, změńı se
posunut́ı o dux. Takovou deformaci ve směru osy x označ́ıme εxx a ṕı̌seme
pro ni

εxx �
Bux

Bx
(5.10)

Analogicky źıskáme výrazy pro deformace ve směru os y a z.

εyy �
Buy

By

εzz �
Buz

Bz

(5.10)

Zbývá určit deformace zp̊usobené smykovými napět́ımi, např εxy (obr.
iii).

Obr. iiia ukazuje posunut́ı hranolu v d̊usledku tečné śıly. Plat́ı pro něj
γxy � ux{y � tanα, kde index x vyznačuje, že jde o posunut́ı ve směru
osy x a index y vyznačuje, že normála k plošce, kde posunut́ı uvažujeme
má směr osy y. Deformace čtverce v týž kosočtverec lze dosáhnout také
posuvem rovnoběžným s osou y (obr. iiib), pro který plat́ı γyx � uy{x �

tanα. Složeńım obou deformaćı dojde však pouze k pootočeńı hranolu jako
celku o úhel α. Bude-li tedy

γyx � �γxy (5.11)

deformace nevznikne.
K deformaci dojde, slož́ıme-li však dva jednoduché smykové posuvy

γxy a γyx (obr. iiid, e, f). Přitom nedojde k rotaci hranolu jako celku
(úhlopř́ıčky čtverce nezměńı svou orientaci v prostoru). Tuto deformaci
nazýváme prostým smykem. Jedna z úhlopř́ıček se zkrát́ı a druhá prod-
louž́ı. Změna pravého úhlu při deformaci je popsána úhlem α. Při malých
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Obrázek iii: Deformace hranolu při prostém smyku.

deformaćıch je tanα � α, tedy αxy � γxy � γyx a

2αxy � γxy � γyx (5.12)

Poměrná posunut́ı př́ıslušná smykovým posuv̊um v kolmých směrech lze
psát

γxy �
Bux

By

γyx �
Buy

Bx

(5.13)

Mı́stńı změna pravého úhlu při deformaci v rovině xy je pak vyjádřena
výrazem

αxy �
1

2

�
Bux

By
�
Buy

Bx



(5.14)

αxy nazýváme úhlem smyku a použijeme pro něj označeńı

αxy � εxy (5.15)

(5.10) a (5.14) lze napsat souborně ve formě

εij �
1

2

�
Bui

Bj
�
Buj

Bi



i, j � x, y, z (5.16)
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Položme počátek soustavy souřadné do bodu P , který se při deformaci
posune o ~u. Deformaci nazýváme homogenńı, jestliže složky vektoru ~u

jsou př́ımo úměrné souřadnićım, např. uy � εyy či uy � αyxx � εyxx.
V př́ıpadě homogenńı deformace máme pro složky vektoru posunut́ı dohro-
mady

ux � εxxx� εxyy � εxzz

uy � εyxx� εyyy � εyzz

uz � εzxx� εzyy � εzzz

(5.17)

Součinitele lze opět sepsat přehledně do matice

εεε �

��εxx εxy εxz
εyx εyy εyz
εzx εzy εzz

�
 (5.18)

a 5.17 zapsat jako

~u � εεε~r (5.19)

tedy vztah mezi vektorem posunut́ı ~u a polohovým vektorem ~r. Matice
(5.19) je vyjádřeńım tenzoru malých deformaćı a podle (5.14) je symet-
rická, stejně jako matice tenzoru napět́ı. Zd̊urazněme ještě jednou, že celá
úvaha byla provedena pouze pro malé deformace. Ty jsou tedy popsány
v každém bodě 6 nezávislými č́ıselnými údaji.

Závislost deformace na čase źıskáme derivaćı tenzoru malých deformaci
(5.16) dle času

Bεij

Bt
�

1

2

B

Bt

�
Bui

Bj
�
Buj

Bi
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�

1

2

�
Bvi

Bj
�
Bvj

Bi



(5.20)

kde jsme zaměnili pořad́ı derivováńı a časové derivace vektoru posunut́ı
nahradili složkami rychlosti. Výraz

Dij �
1

2

�
Bvi

Bj
�
Bvj

Bi



(5.21)

je rovněž tenzorové povahy a nazýváme jej tenzorem rychlosti defor-
mace.

Rovnice rovnováhy a pohybová rovnice kontinua
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Na základě předchoźıho výkladu lze zformulovat následuj́ıćı závěry:
Rovnováha kontinua nastane, bude-li výslednice všech vněǰśıch sil (obje-
mových i plošných) p̊usob́ıćıch na dané kontinuum nulová, tedy

~Fv � ~Fs � 0 (5.22)

Je-li výslednice těchto sil nenulová, bude mı́t element kontinua zrychleńı ~a
a je možno psát

~Fv � ~Fs � m~a (5.23)

Představ́ıme-li si nyńı oblast v kontinuu, které bude mı́t objem V , bude
uzavřená plochou S a hustota kontinua bude ρ, můžeme rovnici (5.23)
vyjádřit v integrálńım tvaru½

V

ρ~IV dV �

¿
S

~σds �

½
V

ρ
d2~u

dt2
dV (5.24)

kde prvńı člen na levé straně představuje celkovou objemovou śılu (~IV
je intenzita, tj. objemová śıla na jednotku hmotnosti), druhý člen na levé
straně je celková plošná śıla (je vyznačena integrace přes uzavřenou plochu)
a člen na pravé straně udává integrálńı součet součin̊u hmotnosti a zrychleńı
všech element̊u oblasti V .

Rovnice (5.24) je pohybovou rovnićı kontinua v integrálńım tvaru.
Využ́ıvá se v mechanice tekutin. V daľśım výkladu pojednáme odděleně
o mechanice pevného kontinua (pevných látek) a tekutého kontinua (plyn̊u
a kapalin).

5.2 Deformace pevných látek a Hooke̊uv zákon

Úkolem nauky o deformaci pevných látek (speciálně pružnosti-elasticitě
pevných látek) je zjistit kvantitativńı vztah mezi deformacemi a napět́ımi,
které v tělesech bud́ı vněǰśı śıly.

Tah a tlak
Nejjednodušš́ı je tzv. př́ımková napjatost, při které je tyč délky ℓ zat́ıžena
silou F a prodlouž́ı se o ∆ℓ � ℓ1 � ℓ (obr. iv)

Śıla F je kompenzována př́ıtomnost́ı tuhého závěsu a deformovaná tyč je
proto v klidu. Všechny části tyče jsou namáhány stejnou silou a předpokládáme-
li, že je tyč z homogenńıho materiálu, bude prodloužeńı ∆ℓ rovnoměrně
rozděleno a mezi prodloužeńım a celkovou délkou tyče bude při konstantńı
śıle platit zřejmá úměrnost
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ℓ

ℓ1

∆ℓ

Obrázek iv: Tyč čtvercového pr̊uřezu namáhaná tahovou silou F .

∆ℓ � ℓ (5.25)

Bude-li mı́t tyč všude stejný pr̊uřez, bude všude stejné i normálové napět́ı
a vztah (5.2) bude možno vyjádřit v integrálńı formě

σn �
F

S
(5.26)

Souvislost mezi deformaćı a napět́ım v tělese popsal poprvé Hooke, který
formuloval výsledek svého pozorováńı větou:
Deformace je úměrná napět́ı materiálu. Tato věta je známýHooke̊uv
zákon, který plat́ı ovšem pro malé elastické deformace a malé napět́ı
v tělese. Poznamenejme zde, že elastická (pružná) deformace je taková, kdy
po skončeńı p̊usobeńı vněǰśı śıly těleso se vrát́ı do p̊uvodńıho stavu. Naproti
tomu plastická deformace vede k trvalým tvarovým změnám. V př́ıpadě
tyče namáhané tahem lze psát s přihlédnut́ım k (5.25)

dℓ � kℓdσn (5.27)

kde k je látková konstanta charakterizuj́ıćı deformovatelnost tělesa. In-
tegraćı (5.27) źıskáme

ℓ1»
ℓ

dℓ

ℓ
� k

σn»
0

dσ1n

ln
ℓ1

ℓ
� kσn ñ ℓ1 � ℓekσn

(5.28)

Vid́ıme, že při obecné deformaci neńı deformace úměrná napět́ı, ale roste
dle exponenciálńıho zákona. U celé řady látek (kovy, keramiky) je však kon-
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stanta k velmi malá, např. pro ocel je 5.10�12m2N�1. Ocel přitom odolává
trvalé deformaci do napět́ı asi 200 MPa (2.108Nm�2). Exponent v (5.28)
je pak menš́ı než 10�3 a exponencielu lze nahradit prvńımi dvěma členy
Maclaurinova rozvoje

ekσn � 1� kσn �
pkσnq

2

2
� . . . � 1� kσn (5.29)

a máme tedy
ℓ1 � ℓ � ∆ℓ � kℓσn (5.30)

tedy lineárńı úměrnost mezi prodloužeńım tyče a normálovým napět́ım.
Poměr

ε �
∆ℓ

ℓ
�
ℓ1 � ℓ

ℓ
(5.31)

udává č́ıselné prodloužeńı tyče jednotkové délky a nazývá se poměrné
prodloužeńı. (5.30) pak přejde do tvaru

ε � kσn (5.32)

Konstanta k se nazývá poddajnost a udává č́ıselně, o kolik se prodlouž́ı
délková jednotka při jednotkovém napět́ı. Protože je k u většiny materiál̊u
splňuj́ıćıch Hooke̊uv zákon velmi malá, už́ıvá se častěji jej́ı převrácené
hodnoty 1{k � E, kterou nazýváme Young̊uv modul neboli modul
pružnosti v tahu.

Daľśım experimentálńım poznatkem je, že při podélném namáháńı tyče
se pr̊uřez zmenšuje se zat́ıžeńım rovněž dle Hookeova zákona. Prodloužeńı
tyče o ∆ℓ � ℓ1 � ℓ vede ke zkráceńı strany př́ıčného řezu o ∆a � a � a1 a
zavád́ıme analogicky (5.30) poměrné př́ıčné zkráceńı

η �
∆a

a
�
a� a1

a
(5.33)

a plat́ı (analogicky (5.32))

η � klσn (5.34)

kde kl je př́ıčná poddajnost. Dosazeńım za σn z (5.32) máme r̊uzná
vyjádřeńı

η � kl
ε

k
� klEε � υε �

1

m
ε �

1

mE
σn (5.35)

m se nazývá Poissonova konstanta a υ � 1
m
Poissonovo č́ıslo. Pois-

sonova konstanta udává, kolikrát je poměrné prodloužeńı větš́ı než poměrné
př́ıčné zkráceńı. Tento poměr je pro r̊uzné materiály r̊uzný a je třeba jej
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a

b

c

Obrázek v: Hranol podrobený všestrannému kolmému tlaku.

stanovit experimentálně. Teoreticky lze stanovit pouze meze, v nichž Pois-
sonova konstanta muśı ležet.

S využit́ım (5.31) a (5.33) lze nakonec pro rozměry ℓ1 a a1 deformované
tyče psát

ℓ1 � ℓp1� εq � ℓ
�
1�

σn

E

	
a1 � ap1� ηq � a

�
1�

σn

mE

	 (5.36)

Všechny dosud uvedené vztahy plat́ı i pro namáháńı tlakem, zde je však
ℓ1   ℓ a a1 ¡ a, tj. tyč se pod tlakem zkracuje a jej́ı př́ıčný pr̊uřez se
zvětšuje. Aby veličiny ε, η, σn podržely kladné hodnoty i pro př́ıpad tlaku,
redefinujeme (5.31) a (5.33)

ε � pℓ� ℓ1q{ℓ, η � pa1 � aq{a (5.37)

Vyšetř́ıme ještě deformaci tělesa, které je vystaveno všestrannému kolmému
tlaku (obr. v).

Kdyby tlak p̊usobil jen v jednom směru, např. hrany c, hranol by se
v tomto směru zkrátil a v ostatńıch prodloužil. Protože však tlak p̊usob́ı i
ve směrech a, b, muśıme stejnou úvahu udělat i pro tyto směry. Dle (5.36)
máme

c : a1 �ap1� ηq b : a1 �ap1� ηq a : a1 �ap1� εq

b1 �bp1� ηq b1 �bp1� εq b1 �bp1� ηq (5.38)

c1 �cp1� εq c1 �cp1� ηq c1 �cp1� ηq

Délka hran po deformaci bude

a1 � ap1� ε� 2ηq

b1 � bp1� ε� 2ηq

c1 � cp1� ε� 2ηq

(5.39)
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a objem po deformaci bude

V 1
� a1b1c1 � abcp1� ε� 2ηq3 � V r1� 3pε� 2ηqs (5.40)

kde jsme zanedbali členy druhého a vyšš́ıho řádu, protože ε a η jsou
malá č́ısla. Pro relativńı změnu objemu vycháźı

V 1
� V

V
�

∆V

V
� �3pε� 2ηq � �3

�
1

E
�

2

mE



σn � �

3pm� 2q

mE
σn

(5.41)
Vid́ıme, že ve shodě s Hookeovým zákonem, je objemová deformace

(poměrná změna objemu) úměrná napět́ı σn. Výraz

γ � �
∆V

V

1

σn
(5.42)

je definován pod́ılem relativńıho úbytku objemu a tlaku, který tento
úbytek zp̊usobuje, a nazývá se objemová stlačitelnost. Jej́ı převrácená
hodnota je pak nový modul pružnosti (analogicky zavedeńı E z rovnice
(5.41), který se nazývá objemový modul pružnosti K. Z (5.41) plat́ı

K �
1

γ
�

mE

3pm� 2q
�

E

3p1� 2υq
(5.43)

kde jsme položili m �
1
υ
. Modul objemové pružnosti muśı být vždy

kladný (jinak by se objem stlačováńım zvětšoval), a proto ze (5.43) vyplývá,
že Poissonovo č́ıslo muśı ležet v intervalu

0   υ  
1

2
(5.44)

Krajńı hodnota υ �
1
2
dává γ � 0, tj. ∆V � 0, tedy těleso se chová

jako nestlačitelné. Předpoklad nestlačitelnosti se často už́ıvá v mechanice
kapalin, ačkoli kapaliny jsou v́ıce stlačitelné než pevné látky.

Pružnost ve smyku
Deformace prostým smykem byla již popsána (obr. iiia a text). Zde

překresĺıme situaci pro hranol o rozměrech a, b, c a zopakujeme základńı
vztahy. Tečná śıla p̊usob́ı v rovině horńı stěny hranolu a zp̊usob́ı posunut́ı
horńı stěny o u (obr. vi)

Pr̊uměrné posunut́ı bude

γ �
u

b
(5.45)

a má význam úhlu γ v obloukové mı́̌re, nebot’ tan γ � γ � u
b
pro malé

deformace. γ se také nazývá úhel smyku nebo též smyková deformace.
Tečné napět́ı p̊usob́ı v ploše velikosti S � ac a plat́ı pro něj
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γ

a
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c

Obrázek vi: Deformace hranolu prostým smykem

τ �
Ft

S
�
Ft

ac
(5.46)

Při smykové deformaci plat́ı opět Hooke̊uv zákon, tedy rovnice (5.45) a
(5.46) jsou svázány výrazem

γ � kτ nebo τ � Gγ (5.47)

Konstanta k se nazývá součinitel posunut́ı, častěji se už́ıvá jej́ı převrácená
hodnota G � 1{k, která se jmenuje modul pružnosti ve smyku.

Poznámka: Modul pružnosti ve smyku se také nazývá modul torze, protože
prostý smyk se vyskytuje při zkrucováńı tyče kruhového pr̊uřezu silovou
dvojićı. Mezi úhlem zkrouceńı ϕ a kroutićım momentem Mk, délkou tyče l
a poloměrem tyče r plat́ı úměra

ϕ �
Mkl

r4
(5.48)

Odtud plyne, že tenká dlouhá vlákna se i malou silou značně zkrout́ı.
Toho se využ́ıvá k měřeńı malých silových moment̊u (torzńı váhy).

Poznámka: Lze odvodit následuj́ıćı vztah mezi moduly G, E, Poissonovou
konstantou m a Poissonovým č́ıslem υ

G �
mE

2pm� 1q
�

E

2p1� υq
(5.49)

Z nerovnosti (5.44) pak pro G plyne

E

3
  G  

E

2
(5.50)

112



Materiál ErNm�2
s υ γrm2N�1

s GrNm�2
s

(Young) (Poisson) (stlačitelnost) (smyk)

Hlińık 7, 2.1010 0,34 1, 3.10�11 2, 7.1010

Měd’ 1, 2.1011 0,35 7, 1.10�12 4, 6.1010

Železo 2, 1.1011 0,28 6, 3.10�12 7, 8.1010

Tabulka 5.1

Na závěr uvád́ıme v tabulce 5.1 elastické konstanty některých kovových
materiál̊u

Zobecněńı Hookeova zákona (nebude požadováno ke zkoušce)

Ukázali jsme, že při obecné napjatosti jsou napět́ı či deformace v každém
bodě kontinua popsána tenzory napět́ı a deformace. Lineárńı teorie pružnosti
vycházej́ıćı z Hookeova zákona předpokládá, že každá složka tenzoru napět́ı
je lineárńı funkćı všech složek tenzoru deformace, tedy např.

τxx � Cxxxxεxx�Cxxyyεyy�Cxxzzεzz�Cxxxyεxy�Cxxyzεyz�Cxxzxεzx (5.51)

Dostaneme tak 6 rovnic, které lze zapsat

τij �
ķ,l

Cijklεkl, i, j, k, l � x, y, z (5.52)

Koeficienty Cijkl se nazývaj́ı elastické koeficienty a jsou složkami tzv.
tenzoru elastických koeficient̊u, který je čtvrtého řádu.

Tenzor napět́ı a tenzor deformace jsou symetrické, tedy i tenzor ela-
stických koeficient̊u je symetrický a to v indexech i a j, k a l. Obecně je
tedy 36 nezávislých elastických koeficient̊u. Pokud je těleso homogenńı,
tj. jeho elastické vlastnosti jsou všude stejné, př́ısluš́ı všem bod̊um tělesa
stejné elastické koeficienty, jinak jsou funkćı souřadnic.

Rovnice (5.52) je zobecněný Hooke̊uv zákon, a plat́ı i pro anizotropńı
krystalické látky, které na stejně velká napět́ı r̊uzného směru reaguj́ı r̊uzně.
Stupeň anizotropie záviśı na krystalografické soustavě (kubická soustava
má nižš́ı počet nezávislých elastických koeficient̊u než trojklonná).

Nejjednodušš́ı je (5.52) pro homogenńı izotropńı těleso, kde vystač́ıme
pouze se 2 nezávislými elastickými koeficienty, kterými lze volit např.

Cxxyy � λ,Cxyxy � 2µ, zároveň Cxxxx � Cxxyy�Cxyxy � λ�2µ (5.53)
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Tyto koeficienty se nazývaj́ı Lamého konstanty. Zaved’me nyńı tzv. in-
variant tenzoru deformace vztahem

ϑ � εxx � εyy � εzz (5.54)

a dále tzv. Kronecker̊uv symbol δij , kde δij � 1, když i � j, a δij � 0,
když i � j. Zobecněný Hooke̊uv zákon pro izotropńı látky přejde pak do
tvaru

τij � λϑδij � 2µεij i, j � x, y, z

τxx � λpεxx � εyy � εzzq � 2µεxx

τxy � 2µεxy

atd.

(5.55)

Zavedeme-li ještě tzv. invariant tenzoru napět́ı vztahem

θ � τxx � τyy � τzz (5.56)

můžeme z (5.55) vyjádřit

θ � p3λ� 2µqϑ (5.57)

Složky εii tenzoru deformace jsou poměrná prodloužeńı délkových el-
ement̊u, které před deformaćı měly směr os souřadnic. Objem hranolku
∆x,∆y,∆z se tedy při malé deformaci změńı

∆V 1
� ∆xp1� εxxq∆yp1� εyyq∆zp1� εzzq

∆V 1
� ∆x∆y∆z p1� εxx � εyy � εzzq

∆V 1
� ∆V �∆V ϑ

(5.58)

ϑ má tedy význam poměrné změny objemu při malé deformaci

ϑ �
∆V 1

�∆V

∆V
(5.59)

a nazývá se objemová dilatace.
Působ́ı-li na těleso všestranný kolmý tlak, jsou napět́ı τii � �p tlaky

p̊usob́ıćı na těleso. Invariant tenzoru napět́ı je tedy roven

θ � �3p (5.60)

Poznámka: Z rovnic (5.59) a (5.60) je zřejmá nezávislost ϑ a θ na volbě
souřadného systému. Proto se nazývaj́ı invarianty. Objemovou stlačitelnost
zavedenou vztahem (5.42) zde dostaneme
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γ �
∆V 1

�∆V

∆V

1

p
� p�ϑq

�
�
3

θ



�

3ϑ

θ
(5.61)

a modul objemové pružnosti

K � �
θ

3ϑ
� λ�

2

3
µ (5.62)

Vztah mezi Youngovým modulem E a Lamého konstantami dostaneme
rozepsáńım vztahu (5.55) pro prostý tah, např.

τxx � λpεxx � εyy � εzzq � 2µεyy (5.63)

přitom př́ıčné zkráceńı je η � �εxx � �εzz. Pro př́ıčné zkráceńı plat́ı
dle (5.35) η � ϑεyy, takže je

τyy � λpεyy � 2ϑεyyq � 2µεyy � εyy (5.64)

ϑ vyjádř́ıme ze vztahu (5.43)

2ϑ � 1�
E

3K
(5.65)

a za K dosad́ıme z (5.62)

2ϑ � 1�
E

3λ� 2µ
(5.66)

V (5.64) máme pak

τyy � λεyy �

�
1�

E

3λ� 2µ



εyy � 2µεyy � Eεyy (5.67)

odkud máme úpravou

E � λ� 1�
E

3λ� 2µ
� 2µ

E �
µp3λ� 2µq

λ� µ

(5.68)

Vztah mezi modulem pružnosti ve smyku a Lamého koeficienty dostaneme,
rozeṕı̌seme-li vyjádřeńı tenzoru malých deformaćı pro namáháńı hranolu
prostým smykem dle obr. iiia. Pak bude Bux{Bx � 0 a tedy

εxy �
1

2

�
Bux

By
�
Buy

Bx



�

1

2

Bux

By
(5.69)

Tento diferenciálńı pod́ıl odpov́ıdá pod́ılu u{b v (5.45), pro který plat́ı
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u

b
�
τxy

G
(5.70)

Kombinaćı (5.70) a (5.69) a (5.55) dostaneme

τxy � 2Gεxy � 2µεxy (5.71)

tedy
G � µ

Nakonec kombinaćı (5.66) a (5.68) vypoč́ıtáme

υ �
λ

2pλ� µq
(5.72)

Shrnut́ı: Moduly E,G,K a Poissonovo č́ıslo υ lze vyjádřit pomoćı dvou
Lamého konstant λ a µ, které postačuj́ı k určeńı elastických vlastnost́ı ho-
mogenńıho izotropńıho tělesa. (konec nepovinné části)

Plastická deformace

Budeme-li materiál, např. tyč na obr. iv zatěžovat stále větš́ı silou a zjǐst’ovat
závislost prodloužeńı na napět́ı, ukáže se, že lineárńı závislost σpεq daná
Hookeovým zákonem plat́ı jen pro malé deformace. V celém rozsahu de-
formaćı až do přetržeńı tyče zjist́ıme pro typický kovový materiál závislost
σpεq dle obr. vii. Napět́ı σu je mezńı napět́ı, které ještě splňuje Hooke̊uv
zákon a nazývá semeźı úměrnosti. Při daľśım zatěžováńı do meze pružnosti
σE z̊ustává tyč ještě pružná, závislost σpεq však již nesplňuje Hooke̊uv
zákon. Při zatěžováńı nad σE zjist́ıme po odt́ıžeńı trvalou plastickou de-
formaci. σE je tedy mezńı napět́ı, které ještě nevyvolá trvalou plastickou
deformaci. Nazýváme ho mez pružnosti (v technické praxi se nazývá
mez kluzu). Mez pružnosti se velmi špatně měř́ı. Zavád́ı se proto mı́sto ńı
tzv. smluvńı mez kluzu σ02, (označuje se též Rp0, 2) což je napět́ı, které
zp̊usob́ı trvalou plastickou deformaci ε � 0, 002 � 0, 2%.

Daľśı zatěžováńı vyvolá již plastickou deformaci a významné mikrostruk-
turńı změny v materiálu (vznik a pohyb strukturńıch defekt̊u). Mikrostruk-
turńı změny maj́ı za následek zpevněńı materiálu, a proto napět́ı nutné
k deformaci stále stoupá. Zároveň klesá pr̊uřez tyče, což má za následek,
že skutečné napět́ı, vztažené k aktuálńımu pr̊uřezu je vyšš́ı než sm-
luvńı napět́ı, vztažené k počátečńımu pr̊uřezu. Maximálńı smluvńı napět́ı,
kterého v pr̊uběhu deformace dosáhneme, se nazývá mez pevnosti σm
(označuje se též Rm a často se nazývá pevnost v tahu). Při tomto napět́ı
se tyč v některém mı́stě zaškrt́ı a posléze přetrhne. Proto smluvńı napět́ı
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Obrázek vii: Závislost napět́ı na poměrném prodloužeńı pro kovové ma-
teriály. 1- smluvńı napět́ı vztažené na p̊uvodńı pr̊uřez, 2- skutečné napět́ı
bere v potaz změny pr̊uřezu v pr̊uběhu deformace.

před lomem opět klesá. Trvalá deformace tyče po lomu se nazývá tažnost
εf (označuje se též A).

Podobně se kovové materiály chovaj́ı i při deformaci tlakem, samozřejmě,
pokud nedojde k ohybu. Mez pružnosti v tlaku je obvykle velmi bĺızká mezi
pružnosti v tahu. Meze pevnosti v tahu a tlaku se však mohou významně
lǐsit.

5.3 Mechanika tekutin

Kapaliny a plyny, souborně nazývané tekutiny se lǐśı od pevných látek
t́ım, že jejich částice nejsou vázány k určité rovnovážné poloze, ale mohou
měnit svou vzájemnou polohu. Tekutiny snadno měńı sv̊uj tvar, popř́ıpadě
i objem. Nemůže se v nich tedy trvale udržet tečné napět́ı, protože to
uvád́ı částice tekutin do vzájemného pohybu. Rovnovážný stav tekutiny
se tedy vyznačuje absenćı tečných napět́ı. Tekutiny nemaj́ı ani charakter-
istický tvar, ale přizp̊usobuj́ı se tvaru nádoby. Kapaliny přitom vytvářej́ı
volnou hladinu, která je kolmá k výslednici p̊usob́ıćıch sil. Při prouděńı
reálných kapalin se uplatňuj́ı śıly vnitřńıho třeńı mezi jednotlivými vrst-
vami proud́ıćı kapaliny (souviśı s tečnými napět́ımi), které zp̊usobuj́ı dissi-
paci mechanické energie. V řadě př́ıpad̊u vystač́ıme však se zjednodušenou
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(a) Pole vektoru rychlosti
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(b) Proudnice proud́ıćı kapaliny

Obrázek viii

představou ideálńı tekutiny, která se pohybuje bez vnitřńıho třeńı.
Rozd́ıl mezi kapalinami a plyny se projevuje v reakci na vněǰśı tlak. Ka-

paliny jsou velmi málo stlačitelné, i když zpravidla o něco v́ıce než pevné
látky. Nejsou-li tlaky př́ılǐs velké, lze kapaliny považovat za nestlačitelné
(tento předpoklad zahrnujeme do pojmu ideálńı kapaliny. Jakmile vněǰśı
tlak na kapalinu povoĺı, nabude kapalina sv̊uj p̊uvodńı objem, kapaliny jsou
tedy dokonale pružné. Naproti tomu plyny jsou snadno stlačitelné, čili jsou
to látky, u nichž lze snadno změnit tvar i objem.

Kinematika tekutin

Následuj́ıćı úvahy provedeme pro ideálńı tekutiny, výsledek pak lze zobec-
nit i na pohyby skutečných tekutin. Pohyb tekutiny vyšetřujeme vzhledem
k soustavě souřadnic, která je např. pevně spojená s potrub́ım. Vzhledem
k této soustavě má každá částice tekutiny rychlost ~v. Vektor rychlosti lze
v některém okamžiku v každém mı́stě znázornit (obr. viiia), dostaneme tak
pole vektoru rychlosti tekutiny.

Takto znázorněné vektory jsou tečnami ke křivkám, které nazýváme
proudnice, nebo proudové čáry (obr. 5.8b). Neńı-li prouděńı ustálené
(stacionárńı), měńı se obraz proudnic v každém okamžiku. Aby obraz proud-
nic představoval dráhy, po nichž se částice tekutiny pohybuj́ı, muśı být
prouděńı stacionárńı (proudnice se pak s časem neměńı). Proudnicemi
znázorňujeme rovněž velikost rychlosti v r̊uzných mı́stech. Použ́ıváme přitom
hustotu proudnic, tj. počet proudnic procházej́ıćıch jednotkovou plochou
kolmou ke směru prouděńı. Na obr. 5.8b procházej́ı ploškou A 2 proudnice
a ploškou B 1 proudnice. Rychlost tekutiny v mı́stě A bude dvojnásobná
oproti rychlosti v mı́stě B.

Trubicový útvar, jehož plášt’ je tvořen proudnicemi se nazývá proudová

118



α

~v

d~S

Obrázek ix: Tok tekutiny elementárńı plochou d~S.

trubice, a vnitřek elementárńı proudové trubice proudové vlákno. Označ́ıme-
li S některý př́ıčný pr̊uřez proudové trubice a maj́ı-li částice tekutiny všude
v mı́stě pr̊uřezu S stejnou rychlost v, proteče za element času dt tekutina,
jej́ıž hmotnost je dána vztahem

dm � ρSvdt (5.73)

Pod́ıl
dm

dt
� Qm � ρSv (5.74)

definuje hmotnostńı (pr̊u)tok, s jednotkou kgs�1. Poděĺıme-li Qm hus-
totou tekutiny ρ, dostaneme objemový (pr̊u)tok

QV �
Qm

ρ
� Sv (5.75)

Neńı-li v každém bodě zvoleného pr̊uřezu rychlost ~v částic stejná, zavedeme
elementárńı toky dQm a dQV elementárńımi pr̊uřezy d~S. Elementárńı pr̊uřez
d~S znač́ıme jako vektor, protože může mı́t vzhledem k vektoru ~v obecně
libovolnou orientaci (obr. ix). Vektorem d~S rozumı́me předpis

d~S � ~νdS (5.76)

kde ~ν je jednotkový vektor normály k ploše obsahu dS.
Pro element hmotnostńıho toku dostaneme pak

dQm � ρ~vd~S � ρvdS cosα (5.77)

kde α je úhel mezi ~v a d~S. Celkový hmotnostńı tok libovolnou plochou
dostaneme pak integraćı

Qm �

¼
S

dQm �

¼
S

ρ~v � d~S (5.78)

Zabývejme se nyńı hmotnostńım tokem uzavřenou plochou S, která
omezuje objem tekutiny V o hmotnosti

m �

½
V

ρdV (5.79)
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U uzavřené plochy orientujeme vektory normál př́ıslušné element̊um
plochy d~S směrem kolmo ven. Hmotnostńı tok uzavřenou plochou směrem
ven se pak muśı rovnat úbytku tekutiny v objemu V za jednotku času,
tedy �dm

dt
. Máme pak¿

SpV q

dQm �

¿
SpV q

ρ~v � d~S � �
dm

dt
� �

½
V

Bρ

Bt
dV (5.80)

kde jsme využili zaměnitelnost integrace dle prostorových souřadnic a
časové derivace.

Vztah (5.80) se nazývá rovnice kontinuity, pro konečnou část prostoru
V omezenou plochou S. (5.80) lze upravit pomoćı Gaussovy věty vektorové
analýzy. ¿

SpV q

ρ~v � d~S �

½
V

divpρ~vqdV (5.81)

kde divρ~v � Bρvx
Bx

�
Bρvy
By

�
Bρvz
Bz

. Rovnaj́ı-li se integrály v (5.81) a (5.80),
muśı se rovnat i integrandy a máme konečně

divρ~v � �
Bρ

Bt
(5.82)

To je rovnice kontinuity vyjádřená diferenciálně pro jednotlivá mı́sta
vyplněná proud́ıćı tekutinou. Je-li prouděńı ustálené (tj. ρ � ρptq) a ka-
palina nestlačitelná, (tj. ρ � konst., ρ � ρpx, y, zq), zjednoduš́ı se rovnice
kontinuity na

ρ div~v � 0ñ div~v � 0 (5.83)

Vyčleňme nyńı z proud́ıćı tekutiny proudovou trubici a protněme ji
uzavřenou plochou S (obr. x). Pak do prostoru ohraničeného S vstupuj́ı
částice tekutiny plochou S1 a vystupuj́ı plochou S2. Bude tedy¿

SpV q

ρ~v � d~S �

¼
S1

ρ~v � d~S �

¼
S2

ρ~v � d~S � �

¼
S1

ρ~v � d~S 1 �

¼
S2

ρ~v � d~S

� �Qm1
�Qm2

� 0ñ Qm1
� Qm2

� konst. (5.84)

kde vektor d~S 1 je opačně orientován než vektor d~S.
Za ustáleného prouděńı je hmotnostńı tok tekutiny libovolným pr̊uřezem

proudové trubice konstantńı. Jsou-li rychlost ~v a hustota ρ v celém pr̊uřezu
konstantńı, lze rovnici kontinuity psát v jednoduchém tvaru

Qm � ρSv � konst. (5.85)
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Obrázek x: K rovnici kontinuity.

a u nestlačitelné kapaliny je nav́ıc

Qv � Sv � konst. (5.86)

Hydrostatika a aerostatika

Budeme nejdř́ıve studovat chováńı tekutiny, které je v relativńım klidu,
např. v̊uči nádobě. Silové p̊usobeńı v tekutině lze pak charakterizovat
tlakem. Tlak, kterým na sebe dvě části kapaliny p̊usob́ı na ploše styku
těchto dvou část́ı se nazývá hydrostatický, resp. u plyn̊u aerostatický.
Jeho zdrojem může být t́ıže, setrvačné śıly či vněǰśı śıly p̊usob́ıćı na kapal-
inu např. prostřednictv́ım ṕıstu. Tento tlak podléhá Pascalovu zákonu:

Působ́ı-li na tekutinu vněǰśı tlak pouze v jednom směru, pak
uvnitř tekutiny p̊usob́ı v každém mı́stě stejně velký tlak a to ve
všech směrech.

Tento zákon souviśı s nepř́ıtomnost́ı tečných napět́ı v tekutině za stavu
rovnováhy. Znamená to, že pokud vyděĺıme v tekutině kulovou plochu a
poté vystav́ıme tekutinu silovému p̊usobeńı, nevznikne z kulové plochy elip-
soid bud’ v̊ubec anebo se rychle vrát́ı do p̊uvodńıho tvaru (se změněným
poloměrem v př́ıpadě stlačitelnosti). To ale znamená př́ıtomnost normálových
napět́ı, které maj́ı všude stejnou velikost. Uvažujme nyńı homogenńı ka-
palinu v nádobě, kde hladina dosahuje výše h a vypoč́ıtejme tlak, kterým
kapalina p̊usob́ı na dno nádoby v d̊usledku své t́ıže (obr. xi).

Vydělme v kapalině hranol o výšce h a podstavě S. Na dno nádoby
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Obrázek xi: Tlak v kapalině zp̊usobený vlastńı t́ıhou.

p̊usob́ı tlaková śıla rovná t́ıze kapaliny hranolu. Tato śıla je

F � ρghS (5.87)

a tlak bude tedy

P �
F

S
� ρgh (5.88)

Hydrostatický tlak je tedy úměrný hustotě kapaliny a roste lineárně
s hloubkou pod povrchem kapaliny. Nezáviśı na pr̊uřezu svislého sloupce
kapaliny ani na pr̊uřezu nádoby či množstv́ı kapaliny v nádobě. V každé
nádobě libovolného tvaru lze vytknout svislý sloupec kapaliny alespoň el-
ementárńıho pr̊uřezu. Kapalina obklopuj́ıćı tento sloupec by mohla jeho
t́ıhu ovlivnit jen tečnými napět́ımi, která tam však za podmı́nek rovnováhy
nemohou existovat. Proto je tlak ve všech bodech kapaliny v téže vodor-
ovné rovině stejný. Tento výsledek se nazývá hydrostatické paradoxon.
Využ́ıvá se v celé řadě technických aplikaćı, např. u hydraulických lis̊u
(přenecháváme posluchači k rozmyšleńı).

Výsledky (5.87) a (5.88) se zřejmě nezměńı, pokud v obr. (xi) nahrad́ıme
dno nádoby daľśı vrstvou kapaliny. Stejně tak, uváž́ıme-li, že nádoba s ka-
palinou je vystavena p̊usobeńı atmosférického tlaku s hodnotou pA u hladiny,
bude výsledný tlak na dno nádoby dán součtem atmosférického a hydro-
statického tlaku

P � pA � ρgh (5.89)

Poznámka: V plynech vzniká rovněž aerostatický tlak, který je však při
běžných rozměrech nádob zanedbatelný proti vlastńımu tlaku plynu. Pro-
jev́ı se znatelně jen v ovzduš́ı, které obklopuje Zemi, či jiná kosmická tělesa
do značné výšky.

Důležitým d̊usledkem hydrostatického tlaku zp̊usobeného vlastńı t́ıhou
kapaliny je Archimed̊uv zákon.
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Obrázek xii: K objasněńı Archimédova zákona.

Těleso je v tekutině nadlehčováno silou, která se rovná t́ıze
tekutiny téhož objemu, jako je objem tělesa (resp. jeho d́ılu)
obklopeného tekutinou.

Uvažujeme hranol ponořený do tekutiny dle obr. xii. Vodorovné složky
hydrostatických tlak̊u se navzájem vyrovnávaj́ı.

Na horńı podstavec hranolu p̊usob́ı naznačeným směrem śıla daná

F1 � p∆x∆z (5.90)

Na spodńı podstavu p̊usob́ı śıla opačného směru daná

F2 � pp�∆pq∆x∆z � p∆x∆z � ρg∆y∆x∆z � F1 � ρgV (5.91)

Výslednice obou sil mı́̌ŕı vzh̊uru (nadlehčuje těleso) a je rovna vztlakové
śıle

Fvz � F2 � F1 � ρgV (5.92)

což je t́ıha kapaliny zauj́ımaj́ıćı objem hranolu. Zopakujme ještě, že jed-
notkou tlaku je 1 pascal (Pa) rozměru Nm�2. Lze se setkat s daľśımi (nepov-
olenými) jednotkami: 1 bar � 105 Pa, 1 technická atmosféra

.
� 0, 9807.105 Pa �

1 kilopond pkpqcm�2
, 1 torr

.
� 133, 3Pa.

Atmosférický tlak
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Obrázek xiii: Torricelliho pokus se rtut́ı.

T́ıhou ovzduš́ı vzniká u povrchu Země (či jiného kosmického tělesa) aero-
statický tlak, který nazýváme atmosférickým nebo barometrickým tlakem.
Lze jej demonstrovat známým Torricelliho pokusem (obr. xiii)

Atmosférický tlak se poněkud měńı se stavem ovzduš́ı a s nadmořskou
výškou. Jako normálńı atmosférický tlak definujeme pn � 1, 01325.105 Pa �
1013, 25 hPa (hektopascal) � 760 torr � 1, 01325 bar � 1, 0332 kpcm�2.
Při malých výškových rozd́ılech lze pokles atmosférického tlaku vypoč́ıtat
podobně jako u kapalin za předpokladu konstantńı hustoty. Při vyšš́ıch
výškových rozd́ılech je třeba již vźıt v potaz pokles hustoty vzduchu s výškou,
který lze přibližně (za předpokladu stálé teploty) vyjádřit dle Boyle - Mar-
iotteova zákona pro izotermický děj ρ � pρ0{p0qp, kde ρ0 a p0 jsou hustota
a tlak vzduchu u zemského povrchu. Úbytek tlaku dp s př́ır̊ustkem výšky
dy je tedy

dp � �ρgdy � �

�
ρ0

p0



pgdy

dp

p
� �

ρ0

p0
gdy

(5.93)

Integrujeme-li v meźıch p0 a p pro tlak a y0 a y pro výšku od zemského
povrchu,

p»
p0

dp̃

p̃
� �

ρ0

p0
g

y»
y0

dỹ

ln
p

p0
�
ρ0

p0
gpy � y0q � �

ρ0

p0
g∆h

(5.94)
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a tedy

p � p0e
ρ0g∆h

p0 (5.95)

Tlak tedy klesá s výškou dle exponenciálńıho zákona. Vztah (5.95) se
nazývá barometrická rovnice.
Poznámka: Při změně výšky docháźı většinou i k výrazným změnám teploty.
Do barometrické rovnice je pak třeba ještě započ́ıtat teplotńı roztažnost
plyn̊u.

Hydrodynamika (aerodynamika) ideálńı tekutiny

Úkolem hydrodynamiky (resp. aerodynamiky) je nalézt vztahy mezi
veličinami, které zp̊usobuj́ı změny pohybového stavu tekutiny a veličinami
popisuj́ıćımi pohyb tekutiny. Tento vztah udává pohybová rovnice tekutiny,
kterou jsme pro obecné kontinuum uvedli v (5.24) v integrálńım tvaru. Tuto
rovnici lze přepsat i do diferenciálńıho tvaru, který se nazývá Eulerova
hydrodynamická rovnice. Při řešeńı praktických úloh však vycháźıme
častěji z energetické bilance proud́ıćı tekutiny. Změna kinetické energie sle-
dovaného množstv́ı tekutiny je rovna práci sil, které tuto změnu vyvolaly.
Tento závěr využijeme nyńı pro sestaveńı základńı rovnice prouděńı ideálńı
kapaliny. Na závěr se zmı́ńıme o zobecněńı tohoto postupu na prouděńı
ideálńıho plynu.

Bernoulliho rovnice
Mějme trubici, která se svažuje a zužuje ve směru toku (obr. xiv) a

uvažujme část kapaliny mezi pr̊uřezy S1 a S2.
Podle rovnice kontinuity teče kapalina v užš́ı části trubice rychleji než

v širš́ı. Mezi pr̊uřezy S1 a S2 p̊usob́ı tedy na kapalinu nějaká śıla, která
může vzniknout t́ım, že v mı́stech S1 a S2 jsou r̊uzné tlaky. Zrychluj́ıćı śıla
bude mı́t směr toku, pokud v mı́stě, kde je pr̊uřez širš́ı a kapalina teče
pomaleji, bude vyšš́ı tlak než v užš́ım mı́stě. K vněǰśım silám, které p̊usob́ı
na část kapaliny mezi pr̊uřezy S1 a S2, patř́ı jednak t́ıha, jednak tlakové śıly
p11S1 a p

1
2S2 (čárkou vyznačujeme skutečnost, že se jedná o tlak v proud́ıćı

kapalině). Tlaky kolmé k plášti trubice se navzájem ruš́ı. V době dt se
zvolená část kapaliny (oblast I) posune nahoře o ds1 a dole o ds2, takže bude
mezi pr̊uřezy S 11 a S 12 (oblast II). Prouděńı považujeme za ustálené. Práce
vykonaná t́ıhovou silou bude taková, jako kdyby kapalina přešla z prostoru
mezi S1 a S 11 do prostoru mezi S2 a S 12. Tato práce bude rovna úbytku
potenciálńı energie mezi oběma mı́sty a pro zvolenou hmotnost kapaliny
dm rovna dmgph1 � h2q. Práce vykonaná tlakovými silami bude dle obr.
xiv p11S1ds1 � p12S2ds2. Celková práce vněǰśıch sil bude rovna př́ır̊ustku
kinetické energie kapaliny v prostorech mezi pr̊uřezy S1, S

1
1 a S2, S

1
2, kde
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h1

h2

ds1

ds2

I

II

S1

S2

S 11

S 12

p11

p12

~v1

~v2

Obrázek xiv: Prouděńı kapaliny trubićı

kapalina má rychlosti v1 a v2

1

2
dmv22 �

1

2
dmv21 � dmgph1 � h2q � p11S1ds1 � p12S2ds2 (5.96)

Pro nestlačitelnou kapalinu je objem elementu dm stálý a roven S1ds1 �
S2ds2. Děĺıme-li (5.96) t́ımto objemem, dostaneme

1

2
ρv22 � ρgh2 � p12 �

1

2
ρv21 � ρgh1 � p11 � konst. (5.97)

kde jsme na každou stranu převedli členy odpov́ıdaj́ıćı jednomu pr̊uřezu.
Rovnice (5.97) vyjadřuje zákon zachováńı mechanické energie pro ideálńı
kapaliny a nazývá se Bernoulliho rovnićı. Je vztažena k jednotkovému
objemu kapaliny.

Vyšetřme nyńı prouděńı ideálńı kapaliny vodorovnou trubićı proměnného
pr̊uřezu, která se ve směru toku zužuje (obr. xv).

Podle rovnice kontinuity je v2 ¡ v1 a dle (5.97) plyne pro rozd́ıl tlak̊u

p11 � p12 �
1

2
ρv22 �

1

2
ρv21 (5.98)

Vid́ıme, že úbytek tlaku v proud́ıćı kapalině je roven př́ır̊ustku pohybové
energie kapaliny jednotkového objemu. Pokles tlaku při zvýšeńı rychlosti
kapaliny bývá někdy označován jako hydrodynamické paradoxon. Bernoul-
liho rovnici lze použ́ıt i na jeden a týž pr̊uřez. Je-li kapalina v klidu, má ve

126



~v1 ~v2

S1

S2

h1 � h2
p11

p12

Obrázek xv: Tok kapaliny vodorovnou trubićı, která se zužuje.

zvoleném pr̊uřezu tlak p a člen 1
2
ρv2 je nulový. Dá-li se do pohybu rychlost́ı

v, bude dle (5.97) platit

p1 � p�
1

2
ρv22 � p� p2 (5.99)

Tlak v kapalině klesne o hotnotu p2, kterou nazýváme hydrodynamický
tlak.
Poznámka: u ideálńıho plynu se odvozeńı Bernoulliho rovnice komplikuje
faktem, že část práce vněǰśıch sil se spotřebuje na stlačeńı plynu. Př́ır̊ustek
kinetické energie je pak nižš́ı než u kapalin.

Bernoulliho rovnice nacháźı množstv́ı aplikaćı v technice (např. vodoměry,
vodńı vývěvy, či konstrukce kř́ıdel letadel). Viz obr. xvi, xvii a xviii.

h1 � h2

Obrázek xvi: Venturi̊uv vodoměr. Pr̊utok kapaliny se urč́ı z rozd́ılu h1 �
h2.

Prouděńı reálné kapaliny
Prouděńı ideálńı kapaliny potrub́ım je charakterizováno stejnou rychlost́ı

prouděńı ve všech mı́stech pr̊uřezu (obr. 5.19a). Naproti tomu se vrstvy
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~v1
~v2

S1

S2

čerpaćı prostor

Obrázek xvii: Princip vodńı vývěvy.

~F1

~F2

~F

Obrázek xviii: Obtékáńı kř́ıdla vzduchem při letu letadla. Podél horńı
strany kř́ıdla je rychlost prouděńı výrazně vyšš́ı než podél spodńı strany.
Vzniká tam proto dle Bernoulliho rovnice podtlak. Výsledná śıla ~F p̊usob́ıćı
na kř́ıdla je dána vektorovým součtem dynamické vztlakové śıly ~F1 a
odporové śıly ~F2.

reálné kapaliny pohybuj́ı proměnnou rychlost́ı, která je nejvyšš́ı uprostřed
trubky a směrem ke stěně klesá až k nule (obr. 5.19b).

Změna rychlosti ve směru kolmém na směr rychlosti zp̊usobuje nižš́ı
třeńı, které jsme u ideálńıch kapalin neuvažovali. Vnitřńı třeńı má za následek

A B

CD

(a) ideálńı kapalina

A B

CD

(b) reálná kapalina

Obrázek xix: Rychlostńı profil prouděńı kapaliny potrub́ım.
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vznik tečných napět́ı. Vztah mezi tečným napět́ım τ a změnou rychlosti
prouděńı ve směru kolmém ke směru prouděńı y popsal Newton rovnici

τ � η
dv

dy
(5.100)

kde konstanta úměrnosti se nazývá dynamická viskozita. Kapaliny
splňuj́ıćı vztah (5.100) nazýváme newtonovskými.

Jednotkou dynamické viskozity je Pa.s. η záviśı velmi výrazně na teplotě
dle empirického vztahu

η � Ae
B
T (5.101)

kde A, B jsou konstanty. Mı́sto dynamické viskozity se někdy už́ıvá i
tzv. kinematická viskozita, která je definována jako

υ �
η

ρ
(5.102)

Jej́ı jednotkou je m2s�1.

Poznámka: Newton̊uv vztah plat́ı pro většinu kapalin. Nesplňuj́ı jej ka-
paliny, které obsahuj́ı větš́ı shluky molekul (koloidńı vztahy, emulze, sus-
penze apod.). Takové kapaliny nazýváme nenewtonovské. Typickým př́ıkladem
je škrobový maz.

Změnu rychlosti prouděńı v newtonovské kapalině lze matematicky charak-
terizovat pomoćı cirkulace vektoru rychlosti. Vlož́ıme do proud́ıćı kapaliny
uzavřenou křivku ABCD, jak je znázorněno na obr. xix a) i b). Cirkulaćı
vektoru rychlosti ~v rozumı́me křivkový integrál po uzavřené křivce ABCD¾

~v � d~r �

» B
A

~v � d~r �

» C
B

~v � d~r �

» D
C

~v � d~r �

» A
D

~v � d~r (5.103)

kde d~r je element posunut́ı. Pro úseky BC a DA jsou vektory ~v a d~r
navzájem kolmé, tedy př́ıslušné integrály jsou nulové. Pro ideálńı kapalinu
je nulový i součet zbylých dvou integrál̊u, protože rychlost prouděńı je
všude stejná. Tedy pro ideálńı kapalinu plat́ı¾

~v � d~r � 0 (5.104)

Pro reálnou kapalinu je součet zbylých dvou integrál̊u v (5.103) nenulový
a plat́ı tedy ¾

~v � d~r � 0 (5.105)

Je-li cirkulace vektoru rychlosti nenulová, vytvářej́ı se v proud́ıćı ka-
palině v́ıry. Vznik v́ır̊u je d̊usledkem př́ıtomnosti silových dvojic v proud́ıćı
reálné kapalině (obr. xx).
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Obrázek xx: Vznik v́ır̊u v proud́ıćı reálné kapalině. Spodńı část elementu
se pohybuje rychleji než horńı a má proto snahu otáčet se kolem osy kolmé
k nákresně, jak naznačeno.

Podle intenzity vytvářeńı v́ır̊u lze prouděńı rozdělit na laminárńı, přechodové
a turbulentńı.

Při laminárńım prouděńı se d́ıky malé rychlosti a př́ıtomnosti vnitřńıho
třeńı v́ıry znatelně nerozvinou a kapalina se nepromı́chává. Profil prouděńı
je parabolický, jak naznačeno na obr. xx.

Laminárńı prouděńı se může udržet pouze do jisté středńı rychlosti
prouděńı. Při zvýšeńı rychlosti prouděńı nad tuto mez docháźı ke vzniku
přechodového a posléze turbulentńıho prouděńı. Turbulentńı prouděńı se
vyznačuje znatelnými v́ıry a docháźı k promı́cháváńı kapaliny. Rychlost
částic kapaliny se nepravidelně měńı a rychlostńı profil neńı parabolický
(obr. xxi)

Obrázek xxi: Rychlostńı profil pro turbulentńı prouděńı. Změny rychlosti
podél př́ıčného řezu potrub́ım nejsou tak výrazné, jako pro laminárńı
prouděńı.
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Laminárńı prouděńı potrub́ım
Rozebereme prouděńı kapaliny potrub́ım o poloměru r a délce ∆l (obr. xxii)

r

∆l
p11

p12

xy

Obrázek xxii: K rozboru laminárńıho prouděńı potrub́ım.

Prouděńı uvažujeme ve směru osy x a jeho rychlost se měńı v př́ıčném
pr̊uřezu od nuly při stěně potrub́ı do maximálńı hodnoty uprostřed. Na
kapalinu p̊usob́ı tlakové śıly a śıly vnitřńıho třeńı. Uvažujme element ka-
paliny ve tvaru válce o poloměru y a délce ∆l. Výsledná tlaková śıla na
tento válec p̊usob́ı ve směru prouděńı a je rovna (po délce potrub́ı docháźı
k poklesu tlaku v d̊usledku vnitřńıho třeńı)

Fp � πy2pp11 � p12q � πy2∆p1 (5.106)

Proti tlakové śıle p̊usob́ı śıla vnitřńıho třeńı, jej́ıž velikost je dána součinem
tečného napět́ı a povrchu stěny válcového elementu

Ft � 2πy∆lτ (5.107)

Při ustáleném laminárńım prouděńı se obě śıly vyrovnaj́ı

πy2∆p1 � Ft � 2πy∆lτ (5.108)

Za τ dosad́ıme z Newtonova zákona (5.100) s uvážeńım faktu, že v našem
př́ıpadě rychlost v s rostoućı hodnotou y klesá, tedy τ � �η dv

dy
. Dostaneme
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postupně

πy2∆p1 � �2πy∆lη
dv

dy

dv � �
∆p1

2∆lη
ydy

v � �
∆p1

4∆lη
y2 � C

(5.109)

Velikost integračńı konstanty urč́ıme z podmı́nky, že rychlost je nulová
u stěny potrub́ı py � rq

C �
∆p1

4∆lη
r2 (5.110)

Dostáváme pak kvadratickou závislost rychlosti na y - souřadnici

v �
∆p1

4∆lη

�
r2 � y2

�
(5.111)

tedy rychlostńı profil je parabolický. Objemový pr̊utokQ potrub́ım vypoč́ıtáme
integraćı pr̊utoku elementárńımi plochami dS ve tvaru mezikruž́ı o poloměru
y a tloušt’ce dy, kolmých na směr prouděńı. Plat́ı

dQ � vdS �
∆p1

4∆lη

�
r2 � y2

�
2πydy (5.112)

Výsledný objemový pr̊utok źıskáme integraćı

Q �

r»
0

∆p1

4∆lη

�
r2 � y2

�
2πydy �

2π∆p1

4∆lη

�
r2y2

2
�
y4

4

�r
0

�
π∆p1

8∆lη
r4 (5.113)

Vztah (5.113) je nazýván Hagen-Poiseuillovým zákonem a plat́ı
pouze pro laminárńı prouděńı kapaliny. Pomoćı objemového pr̊utoku se
zavád́ı tzv. středńı rychlost prouděńı, což je rychlost, jakou by musela ka-
palina proudit v celém potrub́ı pr̊uměru d, aby se dosáhlo stejného pr̊utoku
jako v (5.113)

~v �
4Q

πd2
(5.114)

Bezrozměrná kritéria toku
K popisu turbulentńıho prouděńı je třeba už́ıt empirické vztahy, které

byly źıskány zobecněńım velkého počtu měřeńı. Hydromechanické děje se
často studuj́ı na zmenšených modelech reálných zař́ızeńı. Aby bylo možno
takto źıskané výsledky přenést na originál, muśı model a originál splňovat
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kritéria geometrické a hydromechanické podrobnosti. K dosažeńı hydrome-
chanické podobnosti navrhl Reynolds kritérium charakterizované bezrozměrným
parametrem - tzv. Reynoldsovým č́ıslem. Daľśım d̊uležitým bezrozměrným
parametrem je součinitel vnitřńıho třeńı. Oba parametry obsahuj́ı snadno
měřitelné veličiny charakterizuj́ıćı prouděńı: středńı rychlost ~v (5.114), dy-
namická viskozita η a pokles tlaku zp̊usobený vnitřńım třeńım vztažený
na jednotku délky potrub́ı ∆p1{∆l.

Reynoldsovo č́ıslo je definováno jako veličina úměrná poměru středńı
hodnoty kinetické energie objemové jednotky kapaliny a práce potřebné
na přemáháńı vnitřńıho třeńı ve stejném objemu, které je rovno př́ımo
tečnému napět́ı. Dosad́ıme-li za dv

dr
pr̊uměrnou hodnotu změny rychlosti od

stěny potrub́ı ke středu v̄{r � 2v̄
d
, bude dotyčný poměr

1
2
ρv̄2

η 2v̄
d

�
1

4

ρv̄d

η
(5.115)

Reynoldsovo č́ıslo se pak definuje bez č́ıselného součinitele jako

Re �
ρv̄d

η
(5.116)

Je zřejmé, že se vzr̊ustaj́ıćı středńı rychlost́ı prouděńı hodnota Reynoldsova
č́ısla stoupá. Je-li tedy rychlost prouděńı malá, převládne vliv vnitřńıho
třeńı, v́ıry se podstatně nerozvinou. Hodnota Re bude malá. Se vzr̊ustaj́ıćı
rychlost́ı poroste intenzita tvorby v́ır̊u a laminárńı prouděńı se změńı v tur-
bulentńı. Dojde k tomu při určité kritické hodnotě Rekr, která se pro daný
systém určuje experimentálně (typická hodnota Rekr � 1000). Re ¡ Rekr
indikuje turbulentńı prouděńı. Nakonec hodnoty Re Ñ 8 indikuj́ı po-
tenciálové (nev́ırové) prouděńı kapaliny bez vnitřńıho třeńı.

Součinitel vnitřńıho třeńı λ se použ́ıvá k vyjádřeńı ztráty mechanické
energie při prouděńı kapaliny př́ımým potrub́ım a je definován vztahem

λ �

∆p1

ℓ
d

Ēk

�
2∆p1

ℓ
d

ρv̄2
(5.117)

kde Ēk �
1
2
ρv̄2 je středńı kinetická energie objemové jednotky kapaliny.

Použit́ım Hagen-Poiseuillova zákona lze naj́ıt následuj́ıćı vztah mezi λ a
Re (odvozeńı přenecháváme posluchači)

λ �
64

Re
(5.118)

Shrnut́ı: Charakterizace jednotlivých typ̊u prouděńı bezrozměrnými parame-
try
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Prouděńı ideálńı kapaliny λ � 0 ReÑ8

Turbulentńı prouděńı λ malé Re ¡ Rekr

Laminárńı prouděńı λ velké Re   Rekr

Stokes̊uv zákon
Pohybuje-li se těleso v tekutině, klade tekutina jeho pohybu odpor, který

je při pomalé rychlosti úměrný jej́ı velikosti. Pro kouli poloměru r pohy-
buj́ıćı se pomalu rychlost́ı v v neohraničeném prostřed́ı tekutiny, která kouli
laminárně obtéká, odvodil Stokes odporovou śılu

F � 6πηrv (5.119)

Při volném pádu koule ve viskozńı kapalině bude jej́ı rychlost vzr̊ustat
až do chv́ıle, než odporová śıla (5.119) vyrovná śılu t́ıhovou. Koule dosáhne
mezńı rychlosti vm, pro kterou bude zřejmě platit

V ps� ρqg � 6πηrvm (5.120)

kde V je objem koule, s jej́ı hustota a ρ hustota kapaliny. Dosazeńım za
objem koule dostaneme

vm �
2

9

gr2ps� ρq

η
(5.121)

Mezńı rychlost klesá s druhou mocninou poloměru koule. Př́ıkladem je
velmi malá rychlost sedimentace drobných částeček v suspenźıch. Volného
pádu kuliček známého poloměru a hustoty lze rovněž využ́ıt k měřeńı dy-
namické viskozity.
Poznámka: Vyšetřit velikost odporových sil p̊usob́ıćıch na těleso libovolného
tvaru při r̊uzných rychlostech pohybu v̊uči tekutému prostřed́ı je ovšem
velmi složitý úkol, který je třeba často řešit experimentálně.

134



Kapitola 6

Vlněńı

Pojem vlněńı je každému dobře znám z běžného života. Jde o š́ı̌reńı rozruchu,
který vznikne, uvedeme-li např. element kontinua do kmitavého pohybu.
Prostřednictv́ım elastických vazeb mezi elementy kontinua se pak kmi-
tavý pohyb a jeho energie š́ı̌ŕı prostorem (pohyb elementu kontinua však
z̊ustává omezen na pohyb kolem rovnovážné polohy). Vytvář́ı se tak pos-
tupné vlněńı. Vlněńı můžeme rozdělit na mechanické, jehož typickým
př́ıkladem je zvuk, a elektromagnetické, které vzniká při zrychleném po-
hybu nabitých částic nebo při změnách elektronové struktury látek. Rozd́ıl
mezi oběma druhy vlněńı spoč́ıvá v tom, že š́ı̌reńı mechanického vlněńı
je vázáno na hmotné prostřed́ı, zat́ımco elektromagnetické vlněńı se může
š́ı̌rit hmotným prostřed́ım i vakuem.

V tomto výkladu se budeme zabývat pouze mechanickým vlněńım, i
když matematický popis je obdobný i pro elektromagnetické vlněńı, jež
bude předmětem elektřiny, magnetismu a optiky.

6.1 Základńı pojmy vlněńı

Mechanické vlněńı š́ı̌ŕıćı se trojrozměrným kontinuem můžeme rozdělit po-
dle vztahu směru, ve kterém kmitaj́ı částice kontinua, a směru, ve kterém
se rozruch š́ı̌ŕı, na př́ıčné (transverzálńı) a podélné (longitudinálńı).

Vznik př́ıčného vlněńı lze demonstrovat na pokusu s lanem (obr. i a),
kde je nositelem přenosu elastická deformace lana. Element lana P koná
pohyb ve směru kolmém na š́ı̌reńı vlny, ale ve směru totožném se š́ı̌reńım
vlny se nepřemı́st’uje. U podélného vlněńı konaj́ı částice kontinua kmitavý
pohyb ve směru š́ı̌reńı, aniž by se přitom přemı́st’ovaly. Š́ı̌reńı podélného
vlněńı lze demonstrovat na pokusu s pružinou, kde se š́ı̌ŕı oblast lokálńıho
stlačeńı a prodloužeńı (obr. i b).
Poznámka: Š́ı̌reńı př́ıčného vlněńı je omezeno na pevné látky, protože vyžaduje
př́ıtomnost tečných napět́ı. Ta se v kapalinách a plynech nemohou tr-
vale udržet, proto se v nich př́ıčné vlněńı rychle utlumı́. Podélné vlněńı
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(a) př́ıčné vlněńı š́ı̌ŕıćı se
lanem

K

K

K

K

R

R

R

R

(b) podélné vlněńı
v pružině

Obrázek i: K označuje kompresńı oblast, R relaxačńı oblast.

je podmı́něno př́ıtomnost́ı normálových napět́ı a může se š́ı̌rit všemi druhy
prostřed́ı.

Pokud zdroj vlněńı (kmitaj́ıćı částice kontinua) koná harmonický po-
hyb, označ́ıme vzniklé vlněńı jako harmonické vlněńı. Frekvence harmon-
ického kmitu bude i frekvenćı harmonického vlněńı. V daľśım výkladu se
budeme zabývat pouze harmonickým vlněńım. Rychlost, s jakou se rozruch
š́ı̌ŕı prostřed́ım, označujeme jako rychlost š́ı̌reńı vlněńı neboli fázovou
rychlost. Záviśı na druhu prostřed́ı. Minimálńı vzdálenost mezi dvěma
body, které při š́ı̌reńı vlněńı kmitaj́ı ve stejné fázi označujeme jako vlnovou
délku λ. Záviśı rovněž na druhu prostřed́ı.

Položme nyńı počátek souřadného systému do zdroje př́ıčného harmon-
ického vlněńı a uvažujme jednorozměrné vlněńı, š́ı̌ŕıćı se ve směru osy x.
Výchylky částic budou ve směru kolmém na směr osy x a označ́ıme je u.
Zdroj v počátku bude konat harmonický pohyb, pro jehož výchylku plat́ı

u0ptq � A sinωt (6.1)

Rozruch se bude š́ı̌rit podél osy x fázovou rychlost́ı v, takže do nějakého
bodu P o souřadnici x doraźı za čas τ � x{v. Znamená to, že výchylka
upx, tq v bodě P bude stejná jako výchylka zdroje v čase t� τ � t� x{v.
Bude tedy platit

upx, tq � u0

�
t�

x

v

	
� A sinω

�
t�

x

v

	
(6.2)

Harmonické vlněńı je tedy popsáno harmonickou funkćı souřadnic a
času. Nazýváme ji vlnovou funkćı. Význam veličin vystupuj́ıćıch ve vl-
nové funkci je zřejmý z obr. ii, který zachycuje harmonické vlněńı ve dvou
r̊uzných časech t a t1 a časový pr̊uběh výchylky bodu x � λ.

136



x

u

A

�A

λ

t t1

1
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Obrázek ii: Harmonické vlněńı ve dvou r̊uzných časech t1 ¡ t a časový
pr̊uběh výchylky bodu o souřadnici x � λ.
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Vlnová funkce (6.2) popisuje postupné harmonické vlněńı š́ı̌ŕıćı se v kladném
směru osy x. Vlněńı š́ı̌ŕıćı se v záporném směru osy x bude popsáno vlnovou
funkćı

upx, tq � A sinω
�
t�

x

v

	
(6.3)

Vlnovou funkci lze rovněž vyjádřit pomoćı vlnové délky λ. Podle definice
vlnové délky je v mı́stech x a x� λ stejná výchylka

upx� λ, tq � upx, tq

A sinω

�
t�

x� λ

v



� A sinω

�
t�

x

v

	 (6.4)

a stejná rychlost pohybu částic

Bu

Bt

����
x�λ

�
Bu

Bt

Aω cosω

�
t�

x� λ

v



� Aω cosω

�
t�

x

v

	 (6.5)

Aby obě podmı́nky byly splněny, muśı se argumenty goniometrických
funkćı lǐsit o 2π, tedy

ω

�
t�

x� λ

v



� ω

�
t�

x

v

	
� 2π (6.6)

odkud dostaneme následuj́ıćı vztahy mezi vlnovou délkou, fázovou rychlost́ı,
periodou a frekvenćı

λ

v
� T, λ � vT, v � λf (6.7)

Vlnovou funkci lze pak zapsat ve tvaru

upx, tq � A sin 2π

�
t

T
�
x

λ



(6.8)

Konečně zavád́ıme tzv. vlnové č́ıslo k vztahem

k �
2π

λ
(6.9)

S ńım přejde vlnová funkce do tvaru

upx, tq � A sinpωt� kxq (6.10)

Poznámka: Jestliže u př́ıčného vlněńı lež́ı výchylky všech částic ve stejné
rovině, hovoř́ıme o lineárńı nebo rovinné polarizaci. Pokud jednotlivé částice
kmitaj́ı v r̊uzných směrech (mohou opisovat např. Lissajousovy obrazce
s určitým fázovým zpožděńım), hovoř́ıme o nepolarizovaném vlněńı. Speciálńım

138



v
λ

λ{2

u

u

x

Obrázek iii: Podélné harmonické vlněńı.

př́ıpadem je, když výchylky u se ve všech rovinách rovnoměrně otáčej́ı
a částice přitom opisuj́ı kružnici nebo elipsu, hovoř́ıme o kruhově nebo
elipticky polarizovaném vlněńı.

U podélného harmonického vlněńı se harmonická výchylka uskutečňuje
ve směru š́ı̌reńı. Obraz podélného vlněńı lze źıskat, skloṕıme-li př́ıčně kmi-
taj́ıćı body do směru š́ı̌reńı (obr. iii). Jednotlivé body lineárńı řady se pak
stř́ıdavě zhušt’uj́ı a zřed’uj́ı.

6.2 Vlnová rovnice

Vlnová funkce (6.8) je řešeńım tzv. vlnové rovnice, kterou nyńı nalezneme.
Zderivujeme vlnovou funkci dvakrát dle souřadnice a dvakrát dle času.
Bude

B
2u

Bx2
� �A

4π2

λ2
sin 2π

�
t

T
�
x

λ



B
2u

Bt2
� �A

4π2

T 2
sin 2π

�
t

T
�
x

λ


 (6.11)

Porovnáńım těchto vztah̊u źıskáme tzv. vlnovou rovnici pro vlněńı
š́ı̌ŕıćı se ve směru osy x

B
2u

Bx2
�
T 2

λ2
B
2u

Bt2
�

1

v2
B
2u

Bt2
(6.12)

Tento postup lze zobecnit na vlnovou funkci popisuj́ıćı š́ı̌reńı v prostoru
a dostaneme obecnou vlnovou rovnici

B
2u

Bx2
�
B
2u

By2
�
B
2u

Bz2
�

1

v2
B
2u

Bt2
(6.13)

Lze ukázat, že vlnovou rovnici splňuj́ı nejen harmonické funkce typu
(6.2), ale libovolné funkce argument̊u

�
t� x

v

�
a
�
t� x

v

�
. Plat́ı přitom, že

každá funkce splňuj́ıćı vlnovou rovnici popisuje vlněńı.
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dm

Obrázek iv: Výkon přenášený harmonickým vlněńım v napnuté struně.

6.3 Výkon přenášený vlněńım a intenzita vlněńı

Odvozeńı výkonu přenášeného vlněńı v lineárńı řadě provedeme na př́ıkladu
vlny procházej́ıćı napnutou strunou (obr. iv)

Element dm vlńıćı se struny koná lineárńı harmonické kmity s energíı

dE �
1

2
dmω2A2

�
1

2
ρldxω

2A2 (6.14)

kde ρl je lineárńı hustota struny a dx jej́ı délkový element. Výkon źıskáme
jako energii přenesenou za jednotku času elementem struny

P �
dE

dt
�

1

2
ρlω

2A2dx

dt
�

1

2
ρlvω

2A2 (6.15)

Lze ukázat, že výkon každého harmonického vlněńı záviśı na veličinách
v, ω a A stejně jako v (6.15).

Intenzitou vlněńı rozumı́me výkon vlněńı přenesený jednotkovou plo-
chou kolmou ke směru š́ı̌reńı. Odvod́ıme ji na př́ıkladu podélného har-
monického vlněńı š́ı̌ŕıćıho se vzduchovým sloupcem pr̊uřezu S. Výchylka
objemového elementu ve směru š́ı̌reńı je

upx, tq � A sin 2π

�
t

T
�
x

λ



(6.16)

Energii elementu plynu, který koná harmonický pohyb vyjádř́ıme ob-
dobně jako v (6.14)

dE �
1

2
dmω2A2

�
1

2
ρSdxω2A2 (6.17)

a intenzita bude

I �
1

S

dE

dt
�

1

2
ρω2A2dx

dt
�

1

2
ρvω2A2 (6.18)
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Vid́ıme, že intenzita je závislá na v, ω a A stejným zp̊usobem jako
v (6.15), pouze lineárńı hustota je zde nahrazena objemovou hustotou.
Jednotkou intenzity vlněńı je Wm�2.

Intenzita vlněńı se někdy udává jako hladina intenzity B vztažená k ref-
erenčńı Intenzitě I0

B � log
I

I0
(6.19)

Protože log I0
I0
� log 1 � 0, je hladina vztažné intenzity rovna 0. Hladina

intenzity zvuku B se udává v decibelech (dB) a plat́ı

β � 10 log
I

I0
(6.20)

kde se za referenčńı intenzitu považuje konvenčńı prahová hodnota slyšitelnosti
daná hodnotou I0 � 10�12Wm�2 při frekvenci 1 kHz.

6.4 Interference vln v př́ımé řadě, stojaté vlněńı

Při zmı́nce o kruhově nebo elipticky polarizovaném vlněńı jsme popsali
vlny, které vznikaj́ı, pokud element kontinua koná složené harmonické kmity.
Např. při kruhové polarizaci koná element dva nezávislé, navzájem kolmé
harmonické kmity, jejichž složeńım (superpozićı) vznikaj́ı kmity kruhové.
Lze to chápat tak, že se v bodové řadě š́ı̌ŕı dvě nezávislé vlny popsané
výchylkami u1px, tq a u2px, tq, jejichž složeńım dle principu superpozice
vznikne výsledná vlna

upx, tq � u1px, tq � u2px, tq (6.21)

Skládáńı vln, jež se současně š́ı̌ŕı ve stejné řadě, nazýváme interfer-
enćı. Budeme se nadále zabývat interferenćı vln stejné vlnové délky a
tedy i stejné periody, přitom p̊ujde vždy o dvě vlny př́ıčné nebo dvě vlny
podélné. Výchylky výsledné vlny dostaneme algebrickým součtem obou
d́ılč́ıch výchylek. Protože složeńım dvou harmonických kmit̊u vznikne har-
monický kmit, vznikne i složeńım dvou harmonických vln harmonická vlna.
Pro charakter výsledné vlny bude rozhoduj́ıćı fázové posunut́ı, stejně jako
tomu bylo u složených kmit̊u. Uvažujme dvě interferuj́ıćı vlny

u1px, tq � A1 sin
�
ω
�
t�

x

v

	
� ϕ1

�
u2px, tq � A2 sin

�
ω
�
t�

x

v

	
� ϕ2

� (6.22)
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Obrázek v: Interference vln stejné vlnové délky.

Fázovými posunut́ımi ϕ1 � ϕ2 vznikne mezi oběma vlnami dráhový
rozd́ıl d � x2 � x1 znázorněný na obr. v. Dráhovým rozd́ılem rozumı́me
přitom vzdálenost dvou bod̊u, jejichž kmity prob́ıhaj́ı se stejnou fáźı.

Při postupu obou vln se body x1 a x2 pohybuj́ı směrem nahoru. Jejich
fáze je tedy rovna 0, 2π, 4π, . . . a plat́ı

ω
�
t�

x1

v

	
� ϕ1 � 0, 2π, . . .

ω
�
t�

x2

v

	
� ϕ2 � 0, 2π, . . .

(6.23)

Odečteme-li obě rovnice, dostaneme

ϕ2 � ϕ1 �
ω

v
px2 � x1q �

2π

vT
d �

2π

λ
d (6.24)

přitom můžeme k výrazu na pravé straně připoč́ıtat libovolný násobek
2π. Podle pravidel o skládáńı kmit̊u se kmity bod̊u x1 a x2 nejv́ıce ześıĺı,
budou- li kmitat ve fázi, tj. ϕ2 � ϕ1 � 0, 2π, 4π, . . . Tomu př́ısluš́ı dráhový
rozd́ıl

2π

λ
d � 0, 2π, . . .ñ d � . . . ,�λ, 0, λ, 2λ, . . . � �2k

λ

2
(6.25)

kde k je celé č́ıslo. Amplituda vlněńı bude v tomto př́ıpadě dána součtem
A1 � A2. Kmity bod̊u x1 a x2 se maximálně zeslab́ı, pokud bude fázové
posunut́ı ϕ2 � ϕ1 � π, 3π, 5π . . . tedy dráhový rozd́ıl bude

d � x2 � x1 � . . .�
1

2
λ,

1

2
λ,

3

2
λ,

5

2
λ, . . . � �p2k � 1q

λ

2
(6.26)
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Zde se výsledná amplituda rovná rozd́ılu obou amplitud A � A1 � A2.
Jsou-li A1 a A2 stejné, vlněńı se interferenćı zcela zruš́ı.

Daľśı d̊uležitý př́ıpad interference nastane, š́ı̌ŕı-li se obě vlny bodovou
řadou v navzájem opačných směrech. Položme počátek souřadnice x do
mı́sta, kde se v čase t � 0 proti sobě postupuj́ıćı vlny se stejnou amplitudou
A setkaj́ı tak, že mezi kmity bod̊u x nebude žádný fázový posun. Pak budou
jednotlivé vlny popsány rovnicemi

u1 � A sin 2π

�
t

T
�
x

λ



u2 � A sin 2π

�
t

T
�
x

λ


 (6.27)

kde prvńı vlna postupuje napravo a druhá nalevo. Výsledná vlna bude
určena součtem obou výchylek. S použit́ım součtových vzorc̊u bude platit

u � u1 � u2 � A sin 2π
t

T
cos 2π

x

λ
� A cos 2π

t

T
sin 2π

x

λ
�

�A sin 2π
t

T
cos 2π

x

λ
� A cos 2π

t

T
sin 2π

x

λ

u � 2A cos 2π
x

λ
sin 2π

t

T

(6.28)

Ve všech mı́stech bodové řady vzniknou harmonické kmity se stejnou
fáźı, ale proměnnou amplitudou, které záviśı na souřadnici x podle vztahu

Av � 2A cos 2π
x

λ
(6.29)

Amplituda bude největš́ı v mı́stech, pro které plat́ı cos 2π x
λ
� �1, tedy

x � 0,�
λ

2
,�

2λ

2
,�

3λ

2
, . . . (6.30)

Tato mı́sta nazýváme kmitnami k. Mezi nimi lež́ı mı́sta, tzv.uzly u,
kde jsou body trvale v klidu. Plat́ı pro ně cos 2π x

λ
� 0, tedy

x � �
λ

4
,�

3λ

4
,�

5λ

4
, . . . (6.31)

Takto vzniklé vlněńı nazýváme stojatým př́ıčným vlněńım. Jeho
časový pr̊uběh je vyobrazen na obr. vi.

Podobně jako u př́ıčného vlněńı vznikne stojaté vlněńı i u vlněńı podélného.
Poznámka: Stojaté vlněńı nepřenáš́ı žádnou energii, protože obě vlny, které
ho vytvářej́ı, přenášej́ı stejnou energii, ale každá opačným směrem.

Důležitost stojatého vlněńı spoč́ıvá ve skutečnosti, že toto vlněńı vzniká
v lineárńıch útvarech odrazem postupných vln na konci útvaru. Na pevném
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(c) stojaté vlněńı vzniklé superpozićı a) a b)

Obrázek vi: Časový pr̊uběh stojatého vlněńı

konci se vlna odráž́ı s obrácenou fáźı, nebot’ konec nemůže kmitat a jeho
reakćı vznikne śıla, která změńı výchylku posledńıho bodu v opačnou a vlna
se š́ı̌ŕı zpět. Postupuj́ıćı a odražené vlněńı vytvář́ı stojaté vlněńı, které má
na pevném konci uzel.

Na volném konci bodové řady se posledńı bod vychýĺı a zpětným p̊usobeńım
na předchoźı bod jej vychýĺı ve stejném smyslu. Vlna se odráž́ı se stejnou
fáźı a vytvoř́ı s postupuj́ıćı vlnou stojaté vlněńı, které má na konci kmitnu.
Má- li bodová řada oba konce pevné, mohou na ńı vzniknout jen takové
stojaté vlny, které maj́ı na obou konćıch uzly. Na délce l bodové řady muśı
být celistvý počet p̊ulvln, tedy

n
λn

2
� l, n � 1, 2, 3, . . . (6.32)

Bodová řada tedy může chvět s frekvencemi

νn �
v

λn
�
n

2l
v (6.33)

Tyto frekvence nazýváme vlastńımi frekvencemi. Základńı frekvence
bude ν1 �

v
λ1
�

v
2l

a při ńı se na řadě vytvoř́ı jediná p̊ulvlna. Frekvence
νn vyšš́ıch harmonických jsou celistvým násobkem základńı frekvence, tedy
νn � nν1.

Stejný výsledek dostaneme u bodové řady s oběma konci volnými. Na
obou konćıch budou kmitny a uprostřed uzel.

Bude-li jeden konec řady pevný a druhý volný, bude na jednom konci
uzel a na druhém kmitna. Na bodovou řadu se rozlož́ı lichý počet čtvrtvln.

144



(a) oba konce pevné

(b) oba konce volné

(c) jeden konec pevný a jeden volný

Obrázek vii: Chvěńı bodové řady při základńı frekvenci

Při základńı frekvenci připadne na délku l jedna čtvrtvlna, takže vlnová
délka λ1 � 4l a ν1 �

v
4l
. Pro vyšš́ı harmonické plat́ı p2n � 1qλn

4
� l a

νn �
v
λn
� p2n� 1q v

4l
� p2n� 1qν1.

Srovnáńım všech tř́ı př́ıpad̊u uvád́ıme v obr. vii.
Popsaným zp̊usobem mohou př́ıčně chvět struny a podélně tenké tyče

a vzduchové sloupce. Kromě základńıho chvěńı vznikaj́ı vždy i vyšš́ı har-
monické, o jejichž počtu a amplitudě rozhoduje zp̊usob rozechvěńı. Toho
se využ́ıvá u hudebńıch nástroj̊u.

6.5 Š́ı̌reńı vln v prostoru

Podstatu vlněńı jsme vyložili na modelu bodové řady. Směr bodové řady
byl i směrem š́ı̌reńı vlněńı. Obecně se směr š́ı̌reńı vln charakterizuje tzv.
paprskem. Bodová řada představuje jediný paprsek. V trojrozměrném
prostoru je vlněńı charakterizováno vždy svazkem paprsk̊u. V prostoru,
j́ımž se vlněńı š́ı̌ŕı, lze vést tzv. vlnoplochy, v jejichž bodech maj́ı kmity
vlněńı vždy stejnou fázi. Ve svazku rovnoběžných paprsk̊u jsou vlnoplochy
roviny kolmé ke směru š́ı̌reńı vlny, hovoř́ıme pak o rovinné vlně. Obecně
mohou mı́t vlnoplochy i jiný tvar, elementárńı část vlnoplochy lze však
vždy považovat za rovinnou a kolmou k paprsku, který j́ı procháźı.

Vlnoplocha je obecně v každém bodě kolmá k paprsku, který
j́ım procháźı.

Prostorové vlněńı si také můžeme představit jako postup jednotlivých
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vlnoploch fázovou rychlost́ı v. Rovinná vlna se může š́ı̌rit v obecném směru,
který je charakterizován jednotkovým vektorem ~n kolmým k vlnoplochám.
Poloha jednotlivých bod̊u na zvoleném paprsku je ~r. Skalárńı součin ~r �

~n � s představuje pr̊umět pr̊uvodiče do směru paprsku, tedy vzdálenost
vlnoplochy od vlnoplochy procházej́ıćı právě počátkem soustavy souřadné.
Harmonickou rovinnou vlnu lze popsat pomoćı vzdálenosti s

ups, tq � A sinω
�
t�

s

v

	
� A sin

�
ωt�

ω

v
~n � ~r

	
(6.34)

Pod́ıl ω
v
je vlnové č́ıslo a vektor

~k �
ω

v
~n (6.35)

bude charakterizovat rovněž směr š́ı̌reńı vlněńı prostorem. Nazýváme jej
vlnovým vektorem. Harmonická rovinná vlna pak bude popsána vzta-
hem

up~r, tq � A sinpωt� ~k � ~rq (6.36)

Uvažujme nyńı zdroj vlněńı jako malou pulsuj́ıćı kouli (či bodový zdroj
vlněńı) v izotropńım prostřed́ı nepohlcuj́ıćım energii. Vlněńı se bude š́ı̌rit
do všech směr̊u fázovou rychlost́ı v a za čas t dospěje do vzdálenosti r � vt,
tedy na povrch koule o poloměru r Vzniká kulová vlna. Energie přenášená
vlněńım se v tomto př́ıpadě rozděluje na stále větš́ı plochy 4πr2. Na plošnou
jednotku kulové plochy připadá dle (6.14) energie úměrná

E �
A2

S
�
A2

r2
(6.37)

tedy amplituda kmit̊u na vlnoplochách klesá jako A
r
se vzdálenost́ı od

zdroje. Pro pulsuj́ıćı kouli o poloměru r0 a pro harmonické kmity jej́ıch
bod̊u na povrchu ve směru pr̊uvodiče a s amplitudou A bude kulová vlna
popsána rovnićı

upr, tq �
r0A

r
sinω

�
t�

r � r0

v



(6.38)

u bodového zdroje v mı́stě r � 0 to bude

upr, tq �
1

r
f
�
t�

r

v

	
(6.39)

Kolem bodového zdroje si lze představit libovolně malé vlnoplochy, které
v limitńım př́ıpadě nazveme elementárńımi vlnoplochami. Na myšlence
elementárńıch vlnoploch založil Huygens sv̊uj slavný princip mechanismu
š́ı̌reńı vlněńı prostorem:

Vlněńı se š́ı̌ŕı prostorem tak, že všechny body, do nichž vlněńı
dospěje, se stávaj́ı bodovými zdroji elementárńıho vlněńı, které
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se kolem každého bodu rozš́ı̌ŕı na elementárńı vlnoplochy. Nová
výsledná vlnoplocha je obálkou všech elementárńıch vlnoploch ve
směru, v němž se vlněńı š́ı̌ŕı.

Huygens̊uv princip podrobně rozvedl Fresnel, který ukázal, že elementárńı
vlněńı od jednotlivých bod̊u se navzájem interferenćı zesiluj́ı pouze na
vněǰśı obálce př́ıslušných elementárńıch vlnoploch, zat́ımco všude jinde se
interferenćı ruš́ı.

Rychlost elastických vln v látkách

Určeńı rychlosti vln v r̊uzných látkách je obecně dosti složitá úloha. Zde
uvedeme pouze několik výsledk̊u.

Rozkmitáme-li napjatou strunu v některém mı́stě, š́ı̌ŕı se strunou př́ıčné
vlny fázovou rychlost́ı

vst �



σ

ρ
(6.40)

kde σ je tahové napět́ı struny a ρ jej́ı hustota.
Rychlost š́ı̌reńı podélných vln v tyči je dána vzorcem

vtyč �

d
E

ρ
(6.41)

kde E je Young̊uv modul a ρ hustota tyče.
Rychlost š́ı̌reńı podélných vln v kapalinách a plynech

vkap �

d
K

ρ
(6.42)

kde K je modul objemové pružnosti a ρ je hustota kapaliny či plynu.
Rychlost př́ıčných a podélných vln v pevných látkách

vpř �

d
G

ρ
(6.43)

vpod �



3

ρ

m� 1

m� 1
K (6.44)

kde G je modul pružnosti ve smyku, K modul objemové pružnosti a
m Poissonova konstanta. Rychlost podélných vln je asi dvakrát větš́ı než
rychlost vln př́ıčných.
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replacemen

P

~w

Z1

Z2

Z3Z4

1

2

3

4

(a) z pohybuj́ıćıho se zdroje

P

~u

Z

1

2

3

4

(b) z klidného zdroje

Obrázek viii: Š́ı̌reńı vln

6.6 Doppler̊uv jev

Doppler̊uv jev (Doppler̊uv princip) se týká závislosti frekvence vlněńı na
vzájemné rychlosti zdroje a přij́ımače vlněńı. Obecně jej lze charakterizovat
takto:

Jestliže se zdroj vlněńı a pozorovatel pohybuj́ı, pak při vzájemném
přibližováńı je frekvence přij́ımaného vlněńı vyšš́ı a při vzdalováńı
naopak nižš́ı. Rozebereme dva význačné př́ıpady:

1. Zdroj se pohybuje vzhledem ke klidnému pozorovateli v klidném prostřed́ı
(obr. 6.8a)

Je-li rychlost zdroje w � konst., pak se vlnoplochy směrem k po-
zorovateli zhušt’uj́ı. Vlnoplocha 1 byla vyslána z mı́sta Z1, vlnoplocha
2 po periodě T z mı́sta Z2 vzdáleného o wT , vlnoplocha 3 po daľśı pe-
riodě T z mı́sta Z3, jehož vzdálenost od Z2 je wT atd. Vlnová délka je
tak směrem k pozorovateli o ∆λ � wT kratš́ı. Protože fázová rychlost
vlněńı se neměńı, přij́ımá pozorovatel vlněńı s frekvenćı

νz �
v

λ�∆λ
�

v

λ� wT
�

v
v
ν
�

w
ν

�
v

v � w
ν (6.45)

která je vyšš́ı než frekvence ν, kterou by pozorovatel přij́ımal z klidného
zdroje. Pokud se bude zdroj od pozorovatele vzdalovat (nahrad́ıme
w Ñ �w), dostaneme z (6.45)

νz �
v

v � w
ν (6.46)

kde νz   ν.

2. Pozorovatel se pohybuje ve směru š́ı̌reńı vln od zdroje rychlost́ı u (obr. 6.8b).
Zdroj i prostřed́ı jsou v klidu, čili v pevném bodě je frekvence ν � v

λ
,
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nicméně v̊uči pozorovateli má vlněńı rychlost v � u, takže registruje
jen

νp �
v � u

λ
�
v � u

v
ν (6.47)

vln za sekundu. νp je tedy menš́ı než ν. Pokud se zdroj a pozorovatel
vzdaluj́ı, bude νp zřejmě větš́ı než ν.

Pohybuj́ı-li se zdroj i pozorovatel, dostaneme kombinaćı (6.46) a (6.47)

νzp �
v � u

λ�∆λ
�

v � u

λ� wT
�
v � u

v � w
ν (6.48)

Kdyby se stejným směrem pohybovalo i prostřed́ı, kterým se vlněńı š́ı̌ŕı,
např. rychlost́ı ṽ, museli bychom za rychlost v dosadit rychlost v � ṽ.
Z rovnic (6.45) a (6.46) je zřejmé, že změna frekvence neńı stejná, pohybuje-
li se v klidném prostřed́ı stejně rychle zdroj k pozorovateli nebo obráceně
pozorovatel ke zdroji. Ke změně frekvence zřejmě nedocháźı, pokud se po-
zorovatel i zdroj pohybuj́ı stejným směrem stejnou rychlost́ı u � w, takže
se jejich vzájemná vzdálenost neměńı. Pak se pohybuj́ı oba stejně i vzhle-
dem k prostřed́ı a naopak, pokud se prostřed́ı bude pohybovat stejně rychle
vzhledem k pozorovateli i zdroji, nebude se měnit frekvence přij́ımaného
vlněńı. Proto např. v́ıtr neměńı frekvenci hudebńıch tón̊u z nepohybuj́ıćıch
se hudebńıch nástroj̊u.
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Kapitola 7

Základy speciálńı teorie relativity

Jak jsme uvedli již v Úvodu k této přednášce, klasickou mechaniku nelze
použ́ıt při popisu děj̊u, které prob́ıhaj́ı při rychlostech bĺızkých rychlosti
elektromagnetického vlněńı, speciálně světla (c

.
� 3.108ms�1). V této kapi-

tole podáme základy Einsteinovy speciálńı teorie relativity, která umožňuje
obecněǰśı popis pohybu v inerciálńıch soustavách bez ohledu na velikost
rychlosti.

7.1 Postuláty speciálńı teorie relativity

Speciálńı teorie relativity je založena na dvou postulátech:
1. postulát: Fyzikálńı zákony plat́ı ve všech inerciálńıch systémech a

všechny inerciálńı systémy jsou rovnocenné.
Jde o zobecněńı Galileova principu relativity na všechny fyzikálńı zákony.

Tento postulát hovoř́ı pouze o zachováńı fyzikálńıch zákon̊u, nikoli o za-
chováńı hodnot veličin v jednotlivých inerciálńıch systémech. Např. při
pružné srážce z̊ustává zachována celková hybnost, ale hodnota hybnosti je
v r̊uzných systémech r̊uzná. Podobný závěr plat́ı i pro prostorové souřadnice
a čas.

2. postulát: Rychlost elektromagnetického vlněńı ve vakuu c je ve všech
směrech a ve všech inerciálńıch systémech stejná (invariantńı). Někdy se
dodává, že nezáviśı na vzájemné rychlosti zdroje a pozorovatele. Tento pos-
tulát vycháźı ze zobecněńı výsledk̊u některých experiment̊u prováděných
na konci minulého stolet́ı, poté, co se ukázala neudržitelnost představy tzv.
éteru, jako prostřed́ı pro š́ı̌reńı elektromagnetického vlněńı. Později byl
prokázán ještě daľśımi experimenty. Silným argumentem pro tento pos-
tulát je rovněž Maxwellova teorie elektromagnetismu, z ńıž lze obdržet
vlnovou rovnici pro š́ı̌reńı elektromagnetických vln. Z této rovnice vycháźı
pro rychlost š́ı̌reńı vztah c � 1{

`
ε0µ0, kde ε0 a µ0 jsou permitivita a

permeabilita vakua, tedy veličiny nezávislé na volbě souřadného systému.
Všimněme si, že z hlediska tohoto postulátu neplat́ı klasické pravidlo o skládáńı
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rychlost́ı, které tak z̊ustává omezeno na rychlosti podstatně nižš́ı než je
rychlost elektromagnetického vlněńı.

7.2 Lorentzova transformace

Uvažujme dva inerciálńı systémy S a S 1, které splývaly v čase t � 0 a které
se v̊uči sobě pohybuj́ı rychlost́ı v ve směru osy x � x1. Necht’ je v čase t � 0
vyslán ze společného počátku elektromagnetický puls. V obou systémech
se začne š́ı̌rit kulová vlna a body, kam vlna doraźı v soustavě S a v ńı
plynoućım čase t vytvoř́ı kulovou plochu o poloměru ct. V soustavě S 1 se
podobně za čas t1 vytvoř́ı kulová vlnoplocha o poloměru ct1. Pro obě bude
platit:

Soustava S : x2 � y2 � z2 � c2t2

Soustava S 1 : x12 � y12 � z12 � c2t12
(7.1)

Pro tyto podmı́nky lze nalézt lineárńı transformaci zachovávaj́ıćı in-
variantnost Maxwellových rovnic elektromagnetického pole. Protože tuto
transformaci poprvé odvodil Lorentz, nazývá se Lorentzovou transfor-
maćı. Jej́ı fyzikálńı zd̊uvodněńı však podal teprve Einstein.

x �
x1 � vt1b
1� v2

c2

y � y1

z � z1

t �
t1 � v

c2
x1b

1� v2

c2

(7.2)

nebo zpětně

x1 �
x� vt1b
1� v2

c2

y1 � y

z1 � z

t1 �
t� v

c2
x1b

1� v2

c2

(7.3)
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Z Lorentzovy transformace plyne, že čas t v soustavě S plyne odlǐsně než
čas t1 v soustavě S 1. Nav́ıc jej nelze oddělit od souřadnic (např. t1 záviśı ne-
jen na t, ale také na souřadnici x), jako tomu bylo v Newtonově absolutńım
prostoru. O času a prostorových souřadnićıch budeme nadále hovořit jako
o čtyřrozměrném časoprostoru. Dále je zřejmé, že bude-li rychlost pohybu
soustav v malá ve srovnáńı s rychlost́ı elektromagnetického vlněńı, přejdou

výrazy
b
1� v2

c2
přibližně v 1 a v2

c2
v 0, a Lorentzova transformace přejde

v transformaci Galileovu.

7.3 Základńı pojmy teorie relativity

V tomto odstavci zavedeme několik pojmů d̊uležitých pro daľśı výklad.
Každému bodu prostoru přiṕı̌seme v inerciálńım systému tři prostorové

souřadnice (polohový vektor). Každému bodu prostoru je zapotřeb́ı rovněž
připsat čas. To lze s ohledem na Lorentzovu transformaci učinit následuj́ıćıćım
myšlenkovým pokusem: umı́st́ıme do každého bodu systému pozorovatele
s hodinami a v čase t � 0 vyšleme elektromagnetický puls. Pozorovatelé
v bodech o vzdálenosti r od počátku souřadného systému detekuj́ı př́ıchod
elektromagnetické vlny v čase t � c

r
a na tuto hodnotu nař́ıd́ı své hodiny.

Událost́ı v teorii relativity rozumı́me děj, kterému lze připsat tři pros-
torové souřadnice a čas na lokálńıch hodinách, tedy čtyři souřadnice px, y, z, tq
v časoprostoru. Tyto souřadnice záviśı na soustavě, v ńıž je událost popsána.
Necht’ jsou ve výše zavedených souřadných systémech S a S 1 dvě události
popsány souřadnicemi px1, y1, z1, t1q a px2, y2, z2, t2q, resp. px

1
1, y

1
1, z

1
1, t

1
1q a

px12, y
1
2, z

1
2, t

1
2q. Vyjádř́ıme-li vztahy mezi nečárkovanými a čárkovanými souřadnicemi

pomoćı Lorentzovy transformace (7.2) resp. (7.3), dostaneme pro rozd́ıly
x2 � x1, resp. x

1
2 � x11 atd.

x2 � x1 � ∆x �
∆x1 � v∆t1b

1� v2

c2

y2 � y1 � ∆y � ∆y1

z2 � z1 � ∆z � ∆z1

t2 � t1 � ∆t �
∆t1 � v

c2
∆x1b

1� v2

c2

(7.4)

resp.
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∆x1 �
∆x� v∆tb

1� v2

c2

∆y1 � ∆y

∆z1 � ∆z

∆t1 �
∆t� v

c2
∆xb

1� v2

c2

(7.5)

Dvě události definujeme jako současné, jestliže je rozd́ıl jejich časových
souřadnic nulový (a přitom se lǐśı v prostorových souřadnićıch). Necht’ jsou
dvě události současné v systému S, pak plat́ı

∆t � 0 (7.6)

ale v systému S 1 plat́ı

∆t1 �
�

v
c2
∆xb

1� v2

c2

(7.7)

a události nejsou současné.

7.4 Kinematické d̊usledky Lorentzovy transformace

Dilatace času
Ukazuje se, že délka časového intervalu mezi dvěma událostmi záviśı

v relativistické mechanice na souřadném systému, ve kterém ji měř́ıme.
Uvažme tedy opět dva souřadné systémy S a S 1 a proved’me následuj́ıćı
myšlenkový pokus. Se soustavou S 1 je pevně spojen zdroj světla a zrcadlo
(obr. ia). V soustavě S označ́ıme jako událost 1 vysláńı světelného pulsu
směrem k zrcadlu a jako událost 2 př́ıjem odraženého pulsu.

Čas obou událost́ı měř́ıme stejnými hodinami a mezi oběma událostmi
uběhne v soustavě S 1 tzv. vlastńı časový interval

∆t0 � ∆t1 �
2D

c
(7.8)

V systému S měř́ıme čas události 1 a 2 r̊uznými hodinami, protože k nim
docháźı v r̊uzných mı́stech prostoru (obr. ib). Dostaneme přitom

∆t �
2L

c
(7.9)

L2
� p

1

2
v∆tq2 �D2 (7.10)
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D
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v∆t

(b) pozorováńı v soustavě S

Obrázek i: Dilatace času

Dosad́ıme-li ze (7.8) a (7.9) za D a L do (7.10), dostaneme

1

4
c2∆t2 �

1

4
v2∆t2 �

1

4
c2∆t2 (7.11)

∆t �
∆t1b
1� v2

c2

� γ∆t0

kde γ � 1{
b
1� v2

c2
je tzv. Lorentz̊uv faktor. Protože γ ¡ 1, je zřejmě

∆t ¡ ∆t0. Vlastńı časový interval je tak kratš́ı, než časový interval měřený
r̊uznými hodinami v jiném inerciálńım systému. Tento jev označujeme jako
dilataci času. Vztah (7.11) plyne př́ımo ze vztahu (7.6) uváž́ıme-li, že
∆x1 � 0.
Kontrakce délek

Uvažujme opět dva souřadné systémy S a S 1. Se souřadným systémem
S 1 necht’ je pevně spojena tyč lež́ıćı ve směru osy x (obr. ii). V systému S 1

je tyč v klidu a jej́ı délka bude

∆x1 � x12 � x11 � L0 (7.12)

což je tzv. vlastńı délka. Vzhledem k systému S se tyč pohybuje a jej́ı
délku je třeba stanovit jako rozd́ıl prostorových souřadnic koncových bod̊u
tyče v tomtéž okamžiku. Ze vztahu (7.7) dostaneme s uvážeńım ∆t � 0

∆x1 �
∆xb
1� v2

c2

� L0 (7.13)
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Obrázek ii: Kontrakce délek. a) měřeńı délky v soustavě S 1, b) měřeńı
délky v soustavě S, v̊uči které se tyč pohybuje.

Označ́ıme-li ∆x � L, bude

L � L0



1�

v2

c2
�
L0

γ
(7.14)

Délka pohybuj́ıćı se tyče je tak menš́ı, než vlastńı délka tyče L0. Tento
jev nazýváme kontrakćı délky.
Transformace rychlosti (skládáńı rychlosti)

Uvažujme opět souřadné systémy S a S 1 a těleso, které se pohybuje
rychlost́ı ~u v̊uči soustavě S a rychlosti ~u1 v̊uči soustavě S 1. Plat́ı

ux �
dx

dt

uy �
dy

dt

uz �
dz

dt

(7.15)

resp.

u1x �
dx1

dt

u1y �
dy1

dt

u1z �
dz1

dt

(7.16)

Dosad́ıme sem z transformačńıch vztah̊u, které plat́ı i pro elementy
dx, dy, atd. a máme
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ux �

dx1�vdt1b
1� v2

c2

dt1� v

c2
dx1b

1� v2

c2

�
dx1 � vdt1

dt1 � v
c2
dx1

.
1
dt1

1
dt1

�

dx1

dt1
� v

1� v
c2

dx1

dt1

�
u1x � v

1� vu1
x

c2

(7.17)

obdobně dostaneme

u1x �
ux � v

1� vux
c2

uy �
uy1.

b
1� v2

c2

1� vu1
x

c2

u1y �
uy.

b
1� v2

c2

1� vux
c2

a vztahy pro uz a u
1
z jsou obdobné jako pro uy a u

1
y.

Poznámka: pro malé rychlosti lze členy
vux
c2
, vu

1
x

c2
a v2

c2
zanedbat proti 1 a vztahy (7.17) přejdou v klasickou trans-

formaci rychlosti.

7.5 Relativistická dynamika

Zákon zachováńı hybnosti a energie v izolovaných systémech při popisu
v libovolné inerciálńı soustavě souřadné (I. postulát) vede k relativistické
modifikaci těchto veličin.

Uvažujme opět souřadné soustavy S a S 1. Se soustavou S 1 je spjato těleso,
které má hmotnost m0, tzv. klidovou hmotnost. Bez d̊ukazu uvedeme, že
hmotnost tohoto tělesa měřená v soustavě S bude

m �
m0b
1� v2

c2

� γm0 ¡ m0 (7.18)

kde m je tzv. relativistická hmotnost větš́ı než hmotnost klidová. Rela-
tivistická hybnost tělesa (vzhledem k soustavě S) je pak definována vzta-
hem

~p �
m0b
1� v2

c2

~v (7.19)

Ze vztahu 7.19 můžeme časovou derivaćı vypoč́ıtat śılu
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~F �
d~p

dt
�

d

dt

m0~vb
1� v2

c2

(7.20)

Ze vztah̊u (7.18) a (7.19) je zřejmé, že m a p by dosáhly nekonečně
velkých hodnot v př́ıpadě v � c. Nekonečně velká hodnota hybnosti nemůže
však být d̊usledkem p̊usobeńı konečné śıly v konečném čase. Odtud plyne,
že tělesa s nenulovou klidovou hmotnost́ı nemohou dosáhnout rychlosti
světla.

Relativistickou kinetickou energii źıskáme jako dráhový integrál śıly

Ek �

v»
v�0

~F � d~r �

v»
v�0

dp

dt
dx �

v»
v�0

dp

drv drvdtdx � v»
0

dp

drvrvdrv (7.21)

kde jsme pro jednoduchost ztotožnili směr rychlosti ~v s osou x a inte-
gračńı proměnnou označili ṽ. Ze vztahu (7.19) plyne

dp

dv
�

d

dv

m0b
1
v2
�

1
c2

�
m0

v3
b

1
v2
�

1
c2

3
�

m0b
1� v2

c2

3
(7.22)

a po dosazeńı do (7.21) máme

Ek �

v»
0

m0ṽdṽb
1� ṽ2

c2

3
�

�
m0c

2b
1� ṽ2

c2

�v
0

�
m0c

2b
1� v2

c2

�m0c
2 (7.23)

Druhý člen v (7.23) představuje rychlostně nezávislou konstantu, kterou
nazýváme klidovou energíı. Součet klidové a kinetické energie má význam
celkové relativistické energie

E � Ek �m0c
2
�

m0b
1� v2

c2

c2 � mc2 (7.24)

což je všeobecně známý princip ekvivalence hmoty a energie.
Poznámka: Doppler̊uv princip probraný v předchoźı kapitole plat́ı i pro
světlo či elektromagnetické vlněńı obecně, je však třeba uvážit 2. postulát,
tedy že se š́ı̌ŕı ve všech inerciálńıch systémech ve vakuu stejnou rychlost́ı c
a nepotřebuje ke svému š́ı̌reńı hmotné prostřed́ı. I největš́ı známé rychlosti
nebeských těles jsou však malé ve srovnáńı s rychlost́ı světla, tedy w

c
nebo

u
c
! 1 a pak vzorce (6.45) a (6.46) vedou ke stejnému výsledku. Je totiž

z (6.45)
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vz

z
�

c

c� w
�
cpc� wq

c2 � w2
�
cpc� wq

c2
�
c� w

c
(7.25)

což odpov́ıdá vztahu (6.47) modifikovanému pro přibližováńı pozorovatele
ke klidnému zdroji. Prakticky lze tedy zjǐst’ovat jen relativńı pohyby nebeských
těles vzhledem k Zemi.

158


