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Predmluva

Tato udebnice kvantové mechaniky vznikla na zikladé prednasky Uvod do kvan-
tové mechaniky, konané autorem v rozsahu dvou hodin pfednasek a dvou hodin
cvideni tydné na Matematicko-fyzikdlni fakulté Univerzity Karlovy v Praze. Vzhle-
dem k tvodnimu charakteru tohoto textu jsem se snaZil o uplnost vykladu a sro-
zumitelnost na urovni vhodné pro &tendfe, ktefi se s kvantovou mechanikou dosud
nesetkali, maji vak jiZ uréité neptilis rozsahlé znalosti z klasické fyziky. Diky tomu
mbZe tuto udebnici pouZivat pomérné Siroky okruh zdjemct z okruhu studenth
vysokych gkol, doktorandt, védeckych pracovnikii i dalsich zajemch o kvantovou
mechaniku. V souladu s jejim ndzvem jsem se v této knize omezil na vyklad hlavnich
principti kvantové mechaniky, souvislosti kvantové a klasické mechaniky a ilustraci
teorie na jednoduchych problémech. Vyklad konél vypoctem atomu vodiku, Gvo-
dem do relativistické kvantové mechaniky a stru¢nou diskusi nékterych obecnéjsich
otézek souvisejicich s interpretaci kvantové mechaniky a jejimi modernimi aplika-
cemi. Kapitoly, které lze pfi prvnim &teni vynechat, jsou oznaceny hvézdickou.

Vzhledem k relativni obtiZnosti kvantové mechaniky a nezbytnosti jejiho pro-
cvideni na prikladech jsem do zvlaStni kapitoly zafadil pomérné velké mnoZstvi
fesenych piikladt, jejichZ fazeni pfiblizné odpovidd vykladu v hlavnim textu. Pfi-
klady nejen ilustruji vyklad hlavniho textu na feseni konkrétnich problémi, ale
¢asto ho i dale rozvijeji. Vybrané fyzikalni konstanty nezbytné pro feseni prikladii
jsou uvedeny v zévéru knihy.

Nékteré dopliiujici partie pfevazné matematického charakteru lze najit v do-
datcich. Knihu mohou proto pouZivat i matematicky méné erudovani Ctenafi.

Seznam literatury je pomérné obsahly a obsahuje i odkazy na ptvodni préace
zakladatelll kvantové mechaniky.

Recenzenttim RNDr. V. Kapsovi, CSc., a doc. RNDr. J. Klimovi, CSec., dékuji
za kritické pfecteni rukopisu a éetné podnéty, kterymi pomohli k vylepSeni textu.
Kolegové RNDr. O. Bilek, Mgr. J. Kralik, Mgr. T. Novék a Mgr. V. Tichy pfispéli
dalsimi cennymi pfipominkami. Mgr. Z. Moravek, Ph.D., si zaslouzi podékovani
za nakresleni vétSiny obrazkd. Obrazek na obélce je ze skenovaciho tunelového
mikroskopu na Matematicko-fyzikalni fakult¢ UK (atomy na (111) povrchu mono-
krystalu kfemiku, zobrazend oblast m4 velikost 21 nm x 21 nm). Jeho autory jsou
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doc. RNDr. I. Ostadal, CSc., doc. RNDr. P. Sobotik, CSc., a Mgr. P. Kocin, Ph.D.
Studenttm druhého roéniku fyziky na Matematicko-fyzikalni fakulté UK v letech
2001-2004 dekuji za pomoc s odstrafiovinim chyb v rukopise a pfipravou nékterjch
prikladt a obrazk.

Dé&kuji rovnéZz Ediéni radé Akademie véd Ceské republiky, ktera rozhodla o fi-
nanénim pfispévku AV CR na vydani této ucebnice. Tento finanéni pi{spévek umoz-
nil vyrazné sniZeni ceny vytisku.

Na zavér dekuji vedouci redakce ptirodnich a technickych véd nakladatelstvi
Academia Ing. Jitce Zykénové i ostatnim ¢lentim redakce za vzornou spolupraci pii
pfipravé této knihy do tisku.

V Praze dne 19. tinora 2005
Lubomir Skila



Kapitola 1

Vznik kvantové mechaniky

All science is either physics or stamp collecting.
Ernest Rutherford

1.1 Historicky prehled

Na konci 19. stoleti se fada fyzikti domnivala, Ze pomoci tehdy zndmych zédkont
lze objasnit vSechny fyzikalni déjel.

Popis fyzikalnich d&ja se v 19. stoleti délil na dvé velké skupiny. Na jedné strané
byl pomoci rovnic klasické mechaniky popisovdn pohyb &astic. Na strané druhé se
popis fyzikalnich d&j& zaméfoval na vlny, at uz to bylo v mechanice kontinua, teorii
kmitt strun, optice & teorii elektromagnetickych vin (Maxwellovy rovnice, 1861).
Tyto dvé charakteristiky hmoty, jeji ¢asticové a vlnové vlastnosti, se zdaly byt
navzajem neslucitelné. Nésledujici vyvoj viak ukdzal, Ze tomu tak neni.

Jak dnes vime, jednim z charakteristickych ryst mikrosvéta je diskrétnost hod-
not fyzikalnich veli¢in neboli jejich kvantovani. Tyto vlastnosti se projevovaly uz
tehdy napfiklad v chemii, kde se pfedpoklddala existence zédkladnich kament hmoty
— atomi (diskrétnost hmoty). Pojem atomu pochéz jiz ze starovéku od Démokrita
a vznikl na zékladé filozofické spekulace — myslenky, Ze se veskerd hmota skldda
ze stejnych drobnych &astic — atomi. Periodickd soustava prvka byla v 19. stoleti
sestavena na zékladé empirickych fakt®, nebyla vSak teoreticky objasnéna. DalSim
projevem kvantovani byla ¢arova spektra celé fady atomt a molekul (napiiklad Bal-
merova série atomu vodiku, 1885), kterd ukazovala na diskrétnost energie v téchto
systémech, z teoretického hlediska viak byla zdhadou.

V devadeséatych letech 19. stoleti se pak zadaly objevovat dalsi jevy, které se
nedaly vysvétlit v ramci klasické fyziky (viz také [14] nebo [57]) a které souvisi

1Ve fyzikalni ¢asti katalogu University of Chicago na rok 1898,/1899 Albert Michelson napsal:
It seems probable that most of the grand underlying principles have been firmly established and
that further advances are to be sought chiefly in the rigorous application of these principles to all
the phenomena which come under our notice.*
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s dé&ji, které se odehravaji uvnitf atomt. Jako p¥iklad uvedme Réntgenovo zaieni
(1895), radioaktivitu (Becquerel, 1896) a objev elektronu (Thomson, 1897).

Soucasné s témito objevy doslo i k prudkému rozvoji experimentalnich technik.
Jako piiklad uvadime difrakci Rontgenova zafeni (Laue, 1912), jejiZ pomoci lze
ziskat Lauetv difrakéni diagram, z néhoZ pak lze uréit rozloZeni atomt v krysta-
lové mfiiZce. Dalsim piikladem je mlZnd komora (Wilson 1912), pfistroj pouzivany
ke sledovani trajektorii ionizovanych ¢astic. Podobné ionizaéni Geigertiv—Miillertv
pocita¢ (Geiger, 1913) zaznamenéva dopad &astic na detektor. Postupné se tak
zaCala objevovat fada experimentélnich poznatkil, o nichZ nikdo nevédél, jak je
vysvétlit (atomové a molekulovd spektra, viskozita, elasticita, elektrickd a tepelna
vodivost, index lomu aj.).

Tato tzv. krize klasické fyziky se zadala je$té jasnéji projevovat zadatkem 20.
stoleti. Jak zndmo, pti pokusech objasnit spektrum absolutné &erného télesa, kde
klasicka fyzika zcela selhala, doSel Planck v roce 1900 k z4véru, %e pozorované
spektrum lze objasnit pouze za predpokladu, Ze absolutné derné t&leso a elektro-
magnetické zafeni, s nimZ je v rovnovaze, si vyménuji energii v jakychsi davkach &
kvantech, kterd jsou rovna hv

E=hy =hw. (1.1)

Zde h ~ 6,626 x 1073 Js je Planckova konstanta, & = h/(27) ~ 1,054 x 1034 Js
je odvozena Planckova konstanta Sasto pouZivand v kvantové fyzice, v je frekvence
elektromagnetického zafeni a w = 27 je odpovidajici kruhova frekvence. Tento
poznatek opét naznaduje, Ze elektromagnetické zafeni méa kromé& vlnovych vlast-
nosti i vlastnosti ¢asticové (korpuskuldrni). Zminéna kvanta elektromagnetického
zéfeni se nazyvaji fotony. Dnes je zndmo, Ze i zafeni kosmického pozadi o teploté
2,7 K splituje rozdé&lovaci zékon, nalezeny Planckem.

Dalsim vyznamnym krokem byla teorie fotoefektu (Einstein, 1905), pii kterém
se piedava energie fotonu elektronu v pevné latce. Tento efekt se podafilo Einstei-
novi objasnit, kdyZ predpoklddal, Ze dopadajici foton mé energii danou vztahem
(1.1). Pozdéji byl zaveden i vatah pro impulz fotonu

p = hk, (1.2)

kde k je vlnovy vektor dopadajiciho elektromagnetického zéfeni o velikosti & =
27/ a A je vlnové délka souvisejici s frekvenci v vztahem Av = ¢, kde ¢ oznaguje
rychlost svétla. Vidime, Ze kvantu elektromagnetického vinéni se kromé energie
hw piipisuje i hybnost (impulz) Ak, tj. daldi korpuskuldrni vlastnost. Za teorii
fotoefektu dostal Einstein Nobelovu cenu (1921). Daldim vyznamnym pfispévkem
Einsteina k této problematice byla jeho teorie mérnjch tepel (Einstein, 1907). Vyu-
zitim pfedpokladu, Ze energie kmitt krystald je ndsobkem fiw, se Einsteinovi poda-
filo objasnit nizkoteplotni chovani mérnych tepel, které je ve sporu s ekviparti¢nim
teorémem, znamym z termodynamiky a statistické fyziky.

Pojem atomu dostal svou védeckou podobu uZ zadatkem 19. stoleti, a to zaslu-
hou chemie. Ve fyzice se zacalo uvazovat o vnitini struktufe atomi aZ na pfelomu
20. stoleti. VSe ukazovalo na to, Ze atomy jsou slozené elektrodynamické soustavy
a Ze jejich stavebnimi kameny jsou nabité &astice.
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Thomsontiv model atomu z konce 19. stoleti pfedpokladal, Ze kladny néboj je
v atomu spojité rozprostfen v kouli o uréitém poloméru a v tomto kladném néboji
se pohybuji tehdy jiZ zndmé elektrony. Vyznamnym krokem k dalsimu pochopeni
struktury atomi byly experimenty Rutherforda (1911), pfi kterych byl zkoumdan
rozptyl &astic o na atomech. Ukézalo se, Ze experimentélni vysledky lze objasnit
jeding za piedpokladu, Ze cely kladny néboj je soustiedén v bodovém jadru atomu.
To vedlo k tzv. planetdrnimu modelu atomu, neumoziovalo to vSak objasnit sta-
bilitu atomt. Podle klasické fyziky museji elektrony obihajici jadro kvali svému
nenulovému zrychleni vyzafovat elektromagnetické zafeni a ztracet energii. Za po-
mérné kratkou dobu, fadové ps, by tak muselo dojit k vyzafeni energie elektront
a kolapsu atomti. To se nepozoruje a atomy a molekuly jsou v zékladnim stavu
stabilni. Je zfejmé, Ze klasicka fyzika v piipadé atomi a molekul zcela selhdva.

Uréity pokrok v tomto sméru znamenala Bohrova kvantova teorie (1913). Podle
Bohrovy teorie je tieba z pohybi &astice moznych podle klasické fyziky vybrat jen
pohyby splitujici Wilsonovu-Sommerfeldovu kvantovaci podminku (Wilson, 1915)

fpdry:nh, n=123..., (1.3)

kde p a q jsou kanonicky sdruzeny impulz (hybnost) a soufadnice. Integrace se
zde provadi pies cyklicky pohyb ve fazovém prostoru. V piipadé vice nez jednoho
stupng volnosti se tato podminka aplikuje na kazdy stupefi volnosti zvlast. Druhym
predpokladem v Bohrovs teorii je, Ze takto vybrané trajektorie jsou stabilni stacio-
narni stavy, ve kterych nedochézi k vyse zminénému kolapsu?. T¥etim postulatem
je vzorec, podle kterého se pocitd frekvence wmn vyzdfeného & absorbovaného
elektromagnetického zareni

IEm - Enl

z , (1.4)

Wmn =

kde E,, a E, jsou energie vychoziho a kone¢ného stavu pfi uvazovaném prechodu.
Tento vzorec vyjadiuje zdkon zachovani energie. Pro atom vodiku dostal Bohr

2Bohr ptivodné zformuloval své postulaty takto [N. Bohr, Philosophical Magazine 26 (1913),
1]:
(1) That the dynamical equilibrium of the systems in the stationary states can be discussed by
help of the ordinary mechanics, while the passing of the systems between different stationary
states can not be treat on that basis.
(2) That the latter process is followed by the emission of a homogenous radiation, for which the
relation between the frequency and the amount of energy emitted is the one given by Planck's
theory.
Pozd&ji upfesnil prvni postulat nasledujicim zpisobem [N. Bohr, On the application of quantum
theory to the structure of atoms. Part. I: The fundamental postulates. Supplement of the Procee-
dings of the Cambridge Philosophical Society, 1924. Pfelozeno z Zeitschrift fiir Physik 13 (1923),
117): (1) The first postulate of the quantum theory for an isolated atomic system states that,
among the kinematically conceivable relative motions of the particles of the atom, there exist cer-
tain states, the so—called stationary states, which are distinguished by a peculiar stability, shown
by the fact, that every permanent change in the motion of the isolated system must consist in
a complete transition from the original to another of these stationary states.
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energie

1
—Ry, n=1,2,3,..., (1.5)

E,=—

kde 1 Ry ~ 2,1799 x 10718 J = 13,605 eV je jeden Rydberg. Tento vysledek je
v souladu s tzv. Ritzovym kombinacnim principem?®, podle ného# lze spektrosko-
picky pozorované absorpéni ¢i emisni frekvence atom@i popsat pomoci vzorce

Vmn = cR (_1—2‘ - %) ) (16)

m n

kde ¢ je rychlost svétla, R je Rydbergova konstanta a m a n jsou pfirozena ¢&isla.
Existence energetickych hladin elektroni v atomech byla pozdéji potvrzena ex-
perimenty Francka a Hertze. ZjednoduSen4 myslenka téchto experimentt spodiva
v tom, Ze svazek elektront zndmé energie piechézi ptres zfedény plyn. Po priichodu
plynem pak maji nékteré elektrony jinou energii, ale zména energie je diskrétni.
Bohuzel, Bohrova teorie zcela selhala u systémt sloZit&jsich, nez je atom vodiku
nebo vodiku podobny ion s jedinym elektronem.

Comptontiv jev (1922), pfi ném? byl zkoumdan rozptyl Réntgenovych paprski na
elektronech, byl diikazem realné existence kvant elektromagnetického pole s energi
E = hw a impulzem p = E/c = hw/c. Comptontv jev se lisi od fotoelektrického
Jjevu tim, Ze foton odevzdéava energii elektronu jen ¢astedns.

V roce 1925 Uhlenbeck a Goudsmit objevili spin elektronu, pozoruhodnou vlast-
nost, kterd nemd klasickou analogii, hraje v8ak vyznamnou roli pii objasnéni sta-
bility hmoty (souvisi s tzv. Pauliho vylu¢ovacim principem).

Neuspokojivé situace s Bohrovou teorii pfetrvavala aZ do roku 1925, kdy Hei-
senberg béhem pobytu na ostrové Helgolandu vymyslel teorii, ktera se stala znamou
jako maticovd kvantovd mechanika [51]. Jeho myslenkovy postup lze popsat zhruba
takto: Diskrétni stavy v atomech jsou, jak je vidét z piedchézejictho vykladu, ¢is-
lovany jednim indexem m. P¥i procesech, kdy dochézi k pfechodiéim mezi témito
stavy, je tieba, jako v pfipadé vy,,, pouzit dva indexy. To naznacuje, Ze zobecnéné
soufadnice p a g z klasické mechaniky je tfeba v kvantové mechanice nahradit ma-
ticemi s maticovymi elementy p,,n & ¢mn. To znamend, Ze napi. energie dana pro
klasicky jednorozmérny konzervativni systém Hamiltonovou funkci

oy
H= S +V, (1.7)

kde V' je potenciélni energie a mg hmotnost, se v Heisenbergové kvantové mechanice
stane matici nekone¢ného fadu

2
Hmn = (_p‘zln' + ‘/mn- (18)
277’),0

3Pavodné byl tento princip zformulovin takto: Jestlize mame dvé rtzné frekvence néalezejici
ke stejné sérii, tak atom miZe vyzafovat i jejich rozdil, tato frekvence viak patii k jiné sérii.
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Nasobeni matic neni na rozdil od funkci pouZivanych v klasické fyzice komuta-
tivni (pro matice obecn& neplati gp = pq). Heisenberg ukazal, Ze kvantova obdoba
klasické Poissonovy zavorky je umérnd komutétoru (g, p] matic ¢ a p

lg:p] = qp — pg, (1.9)

a poZadoval, aby ztistaly zachovany formaélni vlastnosti klasickych Poissonovych
zévorek i v kvantové mechanice. Tak se Heisenberg (1925) dostal k pfedpokladu

qp — pq = i konst, (1.10)

kde konst je konstanta a g a p jsou matice. ReSenim problému linedrniho har-
monického oscildtoru (Born a Jordan, 1925) [19] a atomu vodiku (Pauli, 1926)
a pozadavkem, aby se vysledky shodovaly s jiZ zndmymi teoretickymi a experimen-
talnimi vysledky, lze ukazat, Ze konst = h. Staciondrni energie urcoval Heisenberg
tak, Ze pomoci vhodné transformace pievedl matici H do diagonalniho tvaru. Cisla
na diagondle této matice (tzv. vlastni &isla) pak uddvaji energie jednotlivych staci-
onarnich stavii. P¥i pfechodu mezi t&mito staciondrnimi stavy dochazi k absorpci
¢i emisi kvanta svétla s frekvenci podle rovnice (1.4).

Nedostatkem Heisenbergovy maticové formulace kvantové mechaniky je znaéné
obtiZnost hledani transformaci pfevadéjicich matice nekonecného fddu na diago-
nalni tvar. Tento problém byl pfekonan s pomoci tzv. vinové kvantové mechaniky
navrzené Schrodingerem.

V roce 1924 ptigel de Broglie se zajimavou myslenkou, Ze korpuskuldrné-vlnové
vlastnosti a vztahy (1.1) a (1.2) dosud pouZivané pro elektromagnetické zafeni lze
pfenést i na volny elektron. Tato myslenka byla skvéle potvrzena pfi experimen-
talnim studiu rozptylu elektront na krystalech niklu (Davisson a Germer, 1926).
Nebylo samoziejmé piili§ jasné, jaky je vyznam frekvence w, vlnového vektoru k ¢i
vlnové délky A pro elektron, nicméné to znamenalo korpuskuldrné-vinovy piistup
jak k fotonu, tak i k dalsi &astici, elektronu.

Této myslenky, za kterou dostal de Broglie v roce 1929 Nobelovu cenu, se chopil
Schrodinger a zavedl obecngji i pro elektron v potencidlovém poli tzv. vinovou
funkci, pro niz odvodil pohybovou rovnici, kterd od té doby nese jeho jméno (1926,
[82]). V sérii ¢lankt pak nalezl nejen feSeni této rovnice pro nékolik zdkladnich
aloh kvantové mechaniky jako je atom vodiku nebo Zeemaniv a Starkiv jev, ale
ukazal i ekvivalenci maticové a vlnové kvantové mechaniky (1926). Schrédingerova
formulace kvantové mechaniky (nékdy se pouZivd i ndzev vlnovd mechanika) se
ukéazala z hlediska feSeni praktickych tloh vhodné&jsi neZ Heisenbergova formulace
a aZ na nékteré vyjimky, napf. kdyZ jsou pfisluiné matice kone¢ného fadu, je dnes
vieobecné pouzivana k FeSeni kvantovémechanickych problémd.

Problémem Schrédingerovy teorie ztistavala interpretace vlnové funkce. Tato
otdzka byla vyfeSena Bornem v roce 1926, ktery zavedl tzv. pravdépodobnosini
interpretaci kvantové mechaniky. PFestoZe se o této i dalsich otazkéach dodnes vedou
diskuse, tato interpretace je dnes vSeobecné pfijata.

Kvantovani elektromagnetického pole, tj. pole s nekoneénym poétem stupiit vol-
nosti, bylo provedeno Diracem (1927). RovnéZz v roce 1927 zavedl Pauli do vinové
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rovnice spin, objeveny Uhlenbeckem a Goudsmitem. Obecnou formulaci kvantové
mechaniky bez ohledu na jeji konkrétni matematickou reprezentaci zavedl Dirac
v roce 1930. Rovnéz Dirac nalezl relativistickou rovnici pro elektron objasiiujici
existenci spinu a pfedpovédél existenci pozitronu (1928), pozdgji objeveného An-
dersonem a Neddermeyerem v kosmickém zafeni (1933). Nasledovaly dalsi zajimavé
kroky v rozvoji a aplikacich kvantové teorie, které vSak nevyboéuji zasadnim zpt-
sobem z nastinéného pfistupu a pfesahuji rdmec tohoto tivodu. Proto se zde jimi
nebudeme zabjyvat a odkazujeme &tenafe na jiné udebnice kvantové teorie, napt.
(16, 24, 28, 37, 38, 39, 40, 76].

Navzdory vyznamnému pokroku v nésledujicich letech, kdy byly mnohé otézky
objasnény, diskuse o interpretaci kvantové mechaniky pokracuje a7 do dnesnich
dnt (podrobnéji viz kap. 19).

1.2 Meéfeni a pravdépodobnosti

V souvislosti s kvantovanim fyzikalnich veli¢in se v kvantové mechanice objevuje
i pojem pravdépodobnosti, Ze ur¢itd hodnota fyzikalni veli¢iny bude pfi konkrét-
nim méfeni naméfena. P¥edpokladame-li, Ze pfi méfeni miZzeme dostat nékolik riz-
nych vysledkd, a predpoklddame-li, Ze jednotlivd méfeni jsou navzajem nezvisla,
Jje zavedeni pravdépodobnosti naméfeni uréitého vysledku pti opakovanych mno-
honésobnych méfenich obvyklym postupem zndmym z teorie pravdépodobnosti.
Zvlastnosti kvantové fyziky je to, Ze ve shodé s experimentem ptedpokladé, e p¥i
s¢itani pravdépodobnosti mize dojit za uréitych podminek k interferenénim jeviim
podobné jako napf. v optice v Youngové pokusu s rozptylem svétla.

1.3 Rozptyl na dvojstérbiné

Zndmym experimentem ukazujicim podstatu interference je rozptyl monochroma-
tického svétla na dvojstérbiné (tj. dvou paralelnich $térbinach). Pokud by na dvoj-
Stérbinu dopadal tok klasickych ¢astic, intenzita z&ernani stinitka pii obou otevie-
nych $térbinich by se rovnala souétu intenzit, které bychom dostali pfi otevieni
pouze prvni ¢i druhé §térbiny

Lo =1 + I>. (1.11)
V pfipadé svétla (Youngtv pokus) dochézi k interferenci, kterou lze popsat tak, Ze
se s¢itaji intenzity elektrického pole od obou $térbin

Ep; =E; + E,. (1.12)

Z&ernan{ stinitka je tmérné kvadratu velikosti odpovidajici intenzity pole, a proto
v Youngové pokusu dostédvame (viz obr. 1.2)

Lo #1L + 1. (1.13)

Diky interferenci mtZe byt intenzita zéernani v urc¢itém misté pfi otevieni obou
§térbin niZ$i neZ p¥i otevieni jediné stérbiny.
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Budeme-li nyni sniZovat intenzitu dopadajictho svétla aZ do okamzZiku, kdy
svétlo dopada v jednotlivych kvantech (fotonech), dojde pf¥i dopadu jednotlivych
fotontl na stinitko ke z&ernani jednotlivych bodt stinitka. Nicméné, pokud nechame
takovyto experiment probihat dostateéné dlouho, zaénou jednotlivé body opét vy-
tvaret stejny interferenéni obrazec jako pfi velké intenzité svétla. Pozoruhodné na
tomto experimentu je to, Ze i jednotlivé fotony reaguji na existenci dvou otevienych
§térbin stejné jako monochromaticka vina.

Analogicky experiment lze provést nejen s fotony, ale i s dalsimi ¢asticemi, napf.
neutrony (viz napt. [96]). Podle klasické fyziky takové chovani neni mozné, nebot
projde-li &astice jednou 3térbinou, neméla by mit na ni existence druhé Stérbiny
zadny vliv. Toto chovani souvisi zfejmé s vinovym charakterem pohybu &éstic,
ktery v klasické fyzice neni zahrnut.

Chceme-li popsat tuto kvantovémechanickou interferenci, miZzeme kazdé ¢astici
v uvedeném experimentu pfifadit tzv. vinovou funkci ¢(x,t), pfiCemz v analogii

Obrazek 1.2: Rozptyl svétla na dvojstérbing. Svétlo dopadé shora na dvojstérbinu, pro-
chazi ji a dopad4 na spodni stinitko, na kterém vytvaii interferenéni obrazec s intenzitou
svétla naznacenou v obrazku. U horniho obrazku je vzdalenost Stérbin mala, u spodniho
je nejvétsi.
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s optikou bude hustota pravdépodobnosti nalezeni &astice v misté z v ase t pfi
opakovanych méfenich rovna

plz,t) = |¢(I,t)12, (1.14)

kde z udava vzdalenost od roviny symetrie leZici uprostfed mezi §térbinami. Vzhle-
dem k pravdépodobnostni interpretaci vinové funkce pfitom musi zfejmé platit
rovnice o

/ l(z, t)> de =1, (1.15)

T=-—00

ktera vyjadfuje skuteénost, Ze nékam na stinitko ¢astice urcité dopadne (tzv. nor-
movaci podminka). Tuto pravdépodobnostni interpretaci vinové funkce, kterd se
pouZziva pro popis mikrosvéta, zavedl Born [18]. Pokud bychom zavedli pravdépo-
dobnosti p; a p zerndni urditého mista stinitka pfi oteviené prvni, resp. druhé
§térbiné, pak pravdépodobnost zfernani pii obou otevienych stérbinich se nerovna
souétu pravdépodobnosti p; a ps

P12 # p1+ P2 (1.16)

V nékterych mistech se dokonce miZe stét i to, Ze pja = 0, pfestoze p; # 0 a py #
0. To souvisi s tim, Ze na rozdil od klasického pohybu é&astic se prichod jednou
¢i druhou $térbinou v mikrosvété navzajem nevyluduji a projevuje se zde vinovy
charakter pohybu &istic. U mikro¢éstic proto miizeme o&ekdvat jiné chovani, neZ
na jaké jsme zvykli v klasickém svéts.

1.4 Kvantovani

Jak uz jsme uvedli vySe, zdsluhou de Broglieho byly vztahy

(L17)
(1.18)

pfeneseny z fotonu i na elektron a pozd§ji i na dalsi éastice. V souvislosti s timto
pfedpokladem lze volny elektron popsat vinovou funkci ve tvaru rovinné viny

P(r,t) = eilkr—wt), (1.19)

kde vyraz kr znamend skaldrni sou¢in vektorti k a r. Je zfejmé, %e odpovidajic
hustota pravdépodobnosti 1|2 = 1 je stejnd v libovolném bodu prostoru, nelze ji
vSak normovat vztahem [ |¢|>?dV = 1, kde integrace probiha pies cely prostor.
Takové vinové funkce se normuji jinym zpsobem (viz kap. 4.2-4.3).

Nyni si poloZme otdzku, jak lze z matematického hlediska objasnit kvantovani
fyzikalnich veli¢in. Pokud ¢astice neni volna, ale jeji pohyb v prostoru je ndjakym
zptisobem omezen (napf. pohyb elektronu v coulombovském poli jadra atomu), tak
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mus{ spliiovat uréité hraniéni podminky. Napfiklad pfi ob&hu okolo jadra o thel
¢ = 27 ve sférickych soufadnicich, tj. pfi ndvratu do fyzikalné ekvivalentniho mista,
se nesmi hustota pravdépodobnosti zménit. Jinym p¥ikladem mohou byt tzv. vdzané
stavy v atomu vodiku, kdy hustota pravddpodobnosti nalézt elektron nekonecné
daleko od jadra je rovna nule. Ukazuje se, Ze ne kazda funkce, kterd je reSenim
Schrodingerovy rovnice, spliiuje takové hrani¢ni podminky. Tim dochézi k vybéru
moznych vlnovych funkci a nasledné rovnéz k vybéru moznjych hodnot fyzikalnich
veli¢in, jako je napiiklad energie. Kvantovani tedy vznikd v dasledku hrani¢nich
podminek aplikovanjch na hustotu pravdépodobnosti, resp. vlnovou funkei.

Ve vyse uvedenych kvantovémechanickych interferenénich jevech hraje podstat-
nou roli velikost Planckovy konstanty h =~ 6,626x10734 Js. Ze vztahup = hk = h/X
platného pro volnou &astici vyplyva pro de Broglieovu vinovou délku

A= (1.20)

Pro makroskopickou &astici o hmotnosti m = 1 kg s rychlosti v = 1 m s™! do-
stdvame A ~ 10733 m. Uvedené interferenéni jevy se v tomto ptipadé odehrévaji
na tak malych charakteristickych rozmérech, Ze je nelze experimentdlné pozoro-
vat a lze pouZivat klasickou mechaniku. Naproti tomu pro elektron o hmotnosti
m &~ 9,109 x 1073 kg a v = 108 m s~! (elektron v atomu) dostaneme A ~ 10~°
m, co¥ je srovnatelné s velikosti atomu. U atomi je proto nutné pouzivat misto
klasické mechaniky mechaniku kvantovou.

V souvislosti s uvedenymi jevy byla ve dvacatych letech minulého stoleti zfor-
mulovédna podstata tzv. korpuskuldrné-vinového dualizmu: Castice v mikrosvété
maji obecné jak &asticové, tak vinové vlastnosti. Nékdy se projevuji vice ¢asticové,
jindy vlnové vlastnosti. Obecn& nelze &asticové a vlnové chovani oddélit.

1.5 Nastin zavedeni necasové Schrédingerovy rov-
nice

Science must begin with myths, and with the criticism of myths.
Karl Popper

V tomto odstavci naznadime, jakymi pfibliZnymi Gvahami lze dospét k necasové
" Schrédingerové rovnici (podle [59]). Matematicky presnéjsi postup pochazejici od
Schrodingera je uveden v dodatku D.1.

Schrodinger piedpokladal, Ze i éastice maji vlnovy charakter a Ze na vinu od-

povidajici volné &astici lze, stejné jako v klasické fyzice, pouZit vinovou rovnici?.

4Traduje se, #e kdy# se Debye seznamil s idejemi de Broglieho, poznamenal: ,Viny obvykle
vyhovuji vlnové rovnici. Dalsim krokem by maélo byt nalezeni takové rovnice.“ Tuto poznamku
pry slySel Schrodinger, kterého to inspirovalo k hledani rovnice, nesouci nyni jeho jméno.
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Vyjdeme proto z klasické vinové rovnice pro volnou &4stici

1 62

Dale uvazime, Ze v piipadé volné &astice se v kvantové ani klasické mechanice
neuplatiuji Zddné okrajové podminky. To znamend, Ze nedochézi ke kvantovéni
a ze TeSeni by méla byt v obou pfipadech stejnd. Vezmeme tedy feSeni ve tvaru

P = ellkr—wt) (1.22)
Po dosazeni tohoto FeSeni do vinové rovnice (1.21) dostaneme
2
2, ¥ —
<—k | —) ¥ =0, (1.29)

odkud vyplyvéa zndmy vztah w = ke. S pouZitim tohoto vztahu miZeme vinovou
rovnici pro volnou ¢astici pfepsat do tvaru

(A +E%)y =0. (1.24)
Nyni pfedpokladame, Ze pro volnou éastici plati de Broglietiv vztah
p = Tk, (1.25)
takze dostavame )
<A+—g—2->1/1=0. (1.26)
Tuto rovnici maZeme prepsat do tvaru
52
—ir—n—Aw = Ev, (1.27)
kde )
E= i_m. (1.28)

je energie volné astice s impulzem p. Rovnice (1.27), kterou jsme takto ziskali, je
necasova Schrédingerova rovnice pro volnou éastici.

Necasovou Schrédingerovu rovnici pro ¢astici pohybujici se v 8asové nezavislém
poli s potencidlni energii V lze ziskat tak, Ze v rovnici (1.26) dosadime misto p?
vztah vyplyvajici z klasické fyziky

p’> =2m(E - V). (1.29)

Vysledkem je necasova Schrédingerova rovnice pro astici pohybujici se v poli s po-
tencidlni energii V

hQ
(—%A ¥ v) 4 = Eyp. (1.30)

Je zfejmé, Ze nejde o exaktni odvozeni a Ze platnost takto nalezené rovnice je
tieba ovéfit a porovnat jeji fyzikalni disledky s experimentdlnimi vysledky.



Kapitola 2

Postulaty kvantové
mechaniky

The grand aim of all science is to cover the greatest number of empirical facts by
logical deduction from the smallest possible number of hypotheses or azioms.
Albert Einstein

Zékladni predpoklady kvantové mechaniky, tj. jeji postulaty, lze zformulovat riz-
nymi zpusoby. U nékterych formulaci je kladen vétsi diraz na jejich fyzikalni
obsah, u jinych zase na matematickou presnost. Proto se riizné ucebnice lisi po-
gtem postulatd, jejich vlastni formulaci i jejich matematickou pfesnost{ (viz napt.
(13, 15, 16, 17, 18, 24, 27, 33, 37, 57, 62, 63, 68, 71, 74, 76, 79, 80, 81, 85]). Vzhledem
k tomu, Ze pfi formulaci postulatt nelze oddélit jejich fyzikalni a matematickou ¢ast
a pFitom nam jde o ivod do kvantové mechaniky, pouzijeme zde formulaci, ktera za-
hrnuje z fyzikalniho hlediska v8e podstatné a pfitom neklade pfilis vysoké naroky
na matematickou erudici ¢tendfe. Matematicky orientované zdjemce odkazujeme
napf. na knihy [15, 32, 68, 71, 79].

2.1 Postulat o vinové funkci

If your experiment needs statistics, you ought to have done a better experiment.
Ernest Rutherford

Podle prvniho postuldtu kvantové mechaniky pfedpoklédame, Ze veSkeré infor-
mace o stavu kvantovémechanického systému (¢astice) jsou popsany vl-
novou funkei, coZ je komplexni funkce

1/) = 1/}(1:7 Y, zvt) = 1!’(1" t) (21)

realnych proménnych z, y, z a t (prostorové soufadnice a ¢as). Madme zde tedy
na mysli kvantovou mechaniku jedné &astice ve vnéjsich polich. Zobecnéni na vice
Eastic se provadi tak, Ze se pfedpoklddd, Ze misto na soufadnicich jedné Eastice
a Sase vlinova funkce zavisi na soufadnicich vsech ¢astic a ase. Podobné, mé-li
Eastice néjaky vnitini stupein volnosti (napf. spin), je tfeba odpovidajici sourad-
nici (v tomto p¥ipadé napf. z-ovou komponentu spinu) zafadit mezi vy$e uvedené
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proménné. Uvedeny postulat se proto nesmi chdpat v absolutnim slova smyslu,
ale s ohledem na urdity pocet astic a odpovidajici proménné, které ve fyzikalnim
popisu pouzivame.

Daéle pfedpokladame, Ze kvadrat absolutni hodnoty vlnové funkce udava hustotu
pravdépodobnosti vyskytu astice v misté r a Case ¢

p(r,t) = [(r, ). (22)

Pravdépodobnost nalézt ¢astici v objemovém elementu dV = dzdydz v bodé r
a &ase t je tudiZ rovna!

dp(r,t) = [¢(r,t)]* dV. (2.3)

Tato pravdépodobnostni interpretace kvadratu absolutni hodnoty vlnové funkce je
soudésti tzv. kodariské interpretace kvantové mechaniky [18]. Diky této interpretaci
musi platit normovaci podminka

/[de =1, (2.4)

kde integrace probiha pfes cely prostor. Pokud vlnova funkce tuto podminku ne-
spliluje, je ji tfeba vyndsobit vhodnou konstantou (normovdni vinové funkce). V1-
nové funkce 1 musi byt podle této normovaci podminky kvadraticky integrabilni 2.
Vzhledem ke vztahu (2.2) se nékdy o vlnové funkci hovoii jako o amplitudé prav-
dépodobnosti nebo pfesnéji o amplitudé hustoty pravdépodobnosti.

Zavedeni pravdépodobnostni interpretace vinové funkce mé hluboké disledky.
Nejprve si véimnéme, Ze veli¢ina obdobnd vilnové funkci v klasické mechanice ne-
existuje. Déle je zfejmé, Ze v kvantové mechanice je nutné opustit pojem trajektorie
¢astice popsané funkei r = r(t), tj. jeden ze zdkladnich pojmi klasické mechaniky.
Popis pohybu &astic pomoci jejich trajektorii neni v kvantové mechanice obecné
moZny 3.

Vzhledem k zavedeni pravdépodobnosti je zfejmé zadouci zavést i tzv. kvantovy
soubor, ktery je podobny soubortim znadmym ze statistické fyziky. Pfedpokladame,
Ze mame soubor o nekonedném nebo z praktického hlediska velmi velkém poétu jed-
notlivych &astic, které jsou navzdjem totozné a jsou popsany toutéz vinovou funkeci.
Veli¢ina p(r,t)dV pak udavi relativni poéet pfipadu, kdy pfi méfeni polohy ¢as-
tic najdeme nékterou z nich v objemu dV v bodé& éasoprostoru (r,t). Méfeni na
kvantovém souboru si miZeme pfedstavit také jako opakované mé¥eni na jediném

1Jak je to obvyklé, pismeno V pouZivime v této udebnici jednak k oznaceni objemu, jednak
jim oznacujeme potencidlni energii. Pokud neni konkrétni vyznam tohoto symbolu zfejmy, tak na
jeho smysl v textu upozornime.

27 vyse uvedené definice viak zavadime nékdy vyjimky, napf. v pfipadé volné &astice, kdy se
normovani provadi zpravidla na é-funkci (viz kap. 4.2 a 4.3).

3Trajektorie se zavadéji napf. v Bohmové interpretaci kvantové mechaniky. Tato teorie viak,
na rozdil od klasické mechaniky, zahrnuje i pravdépodobnostni popis a poskytuje stejné fyzikalni
vysledky jako standardni kvantova mechanika.
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systému, ktery po kazdém méfeni pfevedeme vzdy do stavu odpovidajicimu uva-
Zované vlnové funkci. Vzhledem k pravdépodobnostni interpretaci vinové funkce se
proto dale velmi podstatné odchylujeme od klasické mechaniky, nebot napf. stfedni
hodnoty fyzikélnich veliéin se vztahuji k opakovanym méfenim na kvantovém sou-
boru.

Klasickd mechanika je lokélni teorii v tom smyslu, Ze napf. priichod Castice
jednou $térbinou v experimentu se dvéma $térbinami nezavisi na tom, zda v oka-
mZiku priichodu &astice urditou §térbinou je druhé stérbina oteviend nebo zaviena.
V piipadé kvantové mechaniky je stav &astice misto trajektorii r = r(t) popséan vl-
novou funkei ¥(r,t), kterou je t¥eba zndt v celém prostoru a o niZ lze ocekavat,
#e se zméni, pokud dojde v uspofddani experimentu ke zméné (napfiklad takové,
Ze jedna Stérbina je uzaviena). V tomto smyslu je proto kvantova mechanika, na
rozdil od klasické mechaniky, nelokalni.

Podobné jako v pfipadé elektromagnetického zafeni dochézi vzhledem ke vztahu
(2.2) k interferenci i v kvantové mechanice. Zasadni rozdil mezi interferenci v kvan-
tové mechanice a interferenci elektromagnetického zafeni v klasické fyzice je v tom,
Ze v kvantové mechanice dochdzi k interferenci mezi amplitudami pravdépodob-
nosti, zatimco v teorii elektromagnetického pole nebo optice dochézi k interferenci
mezi redlnymi fyzikdlnimi veli¢éinami — elektromagnetickymi vlnami. To méa hlu-
boké diisledky, které lze dobfe vidét v pfipadé raznych kvantovych paradoxt, jako
napi. Schrodingerovy koc¢ky nebo EPR paradoxu (viz kap. 19).

Na vinovou funkci ¥ klademe poZadavky, které souviseji s jeji pravdépodob-
nostni interpretaci. O vinové funkci pfedpokladame, Ze je

e kvadraticky integrabilni,
¢ konedna,

¢ jednoznacna,

e spojita a

e pii konednych zmé&nach potencidlu m4 spojité parcidlni derivace 0y /0x, Oy /Oy

a 0Y/0z.

Posledni podminka souvisi s poZadavkem spojitosti hustoty toku pravdépodobnosti
v rovnici kontinuity (viz kap. 6.2). Jak uz jsme uvedli vyse, v nékterych pfipadech
je vhodné uvaZovat i vinové funkce, které nejsou kvadraticky integrabilni.

Z matematického hlediska lze vlnovou funkci povazovat za vektor v Hilbertové
prostoru? kvadraticky integrabilnich funkci se skaldrnim soucdinem® definovanym

4Hilbertovym prostorem nazyvdme komplexni linearni vektorovy prostor (viz dodatek D.2),
ktery je separabilni a Gplny a v némz je definovan skalarni soucin.

5Skalarni sou¢in je pravidlo, které libovolnym dvéma prvkiim v a v linedrniho vektorového
prostoru pfifazuje komplexni é&islo (u,v) a pfitom pro vsechny vektory plati: a) (u,v) = (v, u)*,
kde hvézdi¢ka oznaéuje komplexni sdruzeni, b) (u,v + w) = (u,v) + (u, w), ¢) (u, aw) = a(u,v),
kde « je libovolna komplexni konstanta, d) (u,u) > 0 a e) (u,u) = 0 tehdy a jen tehdy, pokud je
u nulovy vektor u = 0.
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vztahem

(blo) = /ﬁ*(r,t)w(r,t) av, (2.5)

kde ¥ a ¢ jsou vinové funkce. V této souvislosti si vSimnéme, Ze v klasické mecha-
nice se stav &astice uréuje pomoci Sesti funkci r = r(t) a p = p(t), kde funkce r
a p udavaji polohu a impulz (hybnost) &astice. Ve fizovém prostoru je stav ¢as-
tice udan bodem v Sestirozmérném fazovém prostoru. Naproti tomu pocet funkei
béaze uvazovaného Hilbertova prostoru je obecné nekoneény. Z tohoto hlediska je
stav &astice v kvantové mechanice zadén funkci v prostoru o nekoneéném poctu di-
menzi. V tomto smyslu je kvantovd mechanika nesrovnatelné bohatsi nez klasickd
mechanika.

2.2 Postulat o operatorech

Mathematics may be defined as the subject in which we never know what we are
talking about, nor whether what we are saying is true.
Bertrand Russell, Mysticism and Logic

Dosud jsme hovofili pouze o vlnové funkei a jeji souvislosti s pravdépodobnosti
nalézt ¢astici v daném misté Gasoprostoru. V postuldtu o operatorech pfedpoklada-
me, Ze kazdé fyzikalni veli€¢in&, kterou miZeme pro danou €astici naméfrit,
je prifazen operator, ktery pusobi na vinovou funkei.

Ptitom pfedpokladdme, Ze tyto operdtory jsou linedrni 6 a hermitovské 7.

Linearnost operatort pozadujeme v kvantové mechanice proto, aby byl splnén
tzv. princip superpozice: Jsou-li ¢1 a ¥ vlnové funkce daného fyzikdlniho systému,
pak i funkce ¥ = 191 + catb2, kde ¢ a ¢y jsou libovolnd komplexni ¢isla, je vino-
vou funkei tohoto systému. Tento princip je v souladu s linearitou Schrodingerovy
rovnice uvedené v kap. 2.5.

Hermitovské operétory jsou z fyzikalniho hlediska zajimavé tim, Ze maji redlna
vlastni &sla (viz dodatek D.3), coz je vyznamné z hlediska méfeni fyzikélnich veli¢in
(viz nésledujici postulét). Poznamenejme v3ak, Ze v kvantové mechanice se nékdy
zavadéji 1 nehermitovské operdtory (napf. anihilaéni a kreacni operatory v kap.
11.1), které vSak nereprezentuji méfitelné veli¢iny.

Nyni uvedeme definice nékterych dileZitych operator:

6Linearnim operatorem nazyvame takovy operator A, ktery spliiuje podminku
Alcrvpr + copz) = c1 Ay + c2 Ava,

kde ¢ a c3 jsou libovolné komplexni konstanty a 1 a 2 jsou libovolné funkce z prostoru, v némz
operator A ptisobi. Operatory oznacujeme stiiskou.
7Hermitovskym operaitorem nazyvéame takovy operator, pro ktery plati

(WlAp) = (Adlp)

pro véechny funkce ¢ a ¢ z jeho defini¢niho oboru (viz dodatek D.3).
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Kartézskym soufadnicim pfifazujeme v kvantové mechanice operatory

.
7 =y @2.7)

o)

Operétor soufadnice na vinovou funkei tedy piisobi tak, Ze ji vynasobi pfislusnou
soufadnici.
Operétory kartézskych sloZek hybnosti (impulzu) jsou definovany vztahy

. 0
pot) = —ih ol 2.9
Batp = —ih—o- (2.9)
. L O
py’l[/‘ = —Zha—y, (210)
k4
p ) = —ih—
P ih P (2.11)

nebo zkricené

(212)

kde h = h/(2) je Planckova konstanta.

Je-li klasicka veli¢ina funkeci soufadnic a hybnosti F' = F(r, p), ziskdme odpovi-
dajici kvantovémechanicky operator dosazenim p¥islusnych operatord £ = F (t, D).
Tento postup nékdy selhava. Napfiklad provedeme-li pfifazeni

Ipy — T (—zh%) (2.13)
* G,
o (—ind )z 2.
Do ( Zh&:) z (2.14)

dostaneme v t&chto ptipadech razny vysledek. V takovych piipadech nékdy pomtze
symetrizace. Napfiklad v naSem pfipadé bychom mohli vyjit ze symetrizovaného
vyrazu (zp, + p2x)/2, do kterého teprve dosadime p¥islugné operatory.

Z uvedeného pfikladu je rovnéz ziejmé, %e na rozdil od klasickjch veli¢in u ope-
ratori v kvantové mechanice zédleZi na jejich pofadi. Operatory nejsou obecné ko-
mutativni, jak je vidét i z dileZitych komutacénich relaci®

&, pz) = iR, (2.15)

8Komutator operatorit A a B je definovan vztahem
[A,B] = AB — BA.
Komutaéni relace (2.15) aZ (2.17) je tfeba chipat v operdtorovém smyslu, tj. pfi ptisobeni na
vinovou funkci 1.
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[9,9y] = i (2.16)

[2vpz] = ih, (2.17)

které lze overit dosazenim definic operator soufadnic a sloZzek impulzu.
Operator kinetické energie je roven

52 2 2 2 2 2
., p* _ R" [0 0 9*\ _ h
T= 2m ~ 2m <8m2 + oy? ' 022) ZmA’ (218)

kde m je hmotnost ¢astice.
Hamiltontv operdtor nebo zkracend hamiltonidn &astice pohybujici se v poli sil
s potencialni energii V (r,t) je dan vztahem

A IA)2
= — ‘/ t). .
H o + V(r,t) (2 19)

Podobné 1ze definovat i hamiltonfiv operator pro pohyb &astice v elektromagnetic-
kém poli

~

A= (I)_T:f)’% + qU(r, ), (2.20)

kde ¢ je naboj &astice, A(r,t) je vektorovy potencil a U(r,t) oznaCuje skalarni
potencial elektromagnetického pole.

Pro operdtor momentu hybnosti L=fx p dostaneme®

. 17} 0
IZAAZ_AAz"‘h — — 2= |, .

Ly = §p. — 2Py = —1 (yaz Zay) (2.21)
~ A " . 0 0

Ly = 2p, — &p, = —ih (z% - 25 (2.22)

a
L, = &py — bz = —ih <x§y- - y% . (2.23)

Na z&vér poznamenejme, ze v kvantové fyzice existuji i veli¢iny, které nemaji
klasicky prot&jsek (nap¥. spin elektronu). V takovém pfipadé je nutné zavést pii-
slusny operéator nezavisle na klasické fyzice.

9Misto momentu hybnosti se nékdy pouziva nizev impulzmoment.



28 Postulaty kvantové mechaniky

2.3 Postulat o kvantovani

I cannot believe that God plays dice with the cosmos.
Albert Finstein

Tzv. kvantovaci postuldt zavadi do kvantové mechaniky kvantovani fyzikalnich ve-
liéin:

Jediné hodnoty, které muZe mé¥itelna fyzikalni veli¢ina A p¥i jednot-
livych méfenich nabyvat, jsou vlastni &sla 4, odpovidajiciho operatoru
Ao

Naptiklad pfi méfeni energie miZeme namétit pouze vlastni &isla E,, operatoru
energie, tj. hamiltonidénu H X

Hyy = Entpn. (2.24)

Déle postulujeme vyraz pro stfedni hodnotu opakovangch méfeni veli¢iny A4
na kvantovémechanickém souboru. Je-li systém popsan v okam#Ziku mé¥eni
normovanou vinovou funkci ¢, pak vysledkem méfeni na odpovidajicim
kvantovémechanickém souboru je stfedni hodnota veli¢iny A dani vzta-
hem

— (v] Ay). (2.25)

Tento vztah se Casto zapisuje i v ponékud symetriétéjsim tvaru
= ($lAlv), (2.26)

ktery je vyhodny z hlediska tzv. Diracovy symboliky (viz kap. 10.3). Kratsi, dasto
uzivany zapis téhoZ vyrazu méa tvar

A= (A, (2.27)

kde vlnova funkce ¢ systému neni explicitné uvedena.

Vzhledem k tomu, Ze jak vinové funkce ¢ = 9(r,t), tak i operatory ifl i[l(t)
mohou obecné zéviset na Case, mohou na case zaviset i stfedni hodnoty 4 = A(t).
Napftiklad stfedni hodnotu energie uréime ze vztahu

E=H=(A) = / ¥ (r, t) Hy(r, t) dV. (2.28)

Nyni se budeme zabyvat otdzkou, jaks Je souvislost vysledkii jednotlivych mé-
feni A, veliCiny A s jeji stiedni hodnotou A. Pro jednoduchost budeme piedpo-
kladat, Ze provddime méfeni na kvantovémechanickém souboru o N identickjch

10 Vigstni &isla A, a vlastni funkce 1, operatoru A jsou déna netriviadlnim feSenim vlastniho
problému
Ay = Aptpn.
Zde pro jednoduchost pfedpokladame, e operator A ma diskrétni spektrum vlastnich &isel. V pii-
padé spojitého spektra se postupuje analogicky.
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systémech, kde N je velmi velké celé &islo. Dale predpokldddme, Ze hodnota A,,
kterou lze pii mé&feni namé¥it, byla naméfena celkem N, krat a Ze plati

N=>)"N, (2.29)
Awn = And’n- (230)

Koneéné predpoklddame, Ze vlastni funkce 1, tvoil bdzi p¥islusného Hilbertova
prostorul! a Ze tato baze je ortonormdlni*?

<¢W1'¢n> - 6mn~ (231)
Pak muZeme stfedni hodnotu A psat jednak podle (2.25)
A = (y|Ay), (2.32)
jednak podle obecné definice stfedni hodnoty
kde N
Do = Vh_IPoo ¥ (2.34)

je pravdépodobnost naméfeni hodnoty A,. Rozvineme-li nyni funkci ¢ do baze
funkci ¢,

Y= cathn, (2.35)
kde "
Cn = (UJnWJ), (2'36)

dostaneme dosazenim rovnice (2.35) do (2.32) a uvaZenim vztahu (2.30) a ortonor-
mality (2.31) néasledujici vysledek

A= "lcal*An. (2.37)

Porovnanim tohoto vztahu s rovnici (2.33) vidime, Ze pravdépodobnost nameéteni
hodnoty A, je pfi zndmé normované vlinové funkci ¢ ddna vyrazem

Pn = |cnl?, (2-38)

kde c,, je koeficient rozvoje 1 do 1,,. Tento vysledek se v kvantové mechanice velice
dasto vyuziva. Je tfeba zdiraznit, Ze plati pouze pro ortonormélni béazi funkei ¥,
a normovanou funkci +. Nakonec si viimnéme, Ze z veli¢in dostupnych pfi méfeni,
tj. A, a pp, nelze v obecném pripadé zp&tné urdit faze koeficientl ¢, tj. ani vinovou
funkei .

11T% znamena, ze libovolnou funkci v z tohoto prostoru lze vyjadfit jako rozvoj ¢ = 3 catn.
12Pro linearni hermitovské operatory pouzivané v kvantové mechanice lze vidy nalézt iplnou
ortonormalni bazi.
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2.4 Postulat o redukci vlnové funkce

Anybody who is not shocked by this subject has failed to understand it.
Niels Bohr
(o kvantové mechanice)

V predchéazejicim postuldtu jsme uvedli, Ze pfi jednotlivych méfenich na kvan-
tovém systému miZeme naméfit pouze vlastni &isla piislusného operatoru. Nyni
postulujeme, co se pfitom stane s vlnovou funkei:

Meéreni fyzikalni veliéiny A s vysledkem méFeni A4,, kde A, je vlastni
&islo odpovidajiciho operatoru A, pfevadi méfeny systém do stavu s vl-
novou funkei ¥,,, ktera je vlastni funkei operatoru A s vlastnim &islem A4,
(tzv. redukce vlnové funkce; nékdy se ponékud méné vhodné hovoii o kolapsu
vlnové funkce)'3.

Tedy at byla pfed méfenim vinovéa funkce systému jakakoli, bezprostfedné po
méfeni veli¢iny A je systém v novém stavu s vlnovou funkei ¢, pro kterou plati

A¢n = Anwn- (2.39)

Pfi méFeni nedochdzi ke zmé&né vlnové funkce pouze tehdy, je-li systém v nékterém
z vlastnich stavi operatoru A.

Chceme-li naméfit nékolik fyzikalnich veliéin A, B, C,... pro systém ve stavu
charakterizovaném vlnovou funkei ¢, v urditém &ase t (soucasné méfeni t&chto
veli¢in), musi byt tato vinova funkce vlastni funkci vSech uvaZovanych operatorii

A = Anthn, (2.40)
By, = Butn, (2.41)
Cipp = Criy, (2.42)

atd. Jak zndmo, spoleény systém vlastnich funkci nékolika linedrnich hermitovskych
operatorli existuje pouze tehdy, jestlize vSechny tyto operitory spolu navzijem
komutuji

[A,B]=0, [A,C)=0, [B,C]=0,.... (2.43)
Mnoziny navzdjem komutujicich operatorii hraji dileZitou roli pfi klasifikaci kvan-
tovémechanickych stavi. Obzvlasté dilezité jsou mnoZziny o maximalnim mozném
poc¢tu navzdjem komutujicich operdtort, tzv. dpiné mnoziny pozorovatelnijch (ve-
licin).

Vsimnéme si, Ze vzhledem k redukci vlnové funkce

Y= Yn (2.44)

nelze v kvantové mechanice z jednoho méfeni ur¢it pivodni vlnovou funkci ¢ (vy-
jimkou je trividlni pfipad 9 = ¢, kdy se stav pfi méfFeni neméni). Jak uZ jsme

13V ptipadé vicenasobnych (tzv. degenerovanygch) vlastnich ¢&isel systém pfejde do stavu s vi-
novou funkei z podprostoru, jehoz bazi jsou vlastni funkce odpovidajici tomuto vlastnimu é&islu.
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uvedli vySe, neni to obecnd mozné ani z mnoha méfeni na kvantovémechanickém
souboru, kde miiZeme v principu uréit pravdépodobnosti p,, nikoli vSak koefici-
enty rozvoje funkce v do funkei ¥,,. To je zdsadni rozdil proti klasické mechanice,
kde 1ze pohybové rovnice integrovat v ¢ase nazpét. Tento rozdil souvisi s tim, Ze
v kvantové mechanice se uvaZuje vliv méficiho pfistroje na méteny objekt (dochézi
k redukci vinové funkce), zatimco v klasické mechanice se tento vliv zanedbéava.
Pfi mé&feni se zisk4dva nové informace o méfeném systému. Neni proto piekvapujici,
e se v dusledku toho zméni pfi méfeni i vlnova funkce obsahujici veskerou infor-
maci o mé&feném systému. V porovnani s klasickou mechanikou je tudiZz kvantova
mechanika dokonalejsi a presnéjsi teorii.

Nakonec si v&imnéme, %e méFici piistroj lze povaZzovat za filtr, ktery ma jeden
vstup a mnoho vystupt [37]. Mé&Fici pfistroj tiidi vstupni informaci ¢ do jednotli-
vjch vystupnich kanali charakterizovanych vlastnimi &isly A4, a vinovymi funkcemi
¥n. O tom, Ze je takova pfedstava na misté, svédéi piiklad spektrometru, do néhoz
vstupuje bilé svétlo, které se rozklada na monochromatické rovinné vlny exp(ik,r).
Roli vlastnich &isel zde zfejmé hraji vinové vektory k,, roli vlastnich funkci rovinné
viny.

2.5 Postulat o ¢asové Schrédingerové rovnici

What is that breathes fire into the equations and makes a universe for them to de-
scribe .. .. Why does the universe go to all the bother of existing?
Stephen Hawking

Podobné jako v klasické mechanice, i v kvantové mechanice potfebujeme pohybovou
rovnici, uréujici vyvoj systému v Case.

Postulat o asové Schrsdingerové rovnici (evoluéni, pohybové rovnici) popisuje
Easovy vivoj vinové funkce: Je-1i v t = to systém ve stavu popsaném vlnovou
funkei 9 (r,t = to), pak je jeho nasledny vyvoj dan €asovou Schrddinge-
rovou rovnici (viz téZ obr. 2.1)

ih@-g’—t) = Hy(r, 1), (2.45)

kde H je hamiltonian (evoluéni operétor).

Yy = — £ Dy
+ Yy fre o6

Obrézek 2.1: Casova Schrodingerova rovnice napsana rukou Ervina Schrédingera. Poskytl
prof. A. Zeilinger z Univerzity ve Vidni.
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Vzhledem k tomu, Ze Casovd Schrédingerova rovnice je parciilni diferencidlni
rovnici prvniho fadu v &ase, je nutné k ureni vinové funkce ¢(r,t) zadat jednu
pocateéni podminku, tj. ¥(r,t = t5). Tuto funkei je nutné znat v celém prostoru.
Schrédingerova rovnice pak umoziiuje uréit vinovou funkci pro t > tg.

Pro konzervativni systémy s potencialni energii V'(r) 1ze asovou Schrodingerovu
rovnici (2.45) ziskat formalné tak, Ze v klasickém vyrazu pro celkovou energii

2

E= g—n +V (2.46)
provedeme zdménu
E— ih% (2.47)

a9

Vyslednd operdtorova rovnost musi platit ve smyslu ptisobeni operatori na vino-
vou funkci, tj. musi platit Schrédingerova rovnice (2.45). Podobné lze postupovat
i v pripadé pohybu v elektromagnetickém poli.

Vzhledem k tomu, Ze hamiltonian H i operétor ifi(8/0t) jsou linedrni operatory,
je linedrnim operatorem i celkovy operator Schrédingerovy rovnice

7] .
ihsr —H. (2.49)
Princip superpozice proto vyplyva z ¢asové Schrodingerovy rovnice.

Z toho, Ze v dasové Schrodingerové rovnici vystupuje ¢as v prvni derivaci, za-
timco prostorové soufadnice v druhé derivaci, tj. ¢as a prostorové soufadnice nejsou
zastoupeny ekvivalentnim zpusobem, je zfejmé, Ze jde o rovnici nerelativistickou.
Zékladnimi my$lenkami relativistické kvantové mechaniky se zabyvdme v kap. 17.

Nakonec si véimnéme, Ze vinova funkce ¥(r,t) a funkce konst ¢(r, t), kde konst
je komplexni konstanta rtiznd od nuly, popisuji stejny fyzikalni stav, nebot spliiuji
stejnou Schrodingerovu rovnici a po provedeni normovani vedou obé funkce na
stejné fyzikalni vysledky.




Kapitola 3

Necasova Schrédingerova
rovnice

The chessboard is the world; the pieces are the phenomena of the universe; the rules
of the game are what we call the laws of Nature. The player on the other side is
hidden from us. We know that his play is always fair, just, and patient. But also
we know, to our cost, that he never overlooks a mistake, or makes the smallest

allowance for ignorance.
T. H. Huzley

3.1 Odvozeni necasové Schrédingerovy rovnice

V této kapitole pfedpokldddme, Ze vyvoj systému v &ase je popsan asovou Schro-
dingerovou rovnici '
Op(r,t)

ot
kde H Je Casové nezavisly hamiltonian odpovidajici pohybu &astice v ¢asové neza-
vislych vnéjsich polich. V takovém piipadé miZeme provést separaci proménnych
a pfedpokladat vinovou funkci ve tvaru

P(r.) = B(E)p(t). (3.2)

Po dosazeni tohoto pfedpokladu do ¢asové Schrédingerovy rovnice (3.1) dostaneme

ih = Hi(r,t), (3.1)

o L0400
e(t)  P(x)

kde jsme uvazili, Ze obé& strany vysledné rovnice musf byt rovny téZze konstantd E
rozméru energie. Dostavame tedy dvé rovnice

ih = E, (3.3)

Hy(r) = Exy(r) (3.4)

= Eo(t). (3.5)
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Prvni z téchto rovnic se nazyva necasovd Schrodingerova rovnice. Vidime, Ze
energie E jsou vlastni &sla hamiltonianu H nebo té7 vlastni energie?

Hipn(r) = Eppn(r), n=1,2,3,.... (3.6)

Po uréeni vlastnich energii F, a vlastnich funkci ¢, lze integrovat rovnici (3.5)

s vysledkem ‘
©n(t) = NePnt/h), (3.7)

kde N je normovaci konstanta. Obvykle klademe N = 1, coZ znamend, Ze za pfed-
pokladu platnosti normovani

/W)n(r)l2dV =1 (3.8)

nedasova ¢ast vinové funkce 1, (r) uréuje ¢asové nezévislou hustotu pravdépodob-
nosti

pu(E,t) = pa(r) = [n(r)]*. (3.9)
3.2 Stacionarni stavy a jejich vlastnosti
Stavy popsané vySe zminénymi vinovymi funkcemi
Pn(r,t) = Py (r)elnt/ P (3.10)
se nazyvaji staciondrnimi stavy. Podobné stavy se, aZ na trividlni pfipady, jako je
napf. nehybny hmotny bod, v klasické mechanice nevyskytuji. V Bohrové teorii

musela byt jejich existence postulovana. Nyni shrneme vlastnosti stacionirnich
stavil, ze kterych vyplyvé i jejich pojmenovani:

1. Hustota pravdépodobnosti pro stacionarni stavy

[¥n(r, ) = [Yn(r)]? (3.11)

na dase nezavisi. Na &ase nezavisi ani norma vlnové funkce

/ [ (r, 8) 2 AV = / o (x) 2 V. (3.12)

2. Stfedni hodnota libovolného &asové nezévislého operatoru A ve staciondrnich
stavech 1, na Case nezavisi

(A, = / Wi (. 8) A (r, 1) AV = / GmAgarydv.  (3.13)

1Pro jednoduchost zde uvazujeme pouze diskrétni energetické spektrum. Pro spojité spektrum
je situace analogicka.



Stacionarni stavy a jejich vlastnosti 35

3. Pro stacionarni stavy je ¢asové nezévisla i hustota toku pravdépodobnosti j,
zavedena v kap. 6.

4. Obecné nestacionarni feSeni ¢asové Schrodingerovy rovnice s ¢asové nezavislym
hamiltonidnem lze vyjadfit pomoci rozvoje do ortonormaélnich stacionarnich
stavll ¥, (r) exp[E,t/(ih)]

B(r,t) =Y cathn(r)e R, (3.14)

n

kde ¢, jsou &asové nezavisld komplexni isla, kterd jsou ddna pocdatecni pod-
minkou (r,t = tg). Stiedni hodnota energie v takovych stavech

(H) = / W* (r, ) Bo(r, £) dV (3.15)

na &ase nezévisi (viz kap. 13.3).

Casové nezévislost vlastnosti stacionarnich stavii je nezbytnd k objasnéni sta-
bility atomii, molekul a dalsich stavebnich kament hmoty.



Kapitola 4

Volna céastice

Every body continues in its state of rest, or of uniform motion in a right line,
unless it is compelled to change that state by forces impressed upon it.
Isaac Newton, Laws of Motion I

Jako ilustraci feSeni Schrodingerovy rovnice nejprve vyfesime nejjednodussi mozny
problém — volné se pohybujici éastici. ProtoZe se uvaZzovana ¢astice pohybuje volné,
na jeji vinovou funkci nejsou naloZeny Zadné okrajové podminky a lze tedy ocekévat,
Ze jeji energie ani impulz nebudou kvantovany.

4.1 Stacionarni stavy

Pro jednoduchost budeme nejdiive diskutovat volnou &éstici v jedné dimenzi. Nagim
cilem je vyfesit ne¢asovou Schrodingerovu rovnici

h? d2y(z)
- = Ey(z). .
2m  dz? v(=) (41)
Tuto rovnici pfepiSeme do tvaru
d> 2mE
— + — | ¥(z) =0. .
(5+ 52 ) v (42)

Vzhledem k tomu, Ze pro energii volné éastice plati £ > 0, ozna¢ime

2mE
7:],2 = k27 (43)

kde k > 0 je redlné &islo, obvykle nazyvané vinovym vektorem. Abychom nalezli
feseni oby&ejné diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty (4.2), musime nalézt
feSeni odpovidajiciho charakteristického polynomu

M4 E2=0, (4.4)

z kterého vyplyva
Ao = +ik. (4.5)



Stacionarni stavy 37

Odtud vidime, Ze partikuldrni fe§eni rovnice (4.2) lze psat ve tvaru

Y(z) = eFhe, (4.6)
Ze vztahu
P(z) = _mdﬁf) = +thky(z) (4.7)

vyplyva, Ze impulz &astice s touto vlnovou funkci je roven
p = *hk. (4.8)
VInové funkce ¥ (z) tedy miZeme psit ve tvaru
b(z) = e7P/ P, (4.9)

kde p je ddno rovnici (4.8).
Vyslednou €asové zévislou vinovou funkei zapiSeme ve tvaru rovinné viny

P(x,t) = elBt—Pe)/GR), (4.10)

kde impulz p mlze nabyvat jak kladnych, tak zdpornych hodnot a celkova energie
¢astice je rovna jeji kinetické energii
h2k2 p2

2m  2m’ (4.11)

Shrneme-li tyto vysledky, vinova funkce (4.10) je vlastni funkci hamiltonianu

L g2 2 g2
gop_ P __ M d

T W ) (412)

s vlastni energii E = p?/(2m). Tato funkce je soucasné vlastni funkci operatoru
impulzu

d
p=—ih— (4.13)

s vlastni hodnotou p = £hk. ProtoZe tyto operatory spolu komutuji
[T.5]=0 (4.14)

a maji tudiz spoleény systém vlastnich funkei, 1ze jednorozmérny pohyb volné
Céastice charakterizovat pomoci dvou kvantovjch &isel — kinetické energie £ =
p?/(2m) a impulzu p. '

Na zavér si viimnéme, Ze de Broglieiv vztah (4.8) mezi vlnovym vektorem
a impulzem ¢astice jsme zde nemuseli pfedpokladat, ale vy$el ndm FeSenim Schro-
dingerovy rovnice pro volnou ¢astici.
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4.2 Normovani na koneény objem

Ve vyse uvedeném vypodtu jsme zamérng nezminili otdzku normovéani vinové funkce,
nebot je ziejmé, e prostorovou st vinové funkce (4.10) nelze pfi integraci pres
cely prostor normovat vztahem

oo -
/ [(x)?dz = 1. (4.15)
— 00
Vzhledem k tomu, Ze volna &astice je idealizaci, neni tato skute¢nost z fyzikalntho
hlediska pili§ na zdvadu a lze ji z matematického hlediska napravit dvéma zpisoby,
které dale popiSeme.

P¥i normovdn{ na konecény objem postupujeme tak, Ze nejprve zavedeme umélé
kvantovani pomoci tzv. cyklické nebo periodické hraniéni podminky

P(z) =¢P(z + L), (4.16)

kde 1 je vinova funkce (4.9) a velké pfirozené &islo L je délka intervalu, se kterym se
vlnova funkce periodicky opakuje. Je zfejmsé, Ze tato podminka vede na kvantovéani
impulzu

2mhn
n = - 4.17
p T (4.17)
7 divodu periodicity exponencialy zde stai uvazovat n = 1,...,L. Vzhledem

k periodicité vinové funkce (4.16) pak lze zavést jeji normovani pfi integraci pres
libovolny interval délky L, takZe dostavame vinové funkce s kvantovanymi impulzy

djn(l) — %C_an/(ih)‘ (418)

Veskeré vypoéty se pak provadéji s témito vlnovymi funkcemi. Na konci vypocti
pak sta&i provést limitu L — oo a L z koneénych vysledkt vymizi.

Pro vlnovou funkci zévisejici na tiech prostorovych soufadnicich se provede vyse
uvedens normovaci procedura pro kazdy rozmér zv1ast.

4.3 Normovani na Diracovu ¢-funkci

P#i matematicky ponékud pfesnéj¥im postupu normujeme vlnovou funkci na Dira-
covu §-funkci (viz dodatek D.4). Pii tom vyuZivame vyjddreni 6-funkce ve tvaru

5(k) = L /oo e da (4.19)
= o - Z. .

Normujeme-li prostorovou &ast vlnové funkce (4.10) vztahem

___.e—m/(iﬁ)’ (4.20)
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pak dostaneme skalarni soucin
oo 1 o0 , .
/ Up(2) Py (2) dz = — / PP/ qg = §(p — p'), (4.21)
ktery odpovida vztahu (4.19).
Toto normovéani ma vyznamné pfednosti z hlediska tzv. relaci Gplnosti a Dira-
covy symboliky (viz kap. 10).
4.4 Obecné feSeni Casové Schrédingerovy rovnice

Je zfejmé, Ze obecné fedeni dasové Schrodingerovy rovnice pro jednorozmérny pohyb
volné &astice lze psat ve tvaru superpozice fedeni (4.10)

1 00 2 —-pz}/(1
blant) = —=—= / c(p)elP”/Gmt=pel/(h) qp (4.22)

kde c(p) je komplexni koeficient rozvoje do rovinnych vln zavisly na p. Z tohoto
vyrazu je vidét, Ze funkce c(p) je Fourierovym obrazem! funkce v (z,0), ktery lze
urdit pomoci zpétné transformace

c(p) = \7217—5 /_ N P(z,0)eP™ M) dz. (4.23)

V tfirozmérném piipadé 1ze obecné feSeni psat ve tvaru

Vi) = G [ ep)eB IR/ g, (424

kde integrace probih4 ptes cely tiirozmérny prostor impulza a d*p = dp, dp, dp..

Funkce ¢(p) je Fourierovym obrazem funkce 9(r,0), ktery lze urcit ze vztahu

1 r/(2
e(p) = EAEE /1,/)(r, 0)eP™/ (M) @3y, (4.25)

4.5 Reseni ¢asové Schrédingerovy rovnice ve tvaru
vilnového klubka

Nyni budeme diskutovat specilni piipad Feseni jednorozmérné casové Schrodinge-
rovy rovnice pro volnou &astici, které lze psat v t = 0 ve tvaru tzv. gaussovského
vinového baliku & vinového klubka

1 —(z—a)?/(2d*

1Fourierav obraz funkce f(z) je definovan vztahem F(k) = 1/(v/27) fff)o f(z) exp(—ikz) dz.
7 Fourierova obrazu F'(k) lze ur¢it ptvodni funkci pomoci inverzni Fourierovy transformace

flz) = 1/V2r [ F(k)exp(ikz) dk.
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kde d je kladné realné &islo. Odpovidajici Fourieriv obraz této funkce je dan vzta-
hem (4.23). Snadno lze ovéFit, Ze vinova funkce (4.26) spliiuje normovaci podminku

/_Oo b (z, 0)[2 dz = (—ﬁ/ e gy 1, (4.27)

Odtud je také vidét, Ze |z —a| = d udava vzdélenost od stfedu vinového baliku, pro
niZ hustota pravdépodobnosti klesne na hodnotu 1/e ve srovnéni s jeji maximalni
hodnotou.

Vyhodou vlnové funkce (4.26) je to, Ze s ni lze analyticky vypoditat stfedni
hodnotu

o0
= / P*(z,0)z¢(z,0)dz = q, (4.28)
ktera je totoZna s polohou stfedu baliku. Podobné lze snadno vypoditat i
e d? .
= / ¥*(z,0)2%¢(2,0) dz = > +a?. (4.29)
Odtud pak dostavame
((z / Y(z,0)" (z — (1)) Y(z,0)dx (4.30)

neboli

((z - <m))2) = /00 P(x,0)* (3:2 — 2x(x) + <I>2>1/J(33,0)d111. (4.31)

— 00

UvéZzime-li nyni, Ze (z) je &slo a pro (z) a (z?) mame dva predchazejici vztahy,
dostaneme stfedni kvadratickou odchylku soufadnice

((z = (2)") = (=) — (2)% = = (4.32)

Podobny vypocdet miZeme provést i pro operdtor impulzu. Nejdiive dostaneme

(p) = /oo P(z,0)* (—m%) ¥(z,0)dz =0 (4.33)

— 00

(integral je roven nule, nebot integrovana funkce je lichd). Déle vypocitame

) / (z,0)" ( )1/;(1 0)dz = % (4.34)

Vysledkem je stfedni kvadratickd odchylka impulzu

3

|
S
S
\/M

((

=0 -0 =55 (4.35)
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Pro vlnovy balik (4.26) je tedy nenulové stiedni kvadraticka odchylka soufad-
nice ((z — (z))?) i impulzu ((p — (p))?). P¥i méfenich na kvantovémechanickém
souboru daném touto vlnovou funkei tedy nedostavame ostré hodnoty souradnice
a impulzu, nybrz hodnoty, jejichZ pravdépodobnostni rozdéleni je vice nebo méné
Siroké v zavislosti na volbé parametru d. Je zfejmé, Ze ¢im je Céstice presnéji lo-
kalizovana v tzv. soufadnicovém prostoru (z-prostoru), tim nepfesnéji je urcen jeji
impulz v impulzovém prostoru (p-prostoru) a naopak.

Souéin kvadratickych odchylek

(2 — (@) NG - B)) = — (4.36)

je konstantni. Hodnota konstanty h?/4 souhlasi s minimem na pravé strané re-
laci neurditosti (viz kap. 7). V p¥ipadech bliZicich se klasické fyzice lze neurcitost
soufadnice i impulzu zanedbat.



Kapitola 5

Céastice v nekoneéné hluboké
potencialové jameé

I shall certainly admit a system as empirical or scientific only if it is capable of
being tested by erperience. These considerations suggest that not the verifiability
but the falsifiability of a system is to be taken as a criterion of demarcation. ... It
must be possible for an empirical scientific system to be refuted by experience.
Karl Popper

Problém pohybu &astice v potencidlové jamé budeme nejdiive Fesit v jednorozmér-
ném pripadé.

5.1 Jednorozmérna potencialova jama

5.1.1 Stacionarni stavy

Predpokladame, Ze v intervalu (0,a) je potencidlni energie V(z) rovna nule V =
0. Mimo tento interval nabyva potencidlni energie nekone¢né hodnoty V — oo.
Pohyb &éstice je omezen na interval (0, a) a mimo tento interval se Castice nemiize
vyskytovat. Pro feSeni nefasové Schrédingerovy rovnice tedy plati

P(z) =0 (5.1)
pro z < 0 a z > a. Zbyva vyfesit Schrodingerovu rovnici
h? d2y(x)
Tom da? Ey(x) (5.2)

v intervalu (0, a).
Charakteristicky polynom odpovidajici této diferencidlni rovnici s konstantnimi
koeficienty mé tvar
2mE
T = 0. (5.3)
Vzhledem k tomu, Ze energie ¢astice v jamé musi byt vétsi neZ nula nebo rovna
nule, miZeme oznacit

A2+

=42 (5.4)
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kde k > 0 je realné &islo. Pak dostaneme
A = +ik. (5.5)
Obecné feseni rovnice (5.2) lze psat ve tvaru
P(z) = Ae™® + Be 7, (5.6)

kde A a B jsou libovolné komplexni konstanty®.

Podle postulatu o vlnové funkci pozadujeme, aby vlnova funkce byla spojita.
Vzhledem k tomu, Ze plati ¢(z) = 0 pro z < 0 a = > a, musi byt zfejmé splnény
okrajové podminky

P(0)=0 (5.7)
a
P(a) =0. (5.8)
Prvni podminku splnime tak, Ze polozime A = —B, tj. misto obecné vlnové funkce
(5.6) vezmeme funkci ve tvaru
¥(z) = N sin(kz), (5.9)

kde N je normovaci konstanta. Druhou podminku
sin(ka) = 0 (5.10)
splnime tak, Ze poZadujeme
ka=m, n=123,..., (5.11)

kde n je pfirozené &islo, tzv. kvantové éislo 2, Vlnovy vektor k i odpovidajici energie
jsou kvantovany

k, = -;fn n=1,2,3,..., (5.12)
2h2
= ;rmazrﬂ, n=1,273,.... (5.13)

Vidime, Ze kvantovani je, jak je to v kvantové mechanice obvyklé, disledkem okra-
jovych podminek, které musi vinovéa funkce spliiovat.
Vlnové funkce piislusejici témto energiim maji tvar

dn(z) = Nsin ', n=1,2,3,.... (5.14)
a

1V piipadé dvojnisobného kofenu charakteristického polynomu k = 0 by FeSeni mélo tvar
¥ = A+ Bz. S takovym feSenim viak lze splnit dale uvedené okrajové podminky pouze pro
fyzikalné nezajimavy pfipad A = B = 0, a proto ho neuvazujeme.

2Redeni s kvantovym &islem n = 0 vede na feSeni ¥(z) = 0, které nema fyzikélni vyznam,
nebot odpovidajici hustota pravdépodobnosti je v celém intervalu (0, a) rovna nule.
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V(x)
Vs
\/ =
VY,
E,
V¥,
E,
0 a X

Obréazek 5.1: Nekoneén& hluboka potencidlova jama. Vlnové funkce i, a energie E, pro
zékladni stav (n = 1) a prvni dva excitované stavy (n = 2, 3).

Normovaci konstantu N uréime z poZadavku
@ TN
/ IN|?sin? — dz =1, (5.15)
0 a

ktery po jednoduché integraci vede na

N = Eei‘*, (5.16)
a
kde o je libovolné realné &islo. Vinova funkce 1(2) je uréena a2 na tzv. fazovy faktor
exp(ia), ktery zpravidla volime roven jedné.
Energie E, a vlnové funkce ,(z) jsou zndzornény na obr. 5.1. Vidime, Ze
energie stacionarnich stavi maji nasledujici vlastnosti:

o Energie E, jsou vét§l nez nula. Stav s energii F,, = 0 neni pro kone¢nou 3ifku
jamy a mozZny.

o Energetické spektrum E,,, n = 1,2,3,... je diskrétni a nedegenerovanés.

3Vlastni &islo se nazjva nedegenerované, pokud mu pfislusi pouze jedna linedrné nezavisla
vlastni funkce.
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o Energie F, jsou iimérné n?
E, ~n?, (5.17)
zatimco jejich rozdily rostou linedrné s n
E.q1— B, ~n. (5.18)
Podil ooy - By N 1 519
E, n ’

je tmérny 1/n. S rostoucim n se tedy postupné blizime ke klasickému pfipadu,
kdy energie nejsou kvantovany (jsou spojité).

Vlnové funkce v, (z) maji podobny tvar jako feSeni pro kmity struny v kla-
sické fyzice. To je ddno podobnosti ptislusnych diferencidlnich rovnic. Vlastnosti
vinovych funkci 1ze shrnout takto:

e Vlnové funkce 9, (z) jsou ortonormalni

| en@wn@)do = 6 (5.20)
0

a tvof{ bazi prislusného Hilbertova prostoru.
e Podet uzlti (nulovych bodt) funkei ¢, (z) v intervalu (0, a) je roven n — 1.

o Funkce v, () jsou sudé, resp. liché vzhledem ke stfedu intervalu (0, a), coz lze
vyjadfit pomoci jejich parity (—1)"~!. Vlnova funkce zdkladniho stavu s nejnizsi
energii (n = 1) je sud4, s rostoucim n se parita funkci pravidelné stiida.

Hustota pravdépodobnosti |¢,(z)|? pro n = 10 je ukdzéna na obr. 5.2. Po-

mineme-li oscilace v zavislosti na z, s rostoucim kvantovym ¢islem n se stfedni

hustota pravdépodobnosti* nalézt &astici v ur&itém misté blizi hodnoté 1/a. To
odpovid4 klasickému pohledu, kdy jsou viechna mista vyskytu ¢astice v jAmé stejné
pravdépodobna.

Jak uZ jsme uvedli vySe, ve staciondrnich stavech se hodnoty fyzikalnich velié¢in
nevyvijeji v ¢ase. Tato FeSeni tedy neodpovidaji feSenim zndmjym z klasické fyziky,
kdy se hmotny bod pohybuje v potencidlové jamé tak, Ze se uvnitf jdmy pohybuje
volné&, odra#{ se pruzné na sténdch a mén{ pfitom svlij impulz z hodnoty p na —p.

5.1.2 Obecné feSeni Casové Schrédingerovy rovnice

Obecné feSeni ¢asové Schrodingerovy rovnice pro ¢astici v jednorozmérné potenci-
alové jameé lze psat ve tvaru

Z e (z)e /(). (5.21)

4Zde mame na mysli stfedni hodnotu f;f |4(x)|? da /(22 — x1) pres dostateénd dlouhy interval
(z1,z2).
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P, (x)

LA AR AN
VU

0 a X

s

Obréazek 5.2: Nekoneén& hluboké potencidlova jama. Hustota pravdépodobnosti Py (z) =
|¥n(z)|* pro n = 10. Z klasické fyziky pro hustotu pravdépodobnosti vyplyva P(z) = 1/a.

Koeficienty ¢,, jsou ureny pocéatetni podminkou v &ase t = 0

oo

$(x,0) = Y enthn(z), (5.22)

n=1
odkud vyplyva
Cn :/ Pr(z)(z,0)dz. (5.23)
0

Pozadavek normovani funkce ¢ (z, t) vede na podminku

a o a o0
/ Wz, )P de= > chen / U5 (2)0n (@)elEn Bt 0 dy = 3 [, 2 = 1.
0 0 n=1

m,n=1
(5.24)
Pravdépodobnost namé&feni energie F,, ve stavu popsaném vinovou funkei ¢ (z, t)
je rovna

Po = leal?. (5.25)
Stredni energie se rovna

<E> = f: |C11‘2En' (526)

n=1

Jako konkrétni pifiklad odpovidajici uvazovanému problému vezmeme koefici-

enty ¢, ve tvaru
2 /
en = \/isin ULAL. ¥ ('), (5.27)
a
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kde z' je pevny bod v intervalu (0, a). Pro tyto koeficienty ¢,, budeme pfedpokladat
pocatedni podminku ve tvaru

N

$(2,0) = 3 4@ )n (@), (5.28)

n=1

kde N > 1. Podle relaci tGplnosti (viz kap. 10.4) se tato funkce blizi Diracové
d-funkeci
Y(z,0) =~ 6(z — z') (5.29)

a Castice je v Case t = 0 lokalizovana v blizkém okoli bodu z’. ProtoZe funkce
¥(z, 0) je s dobrym piibliZenim suda vzhledem k bodu 2’ a jeji derivace je vzhledem
k témuZ bodu lich4, je pocditeéni impulz Castice fo (z,0)p,9(x,0) dz piiblizné
roven nule. UvaZime-li dale, Ze uvniti jamy neptisobi na ¢astici zadna sila, vidime,
Ze vlnovy balik popsany vlnovou funkci ¥ (z,t) odpovidajici uvaZované pocatecni
podmince se vi&i sténam jdmy nepohybuje. Kdybychom chtéli dostat pohybujici
se Gastici odrazejici se od stén jamy, mohli bychom vzit napf. po¢ateéni podminku

Y'(z,0) = Zw Ny (2)e~Po=/ (h), (5.30)

Tato podminka odpovida nenulovému poéateénimu impulzu, ktery je pfiblizné ro-
ven pg.

5.2 Trirozmérna potencialova jama

TFirozmérné potencidlova jama je charakterizovana potencidlni energii V(z,y, z) =
Opro0<z2<a,0<y<bal<z<c kdea,bacjsourozméry jamy. Mimo
tuto jamu nabyva potencialni energie nekoneéné hodnoty V' — oco. VInové funkce
je rovna nule mimo uvedenou oblast a na hranicich této oblasti.
Je ziejmé, Ze nedasovou Schrédingerovu rovnici pro tento problém
2 2 2 2
h (8812 + 5 0 5 + 602) W(z,y, z2) = EY(2,y, 2) (5.31)

Ize Fesit separaci proménnych

Y(2,y, 2) = Y2 (2) Py (Y)¥=(2)- (5.32)
V souvislosti s tim pfedpokladéme, Ze celkova energie E se d4 psat jako soucet
E=E,+E,+E,. (5.33)

Po dosazeni téchto dvou predpokladt do Schrédingerovy rovnice (5.31) dostaneme
tfi jednorozmérné Schrodingerovy rovnice

K2 42
B T 5 ¥2(z) = Extpa(2), (5.34)
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R d2
—%a?;‘gwy(y) = Ey¢y(y) (5~35)

* R? d2?
—%@wz(Z) = Ezdjz(z), (536)

které predstavuji t¥i jednorozmérné potencidlové jamy ve smérech z, y a z o Sitkach
a, b a c. PouZijeme-li vysledky ziskané pro jednorozmérnou potencidlovou jamu,
dostaneme normované vinové funkce ve tvaru

/8 l ,
Vimn (2,4, 2) = 4/ — sinE sin TYM in 72 n’ I,mmn=1,23,... (5.37)
abe a b c

odpovidajici energiim

El ' = -—_ —_
mn a2 b2 C2

m2h2 (12 m? n?
2m

), Imn=1,23,.... (5.38)

Vidime, Ze napf. pro a = b = ¢ odpovida nékterym energiim vy§sim nez F11y
né&kolik réiznych linedrné nezévislych funkci. V takovém pripadé jde o degenerovanou
energii. Energie zédkladniho stavu F11; je nedegenerovana.

S degeneraci energetickych hladin se ¢asto setkdvdme u vicerozmérnych uloh.
Pomoci teorie grup se da ukézat, ze degenerace hladin souvisi se symetrii alohy.
Cim vyssi je symetrie hamiltonidnu, tim vét&{ degenerace energii se d4 ocekavat.

Obecné feSeni ¢asové Schrodingerovy rovnice pro tfirozmérnou potencidlovou
jamu bychom nalezli podobnym zptlisobem jako v jednorozmérném piipadé.




Kapitola 6

Rovnice kontinuity

Whence is it that Nature does nothing in vain: and whence arises all that order
and beauty which we see in the world?
Isaac Newton

Nejprve ukdZeme, Ze normovani vlnové funkce vyhovujici dasové Schrodingerové
rovnici zistava v fase zachovéno.

6.1 Normovani vlnové funkce

UvaZujeme Casovou Schrodingerovu rovnici

Pk LA Y (6.1)
ot
a rovnici k ni komplexné sdruzenou
_p 2t (Hy(r,1)" (6.2)

ot

Z téchto rovnic nasobime prvni zleva ¥*, druhou zprava 1 a obé rovnice odedteme.
Vysledkem je rovnice
oly[?
at

ih

=" Hy — (Hy) 4. (6.3)

Provedeme-li nyni integraci pfes cely prostor a zaménime-li pofadi integrace a de-
rivace podle ¢asu, dostaneme

z‘h%/hﬁ]QdV: /¢*FI¢dV—/(H¢)*¢dV (6.4)

Piedpokladame-li, Ze hamiltonidn H je hermitovsky operétor, je prava strana rovna
nule a plati, Ze normovéani vlnové funkce se zachovava v ¢ase

/|1/)|2 dV = konst. (6.5)
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Vidime, Ze uvaZovana &astice existuje ve vSech Gasech a Ze se nerozpada ani ne-
mizi. Pro hustotu pravdépodobnosti proto musi platit rovnice analogickd rovnici
kontinuity zndmé z mechaniky kontinua.

6.2 Rovnice kontinuity

Rovnici kontinuity odvodime z rovnice (6.3) nésledujicim zptisobem. Nejprve zave-
deme hustotu pravdépodobnosti p

p= v (6.6)
a pfedpokladame, Ze potencialni energie V(r,t) v hamiltoninanu

. K2
H=-7=A+ V(1) (6.7)

je realna. V takovém piipadé V(r,t) z rovnice (6.3) vymizi a dostaneme

o h ., o]
aJr%W Ay — (AY* )] = 0. (6.8)

Chceme-li nyni napsat rovnici kontinuity ve tvaru

dp

5 TAivi=0, (6.9)

je zFejmé, Ze tzv. hustotu toku pravdépodobnosti' miZeme psit ve tvaru

3 h * ah *
i= %(w Vip —pVyr). (6.10)

Z tohoto vyrazu je vidét, Ze hustota toku pravdépodobnosti j je rovna nule pro
reédlné vinové funkce.

Dale vidime, Ze hustota toku pravdépodobnosti nen{ uréena jednoznaéné, nebot
k poslednimu vyrazu mtZeme pfidat libovolny konstantni vektor, pfipadné vektor
z4visly pouze na &ase a rovnice kontinuity zdstane splnéna. Prvni pfipad je v sou-
ladu s tim, Ze pfi pfechodu k jinému inercidlnimu systému se zméni o konstantni
vektor 1 hustota toku pravdépodobnosti. Druhy pfipad odpovida obecné asové
zé&vislé transformaci mezi soufadnymi systémy.

Pro volnou ¢&4stici dostaneme pfi normovani vinové funkce na objem V

1
VvV

P = ——e i (Bt=Pr) (6.11)

1Uvadime vzity ¢esky nazev. V angli¢ting se pouZiva termin probability current density.
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hustotu toku pravdépodobnosti

. pl A
== 6.12
J mV V ( )
kde v = p/m mé smysl rychlosti ¢astice. Hustota toku pravdépodobnosti pro

volnou é&éstici je rovna jeji rychlosti vztaZené na jednotku objemu.



Kapitola 7

Relace neurcitosti

In effect, we have redefined the task of science to be the discovery of laws that will
enable us to predict events up to the limits set by the uncertainty principle.
Stephen Hawking

7.1 Uvod k relacim neuréitosti
Nejprve ptedpokladejme, Ze uvaZovany kvantovy systém je ve vlastnim stavu ¢,
operatoru A a Ze odpovidajici viastni &islo je rovno ap,

Awm - amwm' (71)

Piikladem takového operatoru muZe byt ¢asové nezdvisly hamiltonian, a,, mé pak
vyznam energie stacionarniho stavu. Predpoklddédme rovnéz ortonormalitu funkei

'lpm

<wm|¢n> = Omn.- (7.2)
Stfedni hodnota operatoru A v tomto stavu je samoziejmé rovna a,,
(¢7H|A|wm> = <A> = Qm. (73)

Stiedni kvadratickd odchylka p¥i méfeni na kvantovémechanickém souboru popsa-
ném funkci ¢,, je rovna nule

(A= (A)?) = (A% —24(A) + (A)%) = (A%) —(A) = a? —a?, = 0. (T.4)

V takovém p¥ipadé fikdme, Ze ve stavu popsaném vlnovou funkei 4, nabyva fyzi-
kalni veli¢ina A ostrou hodnotu a,,.
Nyni uvazZujme systém v obecném stavu

spliujicim normovaci podminku

(Yly) = 1. (7.6)
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V takovém pfipadé dostaneme analogickym vypoltem

(A) = |enl?an (7.7)

(A= (A)% =3 Jeal?(an — (A))? > 0, (7.8)

kde |c,|* udava pravdépodobnost, Ze systém pii méfeni najdeme ve stavu v,.
V obecném pfipadé je stfedni kvadratickd odchylka pfi méfeni veli¢iny A nenu-
lova. V takovém pfipadé fikdme, Ze tato veli¢ina nemé ve stavu v ostrou hodnotu.
Rovnost v uvedeném vztahu plati jen tehdy, pokud plati p, = |ca|? = Gynn, kdy
(A) = a,, a m&Fena veli¢ina mé ostrou hodnotu.

Meéfime-li dvé veli¢iny A a B, bude v obecném pripadé platit vztah

(A - (D) (B~ (B)

Relace neurcitosti, které v dalsim odvozujeme, ukazuji, Ze v pfipadg, kdy operétory
AaB nekomutuji, je nutné v této nerovnosti nahradit nulu kladnym é&islem, které
souvisi se stfedni hodnotou komutétoru [fl, l?] V takovém pfipadé je tedy spodni
mez k souinu stfednich kvadratickych odchylek kladna.

%y > 0. (7.9)

7.2 Odvozeni relaci neurcitosti

Budeme pfedpoklidat, Ze fl, BaC jsou hermitovské operatory a Ze plati komutaéni
relace

[A4,B] =iC. (7.10)

Konkrétnim pfikladem mohou byt operdtory soufadnice £ = z a impulzu p, =
—ih(0/0x), pro néz plati
[Z,p:] = ih. (7.11)

Dale pouzijeme definici stfednich hodnot veli¢in popsanjch operatory A a B ve
stavu ¥

(A) = (y|Ay) (7.12)
a A A
(B) = (¢|BY) (7.13)
a zavedeme operatory A4 a AB odchylek od téchto stfednich hodnot
AA=A— (A) (7.14)
a A A A~
AB =B - (B). (7.15)

Snadno lze ovéfit, Ze pro tyto operatory plati podobna komutaéni relace jako pro
AaB o X
[AA,AB] =1iC, (7.16)
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nebot posunuti poéatku odecitani hodnot veli¢in A a B neméni hodnotu komuté-
toru.

Pro stfedni kvadratickou odchylku v kvantové mechanice plati podobné pravidlo
jako v klasické fyzice

A A ~ 2 ~ A
(AA)?) = ((A—(A))7) = (4%) - (A)*. (7.17)
Déle vyuZijeme Schwarzovu nerovnost! ve tvaru (viz dodatek D.5)
(ulup(vlv) = [(ulv)]?, (7.18)

kde (u|v) oznaluje skalarni soucin.
Pfi jejim pouZiti na na$ pfipad

u=AA, (7.19)
v=ABY (7.20)

dostaneme X R X R X s
(DAY AAY)(ABYIABY) > [(AAy|ABY)[. (7.21)

ProtoZe operator AA je hermitovsky operator podobné jako A, mtZeme skaldrni
soudin na pravé strané této nerovnosti zapsat ve tvaru

(AAY|ABY) = (| AAABY). (7.22)

Operétor AAAB nyni napiSeme pomoci jeho hermitovské a antihermitovské &asti
U PO OO B U
AAAB = (AAAB + ABAA) +5 (AAAB - ABAA) =z <D + zC’) , (7.23)
kde

D =AAAB+ ABAA (7.24)

je hermitovsky operator. Nyni vypod&itdme pravou stranu ve Schwarzové nerovnosti
(7.21)

LiiD + i) [* = £ (w1Dw) + iwicw)) ((wlDw) +iw|Cw)).  (7.25)
4 4

JestliZe tyto dvé zavorky roznasobime a uvaZime, Ze stfedni hodnoty hermitovskych
operatori C a D jsou redlné, dostaneme

A|WID +iGwl* =  (WICw? + wiDvy?). (7.26)

Vzhledem k tomu, Ze AAaAB jsou hermitovské operatory, Schwarzova nerovnost
(7.21) nabyva tvar

(WI(AA) (I(ABYY) > - (WICH) + WIDY)?) (7.27)

RNy

IN&kdy byva nazyvana Schwarzovou—Cauchyovou—Buiiakovského nerovnosti.



Heisenbergovy relace neuréitosti 55

Stfedni hodnota operatoru D zavisi na tvaru vlnové funkce a obvykle se musi
poéitat pro kazdy pripad zvlast. Proto se obvykle vynechdvd a pak dostivime
relaci neurcitosti ve tvaru

wiadry) wiaB)y) 2 P00 (1.28)
Zkracené ji zapisujeme ve tvaru
(@iryanp = (7.29)
nebo )
(adryianp? = O 7:30)

Ponékud jednodussi, avSak méné obecné odvozeni relaci neuréitosti lze nalézt
v dodatku D.6.

Fyzikalni vyznam relaci neurcditosti je dan interpretaci vinové funkce a zpu-
sobem vypodétu stfednich hodnot méfenych fyzikilnich veli¢in. Relace neurcitosti
plati pro méfeni na kvantovémechanickém souboru popsaném vlnovou funkei .
Na jediné méfeni nelze relace neuréitosti aplikovat. Vzhledem k pravdépodobnost-
nimu charakteru kvantové mechaniky jsou stfedni kvadratické odchylky vystupujici
v relacich neuréitosti obecné nenulové a diky komutaénim relacim mezi odpovida-
jicimi nekomutujicimi operatory existuje spodni mez pro soucin téchto odchylek.
Pro komutujici operatory je na pravé strané relaci neur¢itosti nula, takze v takovém
pfipadé se na soudin stfednich kvadratickych odchylek neklade Zadné omezeni.

Na zavér poznamenejme, %e pii pouZiti relaci neurcitosti zavisi rovnéZ na cha-
rakteru vlnovych funkci, jejichz pomoci pocitame stfedni hodnotu (C’ ). Pro nékteré
vlnové funkce muZe byt tato hodnota nulové, pfestoze je operator C rtzny od nuly.

7.3 Heisenbergovy relace neurcitosti

Heisenberg [52] odvodil relaci neuditosti pro operdtory soufadnice & a impulzu
pr = —ih(0/0z), pro které z rovnic (7.11), (7.21) a (7.29) vyplyva

((A2)%)((Apg)?) > %; (7.31)
nebo
(A0 H(Bp.)E 2 7. (732
Heisenberg tuto relaci zapisoval ve tvaru
AzAp, > E (7.33)

27
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kde si musime byt védomi piesného smyslu Az a Ap, vyplyvajiciho z rovnice (7.32).
Analogické relace plati i pro operétory ¢ a py resp. £ a p,.

Nyni si véimneme dvou limitnich p¥ipada. Pro lokalizovanou ¢astici s vinovou
funkei blizici se 6-funkei, tj. v pfipadé ((Az)?) — 0, dostavame ((Ap,)?) — oo. Pro
delokalizovanou volnou &astici s vlnovou funkei ve tvaru rovinné viny dostavime
druhy krajni pripad ((A%)?) — oo a ((Ap.)?) — 0. Vidime, Ze pokus o lokalizaci
&astice v soutfadnicovém prostoru (z-prostoru) vede k jeji delokalizaci v impulzovém
prostoru (p,-prostoru) a naopak.

Podobny jev je znam i z optiky. Cim krat$i pulz svétla chceme vytvofit, tim
§ir§i spektrum frekvenci je tfeba pouzit a naopak.

Zajimavym piipadem je vlnova funkce ve tvaru gaussovského klubka diskuto-
vand v kap. 4.5, pro kterou plati rovnitko v relacich neurcitosti. Zavér o lokalizaci
resp. delokalizaci ¢astice v z-prostoru & p,-prostoru plati samoziejmé i pro tento
pripad.

Snadno se pfesvédéime, Ze plati rovnéZ komutadni relace

2, P2 — qAz] = ih, (7.34)

kde A, je z-ova slozka vektorového potencidlu elektromagnetického pole. Postup
z predchézejici kapitoly lze proto pouzit i pro operatory v této komutacni relaci.

7.4 Dusledky relaci neurcitosti

Nejprve uvaZujme elektron, ktery pfi svém pohybu ve Wilsonové mlzné komote
vytvaii uréitou stopu, kterou lze zaznamenat. ProtoZe je zndma rychlost elektronu
i jeho trajektorie, tak se zd4, Ze to je ve sporu s relacemi neurcitosti, podle kterych
lze tyto velidiny zmdfit jen s jistou neurditosti. Otazkou je, jak velké jsou tyto
neurditosti ve srovnani s experimentalné dosazitelnou pfesnosti. Pro hrubé radové
odhady budeme predpokladat, Ze plati rovnitko v Heisenbergové relaci neurcitosti
(7.33). Piredpoklddame, Ze poloha elektronu v mlzné komofie je uréena s presnosti
Az = 1078 m, rychlost elektronu je v ~ 107 m s~! a jeho hmotnost se rovna
me &= 10730 kg. Neurditost rychlosti m@iZeme vypocitat ze vztahu

Ap,

Me

Av, = (7.35)

kde neuréitost impulzu Ap, je podle Heisenbergovy relace neurcitosti rovna

h
204z
Dosazenim uvedenych hodnot dostaneme odhad Av, = 102 m s, tj. neurcitost
slozky rychlosti v, je asi o 5 Fadt nizsi nez rychlost v ~ 107 m s~!. Vzhledem k do-
saZitelné experimentalni pfesnosti proto neni nutné relace neurditosti brat v ivahu
a lze pouzit klasicky popis?.

Ap, = (7.36)

2Vyse uvedena diskuze se vztahuje ke kvantovémechanickym soubortim s uvaZovanymi neur-
¢itostmi souradnic a impulzu.
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Na druhé strand uvaZujme elektron pohybujici se v atomu vodiku o linear-
nim rozméru | ~ 1071° m, to znamen4, Ze linedrni neurditost polohy elektronu
je pfiblizné rovna l. Déle pfedpoklddéme, Ze pracujeme v soufadnicovém systému
s podatkem v jadru tohoto atomu, takZe muZeme pfedpokladat

(#) =0 (7.37)

(pz) = 0. (7.38)

Pak mtZeme relaci neur¢itosti (7.31) psat ve tvaru

2
(&) (p3) > % (7.39)

Zavedeme-li nyni kinetickou energii vztahem

52 4 52 4 52
-+, +
T = <2_7}__M> (7.40)

2Me

"anahradime-li kazdy z ¢lent (£2), (92) a (£2) v Heisenbergovych relacich neuréitosti
s rovnitkem vyrazem (2, dostaneme

3h2

= 8mel?’

(7.41)

Dosazenim do tohoto vzorce dostaneme f4dovy odhad pravé strany 10 eV. Velikost
kinetické, a tedy i celkové energie v atomech by tudiZz méla byt fddové 10 eV nebo
vétsl, coz odpovida experimentu (energie zdkladniho stavu atomu vodiku je rovna
~13,605 eV) 2. Kdybychom podobny odhad provedli pro energii nukleonu v jadru
o rozmérech | = 10~ m, dostali bychom energie fadové 1 MeV, coZ opé&t pfiblizné
odpovida skute¢nosti. Omezujeme-li tedy prostorovy pohyb ¢astice, pak v disledku
relaci neuréitosti stoupa jeji kinetické energie. Soucasné vidime, Ze v poslednich
dvou piipadech je neuréitost polohy &astice srovnatelnd s rozméry oblasti, v niz se
astice pohybuje. Proto je klasické fyzika v takovych pfipadech zcela nepouzitelna.

3Pfesnéji lze postupovat pomoci tzv. viridlového teorému, ktery dava do souvislosti stfedni
hodnoty kinetické a potencialni energie.



Kapitola 8

Linearni harmonicky
oscilator v souradnicové
reprezentaci

The most incomprehensible fact about the universe is that it is comprehensible.
Albert Einstein

Nez piistoupime k FeSeni Schrodingerovy rovnice pro linedrni harmonicky oscilator,
uvedeme nékolik poznimek.

Analytické feSeni Schrédingerovy rovnice je mo#né jen pro maly podet fyzikalns
zajimavych tloh. Linearni harmonicky oscildtor patfi mezi jednu z téchto vyjimek
a jeho vyznamnost je ddna tim, Ze potencialni energii tohoto oscilatoru lze povazo-
vat za prvni ¢leny Taylorova rozvoje obecné potencialni energie V (z) v okoli jejiho
minima z = zg

V() = V(o) + T

2
(z—z0)* +---. (8.1)
=g o
ProtoZe prvni derivace potencialni energie v minimu je rovna nule, pak, omezime-li
se na rozvoj do druhého fadu a ode&itdme-li energii od hodnoty V(z), dostaneme
potencidlni energii ve zjednoduseném tvaru
1 d*v

(z) = 2 qa2 (z — z0)?, (8.2)

T=ZTo

ktery odpovida linedrnimu harmonickému oscildtoru.

Podobnym zptisobem lze postupovat i ve vice dimenzich a pro vicedasticové
systémy. Provedeme-li rozvoj potencialni energie do druhého fadu odchylek od mi-
nima, maZeme zavedenim normélnich soufadnic pfevést rozvoj potencialni energie
do normélniho tvaru, kdy lze vicerozmérny potencial napsat jako sumu kvadratic-
kych €lenti typu (8.2). Vyslednou vicerozmérnou Schrodingerovu rovnici pro systém
nezdvislych linedrnich oscildtort v jednotlivich norméalnich soufadnicich pak lze
Iesit separaci proménnych. Tento postup se pouZivéa pfi zkoumani kmitt molekul,
krystaltl a fadé dalsich pfipadéi. Z toho vyplyvéa dalezita role linedrniho harmonic-
kého oscilatoru pro mnoho fyzikalné zajimavych problémi.
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Na druhé strané je tfeba si uvédomit uréité fyzikdlni omezeni tohoto modelu.
Skutegnost, %e pii zvétSovéni soufadnice z — oo roste sila F' = —dV/dz nade
viechny meze, je nefyzikilni. U redlnych systémi dojde pii zvétSovani z diive &i
pozdgji k disociaci systému (viz napf. dvouatomové molekuly), coZ znamend, Ze
potencialni energie V(z) musi pro ¢ — co nabyvat koneéné hodnoty.

Potencial symetricky vzhledem ke svému minimu, jako je potencial linedrniho
harmonického oscildtoru, neumoZiuje popsat napf. takovy jev, jako je tepelnd
roztaznost latek. Je-li parovy potencidl mezi atomy v latce symetricky vzhledem
ke svému minimu, nedochézi pfi zvySovani teploty, kdy systém prechédzi smérem
k vy3$im energiim, ke zméné stfedni vzdélenosti mezi atomy. Obvyklou tepelnou
roztaznost, kdy se primérné vzdalenosti mezi atomy s teplotou zvysuji, lze po-
psat pouze nesymetrickym potencidlem, ktery roste pomaleji pro x > zo nez pro
r < z9. BohuZel, pfi zavedeni vyssich nez kvadratickych ¢lentt do potencidlu uz
neni odpovidajici Schrodingerova rovnice analyticky feSitelna.

8.1 Stacionarni stavy

Nyni nalezneme FeSeni nedasové Schrédingerovy rovnice pro linedrni harmonicky
oscilator, kterd mé v obvyklém oznaceni tvar

- i —d-z— + lmw2:c2 P(z) = Ey(z) (8.3)
2mdz? 2 - ' ’
Nejdiive zavedeme bezrozmérné proménné
x
£=— (8.4)
To
: 28
A= — 8.5
huw’ (8:5)
kde
h
=4/ —. 8.6
To = (8.6)

Pii pouziti téchto novych proménnych ma Schrodingerova rovnice (8.3) jedno-
dussi tvar )
d*¥(§)

dg?
V souladu s pozadavky kladenymi na vlnovou funkci budeme pozadovat, aby Fe-
$eni této rovnice byla kone¢na, jednoznaénd, spojita a kvadraticky integrabilni na
intervalu £ € (—o0, c0).

Nejprve se budeme zabjvat asymptotikou vlnové funkce ¢ pro §{ — oo, kdy
lze A v rovnici zanedbat. Snadno ovéfime, Ze v asymptotické oblasti £ — oo lze
FeSeni rovnice

d*y(§)

dg?

+ (A =€) ¥(e) = 0. (8.7)

—&2(6) =0 (8.8)
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psat pro & — too ve tvaru
$(€) = Ae™¢/2 4 Bef/2, (8.9)

kde A a B jsou libovolné konstanty!. Pro znaménko plus v exponenciile vlnova
funkce v diverguje pro £ — %00 a nelze ji normovat. Je proto ziejmé, Ze nezavisle
na vlastnim éisle A, a tedy i na energii E se vlnové funkce asymptoticky chovaji
jako funkce

P(&) = Ae~€/2, (8.10)

Vzhledem k tomuto zdvéru budeme v dalsim hledat Fefeni Schrodingerovy rov-
nice (8.7) ve tvaru

Y(€) = v(€)e™ 72, (8.11)

kde v(€£) je zatim neuréend funkce modulujici exponencidlu exp(—£2/2).
Abychom nalezli rovnici pro tuto funkci, dosadime tento vztah do rovnice (8.7)
a po upravé dostaneme diferencialni rovnici

"¢+ (A= v =0, (8.12)

kde ¢érka oznacuje derivaci podle €. Funkei v(£) budeme hledat ve tvaru mocninné
fady

v(€) =) ath. (8.13)
k=0
Pro derivace této funkce dostavame
oo
V() =) ark £ (8.14)
k=1
a
V"(€) = Z apk(k — 1)g5=2. (8.15)

Dosazenim téchto vztaht do rovnice (8.12) a preéislovanim séitacich indext obdr-
Zime

> langalk +2)(k +1) — 2axk + (A — L)a]€* = 0. (8.16)
k=0

ProtoZe tento vztah mé platit pro vSechna £, musi byt viraz v hranaté zavorce

roven nule. To vede na rekurentni vztah
2k—(A—-1)
- . 8.17
2= ey k)™ (8.17)

1Obecnéji lze misto uvedenych exponencial vzit funkce £ exp(££2/2). Tato feseni jsou vsak
v nasledujicim postupu rovnéz zahrnuta.



Staciondrni stavy 61

Zvolime-li bud ag = 1, a1 = 0 nebo ag = 0, a; = 1, je pfislusna funkce (8.11)
fegenim Schrodingerovy rovnice (8.7) 2. V prvnim pfipadé dostaneme sudou funkci,
ve druhém funkci lichou. To souvisi s tim, Ze diky symetrii potencidlni energie
V(z) = mw?2?/2 je hustota pravdépodobnosti [¢(z)|? suda.

Vlnovs funkee (8.11) v8ak musi spliiovat pozadavky kladené na vlnovou funkci.
7 pozadavku, Ze vlnova funkce musi byt kvadraticky integrabilni vyplyvé, Ze musi
platit

() = lim $() =0 (8.18)

Podivejme se nyni na chovéani funkce v(¢) dané rekurentnim vztahem (8.17). Je
ziejmé, Ze pro velkd k prechazi tento rekurentni vztah na

Ak+2 -~ 2k

PR () (T (8.19)

Tento pomér koeficientt je v3ak pro velka k stejny jako v pfipadé funkce f(§) =
exp(€2) = brc®, kdy lze ukazat, Ze pro koeficienty se sudym indexem plati

bryo 2

ey (8.20)

Odtud vidime, Ze fada v(€) se pro velka ¢ chova jako funkce exp(§ 2), coz znamena,
%e vlnova funkce (8.11) pro ¢ — oo diverguje®. Funkce v(£) proto nemtiZe mit
predpokladany tvar nekone¢né fady. Nezbyva tudiz nez pfedpoklddat, Ze funkce
v(£) méa tvar polynomu, tj. Ze poéinaje uréitym n plati

aAn42 = 0 (821)

(viz rekuretni vztah (8.17)). To ale znamené, Ze dosud libovolné A musi spliiovat

podminku
A=2n+1, n=01,2,.... (8.22)

S ohledem na vztah (8.5) dostavadme tedy i kvantovani energii staciondrnich stavi

| E. = ho(n +1/2), n=012.. ]| (8.23)

Kvantovan{ energii je opét dano okrajovymi podminkami, v tomto piipadé pod-
minkou (8.18).
Polynomy v(€) lze zapsat ve tvaru tzv. Hermitovych polynomi

Hy(€) = (1) acg%e““- (8.24)

2Reseni typu ap # 0 a soucasné a; # 0 nepfichazi v tvahu, nebot vzhledem k rekurentnimu
vztahu (8.17) nelze pro sudé i liché koeficienty an najednou splnit déle uvedenou podminku
any2 = 0.

3Viz téz [16].
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Hermitovy polynomy jako jedny z ortogondlnich polynomt maji fadu zajimavych
vlastnosti (viz dodatek D.9). Kromé& vztahu

H!' —2¢H! +2nH, =0 (8.25)
vyhovuji rovnéZ rovnicim
dH,(§)
—n%) _ 9nH, 8.26
AT 2nH,-1(§) (8.26)
a
Hpi1(8) = 26H,(€) — 2nH,,_1(€). (8.27)
Hermitovy polynomy jsou ortogonélni s vdhovou funkci exp(—£2)
/ e ¢ H,(8)Hp (€) A€ = 2™n!y/Trmn. (8.28)
Uvedeme explicitni vyjadfeni nékolika Hermitovych polynomt
Ho(§) =1, (8.29)
Hi(¢) = 2¢, (8.30)
Hy(¢) = 4% — 2, (8.31)
Hj(¢) =863 —12¢ (8.32)
a
Hy(€) = 166* — 48¢2 + 12. (8.33)
Déle plati*
Hy,(0) = (—1)"2™(2n — 1)!! (8.34)
a
Hj,41(0) = 0. (8.35)

Vzhledem ke vztahiim (8.11) a (8.28) je zFejmé, Ze vlnové funkce 1, (¢) spliujici
normovaci podminku

/ [Yn(€)?dé =1 (8.36)
maji tvar
Yn(€) = VoI %._.!.ﬁ_e%z/?Hn(g), n=0,1,2,..., (8.37)
kde £ = z/xp.

Normované vlnové funkce ¢, () spliiujici normovaci podminku v proménné

/oo [$n(x)]? dz =1 (8.38)

“Dvojfaktoriél je definovan vztahy (2n — 1)!! = 1.3.5...(2n — 1) a (2n)!l = 1.2.4. .. (2n).
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maji tvar
1 1
n(T) = ——=———=
Yn(o) VTo \/2nnly/m

Energie zékladniho stavu nebo téZ tzv. nulovd energie odpovidajici n = 0 je pro
fyzikalné zajimavé frekvence w > 0 vétsi neZ nula

e“(m/$0)2/2Hn(I/x0), n=20,1,2,.... (8.39)

Ey = h_w (8.40)
2
To je podstatny rozdil proti klasické fyzice, kde ¢astice miiZe mit nulovou energii
v minimu potencialni energie V(z). Nenulovost této energie souvisi s relacemi ne-
uréitosti, podle kterych je v zdkladnim stavu p¥i prostorovém omezeni pohybu, tj.
koneéné hodnoté ((Az)?), nenulova hodnota ((Ap)?), a tedy i kineticka energie.
Existenci takovych nulovijch kmiti 1ze ovéfit napfiklad v pfipadé kmitl krystalové
miizky, kde, na rozdil od klasické fyziky, vlivem nulovych kmiti nevymizi rozma-
zani difrakéniho obrazu ani pfi snizovani teploty k absolutni nule 7' — 0. Nulové
kmity existuji i v p¥ipadé tzv. elektromagnetického vakua (stav elektromagnetic-
kého pole s nulovym po¢tem fotont).
Vlnova funkce zékladniho stavu linearniho harmonického oscildtoru mé jedno-
duchy tvar
o(z) = e/ (220), (8.41)
\/ l‘oﬁ
Vlastni energie E, a odpovidajici vinové funkce 9, () linedrniho harmonického
oscildtoru jsou ukazany na obr. 8.1.
Zajimavé je, Ze energie E,, jsou ekvidistantni, coZ plati pouze pro linedrni har-
monicky oscilator. Pozoruhodné je rovnéz to, Ze vinové funkce jsou nenulové i v kla-
sicky zakézané oblasti, kde plati

E < V(). (8.42)

Je proto nenulové pravdépodobnost nalézt ¢astici i mimo vnitini oblast potencialni
energie V(z), viz obr. 8.2.
Vlnové funkce ¢, (€) se chovaji pro £ — oo jako funkce

Yu(€) ~ €M™/, (8.43)

Vsechny stavy lineadrniho harmonického oscildtoru maji charakter tzv. vdzangch
stavt, pro které je &astice lokalizovana v ur¢ité oblasti prostoru. Pro takové stavy
lze ukézat, Ze piislusné energetické spektrum je v jednorozmérném piipadé nedege-
nerované (viz pfiklad 1 v kap. 21.12).

Jak uZ jsme uvedli, vinové funkce ¥, (z) jsou bud sudé, nebo liché

PYn(—2) = (=1)"Yn(x), (8.44)

kde faktor (—1)™ vyjadfuje paritu vinové funkce.
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V(x) = s ma’x

-

\d!

Yo

Obrézek 8.1: Linearni harmonicky oscilator. Vlastni energie E. a odpovidajici vinové
funkce 1y, (z) pro n = 0,1,2. Usecky znazoriiujici polohu vlastnich energii predstavuji
klasicky dovolenou oblast.

V(x) = {me’x?

AV
Ja
4

Obrézek 8.2: Linearni harmonicky oscilator. Vlastni energie F, a hustoty pravdépodob-
nosti ¢, (z)|* pron = 0,1, 2.
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S rostouci energii F,, se zvét§uje oblast, v niZ je &astice lokalizovana. PFitom se
rovnéz zmensuje relativni vzdalenost hladin
Enp1—-E, 1
E, n+1/2
vliv kvantovani se zmenSuje a bliZime se klasické oblasti. To plati i pro hustotu

pravdépodobnosti, kterd se pro velka n bliZi klasické pravdépodobnosti nalézt &4s-
tici v mist& = (viz obr. 8.3) 5.

(8.45)

1
A sin m‘ccosﬁ

[%,0]?

-A 0 A X

Obréazek 8.3: Linearni harmonicky oscildtor. Porovnani kvantové hustoty pravdépodob-
nosti [1n(z)[* pro n = 10 s klasickou hustotou pravdépodobnosti |1/[r A sin arccos(z/A)]|-

Nyni uréime stfedni hodnoty né&kolika fyzikalné zajimavych veli¢in ve stacio-
narnich stavech linedrniho harmonického oscildtoru. Budeme piedpokladat vinové
funkce ve tvaru

¥n(€) = Nue™€/2H,,(¢), (8.46)
kde
1 mw
No =\ 5V B (8.47)
je normovaci faktor a
&= %ﬂx. (8.48)

5V klasickém piipadé lze za pfedpokladu z = Acoswt z energie rovné Ey, = hw(n + 1/2)
(1/2)mv2,,, uréit maximélni rychlost vimez = Vhw(2n 4+ 1)/m a amplitudu pohybu A =

Vmaz/w = /A(2n + 1)/(mw). Pravdépodobnost nalezeni ¢astice v bodé z je nepfimo ‘mérna
rychlosti P(z) = |c/&| = |c/[wAsinarccos(z/A)]|, kde ¢ je konstanta. Po znormovani této prav-

dépodobnosti dostaneme P(z) = |1/[rAsinarccos(z/A)]| = 1/[rA/1 — (z/A)?].
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Vzhledem k sudosti, resp. lichosti funkei 1, (z) (viz rovnice (8.44)) ziejmé plati

<j>7l = <¢n1$|1/)n> =0 | ’ (8.49)
a
‘ (PYn = (Yn| — ih(d/dz)|thn) = 0. (8.50)
Dale dostdvame
R\ '
@n=n2 () [ eTHROe (8.51)
mw o
Nyni vyuZijeme vztahu (8.24), ktery dosadime za jeden Hermitv polynom, a do-
staneme 3/2 ,
I3 o0 dre=¢ .
~2 _ 2 e _1\n 2
=N () [T hoer T 6
Provedeme-li nyni n-krat integraci per partes, obdrzime
B2 e _adn (Ha(€)€?)
22y N2 S A S ST BV V- 8.
<:E >” Nn <7nw> ./;ooe dé‘n d£ ( 53)
NapiSeme-li nyni H,(£)¢? jako polynom
Ha(€)€® = an€™? + aponf" + - | (8.54)
dostaneme q (H © 2)
" (Ha(€)€ n+2)!
aer = an( 5 ) €2 + a,_on!. (8.55)
Pro Hermitovy polynomy plati
Ap~-2 = "alnw, - (856)
4
kde » ‘
a, = 2" (8.57)

Uvazime-li déle, ze

/ T e = 7 (8.58)

—00
a oo
/ e = LT, ' (8.59)
oo 2
dostaneme po Upravé
h
i), = — 2). 8.60
(@) = ——(n+1/2) (8.60)

Z posledniho vztahu mtZeme vypoditat i stfedni hodnotu potencialni energie

e (8.61)

2
771(24} <i2)71

<V>n =
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Pro stfedni kinetickou energii dostaneme

<T>n =E, - <V>n = €71~ (8.62)

Odtud vyplyva i stfedni hodnota kvadratu operatoru impulzu
(3*)n = 2m(T),, = mhiw(n + 1/2). (8.63)

Plati proto vztah
(%) (92 = K2 (n + 1/2)2 (8.64)

Vidime, Ze pro zdkladni stav n = 0 jsou splnény relace neuréitosti s rovnitkem

2
(A nmol(85) ) nmo = = (3.65)
Pro vyssi stavy plati relace neurditosti se znaménkem vétsi. _

Ve stacionarnich stavech linedrnfho harmonického oscildtoru, které jsme zde
nalezli, se stfedni hodnoty €asové nezévislych fyzikalnich veli¢in neméni v &ase.
Déle budeme zkoumat pohyb Casové zévislého gaussovského vinového klubka vy-
tvoreného ze stacionarnich stavii, o kterém ukéZeme, 7e se pohybuje podobng jako
klasicka Céstice.

8.2 ResSeni casové Schrédingerovy rovnice ve tvaru
gaussovského klubka

Vlnovou funkei linedrniho harmonického oscildtoru v éase v t = 0 budeme piedpo-
kladat ve tvaru gaussovského klubka

Y(€,0) = Ne(E=60)%/2, (8.66)
kde
= %L (8.67)
(]
€ = %xo | (3.68)

a xo je libovolné zadany stied klubka. Normovaci faktor je oznaden N.
PoloZime-li &, = 2, dostaneme

P(E,0) = Ne=6 /23 g260-2%, (8.69)

Z teorie ortogonalnich polynomt je vSak znidmo, Ze druhé exponencisla je tzv.
vytvdregict funkce pro Hermitovy polynomy, pro kterou plati (viz dodatek D.9)

ew—V = i Hn(g)ﬁ. ; (8.70)

n!
n=0
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Dostavame proto
/\n
n!’

w(an) = Ne”§2/2_)‘2 Z Hn(&)

n=0

(8.71)

Casova zavislost stacionarnich stavi linedrniho harmonického oscilatoru je dana
faktorem exp|Ent/(ih)]. Casové zévislou vlnovou funkci odpovidajici pocatecni
podmince (8.66) muZeme tudiZ psat ve tvaru

'L/)(E,t) Ne—( /2-72 ZH (5) (n+1/2)hwt/(1h) (872)
n=0
nebo téz
e2/0 0 /(2 ad [Aexp(—iwt)]"
Y(€,t) = Ne g2/2-2% t/(2)ZHn(§)___n_!___]_' (8.73)
n=0
Sumu v této rovnici mtZeme seéist pomoci vytvafejici funkce s vysledkem
w(g, t) — ]\]’e-—£2/2--z\2euut/(Qi)e——)\2 exp(—2iwt)+2A exp(—-iwt)f_ (874)
PoloZime-li nyni A = &,/2, dostaneme po Upravé
’I,D(LE, t) — Ne—iwt/2ei(mu/h)[1'g cos(wt)—2zz0) sin(wt)/2>< (875)
x e—(mw/h)[mz—Zzzu cos{wt)+z2 cos? (wt)]/2.
Odpovidajici hustota pravdépodobnosti je rovna
|¢($’t)12 — Nze—(mw/h)[z—xocos(wt)]2, (8.76)
kde 1
mw
N=(E)" 8.77
— (8.77)

7 predposledniho vyrazu vidime, Ze stfed vlnového baliku se pohybuje po kla-
sické trajektorii = xo cos(wt). O tom se miZeme pfesvédéit i pfimym vypoctem
(%), ktery dava

i /7;:0.)/ —(mw/h)[z—xq cos( (wt)]? dz = 2 COS(u)t) (878)
i

Podobné miZeme vypocitat i

. 13
(#%) = 22 cos?(wt) + o (8.79)
Analogicky dostaneme
(p) = —mwz sin(wt) (8.80)
a
2 2.9 hmw

(%) = m2w?a? sin®(wt) + (8.81)

2
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Z vyse uvedenych vztaht dale dostdvame

(88 = 5 (5.52)
? h
((8p)%) = 772M- (8.83)

Vidime, Ze tyto stfedni kvadratické odchylky se neméni v &ase a Ze jsou splnény
relace neurditosti s rovnitkem
h2
AN2 x

((A2)*)(A)%) = - (8.84)
Na rozdil od jinych vlnovjch balikd se uvazovany vinovy balik s rostoucim &asem
nerozplyva.

Déle dostavame

d2(2)

_ 2
m-qE = TMTow cos(wt) (8.85)
a A
(F) = k() = —mzow? cos(wt), (8.86)
kde jsme zavedli operdtor sily X
F=—ki. (8.87)
Pro pohyb stfedu vlnového baliku proto plati klasickd pohybova rovnice
d*z) _ -

Vidime, Ze veli¢iny stojici v klasickych pohybovych rovnicich jsou zfejmé kvantovs-
mechanické stfedni hodnoty piislusnych operatori. Obecnéjsi diskuse téchto otdzek
je uvedena v kap. 12.4.
Celkové energie uvazovaného vlnového baliku je rovna souétu energie klasického
oscilatoru a nulové energie kvantového oscildtoru
p=0,

m 2

1mw2(i2) = %mwz.’c% + hTW (8.89)

Na zavér si v8imnéme, Ze pro makroskopicky hmotny bod s hmotnosti m = 1
kg a kruhovou frekvenci w = 1 s7! je pravdépodobnost nalézt bod mimo klasickou
trajektorii nepatrnd (viz rovnice (8.76)). Soudasné lze s pfesnosti fadu # zanedbat
i cleny 5;’&‘1:, hmw 4 Ezﬁ v rovnicich (8.79), (8.81) a (8.89) a pfejit tak pro A — 0 ke
klasickym vztahtim. Zaroveii je z porovnani poslednich dvou ¢lenti v rovnici (8.89)
a z rovnice E,, = hw(n+1/2) vidét, Ze pro makroskopicky hmotny bod jsou v nami
uvaZzovaném vinovém baliku zastoupeny staciondrn{ stavy s neobydejné vysokymi
kvantovymi ¢isly n fadu 1/A.



Kapitola 9

Energetické spektrum
Schrédingerovy rovnice

Common sense is nothing more than a deposit of prejudices laid down in the mind
before you reach eighteen.
Albert Einstein

Jak jsme vidgli v piipadé harmonického oscildtoru, chovéani vinové funkce v (z) pro

z — oo je déno tvarem potenciélni energie V(z) v této oblasti. Nyni budeme

uvaZovat asto se vyskytujici pfipad, kdy potencidlni energie jde pro x — +oo ke

konstanté. '
Uvazujeme jednorozmérnou necasovou Schrodingerovu rovnici

h? d? ‘
(—%'&5 + V(’I)) u(l) = Ed’(l) (91)
O potencialni energii predpoklddame, Ze nabyva limitnich hodnot (viz obr. 9.1)
lim V(z) = Vi, (9.2)
r—oc
kdé bez Gjmy na obecnosti plati
Vo>V, (9.3)

O charakteru energetického spektra a vlnovych funkei 1ze v takovém piipadé udélat
nésledujici zavéry.

Nejdiive budeme uvazovat ptipad, kdy vlastni energie lezi nad obéma limitnimi
hodnotami potenciélni energie (horni ¢st obr. 9.1)

E>V_.>V,. (9.4)

V tomto piipadé jde o spojité energetické spektrum, které neni kvantované. Kazda
energie je dvakrat degenerované (piisludeji k ni vzdy dvé linedrné nezavisla fe-
Seni), coZ odpovid4 pohybu &istice ve dvou moznych smérech. Vinové funkce mayji
oscilujici charakter, nejsou kvadraticky integrabilni, ztistavaji ale omezené.
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Ve

7

Obréazek 9.1: Kvalitativni tvar vlnovych funkef ¢ pro rtzné hodnoty energie F. Energie
zobrazeného stavu kles4 p¥i pfechodu od horniho obrazku smérem dol.

Déle uvazujeme piipad, kdy energie lezi nade dnem minima potencialni energie
v obr. 9.1 a pfitom plati (spodni &ast obr. 9.1)
E<V, <V_. (9.5)

V tomto piipadé dostdvame diskréini energetické spektrum. Odpovidajici energie
jsou nedegenerované (kazdé energii pifslusi vZdy jen jedna vlnova funkce, viz pii-
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klad 1 z kap. 21.12), viechny energie E, jsou navzdjem razné
Ei<Ey<E3:--- (9.6)

a je jich bud kone&ny, nebo nekoneény, aviak spodetny pocet. Fyzikalné vyznamna
feseni klesaji pro velké |z| nasledujicim zplisobem

w(x) ~ e-—z«/2m(V+—E)/h’ T — oo, (97)

P(z) m #VIMV-—EVE g oo, (9.8)

Tato FeSeni jsou kvadraticky integrabilni a nazyvaji se vdzan€ stavy. Zbyvajici stavy
v této oblasti exponencialné diverguji pro velké |z| a nemaji fyzikalni vyznam. Plati-
-1i navic

V(z) = konst (9.9)

pro |z| > zo, kde 2o je kladné, tj. ma-li potencidl kone¢ny polomér, existuje v této
oblasti pouze kone¢ny pocet hladin.

Koneéné, v oblasti energii
Vi, <E<V_ (9.10)

(prostfedni &ast obr. 9.1) plati kombinace zavért ze dvou pfedchézejicich pfipadi.
Energetické spektrum je spojité a nedegenerované. Vlnové funkce jsou exponenci-
4ln& tlumené pro z — —oo, osciluji pro z — oo a nejsou kvadraticky integrabilni.

Uvedené zavéry plati pfesné jen pro jednorozmérnou Schrédingerovu rovnici. Ve
jako napfiklad vicendsobné degenerace energetickych hladin, které obvykle souviseji
se symetri{ feSeného problému.



Kapitola 10

Zaklady teorie reprezentaci”

In mathematics you don‘t understand things. You just got used to them.
John von Neumann

10.1 Impulzova reprezentace

Dosud jsme pracovali s vinovou funkei 9(z), tj. v soufadnicové reprezentact. Podle
postulati kvantové mechaniky dochazi pti méfeni k redukci vlnové funkce, ktera se
méni na nékterou z vlastnich funkei operatoru odpovidajiciho méfené fyzikalni ve-
li¢ing. Pravdépodobnost naméfeni pfislusné vlastni hodnoty je déna kvadratem ko-
eficientu rozvoje normované vlnové funkce () do ortonormélnich vlastnich funkei
tohoto operatoru. Obecné je tedy Zadouci provést rozklad funkce P(z) do téchto
vlastnich funkci neboli pfejit do jiné reprezentace. To miZe byt vyhodné i proto,
7e ndkdy lze nedasovou Schrédingerovu rovnici v této nové reprezentaci fesit jed-
nodugeji neZ v reprezentaci ptvodni.

Nejdiive budeme zkoumat rozklad vlnové funkce 4(z) do vlastnich funkci ope-
ratoru impulzu, tj. do rovinnych vin.

Vyjdeme z vlastnost{ Fourierovy transformace, kterd navzajem spojuje vlnovou
funkeci ¢(z) a jeji Fouriertiv obraz ¢(p) (tzv. impulzovd reprezentace)

P(z) = \/ﬁ/ p(p)e™=/(M) dp (10.1)

o(p) = \/-—% /_ P(z)eP*/ M) de, (10.2)

kde p oznaduje z-ovou slozku impulzu. Dosazenim posledniho vztahu do predché-
zejici rovnice dostaneme

?/J(m)=/_ dz'y(z )27er /m p(a’=2)/(ih) qp, (10.3)
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Odtud vyplyva vyjadreni Diracovy d-funkce

1

eP@ —2)/( m) d . ) 0.4
Py p, (10.4)

§(z' —z) =

pouZzité pfi normovani vlnovych funkei volné ¢éstice ve tvaru rovmnych vin (kap
4.3).

Nyni nalezneme vyjadieni operatort soufadnice Z a 1mpulzu P pri pusobenl na
Fourierv obraz ¢(p). Je ziejmé, %e pii provedeni derivace podle parametru plati

orar ()
p(z) = —ih dz _\/m

V impulzové reprezentaci, to znamens pfi ptisobeni na Fouriertv obraz ©(p), ma
proto operator impulzu jednoduchy tvar

(p)pe?*/ (M) dp, (10.5)

p=p. (10.6)
Podobné dostaneme
Ny ‘ L% oA pesin
@) =2ve) = o [ o)) e P (o)

Provedeme-li nyni integraci per partes a pfedpoklddame-li, Ze vlnova funkce jde
pro p — +oo k nule, dostaneme

Y(z) = \/_ / —LLempa/Gh) gp, (10.8)

Operétor soufadnice m4 tudiz pfi ptisobeni na funkci ®, tj. v impulzové reprezen-
taci, tvar

I= Lh% (10.9)
Snadno lze ovéfit, Ze komutadni relace
[£,p] = ik (10.10)

plati i v impulzové reprezentaci.
V tfirozmérném piipadé bychom dostali

p=p (10.11)

L33
I

Sf.'
d

(10.12)
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10.2 Energeticka reprezentace

V podobném duchu lze zavést i tzv. energetickou reprezentaci. Predpokladame, ze
zname ortonormélni vlastni funkce ¥, a vlastni energie E,, hamiltonidnu H

H,, = Eptn. (10.13)
Vlastn{ funkce 1 obecné odlisného hamiltonidnu H+H
H' = Ey (10.14)

rozvineme do funkei ¥y,

=) et | (10.15)
n ‘
Po dosazeni tohoto rozvoje do Schrodingerovy rovnice (10.14) dostaneme

B'S capn=EY_ catn. (10.16)

n

*

Po vynésobeni funkci ¢}, zleva a provedeni integrace pres cely prostor dostaneme
s ohledem na predpokladanou ortonormalitu funkci 4, maticovy problém

S H),.en = Ecp, : (10.17)

kde matice H' pfedstavuje hamiltonidn H' v tzv. energetické reprezentaci
o0 A
Hyp = / Y (2)H' Y (z) do (10.18)
—o0

a sloupcovy vektor vytvoreny z koeficientt ¢, je vlastni funkei hamiltonidnu H’
v této reprezentaci. Pivodni hamiltonidn H je v této reprezentaci diagonalni.

Existuji i dalsi mozné reprezentace, spojené s uréitou konkrétni volbou baze Hil-
bertova prostoru (viz dodatek D.7). Z fyzikalniho hlediska jsou riizné reprezentace
Schrédingerovy rovnice ekvivalentni, v nékteré reprezentaci viak muze byt feSeni
Schrodingerovy rovnice matematicky jednodussi.

10.3 Diracova symbolika

Sjednocujici kvantovémechanickou symboliku zaved! Dirac ve své znamé knize [26].
Nésledujice Diraca, zavadime tzv. ket-vektor |¢> (¢4st anglického slova bra-cket, tj.
zévorka), ktery oznaluje fyzikélni stav uvazovaného systému bez uvedeni konkrét-
nich soufadnic, v nichZ stav popisujeme. Situace je zde analogicka jako v pfipadé
vektorovych prostort, kdy vektor miZeme bud oznacit uréitym abstraktnim symbo-
lem, napf. a, nebo ho zadat prostfednictvim jeho slozek a; v urcité bazi prostoru.
Protoze v kvantové mechanice pracujeme v linedrnich vektorovych prostorech se
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skaldrnim sou¢inem, miiZzeme slozky ket-vektoru vypoditat pomoci skalarnich sou-
¢inl mezi uvaZovanym normovanym vektorem a ortonormalnimi vektory béze. Za-
timco ket-vektor odpovid4 oznadeni a, slozkdm a; v kvantové mechanice odpovida
vlnové funkce, napf. v soufadnicové reprezentaci

¥(2) = (). (10.19)
Zde |z) oznatuje vektory baze, (x| jsou hermitovsky sdruZené vektory
lz)t = (2] (10.20)

a symbol (| ) pfedstavuje skalarni soudin v uvazovaném prostoru. Vektory hermi-
tovsky sdruZené ke ket-vektortim se nazjvaji bra-vektory. Tyto vektory potfebujeme
napt. pfi formulaci normovaci podminky

(Yly) = 1. (10.21)

Dalsim konkrétnim p¥ipadem je impulzovs reprezentace

e(p) = (plv), (10.22)

kde funkce ¢(p) je Fourierovym obrazem funkce (z).
Jinym piikladem je energeticks reprezentace, kdy stav systému i popisujeme
v bézi funkei 1, které jsou vlastnimi funkcemi hamiltonidnu &

Hipr, = Epip,. (10.23)
Pouzijeme-li rozvoj

Y= cathn (10.24)

a predpoklddame-li ortonormalitu funkci ¢,,, miZeme popisovat stav systému s po-
moci koeficientt ¢,

cn = (YnlY). (10.25)
10.4 Relace ortonormality a tiplnosti
Nejdfive uvazujeme maticovy vlastni problém typu

Az, = Ay, (10.26)

kde A je hermitovskd matice (tj. A = A*, kde + oznaduje hermitovské sdruzenil),
T, je sloupcovy vektor a ), je realné vlastni &islo. Je znamo, Ze vlastni vektory z,,
Ize vidy nalézt tak, Ze spliiuji relace ortonormality

= 8mn. (10.27)

T

1Tj. komplexni sdruzenf a transpozice matice.
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Dale je zndmo, e matici A lze vyjadfit pomoci vlastnich vektori a vlastnich &isel
ve tvaru?

A=) zmAnzh. (10.28)
m
Vlastni vektory splituji rovnéZ relace tiplnosti

> zmaf =1, (10.29)
m

kde symbol 1 oznaduje jednotkovou matici. O tom, Ze tento vztah plati, se miZeme
presvédéit, kdyZ vynasobime touto matici obecny vektor

T = chzn. (10.30)

S pouzitim relaci ortonormality (10.27) dostavame

(Ennrc;)x = (Z%ﬂ:f%) (chmn) = (10.31)
= Z TmOmnCn = Z CpTy = L.

m,n n

To znamené, %e suma v rovnici (10.29) ptisobi skuteéné jako jednotkova matice.
Podobnym zptisobem miZeme postupovat i v piipadé vlastniho problému ope-
ratoru A s diskrétnim spektrem vlastnich ¢isel

Apn(z) = Mtn(2), (10.32)

kde A je hermitovsky operator, ¥, (z) je vlastni funkce a A, je realné vlastni éislo.
Vlastni funkce ¥y (z) lze vidy nalézt tak, Ze splitji relace ortonormality

[ wn@nla)dz = b (10.33)

I v tomto pfipadé lze operator A vyjadiit pomoci vlastnich funkci a vlastnich ¢isel
ve tvaru

A=Y (@) At (2)- (10.34)

m

Vlastni funkce spliiuji rovnéz relace iplnosti

S (@) (2) = 8(z — o), (10.35)

2V tomto piipadé jde, na rozdil od skaldrniho souéinu v piedchézejici rovnici, o tzv. tenzorovy
soudin vektoru.
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kde symbol 6(x) oznaguje Diracovu §-funkei. O tom, Ze tento vztah plati, se mfizeme
pfesvédcit, kdyz aplikujeme tento vztah na obecnou funkci

z) = cnthn(2). (10.36)
S pouzitim relaci ortonormality (10.33) dostdvame

/ (Z%(l Ui )wm) (10.37)

m

= </ v (@' () d )v/)m =Y catm(z) = ¥(a).

m m

To znamend, Ze suma v rovnici (10.35) piisobi pii integraci jako jednotkovy operator
(Diracova ¢-funkce). :
Ve smyslu Diracovy symboliky mézeme vztahy (10.26) nebo (10.32) zapsat obec-

né&ji pomoci ket-vektort R
Aln) = Auln), (10.38)

kde ln je ket-vektor. Toto vyjadieni bez uvedeni proménnych (¢islo fadku v pii-
padé sloupcového vektoru nebo proménné z pro funkei ¥(z)) umoziuje jednotny
zépis obou uvedenych pfipadi. Ke kazdému ket-vektoru ‘n ) pfisludi hermitovsky
sdruzeny bra-vektor ( 77[ Relace ortonormality lze zapsat ve tvaru

(m|n) = dmn, ‘ (10.39)

kde symbol (m|n) oznaguje skalarni souéin. Operator A lze vyjadrit ve tvaru

A= Z 'm)/\m (m] | (10.40)

m

Vlastni funkce spliiuji relace tplnosti

> my(m| =1, (10.41)

kde symbol 1 oznaduje jednotkovy operator.

Podobnym zptsobem lze postupovat i v ptipads spojitého spektra operétort,
pouze se zaméni sumace za integraci pfes spojité spektrum.

Pfechod od vInové funkee 9 (z) = (2|¢)) v soufadnicové reprezentaci k jejimu
Fourierovu obrazu ¢(p) = (p|¢), tj. do impulzové reprezentace, lze pomoci Diracovy
symboliky provést jednoduse

$(2) = (al) = (/1) = (2] / dp [p)(p|w) = / (slphe(p)dp.  (10.42)
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Polozime-li

(z|p) = e~PE/R) (10.43)

V2rh

dostaneme vzorec znamy z Fourierovy transformace. Pro inverzni transformaci m-
Zeme psat

o) = o) = 1) = 61 [ s adlolo) = [ Gladi@ds (100

Pouzijeme-li vztahu

1 e
(plz) = (z|p)* = ——\/ﬁe””“’), | (10.45)
dostaneme vzorec pro inverzni Fourierovu transformaci.
Obecny pohled na pfechod mezi reprezentacemi pomoci unitarnich transformaci
p
lze nalézt v dodatku D.7.



Kapitola 11

Linearni harmonicky
oscilator ve Fockové
reprezentaci®

Beauty is the first test; there is no permanent place in the world for ugly mathe-
matics.
Godfrey Harold Hardy

11.1 Anihila¢ni a krea¢ni operatory

Linedrni harmonicky oscildtor lze studovat rovnéZ pomoci obecného formalizmu
— s pouZitim tzv. anihilaénich a kreaénich operatori. Vyhodou feseni v této tzv.
Fockové reprezentaci! je to, Ze ukazuje, Ze napf. kvantovani energii E,, je nezavislé
na konkrétni reprezentaci Schrédingerovy rovnice a je ddno komutaénimi relacemi.
Kromé toho je tento aparat Siroce vyuZivan v teorii pevnych latek a v kvantové
teorii poli, jako je pole elektromagnetické a daldi, kde je nutné uvatovat systémy
s proménnym poctem dastic (napf. fotond). V piipadé takovych systémi se bez
pouZiti anihila¢nich a krea¢nich operatori neobejdeme.
Budeme uvaZovat nedasovou Schrodingerovu rovnici ve tvaru

R A2 1,
o T + W P(z) = Ey(x), (11.1)
kterou pfepiSeme do tvaru
a 2E
(d—gz-—a )w”—ﬁ;w, (11.2)
kde
mw

1Pouzivime v7ité oznadeni. Pavodni jméno ruského fyzika je V. A. Fok.
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Schrodinger si v8iml, Ze v tomto vztahu vystupuje analogie rozdilu ¢tverct pro
algebraické veli¢iny a? — 82 = (a + 8)(a — ), a zavedl tzv. anihilaéni

5 1
b= ——=(p —iwm? 11.4
T (5 — iomd) (11.4)

a hermitovsky sdruzeny kreacni operator?

- 1
bt = —(p + iwmi), 11.5
Vo P o) (19)
kde p = —ih(d/dz) a & = z. S vyuZitim komutaéni relace
[2,p] = iR (11.6)
lze snadno ovérit, Ze plati
. P2 1 A
H ="+ -mw?i? = hw(b*b + 1/2). (11.7)

Dale je zfejmé, Ze operatory babt nejsou hermitovské, k sobé jsou v8ak navzijem
hermitovsky sdruzené a pro jejich komutator plati jednoduchy vysledek

b, b%] = 1. (11.8)

Z vyjadreni hamiltonidnu (11.7) vidime, Ze k nalezen{ vlastnich &sel (energii) ha-
miltonidanu H stadi uréit vlastni ¢isla operatoru

N = b*h, (11.9)
b¥blya) = Algha). (11.10)

Operéator N byva v kvantové teorii pole nazyvin operdtorem poctu édstic, nebot
vlastni ¢isla tohoto operatoru uddvaji v této teorii napi. pocet fotonid s uréitym
vlnovym vektorem a s uréitou polarizaci. Tohoto nazvu se pfidrzime i zde, i kdyZ
v nasSem pripadé nebudou vlastni ¢&isla tohoto operdtoru udavat podet Géstic, ale
hodnotu kvantového ¢isla n.

11.2 Vlastni ¢isla operatoru poctu c¢astic

Predpoklddejme, Ze Fe§ime vlastni problém (11.10), kde operétory b a bt spliujf
komutaéni relace (11.8) a vlastni vektory jsou normované

(Yalyr) = 1. (11.11)

2V literatufe se mizeme setkat i s anihila¢nim a kreaénim operatorem, které se lisi od uvedené
definice faktory i, resp. —1.



82 Linearni harmonicky osciladtor ve Fockové reprezentaci

Vynésobenim rovnice (11.10) zleva bra-vektorem (| dostaneme
(alb*blun) = A (11.12)

Protoze anihila¢ni a krea¢ni operator jsou k sobé& navzéjem hermitovsky sdruzené,
mulZeme tento vztah pfepsat do tvaru

(bpalbpn) = A, (11.13)

kde jsme operatory napsali pfimo do pFislusnych bra- a ket-vektora. Skalarni soucin
v posledni rovnici je v8ak skaldrni sou¢in mezi dvéma stejnymi stavy, ktery je podle
vlastnost{ skaldrniho soudinu redlny a vét$i neZ nula nebo roven nule. Vlastni ¢isla

A musi byt proto nezdpornéa
A>0. (11.14)

Z vlastnost{ skaladrniho soudinu déale vyplyva, Ze A = 0 pravé tehdy, kdyz
|bpn) = 0. (11.15)
Nyni vynasobime rovnici (11.10) anihilaénim operatorem b zleva
Bi*bluin) = Abla) (11.16)
a pouZijeme komutaéni relaci (11.8)
(iﬁz} + 1) Blapa) = Abja). (11.17)
Po prevedeni jedni¢ky na pravou stranu dostaneme
brblbya) = (A = 1)[byn), (11.18)

kde |bi)y) oznaduje stav vznikly aplikaci operatoru bnastav [¢,). Odtud vyplyva, ze
jestlize stav |1,) odpovida vlastnimu &slu A, potom stav |b%,) odpovida vlastnimu
&slu A — 1. Proto se také operator b nazjyvé anihilatni. Vektor |b),) neni obecnd
normovany. Vzhledem k rovnicim (11.11) a (11.13) mé normovany stav tvar

[Ya-1) = —= 13 29 (11.19)

ﬂ

Opakovanim tohoto postupu dostaneme obecny vyraz pro normované stavy |iy)
1 .
Ya—n) = b7 |a)- 11.20
=) VAA=1)--(A=n+1) ) ( )

Na zakladé tohoto vztahu by bylo moZné postupnym pouzitim anihila¢niho
operdtoru ziskdvat stavy se stdle niz§im a niz$im kvantovym ¢islem A

[UA)s |¥a=1)s [¥r—2),.... (11.21)
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To je ale ve sporu s nasim pfedchozim zavérem (11.14), Ze vlastni &isla A nemohou
byt mensi nez nula. Uvedenou sekvenci stavi s klesajicim vlastnim: &islem A lze
zfejmé prerusit pouze tak, Ze jeden z téchto stavi je roven nule. Vzhledem k rovnici
(11.19)

VAl$a1) = bl (11.22)

a vztahu (11.15) je vidét, Ze to nastava, pokud je nejniZsi mozna hodnota A rovna
nule. Odpovidajici zdkladni stav je roven |vg). Vidime tedy, Ze vlastni &isla opera-
toru N jsou rovna

A=0,1,2,.... (11.23)

Vlastni ¢isla hamiltonidnu (11.7) se pak rovnaji
En=hwn+1/2), n=012,.... | (11.24)

Je vidét, Ze tato vlastni éisla se ndm podafilo najit pouze na zakladé nékolika
jednoduchych algebraickych vlastnosti operdtord, bez pouZiti soufadnicové &i jiné
konkrétni reprezentace. Kvantovani energii linedrniho harmonického oscilatoru vy-
plyva z komutaéni relace pro anihilaéni a kreadni operatory, kterd je disledkem
komutaéni relace mezi operdtory soufadnice a impulzu.

Podobné jako jsme postupovali pro anihila¢ni operdtor, miiZeme postupovat
i pro krea¢ni operator. Po vynasobeni rovnice (11.10) kreaénim operatorem b+

zleva o A
b+b+b[¢,\> = )\b+|¢>\> (11.25)

dostaneme s pouzitim komutalni relace (11.8)
bbbt ) = (A + 1ot ea). (11.26)

Odtud vyplyva, Ze jestliZe stav [¢5) odpovida vlastnimu &islu A, stav |I}+w,\) od-
povida vlastnimu ¢&islu A + 1. Proto nazyvame operator b* kreadnim operatorem.
Vzhledem k rovnicim (11.11) a (11.13) ma normovany stav tvar

1

[ren) = bHin). (11.27)
1

Obecné plati

[drtn) = (%)™ ) (11.28)

VO+1) (A +n)

Napiseme-li skalarni souéin (l;i/).,71[131/)n) dvojim zplsobem

(bom|bn) = (Y |bF i) = n(hrn|thn) (11.29)

<i71/)m|8"/)n> = <B+me}'¢n> = m(Ym|tn), (11.30)

dostaneme

(TL - 771)<w7n|¢n) = 0. (1131)
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Odtud vyplyva, %e stavy linedrniho harmonického oscilatoru s riznymi vlastnimi
energiemi jsou ortogonalni.

RovnéZ snadné je vypoéitat maticové elementy anihila¢nich a krea¢nich opera-
tort v bazi vlastnich stavi |1,)

(¢m[81¢n> = <@/)m|\/ﬁ¢n—1) - \/—755171,n—1 (1132)

(7»[)111|B+|¢'n> = <'(/)m| vn + 1'¢n+1) =+vn+1 (5m,n+1- (11-33)

I z téchto vyrazi je vidét, Ze operatory babt nejsou hermitovské.

11.3 Vlnové funkce

Vlnovou funkeci zdkladniho stavu linedrniho harmonického oscilatoru maZzeme vy-
pogditat ze vztahu (11.15)
biho(€) =0, (11.34)

kde anihila¢ni operator 13je déan vztahem (11.4) a 1p(€) je vinova funkce zédkladniho
stavu v soufadnicové reprezentaci. Odtud dostavame

bin©) = ——= (5 +€) vl =0, (1.5
kd
) mw
E=y/5 7 (11.36)

Rovnice (11.35) ma nam jiz zndmé feSeni
Yo(§) = Noe™¢72, (11.37)

kde Ny je normovaci faktor.
Normované vinové funkce vyssich stavii 1ze ziskat vicendsobnym pouzitim vztahu

1. 1 =2 d
= —=bTap,_ =c—a=—|-—= _ . 11.38
5nl6) = T 0t(©) = Tz (g +€) et (© (11.39)
Lze ukazat, Ze takto ziskané vinové funkce souhlasi aZ na nepodstatné fazové faktory
s fesenimi uvedenymi v kap. 8. Podobnym zptisobem lze niZi stavy ziskat z vyssich
stavi pouZitim anihila¢niho operétoru.



Kapitola 12

Souvislost kvantové
a klasické mechaniky

The alteration of motion is ever proportional to the motive force impressed; and is
made in the direction of the right line in which that force is impressed.
Isaac Newton, Laws of Motion II

12.1 Hamiltonova—Jacobiho rovnice*

Prechod od kvantové mechaniky ke klasické mechanice lze provést riznymi zpasoby.
Nejdfive ukdZeme, Ze v pfipadé pohybu po trajektorii lze z éasové Schrédingerovy
rovnice odvodit Hamiltonovu-Jacobiho rovnici zndmou z klasické mechaniky. Pro
jednoduchost budeme pfedpokladat jednorozmeérny pohyb éastice.

Vlnova funkce volné ¢astice ma v jedné prostorové dimenzi tvar

Y(z,t) = e(Bt—pe)/ () (12.1)

Pro ¢&astici, kterd neni volna, zobecnime tento vztah na vyraz
P(x,t) = ets@N/R (12.2)
kde funkce s(z,t) mé vyznam faze vinové funkce. Tato funkce je obecné komplexni
s =81 + 1Sq, (12.3)

kde s; a sy oznacuji redlnou a imaginarni Cast s.

Casovou Schrodingerovu rovnici s potencilni energii V' vynasobime zleva ¥*,
provedeme integraci pfes v8echna x a vyuZijeme toho, Ze operator impulzu je her-
mitovsky operator

m/w*%—fda:%/

Po dosazeni vztahi (12.2) a (12.3) dostaneme

Os —2s3/h 1 __ Bets/h
\/-6-{8 dx+2—’[’};/ —ih oz

2
—m% d:E+/V|’¢]2da:A (12.4)

2
dz + / Ve 22/hdy =0 (12.5)
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nebo podrobnéji

0s1 o—252/h 0sy o—252/h 1 /
/ En dz +z/ 5t dl+
L1 / dsy|?
m ox

Druhy integral v této rovnici je roven nule

052 25y /m ho [ s 2/h g / 24 .
K] — s —_ e — 7
/ ot dz 28t/e 28t M (12.7)

Dale budeme predpokléddat, Ze hustota pravdépodobnosti

2
631

e722/Mdz 4 - (12.6)
Oz

e~22/h g 4+ /Ve_zszmdl‘ =0.

[W[? = e722/n | (12.8)

je blizks nule viude s vyjimkou bodu z = (z), kde nabyva svého maxima a kde

plati
882

z=(x)

Nahradime-li hustotu pravdépodobnosti J-funkei

¥ = d(z — (z)) , (12.10)

a pouZijeme-li pfedpoklad (12.9), z rovnic (12.6)-(12.7) dostaneme
851 ((3;>’t) 1 631((1‘}70 2 B
ot ' om oz +V((2),t) = 0. (12.11)

Tuto rovnici miZeme porovnat s Hamiltonovou-Jacobiho rovnici z klasické mecha-
niky

85(z,t) + 1 (6S(m,t)

ot 2m ox

Vidime, Ze po provedeni limitniho piechodu ke klasické trajektorii (z) = (z)(t)
pravdépodobnostni popis vymiz{ a funkce s; hraje roli klasické akce S. Ze vztahu
(12.8) vidime, Ze nahrazeni |1)|? pomoci §-funkce odpovidd provedeni limity & — 0.
To vysvétluje, pro¢ se Planckova konstanta % v klasické mechanice nevyskytuje.
To je v souladu i s tzv. principem korespondence, podle néhoZz vysledky kvantové
mechaniky pfechézeji na vysledky klasické mechaniky v limité 7 — 0 nebo velkych
kvantovych ¢isel.

Obecné 1ze klasickou mechaniku pouZit pouze pro stavy, které jsou dostateéné
lokalizované jak v z-, tak p-prostoru (jejich kvantovémechanické neurcitosti jsou
zanedbatelné) a jejichZ rozplyvani s rostoucim &asem lze zanedbat (viz napf. kap.
8.2). Takové stavy lze s dobrym pfibliZenim reprezentovat body ve fazovém prostoru
a je mozné zavést klasicky pohyb po trajektorii.

>2 +V(a,t) = 0. (12.12)
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AniZ bychom vyse uvedeny pfechod ke klasické mechanice providéli, mizeme
dosadit vztah (12.2) do ¢asové Schrodingerovy rovnice s vysledkem

Os(z,t) + 1 (.(98(33,73))2 +V(z,t) = ﬁM (12.13)

ot 2m Oz T 2m  Ox2?

Pokud pfedpokldaddme i — 0, vidime, Ze tato rovnice mé stejny tvar jako Hamil-
tonova—Jacobiho rovnice. Proto kdyZ zndme feSeni Hamiltonovy—Jacobiho rovnice,
miZeme pomoci vztahu (12.2) nalézt pfiblizné feseni Schrodingerovy rovnice v tzv.
kvaziklasické aprozimac.

12.2 Bohrova kvantovaci podminka*

UvaZzujme klasickou konzervativni soustavu s potencidlni energii zavisejici pouze
na soufadnici V = V(z) a s energil E, kterd je integrdlem pohybu. Jak znimo,
v takovém pFipadé lze akei S(z,t) psat ve tvaru

S(z,t) = —Ft+ S(z), (12.14)

kde S zavisi pouze na z.
V analogii s klasickym pfipadem budeme pfedpokladat

s(z,t) = —Et+ 3(z). (12.15)

Z rovnice {12.13) pak pro i — 0 dostaneme

~\ 2
= <95> +V =E. (12.16)

om \ dz

Odtud vyplyva
4z
£ 4\/2m(E - V) = +p, (12.17)
dz ‘ C o
kde jsme vyuzili rovnice E = p?/(2m)+V platné pro klasicky konzervativni systém.

Vezmeme-li v tomto vysledku znaménko plus!, vidime, Ze funkce § je rovna akci
zndmé z klasické fyziky

i) = / (@) de. (12.18)

0
Vlnové funkce je tudiZ v aproximaci, kdy zanedbdvdme % v rovnici (12.13), rovna
Wz, t) = elFt=J5 p(=) da’]/(in), (12.19)

Podobny vyraz je zndm i z optiky z teorie eikonélu.

1Znaméno plus vede na kladnou akei, jak je to v klasické fyzice obvyklé.
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Z posledni rovnice lze snadno odvodit i Bohrovu kvantovaci podminku. Pfed-
poklddejme, Ze z je cyklickd soufadnice (napi. hel rotace okolo osy z v Bohrové
modelu atomu vodiku s kruhovou trajektorii elektronu okolo jadra). V takovém pii-
padé se po vykonéni jednoho cyklu pohybu dostaneme do fyzikalné ekvivalentniho
mista a vilnova funkce ¥(z,t) se nesmi zménit. Mus{ proto platit

1

- jé p(z)dz = 27n, (12.20)

kde n je celé ¢islo. Odtud dostavame Bohrovu kvantovaci podminku?

fp(a“) dz = nh. (12.21)

To znamena, Ze zmény akce pfi cyklickém pohybu nemohou byt libovolné a musi
byt nasobkem h. Vzhledem k tomuto kvantovani akce jsou pak kvantovany i dalsi
souvisejici fyzikalni veliéiny.

Obecné plati, Ze tzv. adiabatické invarianty zavedené Ehrenfestem

%Pi dg; = I,

kde g; je zobecnénd soufadnice a p; je odpovidajici zobecnény impulz, jsou kvan-
tovany
I-L'Zﬂih, Tbi:1,2,3,....

Vsimnéme si, kdy je roven nule ¢len
ih 9%s(z,t)
2m  Ox?

v rovnici (12.13). Tento ¢len vymizi v limité # — 0. Je ale roven nule také v piipade,
kdyZ je vyraz

(12.22)

9s(z,t)

Oz
konstantni. To znamen4, Ze pokud se zobecnény impulz béhem cyklického pohybu
neméni, Bohrova teorie mtize dat spravné vysledky. To plati napi. pro kvantovéni
kruhového pohybu elektronu v atomu vodiku nebo pohybu éastice v nekoneéné
hluboké jamé, kdy pomoci Bohrovy teorie obdrZime spravné hodnoty energii. Ve

vvvvvv

—p (12.23)

12.3 Operatory casové derivace

KvantovEémechanicka stfedni hodnota veliiny A, kterd se méfi v experimentu

(A) = /_ ” O (z, t) Ay (z, t) da, (12.24)

2Podrobnou diskuzi véetné oprav vyssiho fadu lze nalézt v [86].
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zévisi obecné na &ase. Tato asova zéavislost je ddna Casovou zavislosti vinovych
funkei, na Sase viak miiZe zaviset i samotny operdtor A = A(t).
Vypod&itame-li ¢asovou derivaci této stfedni hodnoty, dostaneme

i(&ftgz/_wagp*wd +/—°:c ——wdx+./ sz——d. (12.25)

Vypo&itdme-li nyni 8¢/t z Easové Schrodingerovy rovnice,

o 1 -
5 = %ﬁHw’ (12.26)
dostaneme

d<A> ©° 1 - * oc aA 0 1.
—— JE—— P - /)* N * o , .
dt /_Do (ihHw> Ay d”/_w"r —5twdw+/_ww A= fry dv. (1227)

Vzhledem k tomu, Ze hamiltonidn je hermitovsky operator, miZeme tento vztah
napsat ve tvaru

dA) oA 1 . 4
TR <E+E{A,H}> (12.28)
Definujeme-li nyni operdtor ¢asové derivace veli¢iny A vztahem
dA 0A 1 ; 4
9 ot :L—ﬁ[A,H], (12.29)

tak plati

dA) [dA
ST <E> . (12.30)

(Gasovou derivaci stfedni hodnoty m&Fené veli¢iny tedy ziskdme vypocitanim stfedni
hodnoty odpovidajiciho operdtoru éasové derivace.

Uvedeny vyraz pro operator ¢asové derivace milzeme porovnat s klasickou Pois-
sonovou rovnict

du Ou
Qo %y um), (12.31)

kde u je klasicka veli¢ina, H je Hamiltonova funkce, {u, v} oznacuje Poissonovu

zavorku P B0
v Ov v Ou

v} = w2 12.32

{u,v) Z(aqk Opr  Oqk apk) ( )

a qr a px jsou zobecnéné soufadnice a impulzy. Odtud je vidét, Ze klasické Pois-
sonové zavorce odpovidé v kvantové mechanice komutétor pfislusnych operatort

déleny ih

{u, v} — E%[a,a]. (12.33)
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JestliZe operator A nezavis explicitné na éase, plati
dA 1 ., -
—— = —[A, A (12.34
o = A (12.34)

V takovém piipadé je tedy rozhodujici komutétor operatoru A s hamiltonidnem H.
Z hlediska vypocth je uZitelné, ze operatory &asové derivace spliiuji analogické
vlastnosti jako obvyklé derivace. Snadno lze ovéfit, Ze plati

d(A+B) dA dB

T _E+_(—i? (12.35)
a (AA N N
d AB) dA . ~dB

= — —_ .36

I dtB+Adt (12.36)

12.4 Ehrenfestovy rovnice

V tomto odstavci se zaméfime na dalsi pochopeni souvislosti kvantové a klasické
mechaniky. ‘

Vzhledem k tomu, Ze operatory soufadnice a impulzu nezévisi explicitng na
¢ase, miZeme napsat operdtory &asové derivace pro tyto veli¢iny ve tvaru

i 1, - .

a% - E[z,H] (12.37)
? 1

aftf = Z,—ﬁ{ﬁ,H]_ (12.38)

Tyto operatorové rovnice jsou kvantové analogie Hamiltonovych rovnic z klasické

fyziky

. OH
= {a, H} (12.39)
. OH
Po=—5—= {pr,H}. (12.40)
gk

Nyni budeme pfedpokladat, Ze hamiltonidn mé obvykly tvar

~  PEAPE+ P2

== * V21 (12.41)
Potom z rovnice (12.37) dostaneme
dz 1 ) ) 1
at ~ Zon P Pat) = ipzPa — PrPat) - 12.42
dt 2mih (mpz Pmi) 2mik (113]) D P Pzﬂf) ( )

Nyni pouZijeme komutaéni relaci

EPy — Put = ih (12.43)
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k vyjadieni Zp, v prvnim &lenu v zavorce a p,Z ve druhém Elenu. Po opétovném
pouziti této komutaéni relace dostaneme

dz pz

T (12.44)

Vidime proto, 7e souvislost mezi operatory rychlosti a impulzu je v kvantové me-
chanice stejné, jako mezi klasickou rychlosti a impulzem.

Podobné miizeme postupovat i v pfipadé rovnice (12.38). Dosazenim za hamil-
tonian obdrzime

dp, 1, Ly L LoV 7] 3
Eraal (PzV - Vi) = 7 <—1,h e tha + AV — ) (12.45)
coz vede k vysledku
dp, ov
=——. 12.
T (1246)
Zavedeme-li operdtor sily vztahem
- 1%
T = — = A7
F, on (12.47)

vidime, Ze operator &asové zmény impulzu je roven operétoru sily, podobné jako
je tomu v klasické fyzice pro klasické veli¢iny. Rovnice (12.46) proto pfedstavuje
kvantovy protéjsek klasického Newtonova zdkona.

Kvantovémechanickym vystredovamm rovnic (12.44) a (12.46) dostaneme dvé

Ehrenfestovy rovnice
d(@) _ /d2\ _ (Pz)
dt <dt> T om (12.48)

d(éﬁ;) _ <d§;> _ <_%> —(E), O (12.49)

V explicitnim tvaru je mtZzeme zapsat v nasledujici podobé&

d 1 .0
I /W‘mw dzdydz = - /1/)* (—zﬁ—a—%) dzdydz (12.50)

/1/}* (—'Lh—) dzdydz = /1/) ( )wdmdydz ' (12.51)

kde integrace probiha pfes cely ti{rozmérny prostor. Pro ¢asové derivace kvanto-
vémechanickych stfednich hodnot operatorti soufadnice a impulzu plati podobné
vztahy jako v klasické fyzice.
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Z Ehrenfestovych rovnic lze odvodit i kvantovémechanickou obdobu Newtonova
zdkona. Postupnym pouZitim Ehrenfestovych rovnic dostaneme

d* @) _ dd(@)  d @) 1 <uav> (F) (12.52)

dez ~dt A&t  dt m 0m z/  m

Pro kvantovémechanické stfedni hodnoty piisludnych kvantovémechanickych ope-
ratort plati vztah

= (F,). (12.53)

Piechod ke klasické mechanice lze ve smyslu nadi poznamky v kap. 12.1 pro-
vést pro stavy, které jsou dostateéné lokalizovany jak v z-, tak p-prostoru a jejichZ
rozplyvani s rostoucim ¢asem lze zanedbat. Budeme-li pro jednoduchost opét uva-
Zovat pouze jednorozmérny pfipad a uvdzime-li, e £ = z a F(a:) = F(z), miZeme
provést Taylortv rozvoj sily v rovnici (12.53) okolo hodnoty (x)

dF(z)
dz

) 1 d?F(z)
- (e=@)+5 32 o

(F(@)) = F((2)) + (@ = @) +- -

(12.54)
Druhy ¢len na pravé strang této rovnice je roven nule. Pokud lze dalsi gleny v této
rovnici zanedbat, dostaneme z poslednich dvou rovnic Newtontiv zdkon v podobé
znamé z klasické mechaniky, kde se misto (z) obvykle pouZiva proménna z

d*(z) ,
Mmge = F({x)). (12.55)

Abychom mohli pouZit klasicky popis a reprezentovat stavy systému body ve fa-
zovém prostoru, je nutné, aby kvantovémechanické neurcitosti, jako Az = ((z —
(2))2)1/2 & Ap, z relace neurditosti (7.33) a dalsi podobné &leny objevujici se
v rovnicich typu (12.54), byly malé. Pokud nejsou tyto podminky splnény, nelze
klasickou mechaniku pouzit.

Zatimco asovd Schrédingerova rovnice je linedrni rovnici pro vlnovou funkei
¥ a plati pro ni princip superpozice, Newtonova rovnice (12.55) pro (z) neni pro
obecnou silu F'((z)) linearni. Linearni kvantova mechanika (ve smyslu ptisobeni na
vinovou funkci) proto v sobé zahrnuje i nelinearni klasickou mechaniku (ve smyslu
nelinedrn{ zavislosti sil na (z)).

Stfedni hodnoty ¢asové nezavislych operatort, véetné stiedni hodnoty soufad-
nice (Z), nezavisi pro stacionérni stavy na ¢ase (viz kap. 3.2). Odtud vyplyva, ze
pohyb popsany klasickou mechanikou s éasové proménnou hodnotou z-ové soufad-
nice nelze ziskat limitnim pfechodem ze stacionarnich stavii kvantové mechaniky.
Limitni pfechod ke klasické mechanice 1ze proto provést jen pro nestacionarni stavy,
jako jsou napf. vlnové klubko pro volnou &astici (kap. 4.5) nebo linedrni harmonicky
oscilator (kap. 8.2).



Kapitola 13

Integraly pohybu

That all things are changed, and nothing really perishes, and that the sum of matter
remains exactly the same, is sufficiently certain.
Francis Bacon

13.1 Casové nezavisla veli¢ina

Fyzikalni veli¢ina A je integrdlem pohybu, pokud se v ¢ase zachovdvd, tj. pokud

plati
d(d) [dA\
e < dt > =0 (13.1)

Fyzikalni vyznam integralt pohybu je kromé jiného dan také tim, Ze nékteré in-
tegraly pohybu, jako napi. energie staciondrnich stavi linedrntho harmonického
oscilatoru E,, = hw(n + 1/2), zévisi na kvantovych ¢islech, kterd se v Case neméni
a lze je tedy uZit k oznadeni odpovidajicich staciondrnich stavi.

Predpokladejme déle, Ze operator této veli¢iny nezavisi explicitné na Case

A
- =0 (13.2)

Jestlize operator A komutuje s hamiltonidnem
[4,H] =0, (13.3)

potom je podle definice operatoru &asové derivace (12.29) velicina A integrdlem
pohybu.

Kromé toho predpokladejme, Ze i hamiltonian H nezévisi na ase, takZe misto
gasové Schrodingerovy rovnice miZzeme Fesit necasovou Schrédingerovu rovnici

Hin(z) = Enipn (). (13.4)
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Pokud je splnéna komutaéni podminka (13.3), pak je znamo, Ze existuje spole¢ny
systém vlastnich funkci Gasové nezdvislych operatorit A a H'1

Awn(l’) = G,n'l/)n(l'), : (135)

Hpn(z) = Eptpn (). (13.6)

Obecné feseni Casové Schrodingerovy rovnice se d4 v nasem piipadé psat ve tvaru
Y(x,t) = enthn(a)el/, (13.7)

n

kde ¢, jsou rozvojové keoficienty. Pfitom predpokléddme, Ze funkce %, (z) tvoii
Uplny ortonormélni systém a funkce ¢(z,t) je normovana. Odtud vidime, %e prav-
dépodobnost, Ze se uvazovany systém nachdzi ve stavu popsaném vlnovou funkei

Yn(z)
Pn = |Cnlzy . (138)

i kvantovémechanické stfedni hodnoty

(A) = pnan (13.9)

(H) =" pnEn (13.10)

jsou Casové nezavislé.

13.2 Volna d&astice

Hamiltonidn pro volny pohyb &astice pfedpoklddame ve tvaru

N - A

H= (13.11)

2m
Je zfejmé, Ze operdtory vSech tii sloZek impulzu komutuji s timto hamiltonidnem,
t].

[z, H] =0, (13.12)

By, H] = 0 (13.13)
a

[p-, H] = 0. (13.14)

Pro volnou ¢astici jsou proto viechny tfi slozky impulzu integraly pohybu. Integra-
lem pohybu je samozfejmé i celkova energie
i+ pi+p?

13.15
e (13.15)

E

kde p,, py a p, jsou hodnoty sloZek impulzu.

1Pro jednoduchost pfedpokladame diskrétni spektrum vlastnich ¢&isel obou operatort.
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13.3 Zakon zachovani energie

Casové zména stfedni hodnoty energie je ddna vztahem -

d(H) dH '_ oH
T=<_d?>‘<ﬁ>' (13.16)

Odtud vidime, Ze pokud nezévisi hamiltonian H na &ase, je energie (H’ ) integralem
pohybu. Jinymi slovy, celkové energie systému v poli sil nezdvislych na case je
integralem pohybu. Toto tvrzeni pfedstavuje zdkon zachovdni energie v kvantové
mechanice.

13.4 Pohyb v centralnim poli
V ptipadé centrdlniho pole predpokldddme, Ze hamiltonidn mé tvar

. h?
H=—-——A+V(r), 13.17
A+ V() (13.17)
kde potencialni energie V (r) zavisi na vzdéalenosti r od pocatku soufadnic.
V takovém piipadé je vyhodné pouZit sférické soufadnice, ve kterych lze ope-
rator A napsat ve tvaru (viz dodatek D.8)

_ 10 9 13] A9’¢ )
A = T—Q_ﬁ (T 6’[’) + 7‘2 y (1318)
kde uhlova dast tohoto operatoru je rovna
1 9 5} 1 92
= ——— |sinf— —_— . 13.
‘ 6,p sin @ 060 (Slnv 89) + sinz 9 6@2 ( 3 19)

Tento operator souvisi s operdtorem kvadrdtu momentu hybnosti, pro ktery ve
sférickych soufadnicich plati
[ = —K?Dg . (13.20)

Slozky operatoru momentu hybnosti jsou ve sférickych soufadnicich rovny

2 fx aa . .0 0
L, =9p, — 2py = ih <smg05§ + cot 8 cos 90%> , (13.21)
2 i = . 0 . 0
L, = 2p, —2p, = —ih | cos Yo5 cothmc,a% (13.22)
a
> AON 5 0
Lz — z'py —_ yp:r = —Zh——-, (13.23)

O
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Z rovnice (13.20) vidime, Ze operator kinetické energie mé ve sférickych soutad-
nicich tvar

(13.24)

2m T omrZor

K2 10 [, L2
= — e — .
or 2mr?

Posledni ¢len je kvantovou analogii vyrazu pro odstfedivou energii L2/(2mr?),
znamého z klasické fyziky.

Z uvedenych vztah je zfejmé, Ze viechny slozky operdtoru momentu hybnosti
i jeho kvadrat komutuji s hamiltonidnem (13.17) pro pohyb v centralnim poli

[Le,H] = [Ly, H] = [L., H] =0, (13.25)

[L2,H] =o. (13.26)

P¥i pohybu v centralnim poli jsou proto vSechny sloZky momentu hybnosti i jeho
kvadrat integraly pohybu. Tento vysledek je analogicky vysledkiim znimym z kla-
sické mechaniky.

Vzhledem ke komutaénim relacim

[Ls, L) = ihL., (13.27)

[Ly,L.] = kL, (13.28)
a A A A

[Ls, Ly] = iRhL, (13.29)

vyplyvajicim z komutdtort
(2,52 = [0,Py] = [£,5:] = in (13.30)

vSak nejsou vSechny tfi slozky momentu hybnosti sou¢asné méfitelné (nemaji sou-
¢asné ostrou hodnotu). Souéasné lze mé¥it pouze kvadrat momentu hybnosti a jednu
z jeho slozek, napf. jeho z-ovou komponentu. To je diivod, pro¢ se mezi kvanto-
vymi €isly pro atom vodiku objevuji kvantova &isla I a m, charakterizujici kvadrat
momentu hybnosti a jeho z-ovou komponentu (viz kap. 16).



Kapitola 14

Potencialova jama konecné
hloubky a potencialovy val

God 1s subtle but he is not malicious.
Albert Finstein, Fine Hall, The Mathematical Institute of Princeton University

V této kapitole budeme diskutovat nékolik jednoduchych jednorozmérnych tloh,
na kterych budeme ilustrovat nékteré dalsi zajimavé kvantové jevy.

14.1 Potencialova jama konecné hloubky

Na rozdil od nekoneéné hluboké potencidlové jamy nyni pfedpokldaddme ponékud
realngjs{ problém, kdy potencidlovd jdma méa kone¢nou hloubku (viz obr. 14.1).
Predpokldddme, Ze v oblasti —a/2 < z < a/2 je potencidlni energie V nulova
a mimo tuto oblast je rovna V{, kde V} je vétsi nez nula. Takova potencialni ener-
gie muiZe pfiblizné popisovat napfiklad kratkodosahové sily, které vazi nukleony
v jadru atomu (silné interakce), nebo pohyb elektronu v polovodié¢i mikroskopic-
kych rozméru.

Vo

I II IIT

X

-a/2 a/2
Obrézek 14.1: Potencidlova jama kone¢né hloubky.

Budeme fesit neasovou Schridingerovu rovnici
2m dz?

2 2
(-3 7 + V@) ¥(&) = Eva). (14.1)

Vzhledem k tomu, Ze uvaZovani jdma mé koneénou hloubku a §ifku a potenci-
alni energie je konstantni pro |z| > a/2, mé tato Schrédingerova rovnice jednak
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diskrétni energetické spektrum s koneénym nenulovym poctem hladin s energi-
emi 0 < E < Vj, jednak spojité spektrum s energiemi £ > V; (viz kap. 9). Ve
shodé s postulaty kvantové mechaniky budeme hledat vinové funkce (z), které
jsou kone&né, jednozna&né, spojité a maji spojité derivace pfi koneénych zménach
potencialu (body = = +a/2).

Nejdiive budeme diskutovat diskrétni energetické spektrum.

14.1.1 Diskrétni spektrum

V ptipadé diskrétniho spektra hleddme feseni, kterad jsou kvadraticky integrabilni,
tzn. Ze vlnové funkee musi jit k nule pro z — £o0.

Pii fefeni Schridingerovy rovnice je vyhodné vyuzit symetrie potencidlu vzhle-
dem k bodu z = 0. Je zfejmé, Ze hamiltonian H ve Schrédingerové rovnici (14.1)
komutuje s operdtorem inverze I, ktery prevadi soufadnici  na —z

[H,I]=o0. (14.2)

Existuje tudiz spoleny systém vlastnich funkeci obou operatort. ProtoZe plati 2 =
1, pro vlastni ¢isla operatoru inverze dostivime

=1, (14.3)

odkud vyplyva
A==l (14.4)

Vlastni funkce hamiltonidnu musi byt proto bud sudé (pro A = 1), nebo liché (pro
A = —1)!. Tato vlastnost vlnovych funkci vyznamné zjednodusi formulaci tzv.
sestvacich podminek, kladenych na vlnovou funkei v bodech z = +a/2.

Vzhledem k symetrii lohy se staci zajimat o feSenl Schrédingerovy rovnice na
intervalu z > 0. Ze Schrédingerovy rovnice (14.1) pak dostaneme dvé diferencialni
rovnice. Prvni rovnice ma tvar

d? 5
— 4k =0, 14.5
< 2 ) Vi (14.5)

kde vinovy vektor k je ddn vztahem

V2mE
h

k= >0 (14.6)

a kterd plati pro 0 < z < a/2. Druhd rovnice

d2
(EEFQ - a2> Y = 0, (14.7)

1To plati pro diskrétni &ast energetického spektra, v niZ jsou v jednorozmérném pripadé vsechny
energie nedegenerované (viz kap. 9). V pfipadé spojitého spektra, kdy jsou energie dvakrat dege-
nerované, tento zavér neplati.
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kde «a je dano vztahem
2m(Vo — E
a? = ( 7;)2 )
plati pro z > a/2. Vzhledem k tomu, Ze se zajimame o diskrétni spektrum s ener-
giemi 0 < E <V, pfedpokladame, Ze « je realné kladné &islo.

, (14.8)

Suda rfesSeni

Nejdfive budeme diskutovat suda FeSeni. V tomto pfipadé mtzeme vzit feeni pro
x > 0 ve tvaru

Y1 = Acoskz (14.9)

Y1 = Be™*%, (14.10)

kde A a B jsou konstanty. Z poZadavku spojitosti vinové funkce a jeji derivace
v bodé = = a/2 dostavame dvé sesivaci podminky pro konstanty A a B

k wa
Acos -é‘-l =Be % (14.11)
’ k
— Asin 2a - —B%e—”“%. (14.12)

Z pozadavku existence netrividlniho FeSeni soustavy rovnic pro A a B obdrZime
podminku, Ze determinant soustavy musi byt roven nule

k 2mVe
ktan — = = /2210 _ j2, (14.13)
2 A
Pfepsanim této rovnice dostaneme
ka 2mVy
tan -—2— = ——h2k2 — 1 (1414)
Jinak vyjadfeno, musi platit
2mV;
ka = 2arctan |/ 2 — 1+ 2n, (14.15)

K k2

kde n je celé &islo. Vyuzijeme-li vztaht

V1— 22 1
arccosz = arctan ———— = arctan \/ =5 — 1 (14.16)
x x

arcsinz + arccosz = g, (14.17)
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hk

K7
37:—2arcsinr=-==
\< 2‘]’]\/”

21

hk

2m—2arcsin
\J2mVn
L=ka

. hk
T—-2arcsin
\lZmV(,

\IZET')V(T k

o

Obrézek 14.2: Potencislova jama konetné hloubky. Leva (L) a prava (P) strana rovnic
(14.19) a (14.31) pro sudé i liché stavy.

obdrZime rovnici

Vo

2m hk
2 arctan T 1+ 2nm = 2 arccos N +2n7m = (14.18)
2 arcsin nk + (2n+L)m
= —4 arcsl .
vV 2mV0

Vysledny vztah uréujici mozné hodnoty vlnového vektoru 0 < k < /2mly/h,
a tedy i energie E = h?k?/(2m) ma pro sudé vazané stavy tvar

hk
V2mVy'

Na obr. 14.2 vidime levou stranu L = ka a pravou stranu P rovnice (14.19) pro
sudé vazané stavy a rovnice (14.31) pro liché vazané stavy jako funkci k (viz déle).
Pravé strana je nakreslena pro riznd n = 0,1,2,. ... Priseéik mezi pfimkou L = ka
a pravou stranou udévd mozné hodnoty k-vektoru. Vidime, Ze vZdy, i pro velmi
zkou a mélkou potencidlovou jamu, existuje prisedik levé strany s pravou stranou

ka = (2n + 1)m — 2 arcsin

(14.19)
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pro n = 0. VZdy tedy existuje alespoii jeden sudy vazany stav. S rostouci hodnotou
a se piimka L = ka odchyluje od vodorovné osy. Podobné, s rostouci hodnotou Vg
se posunuji k¥ivky udévajici pravou stranu P doprava. V zdvislosti na téchto dvou
parametrech se pak objevuji dalsi pruseciky levé a pravé strany a poclet vazanych
stavli v diskrétnim spektru energii roste. Celkovy pocet sudych vazanych stava je
koneény a vétsi neZ jedna nebo roven jedné.

Celkem snadno lze provést pfechod k nekoneéné hluboké potencidlové jamé,
kdy plati Vo > E. V takovém ptipadé je arcsin(hk//2mVp) ~ 0, coZ znamend, Ze
vlnovy vektor je roven

b (2n+1)7 (14.20)

Odpovidajici energie a normované sudé vlnové funkce pak maji pron =0,1,2,...

tvar )
m2h

2ma?

i = \/gcos w (14.22)

Tyto vysledky jsou v souladu s FeSenimi ziskanymi v kap. 5.
Pro velice mélkou jamu (Vy velmi malé) nebo velice tzkou jamu (a velmi malé)
dostédvame pro sudy zékladni stav (n = 0)

2mV,
ko y/ > 9 (14.23)

E =V, (14.24)

E, = (2n +1)? (14.21)

o~ ,/i—?\/%—El. (14.25)
2

Hodnota o se bliZi nule a pfislusnd vlnova funkce kleséd velmi pomalu s rostouci
vzdalenosti od potencidlové jamy.

Licha feSeni

Liché FeSeni lze diskutovat analogicky. ReSeni pro = > 0 muZeme vzit ve tvaru

Y = Asinkzx (14.26)

Y1 = Be™ %, (14.27)

kde A a B jsou konstanty. Z pozadavku spojitosti vinové funkce a jeji derivace
v bodé z = a/2 dostavame dvé rovnice pro konstanty A a B

ka -
Asin — = Be™ 2

; (14.28)
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ka QO _aa
A cos o = —BEe N (14.29)

7Z pozadavku nulovosti determinantu této soustavy pro A a B dostaneme podminku

; v
kcot-kz—a =—a= —w/27:20 — k2. (14.30)
12

Tento vztah maZeme upravit podobnym zptsobem jako pro sudé stavy s vysledkem

V2mVy’

Kiivky zobrazujici pravou stranu pro liché stavy maji stejny tvar jako pro sudé
stavy a jsou pouze posunuty smérem nahoru o m (viz obr. 14.2). Diskuse je proto
pro tento piipad analogicka.

Pro nekoneéné hlubokou potencidlovou jamu, kdy plati Vy > E, dostaneme

n=123,.... (14.31)

ka = 2nm — 2 arcsin

T
k~2n—. (14.32)
a
Odpovidajici energie a normované liché vinové funkce pak maji pron =1,2,3,...
tvar
2 k2

" 2ma?

2 2
Y = \/tsin iy (14.34)
a a

Energie vazanych stavii a odpovidajici vinové funkce pro potencidlovou jadmu
kone¢né hloubky jsou ilustrovdny na obr. 14.3. Energii je koneény pocet vétsi nez
jedna nebo roven jedné. Vlnové funkce jsou stiidavé sudé a liché a jsou nenulové i
v klasicky zakdzané oblasti mimo potencidlovou jamu.

E, (2n)? (14.33)

14.1.2 Spojité spektrum

Pohybuje-li se ¢astice s energii E > Vy smérem od zapornych hodnot z ke kladnym
hodnotdm, miZe dojit bud k prichodu ¢astice oblasti jamy, nebo vlivem pusobeni
jamy k jejimu odrazu.

Nejprve provedeme struc¢nou diskusi s pouZitim oznadeni z kap. 14.1.1. Pro
E > Vy je vyraz (14.8) mensi neZ nula, o je ryze imagindrni a v oblasti mimo
potencidlovou jaému dostaneme misto jednoho klesajiciho FeSeni dvé oscilujici li-
nedrné nezévisla feseni. V této oblasti tedy budeme mit dvé konstanty v linedrni
kombinaci t&chto funkci misto jedné funkce. Se§ivaci podminky na vlnovou funkci,
tj. podminky na spojitost funkce ¥(z) a jeji derivace v bodé z = a/2, jsou dvé,
stejné jako v pfipadé vazanych stavi. Dostdvame tedy dvé rovnice pro tii kon-
stanty, z CehoZ je zfejmé, Ze energie E > V) nejsou kvantovany a vytvareji spojité



Spojité spektrum 103

V(x)

E,

Y

—] B

-al2 a/2 X

Obréazek 14.3: Potenciilova jama koneéné hloubky. Energie E, a vinové funkce v, za-
kladniho stavu a dvou excitovanych stavii.

spektrum. Ke kazdé energii E > Vj existuji dvé linedrné nezavisla feseni, kterd se
pro |z| > a/2 chovaji pfiblizné jako funkce

Y(x) ~ eFTVIME-V0)/(h) (14.35)

Tyto dvé funkce pfedstavuji pohyb &astice ve sméru kladné a zdporné osy z.

Nyni provedeme podrobnou diskuzi. Abychom dostali mimo oblast jamy po-
dobnou situaci jako v piipadé volné Céastice, budeme predpokladat, Ze potenci-
alni energie &astice s energii E > 0 je rovna nule vSude s vyjimkou oblasti jamy
—a/2 <z < a/2, kde plati

Viz) = -V (14.36)
a pfitom Vg, > 0 (viz obr. 14.4).
o a2 a2
I IT 11T
Vp

Obrazek 14.4: Potenciadlova jama koneéné hloubky. Spojité spektrum.

V oblasti I, tj. pro x < —a/2, budeme pfedpoklddat, Ze vinova funkce &astice

je rovna . _
Y1 = AetFoT 4 BetkoT, (14.37)
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kde
2mE

I3

Piitom pfedpoklddame, Ze vinova funkce Aexp(ikoz) odpovidd pohybu Céstice

zleva smérem k jamé a funkce B exp(—ikox) predstavuje ¢astici odraZenou nazpét.
V oblasti II, tj. pro —a/2 < z < a/2, bereme vlnovou funkci ve tvaru

ko = > 0. (14.38)

P = aet*® 4 Be e (14.39)

kde
/ v
k= ~2—m%E-—+——°l > 0. (14.40)
2
Koneéns, v oblasti III pro z > a/2 predpoklddame vlnovou funkci ve tvaru

U1y = Ceikoz, (14.41)

ktery odpovidéa priichodu &astice pies oblast jamy.

Pravdépodobnost priichodu &éstice oblasti jamy lze urdit z poméru hustoty toku
pravdépodobnosti odpovidajicimu prichodu oblasti jamy k hustoté toku pravdé-
podobnosti odpovidajicimu dopadu &astice (podrobné viz piiklad 1 v kap. 21.11).
Odtud dostaneme koeficient prichodu?

C
T=|~— 14.42
3 (14.42
a podobné i koeficient odrazu
BI?
R=|= 14.43
2 (14.43
Soucet téchto koeficienttt je roven jedné
R+T=1. (14.44)

K uréeni téchto koeficientt vyjadiime konstanty A a B pomoci konstanty C.
Sesivaci podminky na vlnovou funkci a jeji derivaci v bodé z = a/2 = b maji
tvar

Cetkob = et 4 Be ik (14.45)
* k
-Z?Ceik"b = qe'® — Ge~t*, (14.46)
7 téchto dvou rovnic dostdvame
C k . .
a= (1 + %) ei(ko—k)b (14.47)

2Tento vztah pro koeficient priichodu neplati pro obecnégjsi problémy, pro které V(z — —o0) #
V(z — +00).
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C ko . X
_C (1 ko) gitkorrp. 14.48
s=2(1-%) (14.49
Podobné, sedivaci podminky v bodé @ = —b maji tvar

A e~ thob 4 Beikob — =ikt 1 geikb (14.49)

& k
A e—ikob _ Beikob — _l‘/_ (ae_ikb — ﬂeikb) . (1450)

v0

Z poslednich dvou rovnic vypoditéme A a B a do vysledki dosadime « a (8
z rovnic (14.47) a (14.48)

— 9 lC_ ﬁ(_)_ —ika _ _k_ _ _I_CE)_ ika | ikoa
A—4|:<+k0) (1+k>e —+—<1 k0><1 k)e ]e ,  (14.51)
e k ko\ _ika k Ko\ ke
b [ E) (e ) (1£) (1) ] e

Dosazenim téchto vysledkii do rovnice (14.43) a (14.44) dostaneme koeficient

prachodu
T = ! . (14.53)

3
1+%(%1—ki0) sin® ka

Koeficient odrazu je roven R =1—T.

Nejprve si v§imnéme, ze pokud potencidlova jama neexistuje (Vo = 0), potom
je k = ko a koeficient priichodu T' je roven jedné. Podobné, pro velmi mélkou jamu
(Vo > 0 je malé &islo bliZici se nule) se koeficient priichodu blizi jedné. Koeficient
pricchodu T v zévislosti na energii Castice E je ukdzan na obr. 14.5.

Zajimavy je néasledujici pfipad. Pfedpokladejme, Ze plati ka = nm, kde n je celé
&islo. Potom dostévame sinka = 0, takZe koeficient priichodu T se rovné jedné
navzdory piitomnosti jamy (viz maxima v obr. 14.5). Je zfejmé, Ze se to stane pri
energiich

2_2
E, = 2hm7;2 n? - Vo > 0. (14.54)

Plati-li tedy

9 2a2mVy
R2n2

existuji ve spojitém spektru energii vyse uvedené rezonancni energie, pro néz je

koeficient priichodu roven jedné. V tomto piipadé proto k odrazu ¢astice nedochazi.

ProtoZe pro tyto energie plati ka = nw a k = 2w/}, pro rezonancni energie je sitka

jamy celistvym nésobkem poloviny de Broglieovy vlnové délky

n (14.55)

a= n%. (14.56)
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0

Obréazek 14.5: Pravdépodobnost prichodu T potencislovou jamou v zavislosti na energii
Castice E.

Poznamenejme, Ze vlnova funkce je pfitom na okrajich jamy z = +a/2 rizné od
nuly.

Tento jev nema v klasické mechanice analogii, nebot pro klasickou ¢4stici s ener-
gii £ > 0 plati T = 1 nezavisle na energii.

14.2 Potencialovy val

Nyni budeme diskutovat tzv. tunelovy jev, tj. priichod astice potencidlovym valem
(viz obr. 14.6). UvaZovany pravothly val ma §itku a a vysku Vy > 0. Dopadajici
Castice md energii 0 < E < Vp. Takovy model miZe naptiklad piedstavovat zjedno-
dusenou situaci na rozhrani vodié - izolator — vodi¢, kde vrstva izolatoru vytvari
bariéru pro volny pohyb elektronu.

Vo

0 a

Obrézek 14.6: Potencislovy val.

Céstice dopadajici na potencidlovy val se bud odrazi, nebo s jistou pravds-
podobnosti valem projde. Podobné jako v piipadé potencidlové jamy lze zavést
koeficienty priichodu a odrazu. Je zfejmé, #e vysledky pro uvazovany val miZeme
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dostat z vysledkd pro potencidlovou jdmu, provedeme-li zdménu
Vo — — V. (14.57)
Vinovy vektor (14.40) mé pro potencidlovy val tvar

2m(E — V)

k =
h b

(14.58)

kde E < Vj. Vysledky pro potencidlovy val proto dostaneme z vysledki pro poten-
cidlovou jdmu pfechodem

ke — ik, (14.59)
kde vinovy vektor
2m(Wo — E
K= —ﬂ(—hﬁ—) >0 (14.60)

je realny. Uvazime-li vztah sinika = isinh ka, dostaneme z rovnice (14.53) koefici-

ent prichodu

T = ! , (14.61)

k )2 2
1+%(7"+f3) sinh” ka

kde vlnovy vektor ko dany vztahem (14.38) odpovidd volnému pohybu castice.
Koeficient odrazu je roven R=1-T.

Pro libovolné siroky a vysoky val je nenulové pravdépodobnost prichodu ¢astice
valem. S rostouci $itkou a a s rostoucim rozdilem energii Vp— E v8ak tato pravdépo-
dobnost velmi rychle klesa. Pro valy o makroskopickych rozmérech a makroskopické
gastice je pravdépodobnost priichodu valem nepatrna.



Kapitola 15

Moment hybnosti

By convention there is colour, by convention sweetness, by convention bitterness,
but in reality there are atoms and space.
Democritus

15.1 Vlastnosti momentu hybnosti

Moment hybnosti je v analogii s klasickou fyzikou definovan vztahy (2.21)—-(2.23).
Podobné, operédtor kvadrat momentu hybnosti je roven

f2__ 2 72 72

L*=1L;+ L, +L;. (15.1)

S pouzitim vyrazi (2.21)-(2.23) a komutacnich relaci mezi operatory soufadnice
a impulzu
[2,52] = [§,9y] = [2,0:] = ih (15.2)
lze ukdzat, Ze plati o .
(L, Ly =4hL,. (15.3)

Cyklickou zameénou index?t dostaneme i komutatory pro ostatni slozky momentu
hybnosti. Lze rovnéz ukdzat, Ze libovolna slozka operatoru momentu hybnosti ko-
mutuje s kvadritem momentu hybnosti

(Lo, L2 = [L,, L% = L., [} =0. (15.4)

Soucasné lze proto méfit vidy pouze jednu sloZku momentu hybnosti a celkovy
moment hybnosti. Pti vyjédreni operatori v soufadnicové reprezentaci lze rovnéz
ukézat, Ze operatory L, Ly, L,al? jsou hermitovské (viz piiklady v kap. 21.13).

15.2 Kvantovani momentu hybnosti v centralnim
poli

V piipadé pohybu &astice v centralnim poli V = V(r) je vyhodné pouZit sférické
soufadnice. Jak uZ jsme uvedli v kap. 13.4, ve sférickych soufadnicich jsou vyse
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uvedené operatory dany vztahy (viz téz dodatek D.8)

. d
L, = §p, — 2py = ih (sinnp% + cot 8 cos apb—;> ) (15.5)
Ly = 2P, — ip i 0 £9sin o2 (15.6)
y = 2Dy — 1P, = —1 coscpae co 1n<,0a .
L L0
a’ A
L? = —h*Qg ., (15.8)
kde d d 1
1
=— [sinf=— | + —5——=—- 15.
Bow = 5550 <sm ae> t GnTe 047 (15.9)

Jak jsme ukazali v kap. 13.4, v centralnim poli V = V(r) jsou slozky momentu
hybnosti a jeho kvadrat integraly pohybu, nebot plati

(Lo, H) =Ly, H) = [L.,H] =0 (15.10)

(L2, H]=o0. (15.11)

Vzhledem k tomu, Ze operatory L., [?a H navzéjem komutuji, existuje spoleény
systém vlastnich funkci téchto operdtord. Misto operatoru L. jsme mohli vzit i
operator L, nebo ny, s ohledem na vyjadfeni téchto operatora ve sférickych sou-
fadnicich je vi8ak nejjednodussi pouZit operator L,. Dfive nez budeme studovat
vodiku podobny atom, bude vyhodné vyfFesit nejdiive ponékud JCandll&sl ulohu,
spoéivajici v nalezeni vlastnich funkci a vlastnich ¢isel operatort L, a L2 ve sféric-

kych soutadnicich .
L.x = phy (15.12)

L2y = AR?y, (15.13)

kde p a A jsou bezrozmérna vlastni &sla t&chto operatort. Ziskané vlastni funkce
x = x(0, ¢) pak vyuZijeme pfi hledani vinovych funkei pro vodiku podobny atom,
které budeme moci hledat v separovaném tvaru

P(r,0,0) = R(r)x(6, ¢)- (15.14)
S pouzitim rovnic (15.8) a (15.9) nejdiive zapiSeme vlastni problém (15.13) ve
tvaru 5 5 5%y
1 . X 1
= i 5.15
Sin6 9 (Sm aa)+ SinZf 02 R (15.15)

Nyni provedeme separaci proménnych

x(60,0) = 0(9)3 () (15.16)
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a po vydéleni celé rovnice sou¢inem x = ©® dostaneme rovnici

1 d (ginpd® d’®
sin 6 d@ (SIHGW) 1 dp?
+ +A=0. 15.17
© sing @ ( )
Tato rovnice ma platit pro viechny thly 6 a ¢, musi proto platit
1d%®

Funkce ®(¢) musi byt jednoznaéna v tom smyslu, Ze nesmi zménit hodnotu pfi
pootoceni o thel 27 okolo osy z

®(p) = (¢ + 27). (15.19)

Odtud vyplyva, Ze musi platit

1 R
B(p) = ——=e™m?, 15.20
() N ( )
kde
m=0+1,42, ... (15.21)

Faktor 1/v/2n zajistuje normovani funkce ®(p) pii integraci pfes interval ¢ €
(0, 27).
Funkci ®(y) dosadime do rovnice (15.17) a dostaneme

1 d de m?
—— = {sinf— | - ——O + X0 = 0. 15.22
sinf df <sm de) sn?g T (15.22)
V této rovnici provedeme substituci
§ = cosb, (15.23)
kde —1 < £ < 1. Pro diferencial ¢ plati d¢ = —sin6dd. Po Upravé mé rovnice
(15.22) v proménné ¢ tvar
5 , m?

(1-¢9)0" —2¢0" + (/\ ~1 52) 0 =0, (15.24)
kde ¢arka oznac¢uje derivaci vzhledem ke &. Tato rovnice ma dva singularni body
€= +1.

Nejdiive budeme diskutovat feseni v okoli bodu £ = 1. Provedeme-li substituci
z=€—1, (15.25)
dostaneme rovnici
)\ 77'L2
2 1 T 1T (z11)2
(_)I/ (Z + ) (_)l + 1—(2+1)2 0= 0, (1526)

T 1-(z+1)2 1—(z+1)2
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kde ¢arka oznaduje derivaci podle proménné z. Po Gpravé obdrzime

2241 A m?
- = 0 =0. 15.27
+zz—}—2 z(z+2)+z2(z+2)2 ( )

Nyni budeme hledat funkci © ve tvaru mocninné fady
0=2" (ag+a1z+azz2+---). (15.28)

Nejprve uréime exponent . V okoli singularnfho bodu £ — 1, tj. 2 — 0, miZeme
vzit © ve tvaru
O = a2 (15.29)

Po dosazeni tohoto vztahu do rovnice (15.27) a zanedbéni ¢lenti fadu vyssiho nez
272 dostaneme

21 m?
P e B T A | 15.30
Yy =1+ —52 1> (15.30)
nebo po Gpravé
m2
Yy =1)+v— T] 2772 = 0. (15.31)
Odtud vyplyva
=t (15.32)

2
Abychom vsak dostali feseni, které nediverguje pro z — 0, je tieba vzit

v = I_”ll (15.33)
2
Analogickym zptisobem lze postupovat i pro £ = —1, kdy lze provést substituci

z =1+ ¢ Vysledkem je opét rovnice (15.33).
Shrneme-li vysledky dvou predchédzejicich odstavell, miZeme hledat © ve tvaru

jrn]

©=(01-¢"

(148 Fv=(1-€)%, (15.34)

kde v = v(£) je funkce, kterou miZeme vyjadFit ve tvaru mocninné fady
(o)
v=)Y bt (15.35)
v=0

Dosazenim rovnice (15.34) do rovnice (15.24) obdrzime diferencilni rovnici pro
funkci v
(1 — )" = 2(jm| 4+ )&’ + (A — |m| — m?)v = 0. (15.36)

Dosadime-li nyni fadu (15.35) do této rovnice, dostaneme rekurentni vztah mezi
koeficienty b,

v(v —1)+2(Im|+ 1)y — X+ |m| + |m|2b

CEDICESY) v- (1537)

bu+2 =
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Pro v — oo vidime, e b,42 ~ b,. Rada (15.35) se proto pro velka v chov
podobné jako geometrickd Fada s kvocientem £2, jejiZ soucet je Gmérny 1/(1 — £2).
Takova funkce by vSak zménila chovani funkce © dané rovnici (15.34) v okoli bodi
€ = £1 a funkce © by v téchto bodech divergovala. Abychom splnili pozadavky
kladené na vlnovou funkci, musime pfedpokladat, Ze se fada (15.35) redukuje na
polynom, tj. existuje k, pro néZ je koeficient by, 2 roven nule. Nasledujici koeficienty
dané rekurentnim vztahem (15.37) jsou pak také rovny nule. Musi proto platit

k(k — 1)+ 2(Jm| + )k = X+ |m| + |m|? = 0. (15.38)

Odtud vidime, Ze vlastni ¢islo A nemiZe byt libovolné, ale mfiZe nabyvat jen urdi-
tych kvantovanych hodnot

A= (k+|m])(k+ jm|+ 1), (15.39)

kde k = 0,1,2,.... Kvantovani A opét vyplyva z podminek kladenych na vinovou
funkci.
PoloZime-li
k+|m| =1, (15.40)

dostaneme vlastn{ &sla A v obvyklém tvaru

A=1(l+1), (15.41)
kde nové vlastn{ &islo [ miZe nabyvat hodnot

1=0,1,2,... (15.42)

a soucasné plati
p=m=-l,-l+1,...,1-1,1 (15.43)

Vidime, Ze vlastni &isla operdtoru kvadratu momentu hybnosti a jeho z-ové kom-
ponenty jsou v centralnim poli kvantovany.

Z matematického hlediska se ukazuje, ze funkce © jsou pridruiené Legendrovy
polynomy (viz dodatek D.9)

o) = P™(e), (15.44)

kde ¢ = cos 8. PfidruZené Legendrovy polynomy Pllmi lze vyjadrit prostfednictvim
oby&ejnych Legendrovijch polynomd

1 d
PUE) = g g (€ - 1) (15.45)
vztahem 4
Lmp - dlm
Pl =(1-¢)7 agmi F1(6): (15.46)

Napriklad, Legendrovy polynomy nejniZ$ich fadt jsou rovny

Py() =1, (15.47)
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Pi§) =¢, (15.48)

Py(8) = % (3¢ -1), (15.49)
Py(e) = 5 (56° - 3¢) (15.50)
Py(€) = (3554 - 306%+3). (15.51)

Pfitom plati podminka udévajici normovémi
p(1) =1. (15.52)
Pfidruzené Legendrovy polynomy nultého fadu jsou rovny obycejnym Legendrovym

polynomiim
PY(&) = Ri(9). (15.53)

Shrneme-li vysledky této kapitoly, vliastnimi funkcemi operatorii kvadratu mo-
mentu hybnosti a jeho z-ové komponenty jsou tzv. kulové funkce

Yin (6, 0) = Nip P/™ (cos 6)e"™? (15.54)

kde Ny, je normovaci faktor

N = \/(z — Im)!(2l + 1) (15.55)

({ + |m|)4r

Pro operatory kvadratu momentu hybnosti a jeho z-ové komponenty plati

LY, = B2+ )Y, 1=0,1,2,... (15.56)

L.V = hmYi,, m=—1,... 1 (15.57)

Kulové funkce tvofi Gplny ortonormalni systém pfi integraci pfes cely prostorovy
uhel 47 ve sférickych soufadnicich

™ 2w
/ Y5 (0, 0)Yim (8, ¢) sin 0 d0 dyp = 6116y, (15.58)
0 0

kde sinf df dy je element prostorového tihlu ve sférickych souradnicich. Obecnou
vinovou funkci zavisejici na proménnych € a ¢ 1ze do kulovych funkei rozvinout
obvyklym zptsobem

m=l

Z Z Clm lm (1559)

=0 m=-1

Na z&vér poznamenejme, Ze uvedené vysledky lze odvodit také pomoci ope-
ratort L* = L, + zLy, které maji podobné vlastnosti jako kreaéni a anihilaéni

operatory b+ a b zavedené v pripadé linearniho harmonického oscildtoru.



Kapitola 16

Vodiku podobny atom

I ask you to look both ways. For the road to a knowledge of the stars leads through
the atom; and important knowledge of the atom has been reached through the stars.
Arthur Eddington

Jak uz bylo feéeno dfive, podle klasické fyziky by atom vodiku ani Zadné jiné atomy
& molekuly nemély byt stabilni. P¥i pohybu elektront v poli jader mé diky jejich
nenulovému zrychleni dochézet k vyzafovan{ elektromagnetického pole a béhem
doby kratsi neZ 1 ps by mélo dojit ke kolapsu takovych systémi. To se nepozoruje
a experimenty naopak ukazuji na existenci stabilnich stacionarnich stavi atomi a
molekul. Existenci takovych stavti objastiuje teprve kvantovd mechanika.

V kap. 16.1-16.2 budeme zkoumat staciondrni stavy vodiku podobného atomu
s hamiltonidnem

i th 1Z_€2

H=- (16.1)

2me - dmmeg 1
kde Z = 1 pro atom vodiku, Z = 2 pro ion He™ atd. Pfedpokladdme tedy, Ze
elektron o naboji —e a hmotnosti m. se pohybuje v coulombovském poli nehybného
jadra o naboji Ze. Spin elektronu a jidra zde neuvazujeme a k popisu pohybu
pouZivame nefasovou Schrédingerovu rovnici.

Pokud bychom cht&li zapoéitat pohyb jadra, zavedli bychom misto soufadnic
Pi{slusnou dvouégésticovou Schrédingerovu rovnici lze separovat na dvé nezavislé
Schrodingerovy rovnice odpovidajici volnému nekvantovanému pohybu celé sou-
stavy jadro a elektron v té&Zisfovém soufadném systému a vzdjemnému pohybu
v relativnich soufadnicich. Schrédingerova rovnice pro relativni pohyb mé pak tvar
rovnice (16.1), hmotnost elektronu me je vSak nahrazena redukovanou hmotnosti
soustavy jadro plus elektron.

Vzhledem k tomu, Ze coulombovsky potencial v hamiltonidnu (16.1) jde k nule
pror — oo, je zfejmé, Ze stacionarni stavy vodiku podobného atomu s energii £ > 0
jsou nekvantované stavy odpovidajici spojitému spektru (viz kap. 9). Naproti tomu
stavy s energii £ < 0 mohou byt diky pfitazlivému coulombovskému potencidlu
vdzanymi stavy, pro které plati podminka ¥(r) — 0 pro r — oo a které mohou
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byt diky této podmince kvantoviny. Zde se budeme zabyvat hlavné diskrétnim
spektrem vodiku podobného atomu, které se experimentalné projevuje &arovymi
spektry. Spojitym spektrem, které odpovida energiim E > 0, se budeme zabjvat
pouze okrajove.

Pti feSeni problému s hamiltondnem (16.1) je vyhodné pouZit sférické souradnice
r, 8 a . Coulombovsky potencidl zavisi pouze na radialni soufadnici r, a jde proto
o pohyb v centrdlnim poli. Diky tomuto poli jsou kvadrat orbitdlniho momentu
hybnosti a jeho z-ova komponenta integraly pohybu (viz kap. 15.2). Je zfejmé, Ze
vazané stavy vodiku podobného atomu lze klasifikovat pomoci kvantovych &sel {
a m charakterizujicich tyto veli¢iny

w(r,G,Lp) = wnlwn(ra9>(/7)~ (162)

Zde jsme pfipsali i tfeti kvantové ¢&islo n, které odpovida kvantovani v radidlnim
sméru a je ddno coulombovskym potencidlem v rovnici (16.1). Vzhledem k tomu,
ze coulombovsky potencidl zdvisi pouze na soufadnici 7, energie vazanych stavii
vodiku podobného atomu nebudou zfejmé zaviset na kvantovych &islech [ a m

E=E,. (16.3)

V centralnim poli thlové ¢ast pohybu nepfispiva ke kvantovani energii. Viimnéme
si, Ze stavy vodiku podobného atomu charakterizujeme pomoci t¥{ kvantovych &isel,
coz odpovida poétu prostorovych proménnych. Stejnou zdvislost (16.3) dostédvame
i pfi feSeni ,,vodiku podobného atomu“ v dvourozmérném prostoru.

16.1 Diskrétni spektrum

Hamiltonian (16.1) mé ve sférickych soufadnicich tvar

R R [10(,0 Ag, 1 Ze?

_ 190 (20 ol 2 16.4
H 2me {7"2 or (T 8r> + r? dreg T (164)
kde operédtor Ag , je dén vztahem (15.9).

Vzhledem k tomu, Ze tento hamiltonidn vytvari spoleéné s operatory kvadratu
momentu hybnosti (15.8)

L? = 1A, (16.5)
a jeho z-ové komponenty (15.7)
L,= —ihi, (16.6)
dp

systém tfi navzadjem komutujicich operdtorfi, existuje spole¢ny systém vlastnich
funkei téchto operatort. Uvazime-li, Ze posledni dva operatory nezavisi na pro-
ménné r, mizZzeme pfedpoklddat vinové funkce ¢ v separovaném tvaru

P(r,0,¢) = R(r)Yim(8, ¢), (16.7)
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kde R(r) je dosud neuréend radidlni ¢ast vinové funkce a kulové funkce ¥, (6, ¢)
jsou vlastni funkce operatorti L? a L, viz rovnice (15.56) a (15.57)

L2V = B2+ 1)Yim, 1=0,1,2,... (16.8)

L.Yim = mYi, m=-1,...,L (16.9)

Dosadime-li pfedpoklad (16.7) do ne&asové Schrodingerovy rovnice s hamilto-
nidnem (16.4) a vyuZijeme-li pfedposledniho vztahu, dostaneme po vykraceni Yi,,
rovnici pro radialni ¢ast vinové funkce R(r)

B2 [1 d (2d>_l(l+1)]R_ L Z¢p_ R (16.10)

UL I P Bl
2me |72 dr dr 72 Ameg T

kde E je vlastni energie. Zbyva nalézt feSeni této jednorozmérné Schodingerovy
rovnice v proménné r.
Tato rovnice se pondkud zjednodusi, pouzijeme-li substituci

R(r) = 1) (16.11)
T
Z rovnice (16.10) pak dostaneme
B2 d2u R +1) 1 Ze?
- — ) — —u = Fu. 6.12
2m, dr?2 2mer? b dmeg T u= Fu (16.12)

Abychom tuto rovnici déle zjednodusili, zavedeme vhodné jednotky. Vzdalenost
budeme vyjadiovat v bezrozmérnych jednotkach

r
kde ag je tzv. Bohriv polomér
2
ap = 47!'60 meez. (1614)

Ciselns vyjadfeno je Bohritv polomér roven ap ~ 0,0529177 x 10~° m = 0,529177
A. Podobng, energii budeme vyjadfovat pomoci bezrozmérné veli€iny e

€= —bl, (16.15)
Ry

kde jeden Rydberg je roven
1 e? meet
T dweg 2ap 327r25%h2.

Ry (16.16)

Ciselns je jeden Rydberg roven 1 Ry ~ 2,17991 x 10718 J = 13,605 eV. Jak se ukaze
dale, Bohrav polomér je vzdalenost od jadra, v niZ je nejvétsi pravdépodobnost
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nalézt elektron v zdkladnim stavu atomu vodiku. Podobné, jeden Rydberg aZ na
znaménko udava energii zdkladniho stavu atomu vodiku. Zavedené jednotky jsou
proto z hlediska atomarniho svéta pfirozené. Kromé Rydbergu se Casto zavadi také
jednotka 1 Hartree = 2 Ry ~ 27,211 eV.

P pouziti téchto proménnych dostaneme Schrédingerovu rovnici ve tvaru

2
d2u _z_g_z(z+1)]uzo7

4 les (16.17)

dp? p p?
kterou budeme fesit podobnym zpisobem jako v pfipadé linedrniho harmonického
oscildtoru nebo vypoctu vlastnich funkci operdtoru momentu hybnosti.

Nejdfive uréime asymptotické chovani funkce u pro r — oo, tj. p — oc. V tomto
pfipadé ptrechazi rovnice (16.17) na jednodussi rovnici

d?u

— +eu=0, 16.18
2 (16.18)
jejiz Feseni spliiujici podminku v — 0 pro p — oo zapiSeme ve tvaru

u(p) = konst e 7, (16.19)

kde
o =+/—¢ (16.20)

a pro vézané stavy s energii E < 0 plati
€<0. (16.21)

ReSeni u na celém intervalu 0 < p < co budeme hledat ve tvaru

u(p) = e~ f(p), (16.22)

kde f(p) je nové funkce. Dosazenim tohoto pfedpokladu do rovnice (16.17) vidime,
ze funkce f musi spliiovat rovnici

a2f df [2Z 1(+1
@_QQHZJ{ ( - )]fzo. (16.23)

p p

Regeni této rovnice budeme hledat ve tvaru mocninné fady

flp) =p" (a0 +a1p+agp® +---), (16.24)

kde v a a; jsou dosud neurdené konstanty. Pfitom budeme pozadovat, aby radialni
¢ast vlnové funkce byla normovani, tj. aby platil vztah

/ |R(r))?r?dr =1, (16.25)
0

kde 72 dr je radialni &4st objemového elementu ve sférickych soufadnicich.
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Konstantu v uréme z podminky koneénosti funkce f pro p — 0. Pro p — 0
miZeme misto (16.24) pfedpokladat

f(p) = aop™. (16.26)
Pak plati
f'=apyp’ ™ (16.27)
a
f'=aoy(y - 1)p" 2 (16.28)

Dosazenim téchto vztahti do diferencialni rovnice (16.23) dostaneme s pfesnosti do
nejnizsiho fadu v p

y(y-1)=1(1+1), (16.29)
coz vede na dvé mozné hodnoty
y=1Il+1 (16.30)
nebo
y=—L (16.31)

Pro hodnotu ~ podle vztahu (16.31) vsak funkce u pro p — 0 diverguje, takZe je
nutné pouzit vztah (16.30). Dostdvame proto

o) =9 S aup. (16.32)
v=0

Tento vysledek dosadime do rovnice (16.23) a dostaneme

o

o (v +HI+2)(w+1+1) =11 +1) + (16.33)
v=0

+a, (2Z - 2a(v + 1+ 1)) p" T = 0.

Vzhledem k tomu, Ze poZadujeme platnost této rovnice pro libovolnd p, musi pro
koeficienty a,, platit rekurentni vztah

2a(v+1+1)-2Z

1 78] :0,172,---- 16.34
vrlr2) it i+ 7 (16.34)

Qyy1 = (

Diky pozadavku (16.25) viak musi jit radidlni ¢ast vlnové funkce

R(p) = e—fppf—(p) (16.35)

pro p — oo k nule. Ze vztahu (16.34) v8ak pro velkd v dostavame

2
Qug1 & 70‘%, (16.36)
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coz vede na funkci f = p!tle??. To ukazuje, Ze pokud je fada ve vztahu (16.32)
nekone¢né, funkce R(p) pro p — oo nejde k nule!. Musime proto pozadovat, aby
tato fada pfesla na polynom, tj. aby koeficienty a, byly poéinaje urditou hodnotou
v nulové. To se stane, pokud bude ¢itatel v rovnici (16.34) pro jistou hodnotu
vV = n, roven nule

2a(n, +1+1) =22, (16.37)

kde
ny=0,1,2,... (16.38)

je celé nezdporné &islo. Podminka (16.37) je zfejmé& kvantovaci podminkou pro
moZné hodnoty o = y/—¢, a tedy i energie
Z

= e 16.39
@ n.+1+1 ( )

Misto kvantového &isla n, se obvykle zavadi tzv. hlavni kvantové &slo

n=n,+1+1, (16.40)
kde n=1,2,3,.... Pro moZné hodnoty energie pak dostdvime
Z2
2
=—0=—— =1,2,3,.... 16.41
e=—at=-2 (16.41)

Vréatime-li se k pavodnim jednotkdm, dostaneme kvantované hodnoty energie véa-
zanych stacionarnich stavii vodiku podobného atomu (viz obr. 16.1)

1 2221

E,=- —,
" dneg 2ap n?’

n=123,.... (16.42)

Energie téchto stavil jsou zaporné. To je v souladu s tim, Ze k ionizaci atomu v ta-
kovjch stavech je tfeba dodat energii. Speciélng, energie zékladniho stavu s nejnizsi
energii n = 1 atomu vodiku (Z = 1) je rovna -1 Ry.

Mozné hodnoty tzv. orbitdiniho kvantového &isla | vyplyvaji z rovnice (16.40)

[=0,...,n~1. (16.43)

Sou€asné tzv. magnetické kvantové &islo m muZe nabyvat hodnoty (viz rovnice
(15.43))
m=—[,...,L (16.44)

Energie zdkladniho stavu F1 nen{ degenerovéana (p¥islusi ji jeden stav s kvanto-
vymi Cisly n = 1 a [ = m = 0). Naproti tomu vyssi energie E,,, n = 2,3,4,... jsou
degenerované, nebot jim piislugi nékolik riznych stavii s riznymi hodnotami [ a m.

! Podrobnéjsi diskuse viz [16].
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E,

Obréazek 16.1: Energie E,, pro atom vodiku (Z = 1). (¢')? oznaéuje e?/(4meo).

Pro kazdé [ = 0,...,n — 1 mame celkem 2/ + 1 hodnot m = —I[,...,[l. Degenerace
hladiny F,, je tudiZ rovna
n-—1
> o@i+1) =n’ (16.45)
=0

PouzZijeme-li kvantové &islo n a rovnici (16.39) pro «, rekurentni vztah (16.34)
dostane tvar

2Z n—(I+v+1)
Q41 = ———
n (v+1)204+v+2)

ay, v=0,1,2,.... (16.46)

Hodnota koeficientu ag je ddna normovaci podminkou (16.25). Po dosazeni vztahu
(16.46) do rovnice (16.32) dostaneme

n—1-12Zp (n—1-1)(n—1-2) (2Zp 2+
120+2) n 21(20 + 2)(20 + 3) n

fp) = agp'™ |1
(16.47)

n—l-1
.._+(__1)n—l—1 n=l-1n-1-2)---1 (2Zp> }

(n=1-D12+2)2l+3)---(n+1) \ n
Normované radidlni €asti vinovych funkci lze zapsat ve tvaru
Ru(€) = Nyue 826 L2 (¢), (16.48)

kde
22p _ 22r

n nap

£= (16.49)
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a L; (&) jsou pridruzené Laguerrovy polynomy (viz dodatek D.9), které lze ziskat
z obyéejnijch Laguerrovijch polynomi Ly (§)

dk
Li(€) = egaé—k (e7%€¥) (16.50)
pomoci vztahu
dS
Ly (§) = -dg—st(E). (16.51)

Normovaci koeficient je roven

22\* (n—1-1]""
Ny = {(—) ~—-——,—} . (16.52)

nag ) 2n[(n+1)!3

Podrobné uvedeme né&kolik normovanych radidlnich ¢asti vinovych funkei (viz
obr. 16.2-16.3)

7\ 3/2
Rlo(r) = (——) 2e—Zr/aB, (16.53)
ap
Z 3/2 zr z
N 20 ) o—Zr/(2aB) ]
Rao(r) (26113) (2 aB) e (16.54)
a 3/2
Z Zr
Ru(r)= (=) ——ze Z7/(2an) 16.55
Rnl (I‘)
R;,(M)
I L
R, ®
0 ! R’.o(r) r [ag]

Obrazek 16.2: Radialni €asti Rni(r) vlnovych funkci pro atom vodiku (Z = 1) pron =1,
l=0an=2,1=0,1. ag oznaduje Bohrav polomér.
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R, ®)

R, (1)
025

R32(r)
01 \/\—-/ I (4]
R, (@) ?

Obréazek 16.3: Radialni ¢asti Rni(r) vlnovych funkci pro atom vodiku pro n = 3 a
1=0,1,2.

Pro tplnost uvddime i nékolik normovanych tithlovych &asti vinovych funkei

1\ /2
Yoo(0, ) = (47) , (16.56)

3\ 1/2 ,
Yi..100,¢) = <§> sinfe™"?, (16.57)

3\ 1/2
Yio(8,¢) = (E) cos @ (16.58)
& 3\1/2 '

Yn(a,(p) = <—8;> sinl90"‘p. (1659)

Tyto funkce jsou normovéany vzhledem k integraci pies cely prostorovy tihel 47 ve
sférickych soufadnicich.
Celkové vinové funkce védzanych stavii vodiku podobného atomu maji tvar

| Yot (1, 8,9) = Rt (1) Yim (6, 0) | (16.60)

atvofipron=1,2,3,...,1=0,....,n—1am=-I[,...,] Gplny ortonormalni sys-
tém funkei, do n&ho# lze rozvinout obecné fefeni nedasové Schrodingerovy rovnice
pro vazané stavy.

Pravdépodobnost nalézt elektron v objemovém elementu (r,r + dr), (6,6 + d6)
a (¢, ¢ + dy) je rovna

dp(r,8,¢) = [Ynim (1, 6, ¢)[>r* dr dQ, (16.61)




R
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kde dQ2 = sin @ d6 dy. Integraci tohoto vztahu pfes cely prostorovy uhel dostaneme
pravdépodobnost nalézt elektron v oblasti mezi (r,r 4 dr)

dp(r) = |Rpu(r)*r? dr. (16.62)

Podobné& pravdépodobnost nalézt elektron v uréitém prostorovém thlu (6,6 + d6)

a (¢, + dp) je rovna
dp(6,¢) = Yim (8, ) Q. (16.63)

Pi#i inverzi soufadnic r — —r maji vlnové funkce ¥y, v souladu s prostorovu
symetrii problému sudou ¢&i lichou paritu

Yrim (1,0, 0) = (1) YPnim (7,8, ). (16.64)

Pno (r)

P,,®

0 1 r [a]

Obrazek 16.4: Radialni hustota pravdépodobnosti Pni(r) = |R.|*r® pro zékladni stav
atomu vodiku (n =1, [ = 0).

Radiélni hustoty pravdépodobnosti
Pu(r) = |Rul*r? (16.65)

jsou ukdzany na obr. 16.4-16.6. Vidime, Ze hustota pravdépodobnosti pro zakladni
stav Pio(r) méa pro atom vodiku maximum v bodé r = ag (Bohrav polomér). Maxi-
mum je v bodé& odpovidajicim polomeéru kruhové dréhy pro zékladni stav v Bohrové
modelu atomu vodiku. Pro vyssi excitované stavy atomu vodiku maji hustoty prav-
dépodobnosti na intervalu r € (0, 00) celkem n — [ — 1 nulovych bodt. Mezi témito
body hustota pravdépodobnosti osciluje a s rostouci vzdalenosti od jadra se maxima

vvvvv

nejvétsi pravdépodobnosti nalézt elektron, vzdaluje od jadra. Pro velmi vysoka n
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P (D

P,
Pyy(®)

0,25 Py

0 2 r[ag]

Obrazek 16.5: Radialni hustoty pravdépodobnosti P (r) = |Rnlf?r2 pro atom vodiku
prol=0an=1,2,3.

P, @

P, @

P, (1)

0,01
Py(n

0 10 r[ag]

Obrézek 16.6: Radidlni hustoty pravdépodobnosti Pri(r) = |R.i|*r? pro atom vodiku
prol=1an=2,3,4.

(tzv. Rydbergovy stavy) je elektron od jadra jiz velmi vzdalen, a sta&f proto i jen
pomérné mald energie k ionizaci atomu a k jeho pfechodu do spojitého spektra
s energii £ > 0. S rostoucim nabojem jadra Z se maxima hustot pravdépodobnosti
pfesunuji smérem k jadru a energie E, klesaji (zvétsuji se v absolutni hodnoté).
Stacionarni stavy vodiku podobného atomu s kvantovym éislem [ = 0 se nazy-
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oo

o—
2
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+
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—

-
¥
)

0,1 0,1

Obrézek 16.7: Polarni diagramy funkei |Yin|? pro { = 0 (s-stavy) a l = 1 (p-stavy).

n
on
I+t
—_

11
+ b
[V

0,1

0,15 y

0,15
QY
OSO, 15 y 0,2 y

Obrézek 16.8: Polarni diagramy funkei |Yi,.|? pro I = 2 (d-stavy).

vaji s-stavy. Podobné, stavy s I = 1 se nazyvaji p-stavy a stavy s [ = 2 d-stavy.
Oznageni dalsich stavi je podle abecedy (f, g, h atd.).

V obr. 16.7-16.9 jsou ukézany kvadraty velikosti kulovych funkei |Y;,n|? pro s-,
p- a d-stavy. Jde o tzv. poldrni diagramy, v nichZ se na paprsek mifici ve sméru
daném thly 6 a ¢ vynasi |Yi,,|?. Z téchto obrazkl je ziejmé kvantovani z-ové
komponenty momentu hybnosti a uréitd podobnost s klasickou pfedstavou o pohybu
elektronu po kruhové trajektorii.

O existenci diskrétnich hladin E,, sv&déi spektroskopicks méfeni 3. Pi pfechodu
elektronu mezi hladinami m a n se vyzafuje nebo absorbuje elektromagnetické
zaleni o frekvenci dané zakonem zachovani energie

. fEm - Enl
= -—-———————h .

v (16.66)

2Toto oznaceni je pfeneseno ze spektroskopie, kde byla zavedena oznadeni éar 3, II, A atd.
3V souvislosti s kone¢nou dobou Zivota excitovanych stavii maji experimentalng zjigténé spek-
tralni ¢ary malou, avsak nenulovou sifku.
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z
z z
1=3
1=3 =3
0.2 m=0 0.2 m=%] m=3%2
0,15
0,2 y 0,2 y 0,15 y
z
1=3
0.2 m=x*3
0,2 y

Obrazek 16.9: Polarn{ diagramy funkei |Yim|? pro | = 3 (f-stavy).

Tento vysledek souhlasi s empirickym Ritzovym kombina¢nim principem. Podle
toho, ktera je vychozi hladina n, dostavame riizné série ¢ar:

e n = 1 Lymanova série (v ultrafialové oblasti),

e n = 2 Balmerova série (ve viditelné oblasti),

¢ n = 3 Ritzova-Paschenova série (v infradervené oblasti),
e n = 4 Brackettova série (v infrafervené oblasti),

e n =5 Pfundova série (v infradervené oblasti).

Sprévnost vztahu pro energii (16.42) byla ovéfena nejen pro atom vodiku, ion
Het apod., ale i pro tak extrémni p¥ipad, jako je ion atomu Zeleza Fet25, jehoz
spektrum je pozorovatelné v zafeni hvézd. Podobné byl tento vztah ovéfen i pro
mezoatom, v ném? je misto elektronu mezon u~. Vztah plati i pro deuterium, aviak
s jinou redukovanou hmotnosti nez v pfipadé atomu vodiku.
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16.2 Spojité spektrum

Diskusi FeSeni{ Schrédingerovy rovnice pro spojité spektrum vodiku podobného
atomu s energii £ > 0 provedeme velmi struéné. Podrobnéji viz napt. [24].
Vyjdeme z rovnice (16.17), ktera plati nezdvisle na znaménku energie E resp. €

dPu [ 27 U041

32 B e u=0. (16.67)

Opét nejdiive uré¢ime asymptotické chovani funkce u pro r — oo, tj. p — oo,
které je ddno rovnici (16.18)
du
'd—l.i +eu = 0. (16.68)

Protoze pfedpokldddme ¢ > 0, miZeme poloZit

€=k (16.69)

b
kde k > 0 je redlné ¢islo majici vyznam k-vektoru. Pak mtiZeme psat feseni v oblasti
p — 00 ve tvaru

u(p) =~ Ae**P 4 Be~tke, (16.70)

kde A a B jsou libovolné konstanty. Vidime, Ze na rozdil od diskrétniho spektra se
tentokrat neuplatiiuje podminka v — 0 pro p — oco. Vzhledem k neexistenci takové
okrajové podminky nejsou energie £ > 0 kvantované.

Asymptotické chovani funkce u(p) pro p — 0 vyjde stejné jako v piipadé za-
pornych energii, takZe mtZeme pfedpokladat

(oo}
up(p) = =¥ 1N "a,, p7. (16.71)

v=0

Déle lze postupovat podobné jako u diskrétniho spektra. Lze nalézt rekurentni
vztah pro koeficienty a, a sumu na pravé stran& zapsat pomoci hypergeometrické
funkce (viz [24]).

Vysledné nenormované vlnové funkce maji tvar

Y,
Ypim = —2tm (16.72)
T

kde k miZe nabjyvat libovolnych hodnot k£ > 0. Ke ka#dé energii £ > 0 pfislusi
dvé feSeni odpovidajici vektortim +ik v rovnici (16.70) (rozbihajici se a sbihajici
se vlna). Tato feSeni nejsou kvadraticky integrabilni a Ize je normovat na §-funkei.
Kvadrat momentu hybnosti (kvantové ¢&islo 1) a jeho z-ové komponenta (kvantové
Cislo m) zlstavaji integraly pohybu.
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16.3 Magneticky moment a moment hybnosti*

P#i pohybu elektronu okolo jadra atomu vznikd podle klasické fyziky proudova
smycka, a lze proto oekdvat vznik odpovidajictho magnetického momentu. Tuto
situaci nyni popiSeme z hlediska kvantové mechaniky.

Pohybuje-li se elektron s ndbojem ¢ = —e v elektromagnetickém poli s vekto-
rovym potencidlem A, dostavdme

(P +eA)? = —h?A — 2iehAV —iehdiv A + €2A2, (16.73)

Pro konstantni magnetické pole B = rot A mifici podél osy z mtZeme vzit vekto-
rovy potencial ve tvaru

A= g—(—y, z,0). (16.74)

Vynechdme-li pro slabd magneticka pole ¢len A? v rovnici (16.73) a uvazime-li
vztah div A = 0, dostaneme hamiltonian pro vodiku podobny atom v uvaZovaném
magnetickém poli ve tvaru

N K2 1 Ze? iehB d d
i) A = (——y—a—; + 15};) = (16.75)

2m, dmeg T 2me,

th 1 Ze? eBﬁ

2me 4meg T 2me

ze

NapiSeme-li dodatednou potencidlni energii odpovidajici magnetickému poli ve tva-
ru —BM = - B M,, vidime, Ze operdtor z-ové slozky magnetického momentu elek-
tronu souvisejicitho s jeho orbitdlnim momentem hybnosti je roven

e

L.. (16.76)

M, =-
z 2me
Pro staciondrni stavy popsané funkcemi i, pro které sztb”lm = mhnim, m =
—1,...,1, nabyvé magneticky moment hodnot ~mug, kde ug = eh/(2m.) je Bo-
hriv magneton. Obecnd miZeme psat

e A~

M=-—L. (16.77)

2me

Dodateéna energie vodiku podobného atomu ve stavu popsaném funkei 1y, zavisi
na magnetickém kvantovém cisle m

AFE =mBupg, m=-l,...,L (16.78)

Pripojime-li k tomuto vysledku je3té vijbérové pravidlo Am = 0, +1, které lze odvo-
dit vypoctem pravdépodobnosti pfechodu mezi odpovidajicimi hladinami [87], vi-
dime, Ze pvodn{ spektralni ¢4ra odpovidajici pfechodu mezi dvéma energetickymi
hladinami FE,, se v magnetickém poli §tépi na tii hladiny (tzv. normdini{ Zeemaniv
Jjev).
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16.4 Spin elektronu®

Ve Sternové-Gerlachové experimentu (1922) bylo zjisténo, e svazek atomt vodiku
v zékladnim stavu s nulovym momentem hybnosti [ = 0, a tedy i s nulovym mag-
netickym momentem M se v nehomogennim magnetickém poli B $tépi na dva
svazky.

Na tomto vysledku je zajimavé, %e ke &tépeni svazku vibec dochézi. Pozoru-
hodné je rovnéz to, Ze podle vztahu (16.44) mi z-ova slozka momentu hybnosti
celkem 2/ + 1 moZnych hodnot, kde 2/ + 1 je bud nula, nebo liché &slo. Z tohoto
a dalsich experimentii proto vyplyva, Ze kromé& uvedeného magnetického momentu
souvisejiciho s orbitalnim momentem hybnosti ma elektron jesté vlastni magneticky
moment, ktery souvisi s jeho vnitinim momentem hybnosti, pro ktery zfejmé musi
platit ! = 1/2, kdy 2/ +1 = 2. Tento vnit¥ni moment hybnosti se nazyva spin a pri-
slusny operétor se oznacuje S. V souvislosti s timto zavérem se kromé kvantovych
Cisel n, | a m zavadi i tvrté spinové kvantové &islo my = +1/2. 7 Einsteinova—de
Haasova experimentu, ktery umo#nil zmé&fit pomér magnetického momentu a spinu
elektronu, vyplyva vztah

M=--238§. (16.79)

Me

Podle tohoto vztahu je pomér velikosti magnetického momentu a spinu elektronu
dvakrat vétsi nez v piipadé orbitdlniho momentu hybnosti. .

Abychom nalezli operator spinu S, budeme piedpokladat v analogii s orbitalnim
momentem hybnosti komutaéni relace

N N ~ ~ ~

Sz, 5y) = ihS., [8,,8.] = ihS,, [S.,S.] = ihS,. (16.80)

Vzhledem k tomu, Ze v souladu s vySe uvedenym zivérem je hodnota primétu
spinu na hbovolnou osu méfeni rovna +h/2 (Uhlenbeckova—Goudsmitova hypo-
téza), lze operatory Sr7 S a S, reprezentovat hermitovskymi maticemi fadu dvé.
Tyto matice budeme psat ve tvaru

Sy = =0y, Sy = =0y, S, = —0,, (16.81)

kde nové hermitovské matice o, 0y a 0, fadu dvé maji vlastni &isla +1.

Kvadraty téchto matic maji dvojnasobné vlastni ¢slo 1 a v reprezentaci jejich
vlastnich vektort je lze reprezentovat jednotkovymi maticemi. Protoze jednotkova
matice zistava jednotkovou matici v libovovolné reprezentaci, plati obecng

o2=1, o2=1, oZ=1. (16.82)
Z rovnic (16.80) vyplyva

[02,04] = 2i0,, [0y,0,] = 2i0,, [0;,0,] = 2i0,. (16.83)
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Vyuzitim vztaht (16.82)-(16.83) déle dostaneme
2i(040y + 0y0s) = (0y0; — 0,0y)0y + oy(0yo, — 0,04) = 0. (16.84)

Plati tedy
Oz0y = —O0yOz, 030z = —0:0z, 0y0; = —00y (16.85)
(matice spolu antikomutuji). S vyuzitim vztaht (16.83)-(16.85) dostaneme rovnéz
OOy — OyOy = 2050y = 2i0,. (16.86)
Odtud dostavame

020y =105, Oy0; =10z, 0,05 = i0y. (16.87)

Lze nalézt rizné matice vyhovujici témto vztahiim. PoloZime-li

o, = ( 5o ) (16.88)

nebude FeSeni uvedenych rovnic stale jesté jednoznacné, lze viak ukazat, Ze existuje

feSeni
0 1
O = < 1 0 ) (16.89)

ay=( ? ;)i > (16.90)

(podrobné viz napf. [16]). Matice 04, o, a 0, se nazyvaji Pauliho matice. Lze uka-
zat, Ze libovolnou hermitovskou matici fadu dvé l1ze vyjadrit jako linedrni kombinaci
Pauliho matic a jednotkové matice. Reprezentace spinu pomoci Pauliho matic je
velice Gasto vyuzivana. Relativistickou teorii spinu lze vybudovat pomoci Diracovy
rovnice (kap. 17.2).

Snadno lze ovéfit, Ze vlastni funkce operdtoru z-ové komponenty spinu S, od-
povidajici vlastnim &islim #/2 a —#/2 jsou rovny

1= < (1) ) (16.91)

(stav pfedstavovany touto funkci se asto oznaduje jako ,spin nahoru®) a

lz( (1) ) (16.92)
{,,spin dola*).

Pokud hamiltonidn obsahuje operdtor spinu, vlnovou funkci piSeme ve tvaru
obecné dvouslozkové vinové funkce

b= ( ¥1 ) (16.93)

Pa
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kde 9, odpovidé &astici s kladnou z-ovou slozkou spinu %/2 a v, odpovida opaéné
z-ové sloZce —h /2. Hustota pravdépodobnosti nalezeni &4stice v libovolném ze dvou
spinovych stavi je rovna

pr,) = [a (0,0 + hba(r, )2 = ¥+, (16.94)

Vezmeme-li v vahu vztah (16.79), miZeme pro pohyb elektronu v konstantnim
magnetickém poli B a skaldrnim potencialu V napsat tzv. Pauliho rovnici

; Y [(=ihV +eA)?
ot 2Me

— eV + =8B| v, (16.95)
e

kde vlnova funkce ¢ ma tvar (16.93). Podle této rovnice zavisi energie vodiku
podobného atomu v magnetickém poli jak na jeho orbitdlnim momentu hybnosti,
tak i na jeho spinu.

Pri presné&jsim relativistickém vypo&tu vodiku podobného atomu s pomoci Dira-
covy rovnice se zavadi operator celkového momentu hybnosti J = L+ 8. Podle této
teorie se ukazuje, Ze energie vodiku podobného atomu zavisi na dvou kvantovych
Sislechnaj=1014+1/2

E =E,;. (16.96)

Tak Ize objasnit i tzv. jemnou strukturu hladin, kterou vzorec (16.42) nepopisuje.

Dosud jsme neuvazovali magneticky moment jidra vodiku podobného atomu.
Uvézime-li interakci magnetického momentu jadra s magnetickymi momenty elek-
tronu, miZeme popsat i hyperjemnou strukturu hladin, kdy je vzhledem k hmotnosti
jader roz§tépeni hladin o asi ti f4dy mensi nez v pfipadg jemné struktury (viz napf.
[24)).



Kapitola 17

Zaklady relativistické
kvantové mechaniky™

The distinction between past, present and future is only an illusion, however per-

sistent.
Albert Einstein

Jak znamo, specialni teorie relativity je zaloZena na dvou hlavnich postulatech:
e principu relativity, podle kterého jsou vSechny inercidlni systémy ekvivalentn,
e postulatu o konstantni rychlosti svétla ¢ ve viech inercidlnich systémech.

P#i specialni Lorentzové transformaci, kdy se dva inercialni systémy pohybuji viici
sobé& konstantni rychlosti v podél osy z, se z-ovd soufadnice a Cas ¢ transformuji
podle znadmych vzorch

= _f‘;?ﬂ_ (17.1)
1- ()
a v
po ot (17.2)
1- ()
Energii

E=md = o2 (17.3)

muzZeme vyjadiit ve tvaru

2,,2 2.2 2,2
B —02[ vy e - T 2] (17.4)
1-(2)" 1-(3)° 1-(3)

Prvni &len v zavorce lze zapsat pomoci impulzu p = mv a druhy a tfeti clen lze
sloudit
20,2 _ 22
mg(c® — v
E’=¢ [p‘? + ——0(——)} : (17.5)

2 o2
[
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Vysledkem je vyraz, ktery je vhodny k pfechodu od klasické ke kvantové mechanice
E? = ?p? 4+ mict. (17.6)

Prvnf moZnosti, kterou lze piejit ke kvantové mechanice, je vyjit z vyrazu (17.6)
a dosadit do néj misto klasickych veli¢in operatory

., 0
E— zh&, (17.7)
p — —ihV. (17.8)

Tento postup vede na Kleinovu-Gordonovu rovnici pro volnou &astici (kap. 17.1).
Druhou mozZnosti je vyjit z vyrazu

E ==+,/c?p? + m3ct, (17.9)

odmocninu jistym zplsobem ,linearizovat* a zavést vySe uvedené operatory. Tato
cesta vede k Diracové rovnici (kap. 17.2).

17.1 Kleinova—Gordonova rovnice

Nejprve dosadime operétory (17.7) a (17.8) do relativistického vztahu mezi ener-
gii a impulzem (17.6). Chépeme-li rovnost operdtort na obou stranach vysledné
rovnice ve smyslu stejného vysledku jejich plisobeni na vinovou funkci ¢(r, t), do-
staneme Kleinovu-Gordonovu rovnicil pro volnou &astici

102 mic?

D’Alemberttv operator O = A — (1/¢?)(9%/8t?) se chova pfi Lorentzovych trans-
formacich jako skaldr, tj. stejné jako konstanta m3c?/ h2. Vsechny ¢leny Kleinovy—
Gordonovy rovnice maji proto tentjZ tenzorovy tvar (tato rovnice je zapsana
v kovariantnim tvaru). Kovariantni forma zépisu zarucuje invariantnost disledkd
vyplyvajicich z této rovnice vzhledem k Lorentzovym transformacim. Kleinova-
Gordonova rovnice je proto, na rozdil od éasové Schrédingerovy rovnice, relativis-
tickou pohybovou rovnici.

Rovnici kontinuity se pokusime odvodit podobnym zptisobem jako v piipads
Schrédingerovy rovnice. Nejprve rovnici (17.10) vynéasobime zleva komplexné sdru-
Zenou funkei ¥*. Potom komplexné sdruzime Kleinovu-Gordonovu rovnici a néso-
bime ji zprava funkci ¢ a obé vysledné rovnice odecteme. Vysledek mtizeme zapsat

ve tvaru ) an} 821/1*
vap - (890 - 5 (w5 - Gv) =0

(17.11)

IN&kdy té% Kleinova~Gordonova-Schriodingerova rovnice.
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nebo téz

ot ot
Protoze piedpokladame, Ze ¢astice nevznika ani nezanikd, méla by platit rovnice

kontinuity. V pfipadé nerelativistické Schrédingerovy rovnice plati pro hustotu toku
pravdépodobnosti vztah (6.10)

10 o o*
an [V - (0)) - 5 (w5 - Gev) =0 T

" [V — (VY) 9] (17.13)

1= 2mg?

Pouzijeme-li tuto definici i v piipadé Kleinovy-Gordonovy rovnice, dostaneme pro
hustotu pravdépodobnosti vyraz

L in Loy oy

Nyni ovéem narazime na problém, ktery vedl Diraca k hledani jiné evoluéni rovnice.
Kleinova-Gordonova rovnice je totiZ rovnici druhého fddu v ¢ase a pro uréeni vlnové
funkce 9 je tfeba zadat jako podéte¢ni podminku v ¢ = to nejen vlnovou funkci
¥(r,t), ale i jeji derivaci dY(r,t)/0t. V t = to lze tedy zadat dvé funkce, coz
ve svych disledcich znamend, Ze hustota pravdépodobnosti dana vztahem (17.14)
miize nabyvat i zapornych hodnot. Je zfejmé, Ze tento vyraz nelze interpretovat
jako hustotu pravdépodobnosti. Podstatu tohoto problému objasnime na ptikladu
volné Castice.

17.1.1 Volna d&astice

Dosazenim do Kleinovy-Gordonovy rovnice (17.10) se lze presvédéit, Ze vinova
funkce volné &astice ma stejny tvar jako v pfipadé ¢asové Schrodingerovy rovnice

P = Ne%(Ei—PT)’ (17.15)

kde N je normovaci konstanta, energie ¢astice je rovna

E =+/c?p? + mict (17.16)

a p je jeji impulz. Na rozdil od Schrédingerovy rovnice mame nyni dvé vlnové
funkce: Reseni s kladnou energii

Yy = New (Blt=Pr), (17.17)
pro néz je p > 0, a FeSeni se zdpornou energii
Y_ = New (ZIElt—pr) (17.18)

pro které je p < 0. Stav volné &astice se zdpornou energii a s p < 0 zfejmé nema
pHimy fyzikalni smysl. Proto vinovou funkci v komplexné sdruzime a dostaneme

funkci
o Ne;}—L(IEIHPr)’ (17.19)
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odpovidajici kladné energii a opaénému impulzu, neZ méla pivodni &astice. Sou-
¢asné dojde i ke zméné znaménka p a vlnovou funkei ¥* lze jiz fyzikdlné interpreto-
vat. Z divodi diskutovanych dale se uvedend operace nazyva ndbojovym sdruzenim
nebo ndbojovou konjugact.

17.1.2 Céastice v elektromagnetickém poli

O tom, zda ¢dstice ma & nemd néboj, lze rozhodnout na zaklad& jeji interakce
s elektromagnetickym polem. Potencily elektromagnetického pole mtizeme zavést
podobnym zplisobem jako v nerelativistickém pfipadé pomoci pfechodu

—ihV — —ihV — gA (17.20)

L0 0
zhE — zha —qU, (17.21)

kde A a U jsou vektorovy a skaldrni potencidl pole a g je ndboj ¢astice. Vysledna
Kleinova—Gordonova rovnice pro pohyb &éstice v elektromagnetickém poli m4 tvar

2
[( —ihV ~ qA)® - Ciz(m% - qU) + m%ch ¥ = 0. (17.22)

JestliZe nyni komplexné sdruzime posledni rovnici, dostaneme rovnici, jejiZ ope-
rator se lisi pouze znaménkem néboje

1/.0 ?
[( —ihV 4 qA)” - 3 (”ﬁ + qU) + mgcz] Y* =0. (17.23)

Zde vidime ditvod, pro¢ se vySe uvedend operace nazyva nabojovym sdruZenim:
Kromé zmény znaménka energie a impulzu se pfi ni méni rovnéz znaménko naboje.
Vlnové funkce ¢* popisuje tzv. anti¢dstici k ptivodni &astici.

Vzhledem k tomu, Ze vinové funkce je jednoslozkova, ¢astice popisovans Klei-
novou-Gordonovou rovnici nemé Zzadné vnit¥ni stupné volnosti (na rozdil od Fesenf
Diracovy rovnice diskutované dale). Proto se Kleinova-Gordonova rovnice hodi
k popisu éastic s nulovym spinem (napf. #+ a 7~ mezony). Kleinova-Gordonova
rovnice se vSak, stejné jako Diracova rovnice, nehodi k popisu vzniku nebo zaniku
¢astic pri jejich interakcich. K tomu se pouzivaji metody vyvinuté v kvantové teorii
pole.

17.1.3 Prechod k ¢asové Schrédingerové rovnici

0Od Kleinovy—-Gordonovy rovnice lze pro volnou &astici piejit ke Schrodingerové rov-
nici nasledujicim zptsobem. Nejprve odseparujeme fazi odpovidajici klidové energii
Eg = m002

P(x,t) = p(r, 11070t/ (h), (17.24)
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kde ¢ je nova vlnové funkce. Pak dostaneme

0% 8¢  2mpc? dp  m3ct ot/ (if
— = == - - noe’t/(ih), 17.25
ot2 <8t2 LT TR s0>e ( )
Po dosazeni tohoto vyrazu do Kleinovy—Gordonovy rovnice (17.10) obdrZime rov-
nici
1 82 QTTLO d
A-S———— = 0. 17.26
( 2otz Tin 6t)(’0 (17.26)

V nerelativistickém pfibliZeni budeme pfedpoklddat energii ve tvaru
E = E' +myc?, (17.27)

kde E’ je korekce ke klidové energii moc?, pro niZ plati

E' < moc?. (17.28)
Pro volnou é&astici s vlnovou funkci
W = e(Bt=pr)/(in) (17.29)
dostaviame
o = o(Et=Pr)/(if) (17.30)
Pro casové derivace funkce ¢ plati
%‘te _ zE_n‘” (17.31)
¢ 2
%fti;i _ (%) ’. (17.32)

Vzhledem k pfedpokladu (17.28) pak mtZeme &len s druhou derivaci podle éasu
v rovnici (17.26) vzhledem ke €lenu s prvni derivaci zanedbat a po upravé dosta-
neme ¢asovou Schrodingerovu rovnici pro vinovou funkei ¢

D R
h— = ——— . 17.33
i ot 277*1()A<P ( )

NapiSeme-li energii E’ ve tvaru E’ = mgv?/2, z podminky (17.28) vidime, Ze
Schrédingerova rovnice plati s pfesnosti do prvniho fadu ve (v/c)2.

V piipads, Ze se Eastice pohybuje ve slabém poli popsaném vektorovym a ska-
larnim potencidlem, bychom opét pouzili vztahtl (17.20) a (17.21) a uvazili malost
¢lenu s druhou ¢asovou derivaci. V tomto pfipadé musi byt navic splnéna podminka
lqU| < moc?.
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17.2 Diracova rovnice

Okolnost, Ze veli¢ina p v rovnici (17.14), kterou bychom chtéli interpretovat jako
hustotu pravdépodobnosti, miZe nabyvat zdpornych hodnot, vedla Diraca v r. 1928
ke hledan{ jiné rovnice, pro kterou by hustota pravdépodobnosti byla vétsi nez nula
nebo rovna nule. Tato rovnice nese nyni jeho jméno.
Dirac zavedl vicekomponentovou vinovou funkei, kterd mize popisovat vnitini
stupné volnosti ¢astice
(4
P = . (17.34)

YN
O pohybové rovnici uéinime nésledujici pfedpoklady:

e Vzhledem k tomu, Ze druhd &asova derivace v Kleinové—Gordonové rovnici
vede k tomu, Ze hustota pravd&podobnosti p mize byt zdpornd, budeme hledat
pohybovou rovnici ve tvaru parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu v case.

o 7 duvodd relativistické kovariantnosti budeme pfedpokladat i prvni derivace
vzhledem k prostorovym proménnym.

e ProtoZe ¢as a prostor jsou homogenni, omezime se na rovnice s konstantnimi
koeficienty.

e Vzhledem k poZadavku platnosti principu superpozice budeme pfedpokladat,
Ze pohybova rovnice je linearni.

e ProtoZe neuvazujeme Zadné zdroje ¢astic, budeme rovnéz pfedpokladat, Ze tato
rovnice je homogenni (bez pravé strany).

Za téchto predpokladit mizeme pohybovou rovnici napsat v obecném tvaru

3
- 8t Z ”nocﬁw =0, (17.35)

kde o a (8 jsou ¢&tyfi konstantni matice tvaru N x N. Kone¢né, budeme pozado-
vat, aby ,,v kvadratu® upfesnéném dale tato rovnice davala Kleinovu—Gordonovu
rovnici.

Nejdfive zkusime odvodit rovnici kontinuity. Podobné jako v pfipad& Schrodin-
gerovy a Kleinovy—Gordonovy rovnice hermitovsky sdruzime rovnici (17.35) a né-
sobime ji zprava 1. Po vynédsoben{ rovnice (17.35) zleva hermitovsky sdruzenou
funkei 11 a secteni t&chto dvou vysledkt dostaneme

d
(w (;f ‘Sg)t ) + Z (W 7o % w) + (17.36)

zmoc

(V"B -4+ pry) =



138 Zéaklady relativistické kvantové mechaniky

Abychom dostali rovnici kontinuity, budeme pfedpokléddat, ze vSechny &tyfi uvaZo-
vané matice jsou hermitovské

of = ok, k=1,2,3, (17.37)
Bt =4. (17.38)
Polozime-li nyni
N
p=vtY =" i (17.39)
=1
a
k = Ci/)+ak1/J, k= 1, 2, 3, (17.40)

dostaneme rovnici kontinuity v obvyklém tvaru

% +divj=0. (17.41)

Soucasné z rovnice (17.39) vidime, Ze p > 0, a lze proto tuto funkci interpretovat
jako hustotu pravdépodobnosti.

Nyni uvézime, ze v ,kvadritu® mame dostat z Diracovy rovnice (17.35) Klei-
novu-Gordonovu rovnici (17.10). Vyjdeme z operatoru

+ Z - ””Oc e s (17.42)

ktery nisobime zleva hermitovsky sdruzenym operatorem

zmoc
A }j . M Mocy, (17.43)

a zaddme, aby tento soudin byl roven

1 62 m3c?

B2 + T (17.44)

Po rozepsani vSech ¢lenti zjistime (podrobné viz napf. [24]), Ze tato rovnost bude
splnéna, pokud kvadrat viech &tyf matic je jednotkova matice

B =1, (17.45)

=1 k=123, (17.46)

a pokud tyto matice navzdjem antikomutuji
arf+ Por =0, k=1,2,3, (17.47)

aray + oo = 26, k,01=1,2,3. (17.48)
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Matice ai a 8 nemohou byt fadu N = 1, nebot é&isla spolu komutuji. Nemohou
byt ani fadu N = 2, nebof nelze nalézt &tyfi antikomutujici hermitovské matice
fa4du dvé. Z rovnice (17.47) vyplyva

det(ou) det(3) = det(—f) det(ag) = (—1)V det(B) det(ax), (17.49)

coZ znamend, Ze N musi byt sudé.

Nejniz$im fddem, ktery mohou mit matice o a 3, je proto N = 4. Rovnice
(17.46)—(17.48) spolu s podminkami hermitovosti (17.37)-(17.38) neuréuji matice
oy a 3 jednoznadné. Jednou z moznosti jsou matice

akz( 0 "0’“ ) (17.50)

Ok

B = < (1) »01 ) (17.51)

kde 0, resp. 1 jsou nulova, resp. jednotkovd matice fddu dvé a oy jsou Pauliho
matice (16.88)—(16.90).

17.2.1 Volna d&astice

Pro volnou &astici vyjdeme z Diracovy rovnice (17.35) v hamiltonovském tvaru

9y
h—gt— = Hy, (17.52)
kde
3
= Z arpr + Bmoc? (17.53)
k=1

a pr = —ih(0/0z) je operator impulzu.
ProtoZe hamiltonian pro volnou &astici nezévisi na ¢ase, budeme piedpokladat
vlnovou funkci ve tvaru
Y(r, t) = p(r)eBt/ ), (17.54)

kde ¢(r) je prostorova &ast vinové funkce. ProtoZe jde o volnou éastici, zkusime
pouZit vinovou funkci ¢(r) ve tvaru

Uy

o(r) = :Z e Pr/(ih) (17.55)

Uq

Uvedena vlnova funkce je zobecnénim vilnové funkce ve tvaru rovinné viny znamé
z FeSeni Schrodingerovy nebo Kleinovy—Gordonovy rovnice.
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Nejdrive podrobnéji rozepiSeme vyraz vystupujici v rovnicich (17.52)—(17.53)

L 0 owpk
Qppr = ( _— 0 ) . (17.56)

PouZijeme-li definici matic oy a operdtort pi, dostaneme

5 0 0 Pz Pz — 1Dy
~ 0 0 ﬁa: + Zﬁy _ﬁz (17 57)
(0% ;= - ~ C A . .
k; kPr B pe-iy 0 0
Pz + 1Py —Pz 0 0

Dosadime-li nyni posledni vyraz do Diracovy rovnice (17.52)-(17.53) a pouZijeme-
-li pfedpoklad (17.55), obdrZime soustavu &tyf linedrnich rovnic pro koeficienty
Uly. ..y Ug

moc® — E 0 cp- c(pe — ipy) U
0 moc® — E  c(ps +ipy) —cp, u | _
. 2 —_— .
cp2 c(pr —ipy) —moc* — E 0 u3
c(pz + ipy) —CPz 0 —moc? — E Uy

(17.58)
Podminkou netrividlniho feSeni této soustavy je nulovost jejiho determinantu.
Rozvineme-li determinant soustavy podle prvnich dvou fddki, dostaneme vysledek

det = (E? — ?p? — m%c‘l)2 . (17.59)

Mozné hodnoty energie volné &astice jsou tedy rovny

Ey = £4/c?p? + mdct, (17.60)

stejné jako v pripadé Kleinovy—Gordonovy rovnice. Kazd4 z téchto energii je dva-
krit degenerovana.

Vzhledem k degeneracim energii mé matice soustavy (17.58) hodnost dvé. Aby-
chom nalezli vlastni vektory uy,...,uq pro uréitou energii, nalezneme v soustavé
(17.58) submatici fadu dvs, jejiz determinant je rézny od nuly pro véechny hodnoty
impulzu p = (ps, py, pz). Pro energii £ je takovou submatici

—mgc® — E 0
( moo . E) (17.61)

—moc” —

Pak mtZeme zvolit u; a ug, us a ug vypoéitdme. Pro u; = 1 a uy = 0 dostaneme
feSeni ve tvaru

Uy 1
U9 0
= —epe |, (17.62)
us moc?+FE
Uy c(pe+ipy

moc2+E4



Volna &astice 141

kde )
N = (17.63)

cip?
1+ (moc?+E4)?

je normovaci konstanta. Druhé feseni odpovidajici energii F; vezmeme ve tvaru

Uy 0
1
u
2 =N c(px—ipy) . (1764)
us moc2+E4
Ug Pz
moc? +E+

Analogickym zptisobem uréime i feSeni odpovidajici zdpornym energiim E_

uy BT oo
U _ cputipy)
=N moci—E_ (1765)
us 1
Ug 0
a
Yl oN| B | (17.66)
us 0
Uy 1

Lze ovéfit, Ze tato &ty¥i feSeni jsou ortonormélni.

Volna ¢astice mé nasledujici integrily pohybu:

Prvnim integrdlem pohybu je energie F.. To znamend, Ze integralem pohybu
je velikost energie |E| = 1/c2p? + mZc? i jeji znaménko.

ProtoZe hamiltonian (17.53) nezavisi na ase a komutuje s operdtorem impulzu
p, je impulz volné &astice dal§im integrdlem pohybu.

Lze ovéFit, Ze integrdlem pohybu je i veliina dand operatorem

3
% Z Pk, (17.67)
k=1
kde matice Xy jsou rovny
T = ( 5 Uok ) : (17.68)
Operator
gzk, k=1,2,3, (17.69)

interpretujeme jako operator spinu, tj. vnitfniho momentu &astice. Vlastni hodnoty
tohoto operatoru jsou £%/2. Z rovnice (17.67) vyplyva, Ze integradlem pohybu je
primét spinu do sméru pohybu.

Dvé FeSeni s kladnou energii E lze fyzikalné interpretovat pfimo. Podobné jako
v p¥ipadé Kleinovy—Gordonovy rovnice, feSeni se zapornou energii £_ Ize vhodnou
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transformaci pfevést na FeSeni s kladnou energii [24, 38]; dvé odpovidajici feSeni
popisuji antiastici.

Je zfejmé, Ze tieti a Stvrtd sloZka FeSeni (17.62) a (17.64) se chovaji priblizné
jako v/c a v nerelativistické limité je lze zanedbat. Proto lze v nerelativistické
oblasti pouzit dvouslozkové spinové funkce

( é ) (17.70)
< ° ) (17.71)

A h A h
Se =50z, Sy=g0oy, S:= 50 (17.72)

a operator spinu se slozkami

jak jsme to uéinili v kap. 16.4.

Z vyse uvedeného je zfejmé, %e Diracova rovnice se hodi k popisu &éstic se
spinem %/2, jako jsou elektron & pozitron, proton & antiproton, neutron apod.
Prakticky se formalismu zaloZeného na Diracové rovnici pouziva napt. pro elektrony
v atomech nebo molekulach, kde elektrony maji relativné malé kinetické energie
ve srovnani s klidovou energii, a proto neni tfeba pouZivat kvantovou teorii pole
popisujici vznik a zanik Gastic.

Z feSeni Kleinovy—Gordonovy a Diracovy rovnice jsme vidéli, Ze pozadavek re-
lativistické formulace kvantové mechaniky méa zévazné fyzikalni dusledky: Piedpo-
vida existenci anti¢astic a sou¢asné ukazuje na existenci vnitfniho stupné volnosti
¢astic — spinu.



Kapitola 18

Pravdépodobnostni
interpretace kvantové
mechaniky”*

Probable impossibilities are to be preferred to improbable possibilities.
Aristoteles

18.1 Priklad. Hazeni kostkou

Nejprve na ptikladu shrneme rozdily mezi klasickym a kvantovym popisem.
UvaZujeme obycejnou hraci kostku, ktera pfi hodu davd mozné hodnoty n =
1,...,6. Postupujeme tak, Ze zavieme oéi, hodime kostkou a pfikryjeme ji nepri-
hlednou nadobkou.
Klasicky popis muZeme shrnout nésledujicim zptsobem:

e Pfed zvednutim nadobky je stav kostky popsan pravdépodobmnostni funkci
P(n) =1/6.

e Mozné hodnoty n jsou 1,...,6.

e Provedeme-li tento experiment N krat, N > 1, je Cetnost vysledku n rovna
N P(n), kde P(n) =1/6.

¢ Po zvednuti nddobky dochazi k redukci pivodni funkce P(n) na P(n) = 64,
kde ¢ miZe nabyvat hodnot 1,...,6.

Z hlediska kvantové mechaniky popiSeme tento experiment takto:

e Pred zvednutim nadobky je stav kostky popsdn ket-vektorem tvaru |¢)
26 cnln), kde! ¢, = 1/+v/6. Ket-vektory |4) a |n) jsou normované, (m|n) =

n=1

mn-

o Mozné vysledky ,,méFeni“, tj. zjisténi vysledku hodu, jsou n=1,...,6.

1Kvantova mechanika pFipousti i obecnéjsi stavy s ¢, = exp(ipn)/V6, kde @, jsou realné faze.
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Pro N hod@, N > 1, je &etnost vysledku n rovna N |c,|?.

Po zvednuti nddobky dochézi k redukei ket-vektoru |¢) na jeden z ket-vektort
i), i=1,...,6.

Hlavni rozdily mezi klasickym a kvantovym popisem lze shrnout takto:

Pfi zadéni vSech podminek experimentu, jako jsou po¢atedni soufadnice a rych-
lost kostky, vlastnosti stolu, viskozita vzduchu atd., l1ze v klasické fyzice v prin-
cipu predpovédét vysledek hodu. V kvantové mechanice je jedinou moZnosti
statisticky popis, vysledek hodu nelze pfesné pfedpovédét.

Jestlize po zvednuti nddobky zjistime vysledek napf. ¢« = 3, mdZeme v klasické
fyzice pfedpokladat, Ze kostka byla v tomto stavu i pfed provedenim tohoto
méfeni. V kvantové fyzice je vSak ket-vektor po méfeni, tj. |3), rizny od ket-
vektoru |¢) pfed méfenim.

Pri sou¢asném hodu N kostek, N > 1, je v klasickém pfipadé N P(7) kostek ve
stavu ¢ pfed méfenim a po ném. V kvantovém popisu jsou naproti tomu vSechny
kostky pfed méFenim ve stavu popsaném ket-vektorem |¢). Po méfeni je N |c;|?
kostek ve stavu popsaném vektorem |i), i = 1,..., 6, pfitemZ pravdépodobnost
nalézt kostku ve stavu s ket-vektorem |i) je 1/6. V¥sledny stav souboru N
kostek neni tedy popsan jedinym ket-vektorem, ale jde o tzv. smiSeny soubor.

18.2 Deterministicky popis klasické mechaniky

Klasickd mechanika je zaloZena na nasledujicich predpokladech:

Meéfeni soutadnic, ¢asu a dalSich fyzikalnich velidin Ize provadét s libovolnou
piesnosti.

Interakci méficiho ptistroje s méfenym objektem lze zanedbat nebo piesnd
popsat.

Fyzikélni veli¢iny nabyvaji spojitych hodnot (nejsou kvantovany).

Pocateéni podminky pfi feSeni pohybovych rovnic lze uréit s libovolnou ptes-
nosti.

Pohybové rovnice poskytuji pfesny, deterministicky popis vyvoje v &ase.

18.3 Nezbytnost pravdépodobnostniho popisu

Vyse uvedené piedpoklady neplati z nasledujicich duvodi:

Presnost méreni fyzikdlnich veliéin reprezentovanych nekomutujicimi operatory
je omezena relacemi neurditosti.
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e Protoze fyzikilni objekty maji urdity nenulovy rozmér, citlivé oblasti redlnych
detektor polohy nejsou ostie definovany a Césteéné se prekryvaji, lze pii mé-
fenich vzdalenosti dosahnout jen omezené pfesnosti. Pfedpoklad, Ze mazeme
zméfit zcela presnou soufadnici, jde proto za moZnosti redlného experimentu.
TotéZ plati i pro méfeni ¢asu a dalsich velicin.

¢ Polatedni podminky nelze, stejné jako vlastni méfeni, urcit s libovolnou pres-
nosti.

e Interakci méficiho piistroje s méfenym objektem nelze v mikrosvété zanedbat.
Pii zahrnuti méficiho piistroje do detailnitho popisu bychom narazili na pro-
blém velikého poétu &astic v zpravidla makroskopickém piistroji, které bychom
museli detailné popsat, véetné zméieni odpovidajicich poéateénich podminek
daldim navazujicim pfistrojem, atd. V kvantové mechanice proto necharakte-
rizujeme tuto interakci detailnim zptsobem a do vlnové funkce nezahrnujeme
soufadnice popisujici méfici piistroj na mikroskopické Grovni.

e Vysledky méfeni zaznamenané méficim pfistrojem musi byt po rozumné dlou-
hou dobu stabilni, tzn. Ze proces méfeni musi byt v uréitém smyslu ireverzibilni.

e Experimenty ukazuji, Ze fyzikaln{ veli¢iny jsou velmi casto kvantovany. Pfed-
poklad spojitosti fyzikalnich veli¢in neni obecné odtivodnény.

o Reslné fyzikalni detektory nemaji iinnost 100 % (nezaregistruji véechny mé-
fené udalosti). Vzhledem k tomuto faktu a dalsim vySe uvedenym okolnostem
proto nelze s absolutni pfesnosti pfedpovédét konkrétni vysledek jednoho mé-
feni. Proto se v kvantové mechanice omezujeme na pfedpovéd relativni Getnosti
(pravdépodobnosti) jednotlivych moznych vysledkii méfeni.

Tyto zavéry jsou v plném souladu s vysledky fyzikélnich experimenti, které uka-
zuji, Ze vysledky meéfeni maji v oblasti mikrosvéta velmi ¢asto pravdépodobnostni
charakter.

Nyni uvedeme jesté nékolik poznamek.

Prostorové a dasové vlastnosti objektt existuji, jen pokud jsou garantoviny
fakty. Klasickd fyzika se zcela pfesnou polohou téles a pfesnymi méfenimi je z to-
hoto hlediska ,pfetplna®, nebotf se snazi o podrobnéjsi popis, nez odpovida fy-
zikalni realité. Podobné je tomu i s méfenim &asu. Z hlediska fyzikdlnich méfeni
neni prostor ani &as nekoneéné diferencovany a vysledky méfeni nemaji kardinalitu
realnych Cisel.

Determinismus ve smyslu klasické mechaniky proto neplati. Pfesnéji feceno, lze
ho s dobrou piesnosti pouZit v oblasti platnosti klasické mechaniky, je v§ak nepou-
Zitelny v mikrosvété. Snaha zavést ,piesnéjsi“ popis ve smyslu klasické mechaniky
do mechaniky kvantové, napf. pomoci tzv. skrytyjch parametri, je snaha popisovat
vice, nez je v realném fyzikdlnim svété. Z tohoto hlediska neni kvantova mechanika
netplna — ,neaplna® je realita vzhledem ke klasickému popisu, ktery je pfetplny.

Jak jsme uvedli vyse, nelze pfedpovédét s absolutni jistotou, Ze urcity detektor
d4 pti méfeni signal, napiiklad, Ze zaregistruje ¢astici v daném misté. Misto toho se
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v kvantové mechanice implicitné pfedpoklad4, Ze s pravdépodobnosti rovnou jedné
préavé jeden z detektorti d4 pfi méfeni signdl. Kvantové mechanika pak uréuje pouze
relativni pravdépodobnost, ze jeden z téchto detektort signal poskytne. V kvantové
mechanice se tudiz uréuje relativni pravdépodobnost dosud nerealizovanych, aviak
moznyjch vysledki experimenti. Kvantovd mechanika je v tomto smyslu pravdépo-
dobnostni teorii udavajici mozné vysledky fyzikalnich méfeni, ktera je v souladu se
speciélni teorif relativity (viz Kleinova—Gordonova a Diracova rovnice). Schrodin-
gerova rovuice je nerelativistické pfibliZzeni ke Kleinové—~Gordonové rovnici.

Evoluéni rovnice kvantové mechaniky, jako je naptiklad Schrodingerova rovnice,
jsou symetrické v ¢ase. Co udéva smér ¢asu, je smér od realizovanych poéatecnich
podminek k dosud nerealizovanym, aviak moZnym vysledkéim experimenti, které
jsou popisovany pomoci pravdépodobnosti.

V nékterych kvantovémechanickych paradoxech se diskutuje ptisobeni na dalku
s rychlosti, kterd mtZe byt vyssi, nez je rychlost svétla. Jde viak o korelace mezi
pravdépodobnostmi, nejde proto o skuteény prenos informace. Podminka koneéné
rychlosti pfenosu informace (maximalng rychlosti svétla) je proto splnéna.

Do tohoto pravdépodobnostniho popisu zapadd i pojem &astic. SloZené &s-
tice jsou takové, u kterych lze kromé jejich polohy uréit i jejich vnit¥ni strukturu.
Elementarni ¢astice jsou pak takové, které nemaji na dané trovni popisu zédnou
vnitfni strukturu: bud existuji, nebo neexistuji.

18.4 Vyznam vlnové funkce

It is only a mathematical expression for evaluating probabilities and depends on
the knowledge of whoever is doing the computing (o vinové funkci).
C. A. Fuchs, A. Peres [41]

Vyznam vlnové funkce jako amplitudy hustoty pravdépodobnosti je dostatecns
ovéfen a neni zpochybiiovan.

Otézkou je, zda vlnova funkce reprezentuje fyzikalni stav. V této souvislosti
uZ nejsou nazory tak jednoznaéné a otdzkou je, co vlastné pod fyzikalnim stavem
rozumime a jakym zptsobem ho charakterizujeme.

Pokud se fyzikalnim stavem rozumi stav existujici nezavisle na méfenich v po-
dobném smyslu jako v klasické mechanice, tak o takovém stavu kvantovd mechanika
poskytuje pouze netiplné pravdépodobnostni informace.

Protoze vSak informace o fyzikalnich systémech lze ziskavat pouze pomoci mé-
feni a protoze vysledky méfeni maji obecné pravdépodobnostni charakter, domni-
vame se, Ze fyzikdlni stav je tfeba charakterizovat pomoci obecnéjsiho pravdépo-
dobnostniho popisu, tak jak se to déla v kvantové mechanice. VInové funkce je
pouze matematicky objekt slouzici k popisu vysledkti méfeni a se samotnym fyzi-
kélnim stavem ji nelze ztotoZnit.

Obecné dochézi pti méfeni nejdfive k realizaci po¢ateéniho stavu pii interakei
meéfeného systému s okolim, resp. uréitou ¢asti méfictho piistroje (pfiprava stavu).
Tento podatecni stav je reprezentovan zadanim podateéni podminky kladené na
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vlnovou funkei. P¥i nésledném &asovém vyvoji se méni vinova funkce udavajici
pravdépodobnosti jednotlivych moznych vysledk méfeni v souladu s odpovidajici
evoluéni rovnici. KdyZ pak provedeme méfeni, dochéz{ ke zméné pravdépodobnost-
niho popisu na zakladé nové zjisténych naméfenych faktd a méni se proto i vlnova
funkce reprezentujici fyzikalni stav (redukce vlnové funkce).



Kapitola 19

Otazky spojené s interpretaci
kvantové mechaniky™

19.1 Standardni interpretace

There is no quantum world ... it is wrong to think that the task of physics is to
find out how Nature is. Physics concerns what we can say about Nature.
Niels Bohr

V predchazejicich kapitoldch jsme vyloZili zakladn{ pojmovy a matematicky aparat
kvantové mechaniky a demonstrovali jsme jeho pouZiti pfi feSeni nékterych jed-
noduchych fyzikalnich problémi. Tyto problémy predstavuji jen nepatrny zlomek
nescetnych aplikaci kvantové teorie ve fyzice, chemii a dalsich oborech. Je tfeba
konstatovat, Ze dosud Zadné experimentalni vysledky nejsou v rozporu s kvantovou
mechanikou. Navzdory tomu existuje celd fada pokust najit alternativni interpre-
tace kvantové mechaniky s jinymi pojmovymi a filozofickymi dopady, nez je tzv.
kodaniskd, standardnt & ortodozni interpretace, kterd byla diskutovana v predché-
zejicich kapitolach. Jednotlivé interpretace pfitom nejsou dasto pfesné vymezeny
a rizni autofi je vykladaji v nékterjych bodech rozdilng. Proto se v této kapitole
pokusime nastinit hlavni obtiZe spojené s chipanim kvantové mechaniky a uvedeme
pani fyzikalnich procest v pfirodé fundamentélni teorii, domnivame se, Ze kazdy
fyzik by se mél alespoii rdmcové sezndmit s podstatou problémt a otdzek vznika-
jicich p¥i popisu fyzikalniho svéta s pomoci kvantové mechaniky (podrobngji viz
napf. [28, 41, 61, 75]).

19.2 Redukce vinové funkce

When does the nonlinear process of “reduction” (of 1) take place?
Alan Turing

Vyvoj vinové funkce urduji dva postuldty. Jednak je to postulat o éasové Schrodin-
gerové rovnici, jednak je to postulat o redukci vinové funkce pii méteni. UZ samotné
existence dvou zcela odli$nych postulatt se zda byt zvlastni. V prvnim pripadé jde
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o ¢asovou evoluci popsanou linedrni Schrodingerovou rovnici, v druhém pripadé jde
o nelinedrni proces, ktery vede k vybéru pravé jednoho ze vSech moznych vysledki
méieni. Je zfejmé, Ze vybér pravé jednoho vysledku pfi jednom mé¥eni, jinymi slovy
neexistence makroskopickych superpozici stavii, nemtze byt objasnén pomoci line-
arni Schrédingerovy rovnice a postulat o redukci vlnové funkce nebo jemu obdobny
nelze vynechat.

Pomoci vlnové funkce popisujeme detailné jen méfeny objekt, mikroskopicky po-
pis mé&Ficiho p¥istroje zde zahrnut neni. V principu bychom mohli do vlnové funkce
zahrnout i soufadnice charakterizujici zpravidla makroskopicky méfici pifistroj. Po-
tom bychom vSak potfebovali dalsi méfici pfistroj k zméfeni stavu celého systému
méfeny objekt plus méfici pfistroj. Tuto proceduru bychom mohli postupné opako-
vat s dalSimi méFicimi piistroji a se stale sloZitéj§imi vinovymi funkcemi. Nehledé
na neredlnost takového postupu pro makroskopické pfistroje je ziejmé, Ze tento
v zasadé nekonedény fetézec se prerusi pravé pomoci postulatu o redukci vlnové
funkce.

V této souvislosti vznika také otdzka, zda mé néjaky smysl zavadét vinovou
funkci celého vesmiru. P#i obvyklé interpretaci vinovou funkei chapeme jako funkci
uréujici pravdépodobnosti vysledkd méfeni na daném objektu pomoci vnéjstho mé-
Fictho pfistroje. ProtoZe vSak mimo vesmir Zadny méfici pfistroj neexistuje, nema
v pfesném slova smyslu vyznam zavadét ani vlnovou funkci celého vesmiru.

Otézkou je, kdy dochézi pfi méfeni k redukci vinové funkce. Podle standardni in-
terpretace dochdzi k redukci vinové funkce pfi registraci experimentélniho vysledku
méficim pfistrojem. ProtoZe vSak ani méfici pfistroj ani jeho interakci s mérenym
objektem nepopisujeme detailné, 1ze na tuto otdzku zodpovédét pouze tak, Ze na
dané urovni popisu méfeni dojde k redukci v tom okamZiku, kdy mé¥ici pfistroj
zaznamenad vysledek méfeni.

Dalsi otazkou je, zda lze vinové funkci popisujici méfeny objekt mezi jednotli-
vymi méfenimi pripsat néjakou fyzikalni realitu ,samu o sobé“. V obvyklé interpre-
taci kvantova mechanika popisuje pouze vysledky méfeni. Pokud provadime vice
méieni, tak z kvantové mechaniky vyplyvaji i uréité korelace mezi vysledky téchto
méfeni. Vlnova funkce je z tohoto hlediska matematicky objekt slouzici k predpo-
védi vysledkt méfeni, a proto neméa smysl pfipisovat vinové funkci mezi mérenimi
fyzikalni realitu.

19.3 Schrédingerova kocka a Wigneruv pritel

Unperformed experiments have no results.
Asher Peres

Jeden z tzv. paradozi kvantové mechaniky lze ndzorné demonstrovat na myslenko-
vém experimentu (némecky Gedankenexperiment) navrzeném Schrodingerem. Pred-
poklddédme, Ze médme kocku v uzaviené izolované komofte, kde je umisténa naddobka
s jedovatym plynem, ktery je uvolnén pomoci zafizeni, které reaguje na radioaktivni
rozpad atomu. Stav kocky ,Ziva“ nebo ,mrtva“ popiSeme pomoci stavovych vek-
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tort |¢4) a |_). Pro pfipad, Ze s pravdépodobnosti 1/2 dojde k usmrceni kocky,
miZzeme odpovidajici stavovy vektor zapsat napft. ve tvaru [1) = (Ji4) +|v-))/V2
nebo |¢) = (Jv4) — [¥_))/v/2. To by ovSem znamenalo, Ze kotka bude pfed na-
hlédnutim do komory ve stavu, kdy neni ani ziva, ani mrtva. Kdyz zavrhneme toto
z hlediska klasické fyziky absurdni feSeni, musime se opét ptat, kdy dojde k redukci
vinové funkce: KdyZ radioaktivni &astice uvolni jedovaty plyn, kdyz kocka zemie
nebo v néjakém jiném &ase? Podle standardni interpretace k redukei vlnové funkce
dojde pfi ,,m&Feni“, tj. pfi registraci stavu kocky néjakym méficim pfistrojem v ko-
mofe, ktery pak lze kdykoliv zjistit nahlédnutim do komory. Pokud uvnitf takovy
pfistroj neni, ,méfenim“ je otevieni komory a zjisténi stavu kocky.

Jinou otazkou je, zda lze viibec makroskopicky objekt, jako je kocka, popiso-
vat prostfednictvim vinové funkce. Schrodingerova rovnice popisuje vyvoj systému,
ktery se pohybuje v klasickych pevné zadanych vnéjsich polich, jinak vSak se svym
okolim neinteraguje. Realnd kocka ale s okolim interaguje, vyzafuje a pfijima ener-
gii. V takovém pfipadé je tfeba misto vinové funkce pouzit aparitu kvantové sta-
tistické fyziky, kdy dojde k tzv. dekoherenci, tj. k vymizeni interferencnich jevi
znamych z kvantové mechaniky, a uvedeny paradox vymizi (viz niZe).

Podstata jiného paradoxu, nazyvaného Wigneriv pritel, je nasledujici. Experi-
mentator v laboratofi provede méfeni a z jeho hlediska dojde k redukei pfisluiné
vlnové funkce. Jeho pfitel, ktery je mimo izolovanou laboratot, viak vysledek expe-
rimentu nezn a zjisti ho teprve po svém vstupu do laboratofe. Pro experimentatora
a jeho pritele tedy dojde k redukci vinové funkce v riznych ¢asech. Z hlediska ob-
vyklé interpretace to neni pfekvapujici, protoZe vstup pfitele do laboratore a zjisténi
vysledku je jiné ,méfeni* neZ zjisténi vysledku experimentitorem v laboratofi.

19.4 Dekoherence

It never speaks of events in the system, but only of outcomes of observations upon
system, implying the existence of external equipment.

John Stewart Bell

(o standardni interpretaci kvantové mechaniky)

Cilem teorie dekoherence je ukazat, jak miZe interakce s okolnim prostfedim zpa-
sobit, Ze se kvantovy systém zacne chovat klasicky. Jak uz jsme uvedli, Schrodinge-
rova rovnice popisuje pouze systémy pohybujici se v zadanych klasickych vnéjsich
polich, jinak ale neinteragujici s okolim. Pro dynamiku systémi interagujicich s oko-
lim je tfeba pouzivat tzv. matici hustoty, resp. zobecnénou kinetickou rovnici, ktera
z ni vyplyva (viz napf. [6]). V této zobecnéné kinetické rovnici pak vystupuji tzv.
pamétové funkce, které v Gase vyhasinaji a charakterizuji ztratu fdzové paméti sys-
tému v dusledku jeho interakce s okolim. Zhruba Fedeno, po uplynuti urcitého casu
se ztraci informace o fazi vlnové funkce a s tim souvisejici kvantové interference
a systém se na delSich ¢asovych $kaldch zacind chovat klasicky. Tato dekoherence
vysvétluje, pro¢ v makrosvété obvykle nepozorujeme kvantové superpozice a kvan-
tovou interferenci.



Indeterminismus 151

19.5 Indeterminismus

The outcome of a measurement is brought into being by the act of measurement
itself, a joint manifestation of the state of the probed system and the probing ap-
paratus.

N. David Mermin

Kvantova mechanika neni deterministickou teori{ v tom smyslu, Ze existuji fyzikalni
méfeni, jejichZ vysledky nejsou jednozna¢né ddny stavem systému pfed méfenim:
JestliZze vlnova funkce neni vlastni funkeci operatoru popisujiciho méfenou veli¢inu,
neni vysledek méfeni jednozna¢né uréen a mizZeme uréit pouze pravdépodobnost
jednotlivych moZnych vysledkt. Kvantovd mechanika je proto pravdépodobnostni
teoril.

V tomto ohledu se kvantovd mechanika lisi od klasické mechaniky, kterd neni
pravdépodobnostni teorif a pfi zadani poéatecnich podminek a ptsobicich sil umoz-
fiuje jednoznagné piedpovédét nasledny asovy vyvoj systému. Pravdépodobnost
v kvantové mechanice nelze eliminovat ani pfi znalosti v8ech poc¢atecnich podminek
a sil ptisobich na méfeny objekt (viz kap. 18).

Aby se vyrovnali s touto skutecnosti, néktefi fyzici navrhli zavést do kvantové
mechaniky jakési dalsi soutfadnice &i tzv. skryté parametry, jejichZ hodnoty ndm
nejsou znamy, které vsak uréuji, jak dopadne vysledek experimentu pfi jednotlivych
méfenich.

19.6 Nelokalnost

If the predictions of quantum mechanics are correct (even for systems made of
remote correlated particles) and if physical reality can be described in a local (or
separable) way, then quantum mechanics is necessarily incomplete: some “elements
of reality” exist in Nature that are ignored by this theory.

Albert Einstein

(v podobé zformulované v [61])

Nejprve pripomeneme experimenty Gregora Mendela, ktery na zdkladé korelaci
barvy kvétd rostlin hrachu dospél k zévéru, ze tyto korelace svédéi o existenci ja-
kéhosi nezndmého parametru, ktery uréuje barvu kvétt a o kterém dnes vime, Ze
souvisi s genetickou informaci. Podobné je moZzné postupovat i ve fyzice, kde lze na
zékladé& korelaci vysledkti experimentt usoudit na existenci dosud nezndmych para-
metra, které tyto visledky ovliviiuji. Pokud takové parametry existuji, je stavajici
teorie zfejmé neaplna.

Nyni se zaméfime na daldf vlastnost kvantové mechaniky, kterou je jeji nelo-
kdlnost. P¥ikladem nelokalniho chovani je tzv. EPR myslenkovy exzperiment nebo
paradox (podle autortt Einsteina, Podolského a Rosena [29]), ve kterém jsou vlast-
nosti &astic vzdalenych v prostoru jistym zptsobem korelovany. Predstavme si,
7e méfime par stejnych &astic se spinem +h/2, jejichZ celkovy spin je roven nule
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a které se pohybuji opaénymi sméry podél osy z (obdobny experiment lze provést
i s fotony). Kdyz jsou ¢astice od sebe dostateéné daleko, aby spolu nikterak nein-
teragovaly, zméfime z-ovou komponentu spinu jedné &astice a potom i z-ovou kom-
ponentu spinu druhé &astice. ProtoZe celkovy spin je roven nule, neni nutné méfen{
na druhé ¢astici viibec provadét, protoze ze zédkona zachovani vime, Ze pii tomto
méfenf musime namé¥it opanou hodnotu nez na &astici prvni. Po provedeni méfeni
na prvni ¢astici se dostane druhé ¢astice do vlastniho stavu odpovidajiciho opera-
toru z-ové komponenty spinu druhé &astice. Tento experiment lze provést nejen pfi
méreni podél osy z, ale i pii libovolném pootodeni obou méficich piistrojt podél
osy z. Vysledek méfeni na druhé ¢astici je tedy ovlivnén méfenim na prvni &astici,
prestoZe tyto ¢astice jsou od sebe vzdéileny a neinteraguji spolul. Podle kvantové
mechaniky nejsou ¢éstice v takovych provézanych neboli entanglovangch stavech na
sobé nezavislé. Pokud vysledky vzdalenych méfeni zavisi vidy jen na podminkach
méfeni{ v daném misté (pfedpoklad o lokalnosti), je vysledkem diskuse v &lanku
[29] dikaz, Ze jestliZe jsou vysledky kvantové mechaniky spravné a jestlize je fyzi-
kéln{ realita lokélni (nékdy se uzivé slovo separabilni), pak je kvantova mechanika
neuplnéa teorie.

Pozdgji byly pro korelaci jednotlivych parf vysledkt v experimentech podob-
nych vyse popsanému a za predpokladu lokalniho popisu odvozeny obecné Bellovy
nerovnosti (9], které se odliSuji od korela¢nich funkci, ke kterym vede kvantova
mechanika. Pomoci téchto korela¢nich funkef lze rozhodnout, zda lze pfirodu popi-
sovat pomoci lokalniho popisu (jako v klasické mechanice), nebo ne (jako v kvan-
tové mechanice). Experimentalni vysledky jsou vSak v plném souhlasu s kvantovou
mechanikou a vSechny dosavadni pokusy zavést lokalni teorie byly vyvraceny.

Ve tedy svédéi pro to, Ze popis vice¢asticovych systémi je tieba provadst tak,
jak se to déld v kvantové mechanice, tj. pomoci mnohadasticové vlnové funkce
zévisejici na soufadnicich vSech &dstic a odpovidajicich pogateénich podminkéach.
Vysledky experimentt pak zaviseji na stavu viech ¢stic a na nich provedenych
méfenich, piestoZe méiime jen na jedné ¢astici (nelokdlnost). Tento popis je tfeba
zachovat, i kdyZ se ¢astice béhem experimentu vzdali na velkou vzdalenost, jako
napt. v EPR experimentu. Takovy popis je v souladu s obecnou teorii pravdépo-
dobnosti, kde pravdépodobnosti obecné zavisi na vsech proménnych, které na dané
urovni popisu pouZivame.

19.7 Neékteré neortodoxni formulace kvantové me-
chaniky

I think it is safe to say that no one understands quantum mechanics.
Richard Feynman

1Poznamenejme, ze zde nejde o &ifeni informace nadsvételnou rychlosti. Druhy experimenta-
tor bude s jistotou znat vysledek svého dosud neprovedeného méfeni teprve poté, co mu prvni
experimentédtor sdéli (napf. telefonem) vysledek svého méfeni.
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Podstatu Bohmovy teorie 1ze velmi struné popsat tak, %e popisuje pohyb &astic po
klasickych trajektoriich pomoci klasickych rovnic, ve kterych viak vystupuje jisty
skvantovy potencial“ dosti neobvyklych vlastnosti, ktery se uréuje prostiednictvim
rovnic kvantové mechaniky. N&ktefi autofi se domnivaji, Ze tato teorie je z hlediska
nerelativisticka, jednak zavadi trajektorie, které se v experimentech v kvantové
oblasti neobjevuji, a proto se do teorie zavadi kvantovy potenciél.

Dalsi moznou modifikaci kvantové mechaniky je doplnéni Schrédingerovy rov-
nice o nelinedrni, pfipadné stochastické ¢leny. Tyto dodatecné ¢leny lze zvolit tak,
Ze jejich vliv je zanedbatelny pro mikroskopické objekty, hraji vSak vyznamnou
roli u makroskopickych stavii, kde lze jejich prostfednictvim popsat redukei vinové
funkce. V takovém piipadé neni tfeba zavadét redukci vinové funkce jako nezavisly
postulét.

Zakladnim prvkem dal3f interpretace jsou tzv. historie, tj. mozné posloupnosti
udélosti v uvaZovaném systému. Cilem tohoto pfistupu je nalézt historie pro uza-
vieny systém, které vykazuji zanedbatelnou interferenci a lze jim proto pfifadit
obvyklé pravdépodobnosti, se kterymi se pak pracuje podle bézné logiky. Tak lze
potom objasnit vznik pfiblizné klasického chovani{ makroskopickych objekt. Du-
leZitym pojmem jsou pfitom tzv. konzistentni historie, na které pak navazuje tzv.
logickd interpretace kvantové teorie. Vyhodou této interpretace je to, Ze poskytuje
popis vyvoje uzavienych systémi bez nutnosti zahrnovat méfici procesy.

Jedno z moznych FeSeni problému redukce vinové funkce, které navrhl Wigner,
spociva v tom, Ze k redukci vlnové funkce dojde teprve, kdyZ odpovidajici infor-
mace doraz{ do mozku pozorovatele (tzv. subjektivni interpretace). Takova teorie
ma samoziejmé problém s predpokladem, Ze lidsky mozek, ve kterém se odehrava
redukce, mé vyluény charakter. Fyzikalni teorii by mélo byt moZné zformulovat ob-
jektivnimi piistupy, nezévislymi na na3i existenci. Je rovné% obtiZné si predstavit,
Ze rzné osoby dospéji ke stejnym zavertm tykajicim se fyzikalnich experimentd,
kdyz nepfipustime existenci objektivniho fyzikalniho svéta.

Podle dalsi dosti exotické interpretace je vyvoj ve vesmiru ireverzibilni, pfi mé-
feni se v8ak realizuji viechny mozné vysledky pfichazejici v Gtvahu a vesmir se pii
kazdém méfeni $tépi na mnoho riznych neinteragujicich svétt. KdyZ pozorujeme
nédhodné vysledky kvantovémechanického experimentu, je to tieba interpretovat
podle této tzv. mnohasvétové interpretace tak, %e vysledky nejsou pravdépodob-
nostni, my vSak providdime pozorovani jen v jednom ze vznikajicich sv&tf. Toto
Stépeni se odehrava pfi kazdé kvantovémechanické interakeci. V této interpretaci
dochéazi k nahrazeni mensiho problému problémem vétsim a navic ji nelze dokazat,
protoZe jednotlivé stale vznikajici svéty podle této interpretace neinteraguji.

Prehlednou diskusi raznych interpretaci kvantové mechaniky lze nalézt v [61].



Kapitola 20

Zajimavé aplikace kvantové
mechaniky™

Our best theories are not only truer than common sense, they make far more sense

than common sense does.
David Deutsch

20.1 Kvantova kryptografie

Kvantova kryptografie je pomérng novym oborem, ktery souvisi s korelacemi v EPR
experimentu (kap. 19.6). Hlavni myslenkou je vytvofit zcela bezpecny systém pro
pfenos kryptografického klice, tj. posloupnosti &isel 0 a 1, ktera je vyuZivina k za-
kédovani a nasledné k dekédovani zasilané zpravy. V prvnim kroku si dva vzdaleni
Acastnici, obvykle nazyvani Alice a Bob, vyméni klig, ktery pak vyuzivaji k zaké-
dovéni, resp. dekédovani zprav, které si vyméiiuji. Jestlize je kli¢ zcela ndhodny,
nemtize nikdo cizi zpravy dekédovat, i kdyZ jsou zasildny vefejné. Jestlize viak
béhem vymény kli¢t nékdo cizi, obvykle nazyvany Eva, zachyti kli¢, miZe zpravy
dekddovat. Vyména klidh je proto v kryptografii kritickym krokem, ktery zdsadné
ovliviiuje zabezpedeni vymény zprav. Je zfejmé, Ze obvykla zabezpeceni klice jsou
napadnutelna, at uZ technickymi prostfedky nebo selhdnim lidského faktoru.

Naproti tomu kvantové sdileni kli¢e spoéiva na zdkladnich zakonech kvantové
mechaniky, které nelze piekonat. Hlavni myslenkou je, Ze tidastnici Alice a Bob
sdileji spole¢ny kli¢ prostfednictvim kvantovych méfeni na ¢ésticich, které jsou
v korelovaném stavu. Nyni si uvédomime, co se stane, jestli se Eva pokusi zachytit
napf. vyménované fotony pohybujici se optickym vldknem. Jestlize Eva chce, aby
jeji vniknuti do systému zfistalo nepozorovano, nebude ur¢ité pouze méfit (zachy-
covat) fotony, protoze to by zménilo korelaéni vlastnosti pozorované Alici a Bobem,
ale musi fotony také vysilat. Uréitou moZnosti by proto mohlo byt ,klonovani“ fo-
tont, tj. vytvofeni nékolika identickych kopii zachyceného fotonu. Nékolik z nich
by mohlo byt vyuZito k zméfeni vlastnost{ zachyceného fotonu a posledni z nich
by mohl byt opét vyslan do optického vlakna, aniz by kdokoliv néco zaznamenal.
Ukazuje se viak, %e ,kvantové klonovani“ je principidlné nemoZné, nebot neexis-
tuje zptisob, jak nékolik Eastic pievést do stejného neznamého stavu, jako méa dana
Castice.
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Pokud se tedy Eva pokusi ziskat ndjakou informaci, tak to automaticky zméni
vlastnosti fotoni na obou koncich optického vldkna a Alice a Bob, kdyZz porovnaji
zachycend data a jejich korelaci, to zjisti. Alice a Bob nemohou zabranit Evé v za-
chyceni fotonu, védi v8ak, kterd data mohou byt pouzita jako dokonale bezpeény
klig.

20.2 Teleportace

Pojem kvantové teleportace, podobné jako kvantové pocitani, souvisi s nelokdlnosti
kvantové mechaniky. Hlavni idea spoc¢iva ve vyuziti korelaci mezi dvéma &asticemi
v entanglovaném stavu k dalkovému pfenosu libovolného spinového stavu tieti ¢4s-
tice. Probiha to néasledujicim zpisobem: Nejprve se dvé ¢astice v entanglovaném
stavu pohybuji do vzdalenych oblasti prostoru. Prvni z nich dorazi do laboratore
Alice, druhé dorazi do laboratofe Boba. Potom Alice dostane tfeti ¢4stici ve stavu
lp). Cilem je pfevést &astici Boba do presn& stejného stavu |p), jako mé tfeti Gas-
tice, at uz byl jakykoliv (tfeti Castice se pfitom samoziejmé nepienasi). Pak fikdme,
Ze stav |p) byl teleportovan.

Ponékud pfesné&ji se teleportace provadi nasledujicim zptisobem. Alice odols
pokuSeni zméfit stav |p) tfeti Castice, ktery ma byt teleportovan. Misto toho Alice
provede urcité kombinované méfeni, zahrnujici tfeti ¢dstici a jeji Castici z entan-
glovaného paru. Pfitom se mezi ob&ma Cdsticemi nesmi délat Zadny rozdil, nebot
v opa¢ném pripadé piestane teleportace fungovat. Potom Alice n&jakym klasickym
zptisobem (napf. telefonem) sdéli Bobovi vysledek méfeni. Nakonec Bob provede
se svou Casticl urCitou unitarni transformaci, kterd zavisi na klasické informaci,
kterou obdrzel. Tato transformace pfevede jeho Céstici do presné stejného stavu
l©), jako méla tieti ¢astice a teleportace stavu je provedena. Cely scénaf je zaloZen
na pfenosu jednak kvantové informace prosttednictvim entanglovaného stavu, jed-
nak klasické informace (telefonem). Rychlost teleportace je proto omezena rychlosti
svétla.

Vidéno z jiného pohledu, Bob, jesté neZ ziskd od Alice klasickou informaci, uz
mé k dispozici netplnou kvantovou informaci pfendSenou pomoci entanglovanych
stavi. Klasickd informace je pak se zpozdénim vyuZita k Gplné rekonstrukci stavu.

Ve srovnéni s klasickym pfenosem informace se pfi kvantové teleportaci provadi
mnohem vic. Za prvé, stav, ktery se pfendsi, nemusi byt vybrdn Alici a miize byt
zcela libovolny. Za druhé, prenos klasické binarni informace, kterou zasila Alice
Bobovi, nestaéi k rekonstrukei kvantového stavu, nebot kvantovy stav zavisi na
spojitych parametrech, zatimco vysledky experimentu odpovidaji pouze diskrétni
informaci. Teleportace by v klasické teorii informace odpovidala zaslani nekoned-
ného poctu bitit (zaslani Gplné informace s naprostou presnosti by vyzadovalo ne-
koneény ¢as).

Je zfejmé, Ze princip teleportace je zcela odlisny od klasickych zpasobtt komu-
nikace, které obvykle pouZivime.
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20.3 Kvantové pocitace

Zakladni myslenka kvantovych poéitact je vyuzit pfi numerickych vypoctech ni-
koliv klasické bity, které mohou byt jen ve dvou stavech 0 a 1, ale ,kvantové bity“
nebo té7 ,q bity“, tj. kvantové systémy, které mohou byt nejen ve stavech |0) &
|1}, ale i v jejich libovolné linedrni superpozici. Je ziejmé, Ze kontinuum stavi je
mnohem bohatsi nez dva diskrétni stavy. Pro klasické bity dimenze odpovidajiciho
prostoru roste linedrng s podtem bitt (napf. tii klasické bity pfedstavuji vektor
o ttech slozkach, z nichZ kaZd4 je rovna 0 nebo 1). Pro kvantové bity dimenze pro-
storu roste exponencialng, coz je vlastnost tenzorového soudinu prostort (napf. pro
t#i kvantové bity je dimenze prostoru rovna 22 = 8). Pokud bychom pracovali s vel-
kym poc¢tem kvantovych biti, dostali bychom prostor obrovské dimenze, v némz
by mohlo probihat mnoho druht interferenénich efektd. Kdybychom doséhli toho,
Ze vSechny vétve stavového vektoru budou pracovat paralelné a budou providét ne-
z&vislé vypocty, mohli bychom dosdhnout enormniho urychleni vypocta. Néktera
omezeni, kterd plati pro klasické algoritmy, pro kvantové pocitace neplati.

Mezi klasickymi a kvantovymi bity je mnoho rozdila. Zatimco klasické bity
maji dva referenéni stavy, které jsou jednou provzdy dané, kvantové bity mohou
pouZivat libovolnou ortogonalni bazi odpovidajiciho prostoru. Klasické bity mohou
byt libovolné dasto kopirovany, zatimco pro kvantové bity to neni mozné. Na druhé
strang, klasické bity 1ze pfendSet maximalné rychlosti svétla, zatimco vyuziti entan-
glementu a teleportace pro kvantové bity toto omezeni odstrariuje. Musime si vsak
uvédomit, Ze je vétsi rozdilnost mezi kvantovymi bity a informaci nez v pfipadé
klasickych biti. Abychom pfenesli a obdrZeli uzite¢nou informaci pomoci kvan-
tovych bitd, musime specifikovat jaky druh mé&feni s nimi providdime (to souvisi
s libovolnosti béze, kterou jsme zminili vySe). Ve skuteCnosti, Alice a Bob, jako
vSechny lidské bytosti, mohou komunikovat pouze klasickym zptsobem. Informace
je v principu klasicka, 1ze ji vsak pfendSet pomoci kvantovych bita.

Velkym nepfitelem kvantovych poéitadi je dekoherence, kterd se snazi zrusit
uzitené kvantové superpozice, coz vede k redukci uplné kvantové informace na
klasickou. To je divod, pro¢ jsou dosavadni experimenty s kvantovymi poditadi
omezeny na maly podet biti. PfestoZe faktorizace velkych ¢isel pomoci kvantového
pocitani, kterd uZ byla realizovana, je dlleZitd zejména v kryptografii, bylo by
zédouci vyuzit kvantové po&itdni i pro jiné ulohy.

V kazdém p¥ipadé& jsou kvantové poditaée, kvantova kryptografie i teleportace
nové a zajimavé obory, ve kterych védecky vyzkum praveé probiha.

Podrobnéjsi diskuzi k vyse uvedenym aplikacim kvantové mechaniky lze nalézt
napf. v [28, 61].
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Resené piiklady

21.1 Uvodni piiklady

1. Vypoditejte de Broglieovu vinovou délku

A=

a) elektronu s kinetickou energii 1 eV,

b) protonu s kinetickou energii 1 eV,

c¢) molekuly UFg s hmotnosti m ~ 5,86 x 1071% kg a kinetickou energii 1 €V,
d) télesa s hmotnosti 1 kg a rychlosti 100 km/h.

Resent
Kineticka energie je v nerelativistické oblasti rovna
2 hz
p=F
2m  2mA2
odkud dostavame
h
A= .
2mE

Po dosazeni dostaneme

a) A= 1,23 x 1079 m,

b) A =~ 2,86 x 10711 m,

c) A~ 1,53 x 10712 m,

d) A = h/(mv) =~ 2,39 x 10735 m.

Vidime, Ze pro makroskopicka télesa je de Broglieova vinova délka zanedbatelns
vici jejich vlastnim rozmértm.

2. Odvodte vjyraz pro de Broglieovu vinovou délku nerelativistického elektronu
urychleného potencidlnim rozdilem U.
Resend
Ze zédkona zachovéni energie
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dostaneme
p =/ 2meelU
¢ h h
A= 2 =
P 2meel
3. Pomoci de Broglieova vztahu
h
A=—
p

odhadnéte velikost difrakce tenisového mi¢ku o hmotnosti m = 0,1 kg a rych-
losti v = 0,5 m s~ pii priletu oknem o Sifce z =1 m a vysce y = 1,5 m.
Reseni

De Broglieova vlnova délka je rovna

h
A= — ~1,3x107%m.
muv

Difrakéni ihly ve smérech z a y lze odhadnout z poméru de Broglieovy vinové
délky a rozméra z a y

~ 1,3 x 10732 rad,

0, ~

Oy = —~8,7x 1073 rad.

Q> Bl

Difrakce je tedy zanedbatelnd.

4. Uvazujte difrakci termalizovaného svazku atomft He? na krystalu s jednodu-
chou kubickou miiZkou o miiZkové konstanté d = 0,2 nm. Pomoci vyrazu pro
de Broglieovu vinovou délku odhadnéte, pfi jaké teploté bude difrakce pozoro-
vatelna.

Resend
Kinetické energie atomu je rovna

B =3k,
2

kde k &~ 1,38 x 10723 J K~ je Boltzmannova konstanta. UvaZime-li vatah

2 2
E=F_ h

2m  2mA?’
dostaneme
h2
T=——.
3mkA2
Aby difrakce byla pozorovatelna, musi platit A = d. Odtud dostavime T =~
39 K.
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5. Uréete fizovou a grupovou rychlost relativistické éastice.
Resent
Energie relativistické éastice je rovna

E = /c?p? + m2ct.

Volna éastice je popsdna rovinnou vinou s frekvenci

E
w= =
h
a vlnovym vektorem o velikosti
p
k=<=.
I3

L
77 dk T dp [2p? + mich

6. S pouZitim vztahtt £ = fiw a p = hk urdete zménu vlnové délky Rontgenova
zéfeni pii jeho rozptylu na volngch elektronech (Comptontv jev).
Reseni
Predpokladame, Ze foton se pii rozptylu odchyli od p¥imého sméru o thel
rozptylu 6. Déle pfedpokléddme, Ze pred interakei fotonu s elektronem ma
elektron klidovou hmotnost m, a po interakci hmotnost

V1= (/e)?

kde v je rychlost elektronu. Impulz fotonu je pted interakci Ak a po interakci
hk’. Odpovidajici frekvence jsou rovny w = ck a w’ = ck’. Zakony zachovani
energie a impulzu maji tvar

m =

hw — hw' = c*(m — m,),
hk — hk' = mv.

Upravou t&chto rovnic dostaneme
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Vypoétem kvadratu obou rovnic a odeétenim prvni vysledné rovnice od druhé

obdrZime vztah
MeC

I
Vydélenim této rovnice ww’ a zavedenim A = 27c/w a N = 27¢/w’ dostaneme
zvétSeni vlnové délky pfi rozptylu

ww'(l - cosh) = (cw—cw’).

A=) —\= 2A(,sin‘~’g,

kde ok 5
Ao = 280 o

MeC  MeC

je Comptonova vinové délka elektronu.
Pro viditelné svétlo s vlnovou délkou A =~ 10~7 m dostédvame

AA )\() 5

— ~ — &~ 107",

A A

Pro Rontgenovy paprsky s A ~ 10711-1071% m obdrzime

AN Ao 5 1

— &~ — = 107° - 107"

A A

Na rozdil od viditelného svétla je Comptonuv rozptyl pro Rontgenovo zafeni
dobfe pozorovatelny.

7. Urlete Comptonovu vinovou délku elektronu.
Reseni
Dostavame

h
Ao = ~ 2,43 x 107 m.

MeC

8. Objasnéte interferenci svétla v Youngové dvojstérbinovém experimentu.
Resent
Predpokladdme, ze vzdalenost §térbin je h, vzdalenost od stérbin ke stinitku je
r > h a difrakéni thel € uréujici odklon paprsku od kolmé roviny prochizejici
mezi Stérbinami je velmi maly. Pfi dopadu rovinné vlny s vlnovym vektorem
k = 27/ na §térbiny vznikaji dvé viny, které se v misté dopadu na stinitko ligf
o fazi A¢p = kAs, kde As = hsinf je rozdil drah §térbina — bod dopadu

Y1 = [y |el @Rt

¢2 — 1¢2]ei[¢-+k(7‘+As)—wt].
Souctova vina a odpovidajici intenzita jsou rovny

w — ei((b+k:r—wt) (I?r/)1| + |d)21€ikh sin 6) ,

I1(0) = Y1 + vo|® = Y] + 2| + 2|41 ||¢h2| cos(kh sin 6).
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Intenzita obrazu na stinitku tedy v zavislosti na tthlu 4 osciluje. Ve specidlnim
pripadé |¢;| = |¢2| dostaneme

khsind
I(6) = 4]¢1|? cos? “nemy

Pro jedinou §térbinu, tj. pro I = |+/1]? nebo I, = l2|2, oscilace v zavislosti na
thlu 6 nedostaneme.

21.2 Bohruv model

1. Volna ¢éstice o hmotnosti m se pohybuje v nekoneéné hluboké jednorozmérné
potencidlové jamé se sténami v bodech z = 0 a 2 = a. Urdete kvantované
energie ¢astice pomoci Bohrovy kvantovaci podminky.

Resent
Velikost impulzu p &astice zlstdvad b&hem pohybu konstantni, pouze se pfi
odrazu od stény méni znaménko impulzu. Bohrova kvantovaci podminka m4

tudiz tvar .
f{pdz = 2p/ dz = nh.
0

Odtud dostdvame

__nh
Pn =5
a
p2  n?h?
" 2m  8ma?’
kden =1,2,3,....

2. Céstice o hmotnosti m v gravita¢nim poli Zemé dopada svisle na vodorovnou
desku, od které se pruzné odrazi a dopada zase zpét. Tieni v atmosfére se
neuvazuje. Pomoci Bohrovy kvantovaci podminky uréete kvantované hodnoty
maximélni vysky H, pohybu nad deskou a pfislusné energie F,,.

Resent
Celkové energie E = mgH se zachovavé a plati

2
E=2 +mgz,
2m

kde 2 je svisla vzdélenost od desky a p je impulz &stice. Odtud vyplyva

p=£/2m(E — mgz).

Z Bohrovy kvantovaci podminky

H
fpdz = 2/ vVem(E —mgz)dz = nh
0
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dostaneme
1 ( 3ngh >2/3
H,=~{—
g \4v2m
a 2/3
3ngh
E,=mgH, =m| ——
" g (4\/—2—m>
kden=1,2,3,....

3. S pouzitim Bohrovy kvantovaci podminky uréete kvantované amplitudy kmiti
a energie linedrniho harmonického oscilatoru.
Reseni
PouZijeme integral pohybu — energii, kterd je rovna

p?  mwiz?  mw’A?

2m+ 2 2

kde w = 1/k/m je frekvence a A amplituda kmiti. Z tohoto vztahu vyplyva

p = /m2w?(A? - 22?).
Zavedeme-li proménnou ¢ vztahem z = Asin ¢, dostaneme z Bohrovy kvanto-
vaci podminky
2m
fp dz = mAw % V1-—z2/A%dz = mAzw/ cos® pdp = mA%wT = nh.
0

Kvantovani amplitudy a energie je tudiz ddno vztahy

9 _ mh
" ommw
a A2 2
En=m n? = nhw,
2
kden=1,2,3,....

4. Céstice se pod vlivem centrélni sily pohybuje ve vzdélenosti r od pocitku
soufadnic (tuhy rovinny rotator). Pomoci Bohrovy kvantovaci podminky urcete
mozné energie Castice.

Resent
Poloha &astice je dana zobecnénou soufadnici ¢ (tthel v polarnich soufadnicich).
Ptislusny zobecnény impulz

18(mr2p?)

2.
p¢:—2———8¢ =mr e

je konstantni. Bohrova kvantovaci podminka dava

fplpd(p=27rpg,=nh, n=12,3,....
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Energie rotatoru je rovna

b
"Tog T 2]

kde J = mr? je moment setrvadnosti &astice.

5. Elektron se nachézi v centralnim poli

A
V=" A>0.
T-S
Urcete, pro jakd s mohou existovat stabilni stavy elektronu.
Reseni
Efektivni potencidlni energie je rovna
vy= e A
ST ez pe
Aby existovalo minimum V¢, musi byt s < 2.

6. S pouZitim Bohrovy kvantovaci podminky urdete kvantované energie elektronu
v atomu vodiku. Pro jednoduchost pfedpoklddejte, Ze elektron se pohybuje
okolo jadra po kruZnici. Vypoéet provedte v polarnich soufadnicich.

Resent
Vyjdeme z Lagrangidnu pro pohyb elektronu po kruZnici

1 1 €2
L=T-V = -me(r¢)? + ——,

2 C( SO) + 471'60 s
kde T a V jsou kinetickd a potencidlni energie elektronu. V centralnim poli je
zobecnény impulz

pp= 2 2
= = = MT
¥ a(’p e

konstantni. Dosadime-li tento vyraz do Bohrovy kvantovaci podminky, dosta-
neme pii integraci pfes thel 27

fpv dg = jz){merzc,'o dp = mer?¢ 21 = nh.

Odtud vyplyva
nh

$ = .
MeT2

Déle pouZijeme rovnosti odstredivé a coulombovské sily

2

MeV Mer? 2 1 €2

r r T dweg 2’
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Dosadime-li do tohoto vztahu vyraz pro ¢, dostaneme kvantované hodnoty

poloméru r,
252

T =4TEg——s, N = 1,2,3,....
mee

Polomeér zékladniho stavu atomu vodiku (n = 1) je roven Bohrové poloméru
ap = 4megh? /(mee?) = 0,0529177 nm.

Pro energii postupné dostavime

1 1 €2 1 n2h? e? Mee?
E=T+V = >mer?y? — = = Zmer? - =
+ 2m T dmeg T zmer m2r4  dmeg dregn2h?
_ 1m e? 2 . €2 2
T2 ¢ dmegnh ¢ \ dreonh
neboli 4
1
E, = ——e¢ n=1,2,3,....

32n2e2h* n?’

Velikost energie zakladniho stavu atomu vodiku mee*/(3272¢2h%) = 1 Ry ~
13,605 eV se nazyva jeden Rydberg.

7. Pomoci Bohrovy teorie uréete energie vodiku podobného atomu za predpo-
kladu, Ze elektron se pohybuje po eliptické draze.
Resent
Vyjdeme z obecnych kvantovacich podminek

%pi dqi = ’I’Lih

a z vyrazu pro celkovou energii

1 1 Ze? P2
E=ima?o 2 29, P
2™ T dreg 1 2mer2

Ze vztaht platnych pro uvaZované centrilni pole

Do = Mer?p = konst
r 12

a
2meZe?  p2
r = M r= ZmeE e %
p © \/ + dmegr r2
dostaneme
2T
I, = / P dy = 2mp,,
0
a

Tmax
I, = 2/ prdr.

Tmin
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Vyraz pro p, zapiSeme ve tvaru

2B C
Dr = —A T o
r r
kde
A= -2m.E >0,
2
B = MeZe”
471'80
a
2
C=p,=>0.

Z podminky extrému 7 = p,/m, = 0 uréime

B-+vB?- AC

Tmin = A
a
maxr A )
kde predpokladame
B* > AC.
Dale pouzijeme vysledek
+v/C arctan C-Br

\/C(=Ar2 4+ 2Br - C)

Po dosazeni rpin & e @ provedeni limitnich prechodd v krajnich bodech
integralu dostaneme

Tmax ZB C B
Ir_z./r,m-,, \/—A‘f‘T—T—sz’—Qﬂ(ﬁ—\/E) =
—or (o 4+ Ze?  [mg
- P imesV 2B )

Z této rovnice odvodime vyraz pro energii

_ 4n’meZ%et
o o32m2eR(L + 1,)?

Zaménime-li adiabatické invarianty I, a I, veli€inami n,h a ny,h, dostaneme

meZ2e* 1

Bo=-leZe L
3272e2h? n?
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kde n = n, + ny, n, = 0,1,2,... an, = 1,2,3,.... Energie jsou stejné jako
v pfipadé kruhovych drah.

Stavy se stejnou hodnotou 7 a riznymi hodnotami n,, se lisi excentricitou

3
n
e=41--%.
n

Pro ny, = n dostavame kruhové trajektorie.

8. Pro pohyb elektronu po eliptické draze ve vodiku podobném atomu ukazte, Ze
délka drahy je celistvym nasobkem de Broglieho vlnové délky.
Resent
Vybér drah se uskutecliuje pomoci podminek

fpr dr = n.h

a
qu, d¢ = n,h,
kde
0L
Pr= %
a
_ 0L
Py = 0('0
Vzhledem ke vztahu
2T = > prde
k
dostavame
2/ Tdt= Z/ Prqr dt = Z}[pkdqxc =nh,
0 = Jo %
kde
n =N, + Ny
a

h
2T dt = me.vds = X ds.
Proto plati
ds
A
9. Elektron s ndbojem —e a pozitron s ndbojem e vytvafi vizany stav analogicky

atomu vodiku, tzv. pozitronium. Urlete jeho ionizaéni potencidl I a vinovou
délku X\ Lymanovy « &ary (pfechod z n =1 do n = 2).

=n.

Reseni
Misto hmotnosti m, elektronu v piikladu 6 dosadime redukovanou hmotnost
me/2 (elektron a pozitron maji stejnou hmotnost). Pak dostaneme I = —F; =

10,9 x 10718 J =6,80 eV a A =~ 0,243 nm.
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10.

11.

12.

Piedpokladejme, Ze v atomu vodiku misto elektrostatické sily

1 €1€9

4#60 T2

pusobi gravitaéni sila
SR UY

r2

F=—g

Jaky by byl polomér atomu vodiku v zékladnim stavu?

Resent

Je ziejmé, Ze je tfeba provést pfechod 4weq — 1/g, e; — my a ey — my. Vzorec
z prikladu 6

232
nh
Tn = 4mep 5, n=123,...,
€
pak ziska tvar
n2h?
Tn=—s—, n=123,..,
gnhﬂnp

kde m, je hmotnost elektronu a m;, je hmotnost protonu. Po dosazeni dosta-
neme 71 &~ 1,20 x 10%® m (svételny rok je pfiblizné roven 9,46 x 105 m).

S pouzitim vysledku

252
= n=1,2,3,...,
gm2mg,
z prikladu 10 odhadnéte velikost kvantového &isla n pro gravitaéné vézany
systém Zemé a Slunce.
Resent
Protoze vzdalenost Zemé& a Slunce je pfiblizng 1,5 x 10! m, dostavame ze
vztahu -
n°h
tn=——, n=12,3,...,
gmzms
kde mz = 5,98 x 10%* kg a mg ~ 1,97 x 103 kg, odhad
n 2,52 x 107,
Kvantovéani neni proto tfeba uvazovat.

Pomoci Bohrovych kvantovacich podminek uréete moZné energie atomu vodiku,
ktery se volné pohybuje v kvadru0 <z <a,0<y<bal<z<ec
Reseni
Soufadnice a hmotnost elektronu oznadime r., a m., pro proton pouZijeme
soufadnice r, a hmotnost my. Dale zavedeme soufadnice t&7isté a relativni
soufadnice jadra a elektronu

Mele + MpTy

= 2Py =r,—r,.
me +mp P
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Tézisté se pohybuje jako volnd Eastice s hmotnosti M = me + m, v zadaném
kvadru. Relativni pohyb &stic je ekvivalentni pohybu elektronu s redukovanou
hmotnosti u = ;2% v poli pevného jidra. Impulzy Py, Py a P. t&zisté se
e P

kvantuji podobné jako v piikladu 1. PouZijeme-li déale vysledku pfikladu 6,
dostaneme energie

P2 h? (n?  nd  ni pet 1
az B 2

Ennn n:_+Erel:~—— _—— 5,
1,M2,13, 327(25852 n2

2M 2M

kde kvantova ¢isla nabyvaji hodnot n; =1,2,3,...an=1,2,3,....

21.3 Operatory

1. Linearni operator A mé vlastnosti A(u+ v) = Au+ Av a A(cu) = cAu, kde ¢
je komplexni &islo. Urcete, které z nésledujicich operatort jsou linedrni:
a) Au = Ju, kde A je komplexni konstanta,

b) Au = u*,

c) Au = u?,

d) Au = du/dz,

e) Au=1/u,

f) AB=[H,B] = HB - BH, kde H je hamiltonian.
Resend

a, d, f

2. Vynésobte operatory A-BaA+B.
Resend
Podle pravidel pro préaci s operatory dostaviame

(A-B)(A+B)=A*-B*+[A B

3. UkaZte, Ze pro operace s operatory plati distributivni zékon
S A A = Y YA
i j i

Resent
Rozepsanim dostaneme vyse uvedeny vysledek.

4. Jsou dény t¥i operdtory A, B a C. Vyjadiete komutator [le, C’] pomoci ko-
mutatort [4,C] a [B, C].
Resent
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5. Je operétor uréeny vztahem

n d21/) 2
A= 5 +30

line4rni?
Resend
Vzhledem ke druhému ¢lenu to neni linedrni operator.

6. Vypocditejte kvadrat operatoru % + z.
Resent
Aplikujeme-li dvakrat operator 3% + z na vlnovou funkci ¢¥(z), dostaneme

2 2
(f ) 1/1—M+2x——+a:27,/1+¢
T

Odtud vyplyva

d + 2 d + 2z d +22 +1.
dz ~ da? dx
wry s « .s . . d 1
7. Vypoditejte tfeti mocninu operdtoru otz
Resent

d 1 S L 3&
dz ' z/) ~ da3  zdz?’

8. Porovnejte operatory (w%)Q a (353,)2

Resent
d\*_ o d
) TP T A

d \V'_ .4 ,d
&) T tint

9. Vypoditejte kvadrat operatoru p — qA, kde p = —ihV a A = A(r,t). S opera-
torem kinetické energie 7' = (P — qA)?%/(2m) se setkdvame pfi popisu pohybu
nabité &astice v elektromagnetickém poli.

Resend
Postupné dostadvame

(b — gA)%*¢ = (—ihV — gA)*) = (—ihV — gA)(~ihVY — qAY) =
= —h2A +iqh div(AY) + ighAVY + ¢* A
Vezmeme-li v tvahu rovnost div(Ay) = (div A)y + AV, dostaneme

(P — qA)? = —h%A + 2ighAV +ighdiv A + ¢*A%.
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Cop s . d .
10. Vypotitejte komutator [, z].
Resent
Pisobime-li na vlnovou funkei ¢(z) operatorem d%z - z%, dostaneme

Odtud vyplyva

11. UkaZte, Ze plati [£,p] = ih, kde & = 2 a p = —ih(d/dz).
Resent
Dosazenim definic operatorit do komutatoru a pouZitim podobného postupu
jako v prikladu 10 ovéfime platnost uvedeného vztahu.

12. UkaZte, Ze neexistuji matice kone¢ného fadu, které by spliiovaly komutadni
relaci [, p] = ih pro operator soufadnice a impulzu.
Resent
Vypocitdme stopu levé strany komutaéni relace [x, p] = iAl

Tr(xp — px),
kde stopa matice A je definovéna vztahem!
Tr(A) =) Au
i
a 1 oznacuje jednotkovou matici. Pro stopu matice plati

Tr(AB) = Y Ay;Bji= > BjAij; = Ti(BA),

ij i

odkud vyplyva
Tr(xp — px) = 0.

To je spor s pravou stranou komutaéni relace.

13. Vypoditejte komutator

Regent

[ - §,& + p| = 2ih.

10znageni pochézi z anglického slova trace.
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14. Vypoéitejte komutator

[P, 2]
Resent
[zp, &] = —ihx.
15. Vypoéitejte komutator [%, f(z,y,2)], kde f je komplexni funkce.
Resend
Podle pravidel pro praci s operdtory dostdvame
] 7] o Of
1] v = g0 - 15 = 3.
Plati proto
of
EXEA
16. Vypodtitejte komutétor operatoru soufadnice Z a Laplaceova operatoru A.
Resent
0
s A= 92
2, 4] 2827

17. Necht A je operator komplexniho sdruZeni, tj. fw = o)*. Zjistéte, zda je tento
operétor linedrni a hermitovsky. Cemu je roven komplexné& sdruZeny operator
A*?

Resent
Operator A neni lineérni a hermitovsky. Operator A* je roven jednotkovému
operatoru.

18. Naleznéte operator, ktery prevede vlnovou funkei 4(z) na funkci 9 (x + a), kde
a je realné &islo (operétor translace).
Resend
Operator translace T, definujeme vztahem

Toh(z) = ¥(z + a).

S pouzitim Taylorova rozvoje dostavame nésledujici vztah mezi (z+a) a ¢¥(z)

T a? d2u(z e a™ dn
Wz +a) =¢(z) +a w()+§d(ﬁg)+---=2—jd—¢(r)-

Definujeme-li funkci operatoru pomoci Taylorovy fady, dostaneme

T, = e%3d=,
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19.

20.

21.

22.

Ukazte, Ze plati o
e~/ y(z) = (z + a).

Resent
Tento vysledek vyplyva z feseni pfedchazejictho prikladu.

Naleznéte operator, ktery pfevede vinovou funkci ¢)(r) na funkci ¢(r + a), kde
a je redlny vektor (operdtor translace v t¥irozmérném prostoru).

Resent

Podobné jako v predchéazejici iloze nejdiive definujeme

Ta¢(r) = ¢Y(r + a).

S pouzitim Taylorova rozvoje funkce ¢ (r 4+ a) v okoli bodu r dostaneme

Ta — ea‘V-

Naleznéte operédtor hermitovsky sdruZeny k operatoru a‘—i;.
Reseni

Podle definice hermitovsky sdruZeného operatoru plati

[orige=[[E) o] vee

Za piedpokladu, Ze funkce 1)(z) a ¢(z) jsou kvadraticky integrabilni (tzn. Ze
integraly [ |¥|?dz a [*°_|p|? dz existuji), musi platit

o oo

lim ¢(z) = lim ¢(z)=0.

z— 300 rz—+oo
Pomoci integrace per partes pak dostaneme

o] *dSO _ . 100 [e o) d'l/)* B

— o0

Odtud vyplyva

Najdéte operator hermitovsky sdruzeny k operatoru d™/dz".
Reseni
Vicendsobnym pouZitim integrace per partes (viz ptiklad 21) dostaneme

dn + . dn
(a‘) =g
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23. Ovéite, Ze operator impulzu p = —iAV je hermitovsky.
Reseni
Porovnanim s feSenim pfikladu 21 vidime, Ze imagindrni jednotka ve vyrazu
pro operdtor impulzu p = —ihV zajiStuje hermitovost tohoto operatoru.

24. Snadno lze ukazat, Ze operdtor p = —ih(d/dz) je hermitovsky pro funkce, které
jdou k nule pro z — +oo (viz piiklady 21 a 23). Zjistéte, jaké podminky musi
spliiovat funkce ¥ (z) a ¢(z), aby tento operator spliioval podminku

/ ' yrppds = / ) da

i pro konecény interval (a,b).

Reseni
Z rovnice . .
N L dy\”
* —1 _r — _ h____
/aw(ﬂ‘l)dmdx /a<zd:c> pdz
vyplyva obecny vztah
[ Lwreran =l =0
. dz ¢ WPl =0
PoloZime-li ¥ = ¢, dostaneme
W) = [v(®)1%,
odkud vyplyvé, Ze mezi ¢¥(a) a ¥(b) musi platit vztah
() = e 4h(a),
kde ¢ je redlny fazovy faktor. Budeme-li analogicky pfedpokladat
(b) = ' p(a),
dostaneme z vySe uvedeného obecného vztahu podminku

ei(é—é’) =1.

Vidime, Ze fazovy faktor 6 musi byt pro vSechny funkce stejny nebo se mize
lisit o celodiselny nasobek 27.

25. Skalarni soudin mutZeme zavést také v prostoru k¥ivodarych soufadnic ¢. V ta-
kovém prostoru je skalarni soudin dén pfedpisem

b
/¢M@w@mww,

kde w(q) je vdhova funkce.
Jako ¢ vezméte radidlni soufadnici r ve sférickych soutadnicich. DokaZte, Ze



174

Resené piiklady

26.

27.

odpovidajici operdtor hybnosti je hermitovsky. Vdhova funkce je v tomto pii-

padé rovna 2.

Resent
Operéator hybnosti m4 tvar

py = —in 2 (rp)

a skaldrni soudin je roven

| v eeeran
0

Pokud je operator p hermitovsky, plati rovnost

00» 16 * 2 . > * . la .2 .
/ zh;-é;(m/; ) r dr—/o ) (_m)rar (re) r<dr.

0

Na levé strané pouZijeme integraci per partes. Clen bez integralt vymizi v di-
sledku charakteru vlnovych funkei v nekoneénu a chovani r v podatku. Dosta-
vame

_ih/o 7'1/)*5 (or) dr = —ih/o ¢*r5; (¢r) dr.
Odtud je vidét, Ze se obé strany v pfedchézejici rovnici rovnaji.

Ovéite, ze Laplaceliv operator A je hermitovsky.
Resent
Hermitovost Laplaceova operatoru A vyplyva z vysledku pfikladu 22 pron = 2.

Najdé&te operédtor hermitovsky sdruZeny k operatoru translace z p¥ikladu 20.
Resent
Hermitovsky sdruzeny operator je definovan vztahem

[ @ty av = [ [zew] ety av.

kde integrujeme ptes cely prostor. Abychom nalezli operator T: , provedeme
v integrilu

I= / Tap(r)dV = / Y*(r)e(r +a)dV
substituci r 4+ a = r’. Vysledkem je
I= / P*(r' — a)p(r’ydV’,
coZz muzZeme zapsat ve tvaru
I= / ()] e av.

Odtud dostdvame A X
TH=T_..
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28.

29,

30.

31.

Najdéte operator hermitovsky sdruZeny k operdtoru 7% (a je redlné éislo).
Resent
Podle definice plati

0o (s 0 \n
. 17—
eia?)% == E —( d;p)

n=0 n

S pouzitim vysledku piikladu 22 dostavame

Proto plati

Dokazte, Ze operator ndsobeni redlnou funkci je hermitovsky.

Resent

Vzhledem k piedpoklddané redlnosti funkce f(z,v,z) je zfejmé, Ze podminka
hermitovosti

[vreav = [ureav
je splnéna.

Naleznéte operator hermitovsky sdruZeny k soucinu dvou operatort AB.
Resent
Hermitovsky sdruZeny operator (AB)* je ddn vztahem

[vrdBoav = [(aByrurear.
S pouzitim operatortt A* a Bt postupné dostavame
JvrABoav = [(itey Beav = [(Bareypav.

Plati tedy vztah

(AB)* = B+A*,
Ukazte, Ze kvantovémechanicka stfedni hodnota operatoru kvadratu libovolné
fyzikalni veliiny je nezdporna.
Reseni
Operator A fyzikalni velidiny je hermitovsky, tj. plati A = A*. St¥edni hodnota
kvadritu odpovidajici fyzikalni veliiny pro systém ve stavu 1 je rovna

/ P* A% dVv.
Pro tuto hodnotu plati

/(A¢)*A¢dv = /;AW dv >o.
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32. Pro operatory A a B, pro které plati [4, B] = 1, vypoditejte [A, B2).
Reseni L
S pouzitim vztahu [A, B] = 1 dostaneme

33. Pro operatory A a B, pro které plati [4, B] = 1, vypocitejte [A, f(B)]. Funkce
f(z) je definovand pomoci rozvoje do fady.
Resent
Nejprve dokazeme indukei platnost vztahu

(4, B") = B,

Z prikladu 32 vyplyvé platnost této rovnice pro n = 2. Z predpokladu platnosti
vySe uvedeného vztahu pro dané n dostavdme pro n + 1

[4,B"*!] = AB™*! - B(AB" —nB"™') =
= (AB - BA)B" + nB" = (n+1)B".
Tim je tedy vySe uvedeny vztah dokdzan pro vSechna n > 2. Podle definice

plati
o f(n)
f(B) = Z nl

n=0

Odtud postupné dostdvame

o M) L 2 f(0)
Af(B) - F(B)A Z \agn - Br Ay =3 (J; w(f))'B”‘l.
n=0 n=1 '

Po predislovani fady dostaneme nésledujici vysledek

I N > fln+l) . > [ ) .

n=0 n=0

34. Predpokladejme, Ze plati

[4,B]=C,
[A,C]=0
a
[B,C]=0
DokaZte vztah
A+ AeBe ¢/2
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35.

Resent
Pro integral o o
I(Q’) — eaAeaBeva(A-l—B)

dostaneme
dI(@) _ i ad aB, -a(i+B) , .adp.oB —a(A+B) _ ad Bl i . By.—a(AtB)
——a—:Ae e““e + e Be*"e - e (A + B)e™*
«
nebo po jednoduché tprave
dI(«)

= AI — e®Ae0B jo—a(A+B),
do

Na tdpravu vyrazu e*B 4 pouZzijeme vztah
[A.£(B) = 1'(B)C,
ktery lze za pfedpokladu [B, C’} = 0 dokazat podobnym postupem jako v pfi-

kladu 33. Pak dostaneme "
% = aCl(a).

Integraci této rovnice obdrZime
9 A
I(a) - C/2+K’

kde K je integracni konstanta. Z podminky I(0) = 1 vyplyva K = 0. Pro o = 1
pak dostaneme

A_B

e e_(A+B) = eé/z.

Ovérte, Ze klasické Poissonovy zdvorky spliiuji vztahy

{f.9}=—{9. f},
{foo1+ 92} = {fia1} +{f. 92},
{f1f2.9} = fi{fe g} + {f1. 9} o,
{fi9192} = {f, 91}92 + 91 {f, 92}
a Jacobiho identitu

{f7 {gvh}} + {g’ {ha f}} + {h, {f,g}} =0.

Prvni a posledni vlastnost definuji Lieovu algebru.
Resent
Klasické Poissonovy zavorky jsou definovany vztahem

_~~[0fdg 9f dyg
{f’g}_z<0qi Opi  Opi 0g; )’

=1

kde ¢; a p; jsou zobecnéné soufadnice a impulzy. Uvedené vztahy lze ové-
Iit pfimym dosazenim a vyuZitim pravidel pro derivaci souétu, resp. souéinu
funkei.



178 Resené piiklady

36. Ovéite, Ze komutator dvou operdtortt A a B definovany rovnici

spliiuje vztahy

[4,B]=—(B, A,
[ Avél + BQ] = [AvBl] + [ AvBQ]a
(A1 Ag, B] = A1[As, B + [A1, B)As,
[A, Bléz] = {A, B1]B2 -+ Bl [/i, BQ]
) (A, (B, ) + [B.[C. Al + (G4, B) =0
Regent

Tyto vztahy lze ovéFit pomoci definice komutétoru.

37. Ukazte, Ze operatory £ a p spliiuji v soufadnicové i impulzové reprezentaci
vztah
[j’ﬁ} = ih{x,p},
kde {,} je Poissonova zavorka.
esent
V soufadnicové reprezentaci plati

SN
i
8

. ., d
p= “"Lha‘a—:

Podobné v impulzové reprezentaci plati

b= ih s
dp
a
p=p
Uvézime-1i jesté rovnost
{.’E,p} =1,

snadno uvedeny vztah ovéfime.

38. Pro klasické Poissonovy zavorky {f, g} plati vztah
{f,9h} = g{f. h} + {f. g}h.

Naleznéte tvar kvantové analogie Poissonovych zavorek za pfedpokladu, Ze i pro
tuto analogii plati vySe uvedeny vztah.
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39.

Reseni
Pro Poissonovy zévorky plati

{fife, 9} = {f1,9} fo + fi{f2. 9}

{fr9192} = {f. g1}92 + a1 {f, g2}.
V téchto vyrazech déle polozime f = fi fo a g = g1go. Pak dostidvame

{fife, 9192} = [({f1,91}92 + o1 {f1, 92})f2 + fil{f2, 91} 92 + g1{f2, g2}]

{f1f2, 9192} = [{f1, 1} fo + fi{ 2. 1 g2 + g1 [{f1, 92} fo + fi{f2, 92}]-

Oba vyrazy si maji byt rovny, musi tedy platit
{fr,a1}g92f2 + frgi{ fo, 02} = {f1, 91} fag2 + g1 f1{f2. 92}

neboli

{f1,91}g2, fo] = (91, f1]{ f2, 92}-

Z4dame-li, aby tento vztah platil i pro operatory v kvantové mechanice, vidime,
Ze kvantova analogie klasickych Poissonovych zavorek musi byt aZ na konstantu
C rovna komutétoru pfislusnych operatort

{f,9y=cClf. 4.
V klasické fyzice je Poissonova zavorka redlna. Pozadujeme proto, aby operator

C| f §] byl hermitovsky. Za ptedpokladu, Ze operatory f a § jsou hermitovské,
dostaneme z tohoto pozadavku

~C*[f,49]=Cl},4].

Odtud vyplyva
C = ikonst,

kde konst je redlnd konstanta.

S pouzitim vysledki ptikladu 38 ukaZte, Ze plati komutaéni relace

[Z,P] = ih,
kde % je konstanta rozméru Js.
Reseni
V Kklasické fyzice plati

{z,p} =1.

Prejdeme-li ke kvantové mechanice, dostaneme pro ,kvantové Poissonovy za-
vorky“
{,p} =1.



180 Resené piiklady

PoloZime-li ddle f =2 a obdrZime z vysledkt piikladu 38

PoloZime-li dale C = 1/(ih), kde % je konstanta rozméru akce (Js), dostaneme
[z,p] = ih.

Dostévame tedy Heisenbergovy komutaéni relace, kde hodnotu konstanty % je
nutné uréit porovnanim teoretickych vysledkd s experimentalnimi.

40. Dokazte, Ze komutaéni relace pro operatory soufadnice a impulzu [Z,p] = ih
plati i pro kanonicky sdruZené operatory soufadnice a impulzu dané vztahy

QY =29

A L, 1 d

Py = — hTm)E [z(z)¥],

kde je z(z) libovolné funkce proménné z.

Resent
Komutator operdtortt @ a P je vyraz

@, P]=QP - PQ.

Pro lepsi prehlednost vezmeme nejprve prvni ¢len v rozdilu a nechdme jej
pusobit na funkei ¢

An zd L x  dz dy
QP = —-Zh—'d—- (Z"l/)) —1h;¢d—m — hl‘—“
Pro druhy ¢élen dostaneme
R L1d L1 /dz , dy
PQ = —17‘1;32 (zzy) = ——zh; <£u/z +zYp+z zd—x> .
Spojime-li oba vyrazy dohromady, dostaneme hledanou rovnost
[Q.P) =

41. Pro operatory soufadnice a impulzu plati komutacéni relace

kde
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42.

UvaZujme vlastni funkce operatoru P

1 _
- e~ Pe/(ih),
v V2rh

pro které postupné dostdvame

[ payp e = | 1@y w) - oy e az =

= [ 160 o) - Gy @z =0

bale o)
Vychézi ndm nula, coZz podle komutaé¢ni relace nemtize platit. Kde je v této
uvaze chyba?
Resendt
Spravny postup je nasledujici. Postupné dostavame

o

[ wptan—saipde= [ (@) o) - o) @) 2 =

- 00

= [ (@) - ey @i dr= s [ atp - e g,

Pouzijeme-li nyni vztaht

a
p-5(p) = ~3(p),
dostaneme ) o
=3 z(p — p')e* @' P/ (h) gy —
= i) o [ DI = in( ) 60/ ) = ih ().
dp’ 27h J_ dp’

UvaZované vlnové funkce jsou normované na Diracovu é-funkci
o0
% /
| vibads=s6' - ),
— 00

komutacni relace mezi operétory soufadnice a impulzu proto plati.

Naleznéte kvantovémechanicky operator odpovidajici klasickému soudinu ve
tvaru zp,.

Reseni

Ocekavame, Ze klasickému soudinu zp, bude odpovidat operator

Py

A=(1-a)ip, + ap.3,
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kde a je realna konstanta. Tuto konstantu vybereme tak, aby stfedni hodnota

(A) byla reélna. PoloZime-li
¥ =1 + iy,

kde 41 a 1y jsou redlnd a imaginarni ¢ast vinové funkce, a pouZijeme-li vyjad-
feni Z a p, v soufadnicové reprezentaci, dostaneme

(A) = —-ih/ {T (%%% + ¢’2%¢?2> +a(¥i + 1/13)] dV+

O o
+h/l<w1—a}f— 2-(.—3—;1—) dVv.

Prvni ¢len na pravé strand je ¢istd imagindrni a musi byt roven nule, druhy
&len je realny. ProtoZe v disledku normovéani plati

[

1ze podminku nulovosti prvniho ¢lenu zapsat ve tvaru

1 0
5 o5 Wheud) v = —a

coZ po integraci per partes dava

a = —.

2
Vidime, Ze redlna vlastni &isla zajistuje symetrickd kombinace
A== (8ps + Pud) .

Kdyz pfejdeme ke komplexnim a

1
a=§+lb,

kde b je redlné, dostaneme obdobnym zptsobem
A:%@m+m@+w@n—ﬁg.
Stfedni hodnota druhého ¢lenu je diky komutadni relaci
[£,Pg) = iR

rovna bh nezavisle na vlnové funkci. Tento ¢len pouze posouva hodnotu méfeni
o konstantni hodnotu a lze ho vynechat.
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43. Naleznéte tvar operatoru ¢asové derivace pro soufin dvou operatort

44.

< (48).

Resent
Z definice operatoru casové derivace

dostaneme rozepsanim
d ;s\ dA. .dB
= (4B) = TB+A—.

Plati proto podobné pravidlo jako v pfipadé& derivace soudinu funkci.

Naleznéte tvar operatoru ¢asové derivace pro soudet dvou operatorti

%(AJrB).

Resent
Rozepsanim dostaneme

d (A+B) d4A dB

& TR

Plati proto podobné pravidlo jako v pf¥ipadé derivace soudtu funkci.

21.4 Méfeni

1.

Predpoklddejme, Ze mdme dva systémy, které se nachdzeji ve stavu popsaném
stejnou vlnovou funkci. Na kaZdém systému jednou zméfime odpovidajicim
méficim pfistrojem veli¢inu A. Na prvnim systému naméfime hodnotu A, na
druhém odliSnou hodnotu A; # A;. Co mliZeme fici o stavu, ve kterém se
systémy nachézely pfed méfenim?

Resent

Kdyby uvaZovana vlnovd funkce ¢ byla vlastni funkci operatoru A, namsfili
bychom v obou pfipadech stejnou hodnotu. Odtud vyplyva, ze uvazovana vl-
nové funkce neni vlastni funkei operatoru A. To souhlasi také s tim, 7e v rozvoji
P =), e, jsou zfejmé koeficienty odpovidajici vlastnim ¢isltm A4; a Az ne-
nulové. Naopak, pokud bychom naméfili stejné hodnoty A; = A, neznamend
to, Ze oba systémy byly ve stavu popsaném stejnou vlnovou funkci.
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2. Predpokladejme, Ze systém je v nezndmém stavu. Provedeme méfeni veli¢iny A
a dostaneme hodnotu A;. Ihned poté toto méfeni zopakujeme. Jakou hodnotu
naméiime pfi opakovaném méfeni?

Resent

Po prvnim méfeni se vlnova funkce systému zméni na vlnovou funkei odpovida-
jici vliastnimu éislu A;. Pokud méfeni vzapéti zopakujeme, dostaneme s prav-
dépodobnosti rovnou jedné opét hodnotu A;. Slovo vzdpéti je zde podstatné,
protoZe Casovy vyvoj systému by mohl byt takovy, Ze po uplynuti urcitého
¢asu od prvniho méfeni by se systém mohl nachazet ve stavu popsaném jinou
vlnovou funkei (kterd je uréena FeSenim Casové Schrodingerovy rovnice).

3. Médme k dispozici jediny systém nachdzejici se v nezndmém stavu popsaném
vlnovou funkei 9. Lze navrhnout experiment, jehoZz pomoci bychom mohli tento
stav urcit?

Resend

Pokud o nezndmém stavu neméame dalsi informace, nelze méfenim stav tohoto
systému uréit. KdyZ zméfime libovolnou veliéinu A a naméfime napf. hodnotu
A, odpovidajici vlastni funkci 4,,, potom jediné, co mtaZeme Fici, je, Ze maticovy
element [ ¢ (z)¥(z)dz je nenulovy. Po méfeni se systém bude nachazet ve
stavu 9,. Pavodni stav je dal$imu méfeni nedostupny. Jedinou mozZnosti je
zkoumat historii vzniku stavu ¥ aZ po posledni pfedchézejici méfeni. Po tomto
méfeni je systém ve stavu popsaném vlastni funkei odpovidajictho operétoru,
kterd se vyviji podle Casové Schriodingerovy rovnice. Ze zndmé pocéateéni vinové
funkce po poslednim méfeni lze pak uréit vlnovou funkci ¢ v Case, o ktery se
zajiméme.

4. Navrhnéte postup na vytvafeni systéml v néjakém pfedem zvoleném stavu
popsaném normovanou vinovou funkei .
Resent
Nejprve je nutné nalézt fyzikilni veli¢inu s operdtorem A, pro kterou je funkce ¥
vlastni funkci odpovidajici nedegenerovanému vlastnimu ¢éislu, napf. a. Potom
budeme postupné brat systémy uvaZovaného typu (nezélezi na tom, v jakych
budou stavech) a budeme méfit veli¢inu A. Pokud naméfime hodnotu réiznou
od a, stav ,zapomeneme“. Pokud je naméfend hodnota rovna a, pfipravili
jsme pozadovany stav. Zbyvé ukdzat, Ze takovy operdtor miiZze reprezentovat
fyzikdlni veli¢inu. Snadno se lze presvédéit, Ze operdtor definovany vztahem

Ap(z) = ay(z) / ¥ (y)e(y) dy

je linedrni hermitovsky operator a funkce ¥(z) je jeho vlastni funkci odpovida-
jici vlastnimu &islu a. Diky tomu, Ze jde o linedrni hermitovsky operator, mize
existovat fyzikalni veli¢ina, kterou reprezentuje. Praktickd konstrukce odpovi-
dajiciho méficiho pfistroje vSak maze byt obtizna.
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21.5 VlInové funkce

1. Zdavodnste, které z nésledujicich funkci mohou byt vinovymi funkcemi staci-
onérnich stavii Eastice na intervalu z € (—o0, co0):
a)y=zproz>0ay=0proz <0,

b) ¥ = 22,
c) ¢ =e7lol,
d) ¥ =e™%,

e) ¥ = cosz,
f) ¥ = sin|z|,
g) Y =e"",
hyy=1pro-1<z<lay=0proz<-—-lazx>1,
)Yy=z(a—2z)pro0 <z <aar =0 jnak.
eSent
a) Neni koneénd pro z — oo a nemd spojitou derivaci vz = 0,
b) neni kone&na pro z — *oo,
¢) nema spojitou derivaci v z = 0,
d) neni koneénd pro z — —oo,
e) ano, volné &astice,
f} nemé spojitou derivaci v z = 0,
g) ano, zdkladni stav linedrniho harmonického oscilitoru,
h) nem4 spojitou derivaci v z = £1,
i) nem4 spojitou derivaci v z = 0, a.
Poznamka: Spojitost derivace vinové funkce neni vyzadovana v pfipadé neko-
ne¢né zmény potencidlu. Funkce f) a i) mohou byt vlnovymi funkcemi, pokud
vzty¢ime nekonec¢né bariéry napf. v bodech z = 0,7, resp. z = 0, a.

2. Popisuji funkce ¥ (z) a exp[if(z)]¥(z), kde f(z) je redlnd funkce, stejny stav?
Resent
Ne, tyto dva stavy se obecné li§i hustotami toku pravdépodobnosti j.

3. Provedte pfechod od Fourierovy fady k Fourierové transformaci.
Regent
Fourierova fada pro funkci ¢ s periodou L mé tvar

/ 1 in2te
lU(fC):E Z cpe L7,

n=-—00
kde
L/2 g
Cn :/ e”"" T ¥Y(x)dx
_L/2
Oznadime
k= ngz
UL
a zavedeme diferenci 5
Ak = 2T An,
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kde An = 1. Pak dostaneme
1 ikx L
¥(@) = ¢ ;c(k)e 5Ok,
coz v limité L. — oo pfechézi na

W(z) = — / " ok)eit d

2r J_o

Pro ¢(k) dostaneme

00

c(k) =/ P(z)e™ " dx.

—o0

Ve fyzice se v poslednich dvou vztazich obvykle pouZzivé stejny faktor 1/+/27.
4. Urcete Fouriertiv obraz funkce #(z) = hexp(ikoz) pro —a/2 < z < a/2

a ¥(z) = 0 jinak.

eseni
Fourieriv obraz je dan vztahem

p(k) = # /—OO P(z)e”** dz.

1 sin[(ko — k)a/2]
k) = e=he— STy

Vysledkem je

5. Uréete Fouriertiv obraz funkce ¢(z) ve tvaru pravouhlého pulzu ¥(z) = 1/v/2a
pro —a < z < a a ¢(z) = 0 jinak.
Reseni
P¥i pouziti proménné p = fik uréime Fourier@iv obraz podle vzorce

_ 1 = 2/(ih) 4
o) = <= / ()l da,

o(p) = \/—Wi-asin(];a/h).

6. Urdete hustotu pravdépodobnosti, se kterou dopadne &astice na stinitko p#i
rozptylu Céstice na jedné Stérbiné o $ifce 2a.
Reseni
Podle pfikladu 5 je amplituda pravdépodobnosti, Ze éastice ma slozku impulzu
ve sméru napfi¢ §térbinou, rovna

Vysledkem je

i sin(pa/h)

w(p) = ma
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Ma-1i ¢astice slozku impulzu napfi¢ Stérbinou rovnou p, odchyli se na vzda-
lenosti [ od $térbiny ke stinitku od stfedu $térbiny o hodnotu Az = vAt =
(p/m)At, kde doba pohybu &astice od Stérbiny ke stinitku je rovna At =
[/(po/m) a po je slozka impulzu &astice ve sméru pohybu od §térbiny ke sti-
nitku. Dostavime tedy vztah mezi impulzem p a mistem dopadu ve tvaru
p = Azpg/l. Amplituda pravdépodobnosti, Ze ¢astice dopadne na stinitko ve
vzdalenosti Az od roviny prochizejici stfedem Stérbiny je tudiZ rovna

sin[Az poa/ (k)] ‘

#(0) = N

kde N je normovaci konstanta. P¥i mnohondsobném opakovini experimentu se
na stinitku vytvo¥i obraz s rozdélenim hustoty tmérnym |#(Az)|2.

7. Vypocitejte hustotu pravdépodobnosti, se kterou dopadne ¢astice na stinitko
pfi rozptylu ¢astice na dvou paralelnich stérbinach, z nichz kazda ma $ifku 2a
a jejich vzajemnd vzdalenost je rovna 2b.
Resend
S pouzitim vysledkt pro jednu $térbinu dostaneme

o [ sinl(@ — Bypoa/(B)] | sinl(z’ + Bpoa/(1B)]
o) =N { @ bpofl T @ 1o/l }

kde 2’ udéva vzdalenost bodu na stinitku od roviny pilici prostor mezi $tér-
binami a N je normovaci faktor. Prvni ¢len se vztahuje ke $térbiné se stfedem
v bodé =’ = b, druhy ke $térbiné se stfedem v bodé z’ = —b. Interferenéni
obrazec na stinitku odpovid4 hustot& pravdépodobnosti |¢(z’)|%.

8. Naleznéte Fouriertiv obraz funkce

6 1
S ey

udévajici Lorentziv tvar spektrilni ¢ary.
Resent
Integral vypoditime podle vzorce

*® coskzx T
dr = — —ké
/0 22ye2 TT %

ktery plati pro kK > 0 a Red > 0.

1 &0 ) 1 8§ [ coskzx
F(k) = —— —ikT dg = 2 —/ dr =
(k) Vo /_oof(m)e o Vorm o z? 462 ac
1 07 _ps L s

— e = ¢
V2 w26 Vor

Fouriertiv obraz je roven
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9. Urcete Fouriertv obraz gaussovské funkce

1 2 2
- —2%/(24%)
flz) = = =e .

Resent

1 * . 1 2
Fk)= —/ z)e * dy = ——e(FA)/2,
) V2r Joso /@) V2
Fourierovym obrazem gaussovské funkce je opét gaussovskd funkce.

10. Nalezné&te Fouriertv obraz vinovych funkci staciondrnich stavi ¢astice v neko-
ne¢né hluboké jednorozmérné potencidlové jame.
Resent
Vlnové funkce staciondrnich stavii &dstice v nekoneéné hluboké jednorozmérné
potencidlové jamé na intervalu 0 < z < a jsou rovny

Yn(z) = \/gsin nT:m:.

Fouriertiv obraz urdime podle vztahu

1 ee :
/ P (z)eP/ (D) dg.
-0

9071(10) = \/27T—ﬁ

Po pouziti vzorce sinz = [exp(ix) — exp(—iz)]/(2i) a vypo&tu integrald dosta-
neme

[ 2 nma[l = (=1)" exp(—ipa/h)]
PO =R T e -

11. Pro &astici ve stavu popsaném normovanou vlnovou funkei ¥(z, v, z) vypo&téte
pravdépodobnost, Ze jeji soufadnice z ma hodnotu v intervalu (z1, z9) a slozka
impulzu py mé hodnotu v intervalu (p1, p2).

Regeni
Nejdfive uréime vlnovou funkci ¥ (z, py, )

1 o ,
Y(z,py, 2) = m/ B(z,y, 2)ePr¥/ M qy.

Hledand pravdépodobnost m4 tvar

e ] P2 z2 9
[ da [T, [
—00 P1 21

12. Pfedpoklidejte, Ze funkce 17 a 1o jsou dvé linedrné nezavislé a normované
vlastni funkce linedrniho hermitovského operatoru A odpovidajici témuZ viast-
nimu éislu.
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13.

a) UkaZte, Ze libovolnd netrividlni linedrni kombinace ¥ = c19; + ca1b2 je opét
vlastni funkei operatoru A s toutéZ vlastni hodnotou.
b) Za pfedpokladu, Ze ¥ a 2 nejsou ortogonalni, naleznéte dveé linedrni kom-
binace téchto funkci takové, aby byly navzajem ortogondlni.
Resent
Piedpokladame, Ze plati

Ay = ay

Ay = aps.
a) Plati

A1ty + eaihn) = 1 Ay + colihy = crahy + caaths = a1y + cavbo).

b) Ortogonalni jsou napf. funkce

1/)’1 :’lr/)l7
Y _ <¢1|¢2>
o = P2 <¢1|¢1>¢1,

kde ( | } oznaluje skaldrni sougin funkci (Grammova-Schmidtova ortogonali-
zatni metoda).

Najdé&te bra-vektor konjugovany ke

a) ket-vektoru a|y),

b) ket-vektoru Aly),

kde a je komplexni ¢islo a Aje operator.

Reseni

Magjme ket-vektor |¢) a bra-vektor (¢|. Skaldrni souéin téchto vektori je roven

wieh = [wear

a) Ze vzorce pro skaldrni soucin plyne antilinearita skalarniho souinu v bra-
vektoru

alp) =lap) = (| =a"(Y|.

Bra-vektor konjugovany ke ket-vektoru «|¢) je proto a*(y|.
b) Postupujeme podobné jako v pfedchozim bodé. PouZijeme vztah

(Aglp) = (YA ),

kde kiiZek oznaduje hermitovské sdruzeni. Pak dostaneme vysledek

AWy = |Ay)  —  (A*yl.
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21

1.

.6 Vlastni ¢isla a vlastni funkce

Dokaite, Ze vlastni hodnoty hermitovského operatoru jsou reilné.
Resent
UvaZujeme vlastni problém tvaru

Ap = ay,

kde A je hermitovsky operator, a je vlastni ¢islo a ¥ je odpovidajici vlastni
funkce. Potom dostaneme

(W|Ay) = aly]y),

kde (| ) oznacuje skaldrni sou¢in funkei. Po hermitovském sdruzeni dostaneme
z vlastniho problému

(AY)* = a*yp™,
kde kiiZek oznatuje hermitovské sdruZenf a hvézditka znamend komplexni sdru-
Zeni. Z posledni rovnice vyplyva

(AYlp) = a* (Yly).
Pro hermitovsky operator plati

(W|Ay) = (Ayly),
coZ znamena, Ze vlastn{ &isla a jsou redlna

a=a".

. Ukazte, Ze pro necasovou Schrédingerovu rovnici s redlnou potencialni energii

V(z) vyhovuje téZe rovnici jak realna, tak imaginarni ¢ast vlnové funkce.
esent

Z rovnice ,
he 42
— — e V =
[ omda? T (i)J v="5by
komplexnim sdruZenim dostaneme
S . .
[~ omdz? T V(I)] V=B

Odtud vyplyva, Ze redlna ¢ast 11 = (¢ + ¥*)/2 i imaginarni &ast 1y = (¢ —
¥*)/(2i) vlnové funkce vyhovuji Schrodingerové rovnici s toutéZ energii E.
Pro redlné hamiltonidny toto tvrzeni plati i ve vice dimenzich. Obecns plati,
ze zatimco hermitovost hamiltonidnu se pfi unitédrnich transformacich baze
zachovavi, s jeho redlnosti tomu tak neni.
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3. Je funkce 9(z) = Acos(kz), kde k je redlné, vlastni funkei operatoru impulzu?
esent
Neni, nevyhovuje rovnici

—zh&g = .

4. Uréete vinovou funkci éastice, kterd ma
a) ostrou hodnotu polohy,
b) ostrou hodnotu impulzu.
Resend
Nabyva-li néjaka veli¢ina ostrou hodnotu, namé¥i se jedno z vlastnich &sel
operatoru, ktery je této veli¢iné pfifazen

Ay = ay.
a) Pokud mé &4stice ostrou soufadnici, plati

E(x) = zo¥(),

kde z¢ je vlastnim ¢&islem operatoru . V soufadnicové reprezentaci z definice
& = z dostaneme

(x — z0)P(z) = 0.

Némi hledand funkce je tedy Diracova §-funkce
P(z) =6 (z — zo).

Normovaci konstanta je rovna jedné.

b) Pokud méa &astice ostrou hodnotu impulzu py, plati

Y = poy.
Operéator p mé v soufadnicové reprezentaci tvar
d
p = —ih—.
P dz

Resime diferencialni rovnici
., dip
—th— = po¥,
dzx

z které vyplyva
Y (z) = Ne~poz/(ih)

Normovaci konstanta N zavis{ na pouZitém typu normovani.
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5. Naleznéte tvar operatoru soutfadnice Z v impulzové reprezentaci a uréete jeho
vlastni hodnoty a vlastni funkce.
Reseni
Mezi vlnovou funkei ¢(z) v soufadnicové reprezentaci a vlnovou funkei o(p)
v impulzové reprezentaci plati vztah

0e) = o= [ el M.

Odtud dostavame

zp(z) = \/%/_ ¢(p) (—ih%) e~PE/ ) qp,

Po provedeni integrace per partes dostaneme pro funkce spliiujici podminku
lim ¢(p) =0

p—toc

vyraz
1 [ de(p) ;
=— ih e P/ (ih) gp,
) vV 2mh /—oo dp !

xp(z

ze kterého vyplyva

d
i =ith—.
dp
Resenim problému vlastnich &isel
T = xop
dostavame postupné
de
5 AP _
3 dp oY,
d
& _Dy
v ik

zo/(ih
o(p) = eP o/ (ih)
kde z¢ je redlné vlastni &islo. Pfi normovani na Diracovu §-funkci mzeme psét

1

— oPTo/(ih)
¢(p) = 7=
6. Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni funkce operatort d% a Ed;.

Regeni
Z vlastniho problému
dy

=A
dz v
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dostavime

w — e/\.’c
Z podminky koneénosti vlnové funkce ¥(z) pro z — ioo vyplyvad A = ia, kde
@ je libovolné realné ¢islo. Podobné pro operétor 7§ platx

— 4
Pp=e"%,

kde A je realné. V obou pfipadech je spektrum vlastnich é&sel spojité. Vinové
funkce se obvykle normuji na §-funkci, takZe napf. druhd normovans vinova
funkce je rovna
1 —iAx
—e .

) =
v V2T

7. Naleznéte vlastni &isla a vlastni funkce operatoru z + 3z
Reseni
Vyjdeme z vlastniho problému

(m+—>1/) M.

Po separaci proménnych dostaneme

dv
A (A —z)dz.
¥
Integraci této rovnice obdrZime
o= e)\m—xz/Z‘

Tato vlnové funkce vyhovuje podminkdm koneénosti, jednoznaénosti a spoji-
tosti pro libovolnd redlné i komplexni A.

8. Urcete vlastni &isla a vlastni funkce operatoru —z , kde ¢ je thel rotace okolo
osy z ve sférickych souradnicich.
Resent
Regeni rovnice dy
1 Q- AP
hleddame ve tvaru
P = e,

Vzhledem k poZadavku jednoznaé¢nosti vinové funkce 1) musi platit
P(p) = Y(p +27).
Odtud vyplyvaji mozné hodnoty A
A=m, m=0,4+1,%£2,....

Pfi normovani na interval délky 27 dostaneme vlnové funkce

1

e'™m?,
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9. Naleznéte vlastni &isla a vlastn{ funkce operdtoru sin (ad;) , kde ¢ je Ghel rotace

okolo osy z ve sférickych soufadnicich.

Resent
sm< >1/) A

Resime vlastni problém
0 (-*l)k d2k+1’$
e = A\
kgo @kt D) dpoert — W

nebo podrobnéji

Podobné jako v pfikladu 8 hleddme feSeni ve tvaru
P =
7 poZadavku jednoznacnosti vinové funkce
¥(p) = P(p + 2m)

vyplyva
a=im, m=0,+1,4+2,....

Po dosazeni do vlastniho problému dostévame

A= Z (2k T l)' )2k:+1 = sin(ém) = isinh(m).

10. Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni funkce operatoru e**3, kde ¢ je tihel rotace
okolo osy z ve sférickych sourfadnicich.
Resend
Analogickym postupem jako v piikladu 9 dostaneme

w — eimga

A=e ¥ m=0,+£1,%£2,....

11. Urcete vlastni &isla a vlastni funkce operatoru d == + f Cflr
Resent
Po zavedeni substituce x(r) = r¢(r) dostaneme jednoduchou diferencialni rov-
nici )
d*x
—% = Ay,
dr? X
kterd ma feseni
X1 = AeY>
a
_

x2 = Be
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12.

Pro A = —a? < 0 (kde o je realné) jsou tyto funkce konetné pro r — oo.
Abychom zajistili koneénost vinové funkce ¥(r)

AeV>" 4 Be=VAr
w(r) =

r

pro r — 0, je tieba, aby ditatel pro r — 0 konvergoval k nule spoleéné s jme-

novatelem. Musi tedy platit
B = -4,

coz vede na vlastni funkci

sin(ar) .

v =N

r

Urcete, jaky charakter ma energetické spektrum necasové Schrodingerovy rov-
nice pro nésledujici potenciélni energie:

a) V(z) = 0 pro |z| < a a V(z) = konst > 0 pro |z| > a,

b) V(r) = mw?r?/2,

c) V(r) = konst/r.

Reseni

a) Energetické spektrum je diskrétni v intervalu energii (0, konst) a spojité pro
interval (konst, o). Diskrétnich hladin je koneény podet.

b) Vzhledem k vlastnosti V(r) — oo pro 7 — oo je energetické spektrum dis-
krétni na intervalu (0, c0). Diskrétnich hladin je nekoneény pocet.

c) Pro konst > 0 je potencidlni energie kladnd a ma minimum pro r — oo.
Energetické spektrum je proto spojité na intervalu (0, 00). Pro konst < 0 je
potencidlni energie zdporna a mé vlastnost V(r) — —oco pror — 0a V(r) — 0
pro r — oo. Energetické spektrum je diskrétni na intervalu (—o0,0) a spojité
na intervalu (0, co). Diskrétnich hladin je nekoneény podet.

21.7 Volna d&astice

1.

UkaZte, Ze neptisobi-li na soustavu ¢astic Z4dné vn&jsi sily, je celkovy impulz
soustavy integrilem pohybu.

Reseni

Operétor impulzu a hamiltonidn soustavy &astic jsou rovny

P:Zﬁi

. H2
H=3" %— D Vile) + 3 Vig(rg),

i<y
kde m; je hmotnost &astic, >, V; je potencidlni energie v poli vnéjich sil
a e j Vi; je potencidlni energie odpovidajici vnitfnim parovym interakcim
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astic. S pouzitim komutaénich relaci mezi operatory soufadnic a impulzu do-
staneme ~
dpP
PRI
3

V nepiitomnosti vn&jsich sil je tedy celkovy impulz integrédlem pohybu.

2. V Klasické fyzice se t&Zisté izolované soustavy vzdjemné interagujicich ¢éstic
pohybuje rovnomérng piimoéafe. UkaZte, Ze v kvantové mechanice plati po-
dobné tvrzeni.

Resent

N

d  p

dt m’

kde p je operator celkové hybnosti a m je celkova hmotnost soustavy. Operdtor
celkové hybnosti komutuje s hamiltonidnem, z &ehoz vyplyva

dp

P _o
dt

Odtud dostavame
4%t _
dez
d?(#)

dt?

A

3. Napiste obecné feSeni jednorozmérné asové Schrodingerovy rovnice pro volnou
Castici.
Resent
Resen{ asové Schrodingerovy rovnice
OP(z, t) h? 9%y (z,t)

ih ot 2m  Oz2

hleddme v separovaném tvaru

P(z, 1) = p(2)x(1)-

Odtud dostavame

., Ldx R 1d%p

Y — —— =

x dt 2m ¢ dz? ’

kde E je separa¢ni konstanta. Z poZzadavku koneénosti funkce ¢(z) pro z —
400 vyplyva E > 0. Polozime-li E = h%k?/(2m), kde k je obecné realné &islo,
dostaneme

p(z) =e
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x(t) = e,
Obecné feSeni ma tvar
o0
P(z,t) = / c(k)e*== Y tdk

—o0

kde c(k) zdvisi na k.
4. Naleznéte obecnou vlnovou funkei volné ¢astice ve sférickych soufadnicich. Ur-

¢ete vlnovou funkei pro [ = 0 (s stav).

Resent
Schrodingerova rovnice pro radidlni éast vinové funkce R ma tvar

L[] o 2

kde
2ul

52
a 4 je hmotnost &dstice. Po zavedeni nové funkce

x=VrR

/ 2
X/l+'x7'+l:k2-(l+1/2) JXZO'

K =

dostaneme
r2

Resenim této rovnice jsou Besselovy funkce poloéiselného fadu. Vzhledem k tomu,
Ze vlnové funkce musi byt pro r — 0 koneéna, miZe to byt pouze Besselova
funkce prvniho druhu, takZe dostaneme

konst

R(k,r) = \/k_ Jl+l/2(k7')

Obecné feSeni miZeme psat ve tvaru

oo l
Z Z CimYim (8, @) ,—Jz+1/2(7€7")
=0 m=—

Pro | = 0 dostaneme N
R(k,r) = — sinkr.
T

Vzhledem k tomu, Ze jde o spojité spektrum, je tfeba provést normovéani na
d-funkci o
/ R*(K',r)R(k,r)r* dr = §(k — k).
0
Odtud dostaneme
N =4/ —=.
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5. Urdete hustotu toku pravdépodobnosti pro
a) volnou &astici popsanou rovinnou vlnou

w — Ae(Et—\/QmEa:)/(ih) ,

b) vlnovou funkeci

1/) Ae(Et V2mEz)/(ih) + Be (Et+v2mEr)/(lﬁ

Reseni
a) Dosazenim do vztahu

h <w*dzp dy* )

dz dzx
dostaneme
. h . —V2mE V2mE |, VomE
G= o g Ty - Yy ) = YR 2 = By = w2,
2mi ih ih m m

b) Podobné odvodime

7

2mE

j= (AP - |BI?) =v (AP - |B]?).

Prvni ¢len odpovidd pohybu gastice v kladném sméru osy z, druhy odpovida
pohybu v opaéném sméru. Pokud je |A| = |B|, je tok hustoty pravdépodobnosti
roven nule.

6. V dase t = 0 je vlnova funkce volné ¢astice rovna
Y(z,0) = Ne~o'/ @) +ikoa

kde a a ko jsou redlnd &isla. Urdete normovaci koeficient N a hustotu toku
pravdépodobnosti j. Dale urdete charakteristicky rozmér oblasti, v niZ je ¢astice
lokalizovana.

Reseni

Normovaci koeficient N je ddn podminkou ffooo [¥(z,0)|?> dz = 1. Po dosazeni
vlnové funkce ¥ dostavime

|N|2/ e = /% dz = |N|Pay/7 = 1.

Odtud vyplyva, Ze miZeme poloZit

= (1/aym)'"?.
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Hustota pravdépodobnosti je rovna
p(x,0) = |$(,0)2 = |N|2e=s"/a*

Tato funkce ma maximum v bod& z = 0 a rychle klesd s réstem |x| > a. Oproti
maximu klesne hustota pravdépodobnosti v bodech 2 = +a na 1/e své piivodni
hodnoty.

Hustotu toku pravdépodobnosti vypoéitdme podle vztahu

i(2,0) = h ( Ldy dy* > _ |N|2h—k0—e"xz/a2 _ hkgp
dz m

Tento vyraz ma klasickou analogii v teorii kontinua. Faktor p je uréen reilnou
¢asti vlnové funkce a vyraz hiko/m (analogie klasické rychlosti &dstice) je dan
imaginarni ¢asti vinové funkce.

7. Naleznéte Fouriertiv obraz vlnové funkce z ptikladu 6. Uréete $iiku vlnového
baliku v prostoru Fourierova obrazu (k-prostoru).
Reseni
Vlnovou funkci ¥(z, 0) zapiSeme ve tvaru rozvoje do rovinnych vin

¥(z,0) = \/—12;7; [ h c(k)et*® dk.

Odtud vyplyva

k) = e /Oo Y(z,0)e” " da = 7 /Oo eilko—k)z=2%/(20%) gy
V2T J o ’ V2T J oo

Po doplnéni vyrazu v exponenciéle na tplny étverec dostaneme

o)
—~~

o(k) = N e—az(kg—k)z/Z/oo o—lr—ilko=K)a?]?/(2a%) 4o — Nge—a’(ko—k)?/2.
V2r — 0

Polosifka vlnového baliku v k-prostoru je rovna Ak = v/2/a. Pravdépodobnost,
Ze Castice ma vinovy vektor k v intervalu (k, k + dk) je rovna

le(k))2 dk = N2q2e9"(ko=F)* gk,
8. Pro ¢éstici z pfikladu 6 vypocitejte stfedni hodnotu soufadnice () a impulzu

(p), kde p = —ih(d/dz).
Resent

o0 oo
(@) = / ol de = yN|2/ e~/ dz = 0,
) —00

(ﬁ):/—oo ¢*<—¢ %) dm:/_oozl) (hk0+m—m)wdx:hko.
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9.

10.

Pro &astici z prikladu 6 vypoditejte ((A2)?) a ((Ap)?), kde p = —ih(d/dz).
Ovéfte platnost Heisenbergovych relaci neuréitosti.

Reseni

Podle ptikladu 8 je (z) = 0, a proto plati

A=z — (z)=x.

Odtud vyplyva

(a2 = |

geel

20,12 o [T 2 —a?a | V] 3
z°|Y)* da = |N| / zlem /0 dx:Tﬁa'.

Po dosazeni N = (1/a+/7)!/? dostaneme
2
22y — &
(a2 =%

Vypocet ((Ap)?) miZeme provést bud v soufadnicové reprezentaci s poui-
tim operdtoru p = —ifi(d/dz), nebo v impulzové reprezentaci. V impulzové
reprezentaci vyuZijeme vztahu ((Ap)?) = h*((k — ko)?) a rozdéleni |c(k)|? dk
z ptikladu 7 znormujeme. Normovanou hustotu pravdépodobnosti v k-prostoru
budeme pfedpokladat ve tvaru

Be»(k—ko)za2
Normovaci koeficient vypocéteme z podminky

/oc Be—(k=ko)?a® qp. _ 1

kterd vede na B = a/+/7. Nyni dostavame

((Ap)*) = th/ (k — ko)Qe*(k*ko)%ﬁ dk —

—0oC

oo 2
— BR? {_ / o (k=ko)%a? dk] = Brﬂ%@ -

a3 2a?

d(a?)

Vidime, Ze pii zvétsovani a? roste linearné ((Az)2), zatimco ((Ap)?) linedrné
klesa.

Relace neurditosti jsou v tomto pifipadé splnény s rovnitkem
hZ
(A2 (A5)%) = .

Pro &astici s vlnovou funkei ¢(z,0) podle piikladu 6 urdete ¢asovou zavislost
vlnové funkce ¢(zx,t) pro ¢t > 0.
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11.

Resent
Vlnova funkce ¥(z,t) je ddna vztahem

1 e g k%t
1/J(m,t):—\/—2_;r / c(k)e*= "t dk.

Po dosazeni c¢{k) z pfikladu 7 dostaneme

Na [* ihk?t  a?k? a2k2
"ﬁ(l‘,t):\/—;ﬂ/ exp(ikm—lzm _a2 +a2kkg— ; )dk

Po doplnéni argumentu exponencidly na tiplny étverec lze tento integral prevést
do tvaru Poissonova integralu

iz 2
N ko + )" a?
b t) = N etttz oy | Fot 2E) @
\/277 1+ 2
. 2
oe 2 At ko + &
x/ exp _2 |k 1+ ‘ 5~ 0" a2 dk.
oo 2 ma 14 bt

Po vy¢isleni tohoto integralu dostaneme

N z? — 2ia%zky + T"0 thalkg
P(z,t) = ———==1exp -
1 + 7;h;2 2 (1 + mr;c?) 2
nebo po upravé
1— AL
P(z,t) = N—m”x
1+ (7 )
(-0 koot g — 52
X exp — 2 ma a 3 m
22 [1+ (%) } 1+ (L)

Pro &&stici s vlnovou funkei ¢(x,t) podle piikladu 10 uréete hustotu pravdé-
podobnosti p(z,t) a hustotu toku pravdépodobnosti j(z,t).

Reseni

S vyuZitim vysledkt pfikladu 10 dostaneme

_ ko )2
p(z,t)=|¢(z,t)}2 ———Lexp - (I n t)

Vit () | e 1 ()]

1710,

Tento vyraz ukazuje, Ze maximum hustoty pravdépodobnosti se pohybuje rych-
losti kg /m a polosifka odpovidajici kfivky roste s ¢asem (vlnovy balik se roz-

plyva)
ht
a == a 1+< 2)
ma
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Hustota toku pravdépodobnosti se rovna

h o ov*
i@ 0 = 5 (w* v _ 2 )=

mi oz

Zko— " —Zko—--z— hkol'*'”—g ko
Vs S ) < pn 0 et
" 5 - L= mar ™ 1+ ()
21.8 Potencialova jama
1. Stav Castice v nekoneéné hluboké pravotihlé potencidlové jAmé se sténami v bo-
dech z = 0 az = aje vt=0 popsin vlnovou funkei ¥(z) = Nz(a — z).
Uréete pro tento stav rozdéleni pravdépodobnosti energii stacionarnich stavi
E.,, stfedni hodnotu energie (E) a stfedni kvadratickou odchylku ((AE)?).

Reseni
Nejprve je tfeba nalézt normovaci faktor N. Z normovaci podminky

N2/ *(a—z)?dz =1
0

dostaneme

Dale je nutné rozloZit vlnovou funkeci 1 do baze vlastnich funkci

2 . n7mx
'd)n:\/jsm——, n=123,....
a a
Dostavame

Cn = /0 ¥ (2)(z) dz = N\/%/Oax(a ~ ) sm? dz =
- o[- Ee] s Sear- 2 -} -
= N\/g% [1—(~1)"].

Odtud vyplyva pravdépodobnost naméfeni energie E,, ve stavu 9

240 o
Wll—(*l) 1%

kterd je rizna od nuly pouze pro n liché. Napriklad pravdépodobnost naméfeni
energie E; je blizkd jedné

|Cn|2 =

240
42

ler? = 2 %0, 9986.
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Sti¥edni hodnotu energie (E) vypoéitame nejjednoduseji pomoci vztahu

(E) = /00 ¢*I§W) dz = N? /a z(a — ZE)[—hZ/(Z?TL)](dQ/dSEQ)[:L'(a —z)]dz =
—00 0]
5h2 10
=@ T
kde
K22
17 oma?

Stfedni energie je tedy o néco vy3& nez E;.

Stfedni hodnotu (E?) vypoéitame podobné

(E%) = /_oo v HYdr = / " (Y () da =
_2“_2 m)|(d?/dz?) [z(a — = 2x—h_2 2a—39ﬁ
=3 [ m@an) oo - o)) e = (28) 0= BT

Odtud vyplyva )
(ABY) = (B%) - (B)? = .

2. Elektron je v pravothlé nekoneéné hluboké jednorozmérné potencidlové jamé
o §ifce a = 0,1 nm. Uréete primérnou silu na stény jamy za pfedpokladu, Ze
elektron je v zédkladnim stavu.

Reseni
Piedpoklddejme obecnéji, Ze hamiltonidn soustavy zdvisi na parametru o

H = H(a).

Pak na « zévisi i energie

E = E(a).
Vypoéitame-li derivaci energie podle «, dostaneme
OE 0 [vy*Hydx [ 0yp* - LoH e
o [ . LWOH . 9H
:E%/w wdx—i—/w %d)dm—/w —é—awdl’
kde jsme vyuzili Schrédingerovy rovnice
Hy = Ey

a toho, Ze vlnova funkce je normovana nezévisle na «. Derivaci energie podle
parametru lze tedy uréit pomoci stfedni hodnoty derivace hamiltonidnu podle
parametru (tzv. Hellmantv-Feynmaniv teorém).
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Nyni se vratime k naSemu pfikladu. Primérna sila na stény jamy je déna

vztahem
Fo OFE,
T fa’
V nasem pfipadé je energie rovna
h2n?
= 277’11042’ n 172,31 5
coZ vede na
h2n?
- 3 bl n - 17 27 3?
a

Pro zékladni stav n = 1 dostdvame F ~ 0,5 x 1076 N,

3. Urdete maticové elementy operatoru dipdlového momentu ¢z, impulzu p, a kva-
dratu soufadnice z? v bézi vlastnich funkci ¢, ¢astice v nekoneéné hluboké
jednorozmérné pravothlé potencidlové jamé se sténami v bodech z = —a/2
azxz=a/2
Resend
Vlastni stavy édstice v jamé maji tvar

2 us
Pn(z) = ~cosu, n=1,35,...,
a a

2
Yn(z) = \/jsinm, n=246,....
a a

Maticovy element operatoru dipélového momentu (¢, |gz|¥,) je roven nule
s vyjimkou pfipad, kdy funkce ., a ¥, maji riznou paritu. Je-li m sudé an
liché, dostaneme

4 0/2
(hmlgz|hn) = ! / 2sin L cos o da,
a Jo a
Zavedeme-li y = 7z /a, obdrzime
2aq [™? .
(¥mlgzhin) = 2o / {sin](m + n)y] + sin[(m — n)yly} dy.
0

PouZijeme-li vztah

_sin[(m+n)r/2] _ (=1)*H
T T m+n)? | (m+n)2

w/2
/0 ysin[(m + n)y] dy

dostaneme
mentl 8agmn

(mlazlyn) = (1) e — aye
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Integral (,|z%|1y) je rizny od nuly jenom tehdy, maji-li ob& funkce stejnou
paritu. Jsou-li m i n sud4 &isla, dostaneme

4 [o/? . omr
(m|2? ) = & / 2 sin
0

a a a

2q2 [™/?
= — y?{cos[(m — n)y] — cos[(m + n)y]} dy.
T
Pouzijeme-li vysledek

m—n

mcos[(m — n)w/2] _ m(—1)"z
(m — )2 (m =)

/2
| v coslm = sl dy =
0

obdrZime
mon 8a2mn

2 —
{hm|z®[Yn) = (-1)2 T2(mZ =2
Pro m a n lichd plati podobné
4a%(m? + n?)
2 —

(Ym|z”[Yn) = 2 mE =2y
Maticovy element (¢, |p.|¢n) je rlizny od nuly pro funkce s réiznou paritou.
Pro m sudé a n liché dostdvame
2%k %2 mnz d nnx

<¢nzl]5z|¢n> = - & ) sin a —Q;COSTdI =

_ 2mih 4imnh

a

/2
/o {cos|(m ~ n)y] - cos[(m + n)yl} dy = (~1)" "

Je-li m liché a n sudé, dostaneme stejny vysledek.

a(m? —n?)’

4. Casové zavislou vlnovou funkci &astice v jednorozmérné potencidlové jamé na
intervalu 0 < z < a miZeme zapsat ve tvaru

Pz, t) = Z cneE"t/(m)i/)n(m),

n=1

2
n(z) = \/jsin o
a a

Uréete stfedni hodnotu soufadnice (z) pro ptipad ¢; = ¢z = 1/v/2 a ¢, =0
pro n > 2.

Reseni

Vypodétem dostavime

kde

(z) = /Oa P(z, tY z(z, t)dz = I + Iy + 215 cos[(Ey — El)t/h]7

a
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kde
a a2
I1=/ zsin®(rz/a)dz = —,
0 4
a Cl2
12:/ zsin®(27z/a)dz = —
0 4
a
I = [ zsin(ra/a)sin(2no/a) s = 2 %
3=/ asin(me/a)sin(2rz/a)dz = -5 —.
Vysledkem je

_ a 16a (Ez - El)t
Bl=g-gmes— 7

Stfedni hodnota soufadnice osciluje s frekvenc w = (Eq — Ei)/h.

21.9 Relace neurditosti

1. Ukazte, Ze pfi Brownové pohybu v kapaliné lze zanedbat dfisledky relaci neur-
Citosti a lze proto pouzit klasickou mechaniku. Pfedpokladejte, Ze pohybujici
se Castice m4 hmotnost m = 10713 kg, rozmér [ = 10~ m, poloha &astice je
urlena s pfresnost{ Az = [/100 a rychlost &astice je v, = 1076 m s~ 1.

Resent
Vyjdeme z relaci neur&itosti

h
AzAp, > 3
nebo pomoci rychlosti
AzAv, > —;-1——
2m
Odtud dostavame
h —34
~ 10 s1=10"B8ms1.

A > ~o
Ur = OAzm  10-810-18

Neuréitost rychlosti je 10713 m s™1, coz je o 7 ¥4d@i méng, nez je velikost
rychlosti. Disledky relaci neuré&itosti lze zanedbat.

2. Pfedpokladejte, Ze atom vodiku je v zakladnim stavu. Pokud bychom chtéli
zjistit, po jaké klasické trajektorii se elektron v atomu vodiku pohybuje, museli
bychom v krétkych éasovych intervalech méfit jeho polohu s nepfesnosti d
mnohem mensi, neZ jsou rozméry atomu, a pfitom by atom musel zUstévat
v zékladnim stavu. UkaZte, Ze to je podle kvantové mechaniky nemozné, nebot
uZ prvni méfeni zméni stav atomu tak, Ze nebude v zakladnim stavu.

Resent

Predpoklddejme, Ze rozmér atomu je din Bohrovym polomérem ag ~ 0, 0529
nm. KdyZ zmé&Fme polohu elektronu s piesnosti d <« ag, dostaneme elektron
do stavu, v ném# je neurcitost jeho polohy rovna Az = d. Za predpokladu,
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ze stfedni impulz elektronu v tomto stavu je nulovy, dostaneme podle relaci

neurcitosti
~ h
p ~ .

Odpovidajici kinetickd energie je rovna
2 2
D 1 h ag\ 2
T~ = = 2By
2me  2m, (aB> ( d )
Po dosazeni (A/ag)?/(2me) = 1 Ry dostaneme
~ (%)
T~ ( ¥ ) Ry.

Je-li napf. d = ap/10, je tato energie v absolutn{ hodnoté asi 100x v&tsi, neZ je
energie atomu v zékladnim stavu (-1 Ry). Pfi takovém méfeni tedy s velikou
pravdépodobnosti dojde k ionizaci atomu a trajektorii elektronu se nepodati
zZmérit.

3. Naleznéte vlnovou funkci ¢(z), kterd popisuje stav &astice odpovidajici rov-
nosti v Heisenbergovych relacich neuréitosti ((A%)?)((Ap)?) > h*/4, kde p =
—ih(d/dz).

esent
Rovnost ve Schwarzové nerovnosti (u, u)(v,v) > |(u, v)|? plati pouze v piipadé
kolinearnich vektorii u a v. Musi proto platit

la(z — 20) —i(p — po)]¢ = 0,

kde a je konstanta a zo = (z) a po = (p). Po Upravé dostaviame
(z — zo) h——d +ipo|p =0
a — — =0.
0 dz P

Zvolime-li vlnovou funkci ve tvaru
¥(z) =9,
dostaneme
dg .
a(z — zo) — ha +ipp = 0.
ReSeni této diferencislni rovnice m4 tvar

g(z) = 5%(1: —z0)? + i%m + konst.

Visledkem je vinova funkce ve tvaru
—_ 2 i
Y(z) = Ne@—0)*/(2h)+ipoz/h
kde N je normovaci konstanta a musi platit a < 0. Takové stavy, které jsou

pfikladem tzv. koherentnich stavi, jsou nejvhodnéjsi k pfenosu signalu, nebot
maji nejmensi moZznou hodnotu soudinu ((A%)2)((Ap)?).
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4. Uvazujme stacionarni stavy linedrniho harmonického oscildtoru s hamiltonia-

nem

2,2

+ = z
—mw z”.
2

;52
2m
Pomoci komutaéni relace

[i>ﬁ] =ih

1ze odvodit vztah

Pro stacionarni stavy maji energie ostrou hodnotu, ((AH)?) = 0, take by mélo
platit ((A2)2) — oo. To je viak ve sporu s tim, Ze pro vazané stavy spliiujici

normovaci podminku
o0
[ P =1

—oC
musi mit ((A£)?) kone¢nou hodnotu. Kde je v této ivaze chyba?
Resent
Navzdory tomu, Ze [Z, H | = ihp/m # 0, pro uvaZované stavy z diivodu symetrie
plati () = 0 a na pravé strané uvedené relace neurcitosti je nula. Podobné lze
postupovat i ve vice dimenzich.

21.10 Linearni harmonicky oscilator

1. Uréete amplitudu nulovych kmitt matematického kyvadla s hmotnosti m =1
kg a délkou [ = 1 m pohybujiciho se v gravitaénim poli o zrychleni g.
Resent
V bodech obratu pro kvantovy harmonicky oscilator plati

mw? A2 _ hw
2 27
kde A je amplituda kmith. Odtud dostdvame

Po dosazeni frekvence kmitt

a vycisleni dostaneme
Ax58x10"¥ m.

Amplituda kmitid je z makroskopického hlediska zanedbatelna.
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2. Urlete energie a vlnové funkce staciondrnich stavii linedrniho harmonického
oscilatoru vlozeného do vnéjsiho homogenniho elektrického pole o intenzité &,
ma-li kmitajici Castice naboj q.

Resend
Vyjdeme ze Schrédingerovy rovnice

R A% (mw?
g+ (5 eee) =B

Doplnime-li potencidlni energii na aplny &tverec, dostaneme

kde e
¥=z— %}-2-
4 262
E'=E+ ;mwg.

Vysledné feSeni lze psat ve tvaru

Pn = Coe™ € 2H,(6), n=0,1,2,...,

kde
& 2¢2
q°E
En=(n+1/2)hw—m, n=0,1,2,....

3. Linedrni harmonicky oscildtor je ve staciondrnim stavu s kvantovym &islem
n. Urcete stfedni hodnotu (z?), a stfedni hodnotu potencialni energie (V')
v tomto stavu.
Reseni
Stacionarni stavy oscildtoru jsou uréeny vlnovou funkci

’(r/JTL = One*£2/2Hn (f),

kde

mw
=[50

h
a H, (&) jsou Hermitovy polynomy. Méme vypoditat

o 3/2 o0
(2%, = / thn|*2? dz = C? <i> / e € H2(6)€2 de.

mw —oo
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Nahradime-li jeden z Hermitovych polynomu vztahem

ngerdre™
Ha(©) = (1 S

a integrujeme-li n-krat per partes, dostaneme

=02 () [T L @ ac=

mw

e RN [P e d(E2H,)
_._C” (—T;L—‘:)‘) [we Tgn-—df

Daéle dostavame

dn(62H,) _ d (n+ 2)!

dgn = d«fn (aTl£n+2 + an—2§n + .- ) = an o1 52 + an— 277"
Pro Hermitovy polynomy plati
a, = omn
a
n(n—1
g = _(T)“"'
Po pouziti integrila
| efae=vr
a
/ 26~ de = i
dostaneme
22y, = c2 (- R LGRSV Gl Y B P nt12)
- mw 2 2 4 ' T mw '
Vysledkem je
2
_omw? hw E,
Vo= T = L+ 1/2) = =2

Stfedni hodnota potencidlni energie (V'),, je rovna poloving celkové energie E,.

4. Pro linedrni harmonicky oscildtor s energii (7/2)Aw urdete stfedni hodnotu
kinetické energie (7).
Resent
Pomoci vztahu
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a vysledku pfedchazejiciho piikladu dostaneme

. hw E,
(T)n = 7(”*’ 1/2) = >

kde dosadime n = 3.
Tento vysledek lze ziskat i pfimym vypodtem

hz 0o . d2w h2 o0

=
2m J_ = dz 2m J_

dy |?

<T>n =

Pro n = 3 pouZijeme funkci

fmw 1 2
3 = h_7r273—!e ¢ /2H3(§)a

kde

Hj(€) = 8¢ — 12¢.
Ptejdeme-li k integraéni proménné £, dostaneme

A hw 1 o d —£2/ 2 _
(ﬂs——mm/ {d?[e ¢ 2(853—125)]} dg =

- 00

= 7%-, /oo o€ (4% — 36¢° + 93¢* — 542 + 9) de.

PouZijeme-li nyni vysledek

® on—ag? g 2n—1) ™
/;oo 5 € d£ - on a2n+1’

hw 21 1

obdrZime

(T)s =

5. Naleznéte energie a vinové funkce stacionarnich stavii linedrniho harmonického
oscilatoru v impulzové reprezentaci.
Reseni
Schrédingerova rovnice ma v impulzové reprezentaci tvar

2

2
7 im? (a%) } ¥(p) = Bv(p).
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Zavedeme-li bezrozmérnou proménnou

p
n=
mhw
a poloZime-li
2F
A= —,
hw
dostaneme stejnou rovnici jako v soufadnicové reprezentaci
d%y
— + A=1H =0,
a? + A=)

av8ak v proménné 7. Odtud vyplyvaji energie
E,=hw(in+1/2), n=0,1,2,...,

a vlnové funkce ,
Yn(p) = Nan(n)e"” /2,

6. Pro linedrni harmonicky oscildtor v zédkladnim stavu s vlnovou funkci

1
W(z) = (E) /4 —azt/2

s
kde
mw
o= —,
k
vypoéitejte pravdépodobnost nalezeni ¢astice mimo klasickou oblast.
Reseni

Mame uréit pravdépodobnost nalezeni éastice v oblasti
E < V(z),

tj.
ho  mw?z?
2 T2
Odtud vyplyva, Ze neklasickd oblast je dana vztahem

1
lz] >4/ —.
a

Hledan4 pravdépodobnost je rovna

(% o 2 2 > 2
P:/ [¢(z)|2dm:21/-—/ e dz = ————/ e ¥ dy.
lel>1/v/& mJiyva VT

Po numerickém vyéisleni posledniho integralu dostaneme pravdépodobnost na-
lezeni &astice v neklasické oblasti asi 16 %.
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7. Z relaci neurditosti uréete spodni mez k energii linedrniho harmonického osci-
latoru.
Reseni
Vzdy lze zvolit soufadnou soustavu, pro niz () = 0 a (p) = 0, kde p =
—ih(d/dz). Potom miZeme psat
2 2
. pT o mwT {(Ap)*) )
= —_— —T A .
(H) <2m + 2 ° > 2m <( ))
Ze vztahu
(Va~vb)? >0

plyne
a+b>2Vab.

V naSem pfipadé to znamena, Ze plati

5)2 mw?
<(§7pn) L ——((Aa2)*) > V(8p)%) v/ ((A2)?) w

Uvézime-li, Ze podle relaci neuréitosti plati nerovnost
VARV ((AE)%) > h/2,
vidime, Ze energie harmonického oscildtoru musi spliiovat podminku

~ w2
-0, =

(A2)%) > hw/2.

8. Dvé &astice na sebe navzajem pisobi pruznou silou F = k(z; — x3) a pohybuji
se volné podél osy z (jednorozmeérny pohyb). Naleznéte vlastni funkce a vlastni
energie tohoto systému.

Re§em’

¥y

separaci proménnych dostaneme vilnovou funkci ve tvaru
b = ]\re~PX/(ih)e—€2/2]_[71(g)7

kde
LW

w=4/—,

P je celkovy impulz, m; a mg jsou hmotnosti ¢astic a u je redukovana hmotnost.
Celkovd energie je rovna souctu energie translaéniho pohybu systému jako celku
a energie harmonického oscildtoru s redukovanou hmotnosti p

P2

=t h 1/2 =0,1,2,....
2(m1+m2)+ win+1/2), n Y



214 Regené piiklady

9. Dvé& &astice s hmotnosti m pohybujici se podél osy z na sebe vzéjemné plisobi
elastickou silou F = —kz. Navic je ka?d4 z &astic pfitahovdna k bodu z =
0 rovndy elastickou silou, ale s jinou konstantou pruZnosti x. Urcete energie
a vlnové funkce stacionéarnich stavl tohoto systému.
Reseni
Potencialni energii v této uloze miZeme psat ve tvaru

1 1
Vizy,z) = 5’“(% —x) + 5n(m% +23).

X = Titre
2
=1 — T2,
dostaneme Schrodingerovu rovnici
R A2y K2 d%y  MQ? ,M
—_— X2
aMax: mam T 2 AVt

z?p = Ev,

kde M = 2m je celkovad hmotnost, u = m/2 je redukovand hmotnost,

Po separaci proménnych
P(z1,22) = p(X)x(z)

dostaneme Schrodingerovy rovnice pro dva neinteragujici oscilatory

h? d%p  Muw?
“oax: Tz~ e b
a 2
R d?yx  pw?
gz T 5 = Bax,
kde
E=E1 +E2

Vysledné FeSeni lze psat ve tvaru

Yy ma(X,7) = Ne™€ /2 H,, (6)e™™ /2Hyny (1),
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10.

11.

kde

MQ
C=\y 7%

Uw
T=4/—zx
I
a N je normovaci konstanta. Odpovidajici energie jsou rovny

En ng = 01y +1/2) + Aw(ng +1/2), ny,ne=0,1,2,....

Predpokladejme, Ze vlnova funkce i(z,t) je feSenim &asové Schrédingerovy
rovnice pro linedrni harmonicky oscilator s hamiltonidnem

~2

p 1 2

22

Ukazte, Ze stfedni hodnota soufadnice
o
(%) :/ ¥ (z, t)xy(z, t) dz
— 00
osciluje okolo poéatku s tthlovou frekvenci w.

Reseni
Casovd zména (%) a (p) je podle Ehrenfestovych rovnic rovna

d{@) 1. & _ (@)
o B =
* d(p) 1
_l)_ — —{Ip 4 —_ 2/4
S pouzitim téchto vztahti dostaneme rovnici
() .
o +w?(Z) = 0.

Podobnym zpiisobem lze odvodit i rovnici
d*(p)
de?

+w?(p) = 0.

e

e—iw(n+j+1/2)t, 0<v<n,

1 -
P(z,t) = N D Ynys(2)
j=—v

sestrojeného z vlastnich funkci linedrnitho harmonického oscilétoru Yn(x) se
pfibliZzné pohybuje podle zékoni klasické mechaniky. Ovéite, Ze vinovy balik
se nerozplyva v ¢ase. Provedte pfechod ke kvaziklasickému piipadun > v > 1.
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Resend

vy

@%j/wwiﬁwaﬂh=

Z /d’nﬂ Vnyj (x)dee” iw(s'=4)t

Ji'=—v

21/+1

Zavedeme-li proménnou

a pouzijeme-li vztahy

2£Hn(§) = Hn+1(§) + 2an—l(§)

oo
/ e Hpp (&) Ho(€) dE = 2"nIV/T Sm,
dostaneme piibliZzny vztah platny pron > v > 1

() = Acoswt,

kde )
«— [2n+i+1)
21/+1]__V 2n+1
a
h(2 1
_ [T
mw

je amplituda klasickych kmitt. Odtud vyplyva, ze (x) vyhovuje klasické pohy-
bové rovnici linedrniho harmonického oscilatoru
d*(z)

52 + w?(z) = 0.

Po analogickém vypoétu (22) dostaneme

«Mﬂzww@%{w—gy(w_§ymm

kde )
c?=L
2
a
B2 a? 1 \ﬁz+j+1)(n+j+2)
S 220+1 4 n+1/2



Potencialové bariéry 217

Vidime, Ze stfedni hodnota ((A)?) osciluje okolo uréité hodnoty a balik se
s Casem nerozplyva.

Pti prechodu ke kvaziklasickému pfipadu dostaneme
1
Axall——— ),
¢ ( 2+ 1)

a? 2
B~ — (1~
2( 2z/+1)’

tj.
(Z) ~ acoswt
@ 2
a
A)?) ~ .
(ADD~ 37

S rostoucim poétem &lent 2v 4 1 ve vinovém baliku klesé ((AZ)?) k nule.

21.11 Potencialové bariéry

1. UkaZte, Ze pfi priichodu libovolnou jednorozmérnou potencidlovou bariérou je
splnéna podminka
R+T=1,

kde R je koeficient odrazu a T koeficient prichodu.
Reseni
Predpoklédéame, Ze jinak libovolné potencidlni energie V() spliiuje podminky

lim V(z) =V, >0

r—00

lim V(z)=0.

— 00

Vlnové funkce mé proto tvar

a
Y(z) = e*® 4 Be™*T o0,
kde
7
o B
a
2mFE
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Nyni vyuZijeme rovnici kontinuity. V uvaZzovaném staciondrnim piipadé hustota
pravdépodobnosti i tok hustoty pravdépodobnosti nezavisi na Ease

olv|? _
o 7
93
-~ =0,
ot
takZe pro hustotu toku pravdépodobnosti miiZzeme psat
dj
==
dz
To znamend, Ze hustota toku pravd&podobnosti je konstantni, 5 = konst. Nyni
dostavame
( o) hr|A?
x— = —
J m
* fik
j —o0) = —(1—|BP).
iz~ —c0) = (1~ |B[?)
Odtud vyplyva
K
EIAIZ +|B)? = 1.

Prvni ¢len je podil hustot tokd pravdépodobnosti proslé a dopadajici viny, tzv.
koeficient prichodu
K
T = Z|AP%
T14]

Druhy €len je roven podilu hustot tokii pravdépodobnosti odraZené a dopadajici
vlny, tj. koeficient odrazu

R=|BP.

2. Uvazujte tok &astic o hmotnosti m a energii E pohybujicich se podél kladného
smeéru osy x proti pravouhlému potencidlovému schodu ve tvaru V = Vj pro
z>0aV =0 pro z <0. Pro elektron miiZe potencidlovy schod piedstavovat
povrch pevné latky s vystupni praci rovnou velikosti schodu. Jinym piikladem
miiZe byt prilet elektronu dvéma za sebou umisténymi kovovymi trubicemi,
z nichZ prvni je uzemnénd a druh4 je pfipojena na zdporné napéti vidéi zemi.
Jaka relativni ¢ast Castic se od potencidlového schodu odrazi pro Vy = 3E/4?
Resent
Schrodingerova rovnice ma tvar

b+ k=0, <0

k2
w"+zw=0, x>0,

k:,ﬂzﬁ

kde
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Reseni pro z < 0 se na rozdil od Feseni pro = > 0 skldda z dopadajici i odrazené
viny ‘ ‘
1/) — N (ezk:z + ,r,e—zkz) , T S 0,
¥ = Nse*/2 >0,

Z podminek spojitosti vinové funkce a jeji derivace v bodé z = 0 dostaneme

l+r=s

k(1 —r) = ks/2,

coz vede na r = 1/3 a s = 4/3. S pouzitim vysledkd piikladu 1 pro B = r
a A = s dostaneme koeficient odrazu R = 1/9 a koeficient priichodu T' = 8/9.
Na potencislovém schodu se odrazi 1/9 &astic.

3. Céstice se pohybuje v kladném sméru podél osy z v potencidlovém poli V(z) =
0 proz <0 aV(z) =V proz > 0 (potencidlovy schod). Pro oba piipady
E < Vy a E > Vy uréete tvar vlnové funkce a vypoditejte koeficienty odrazu R
a prichodu T'.

Resend
V oblasti I (z <0 a V = 0) mé Schrédingerova rovnice tvar
4y
oz T kiyr =0,
kde
K2 = 2mE .

hz
Jeji feSeni lze psat jako linedrni kombinaci

7;[)1 — Cleikm: + C2e—ik1z.

V oblasti II (z > 0 a V = Vp) nabyva Schrodingerova rovnice tvar

Ay |,
“J:ET + kipdn = 0,

kde
2m(E — Vo)

R
pfigemz k% > 0 pro E > Vy a kf < 0 pro E < V;. Jeji feSeni lze psat ve tvaru

2 _
ki =

wII — Cse’ikntr + C4e-——ik'u.’r‘

Sesivaci podminky v bod€ z = 0 vedou na rovnice

¥1(0) = ¥11(0),
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d¢r) _ d¢n
dz |,_, de |,_,’
tj. na
C1+ Cy = C3 + Cy,
1k1(Cy — Cy) = ik (Cs — Cy).
To znamena, ze &tyfi konstanty Ci,...,C; musi vyhovovat dvéma poslednim

rovnicim a normovaci podmince. Jednu konstantu lze proto zvolit libovolné.
Vzhledem k zadani Ize v oblasti I ogekévat pro E > V) pouze &astici pohybujici
se ve sméru kladné osy z s impulzem p = hky; > 0. Pro E > V miiZeme proto
polozit Cy = 0. Je-li E < Vp, kdy ki1 = ia, & > 0, funkce exp(—ikyiz) se chova
jako funkce exp(az), kterd diverguje pro z — oo. Pro E < Vj je tedy nutné
pfedpoklddat C4 = 0. SeSivaci podminky vedou na rovnice

%_—. kr — kn

C1 ki+kn
a

G o

Ci  ki+kn

Nyni uréime koeficienty odrazu a prchodu z poméré odpovidajicich hustot
toku pravdépodobnosti

R= ?odtaz
Jdopad
a
T — J]:?rﬁchod )
Jdopad

Pro E > V; dostavame

jprﬁchod -

d dyi, hk
(ﬂ’n Vi 11%) II|C 2

2mi

Déle obdrZime

hk
]dopad = _IIC 12
? hk
jodraz = ""’—IIC |2
Vysledkem je
— k2
ki + ki
a
4kikiy

- (k1 + k)2 |
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Pro E < Vg, kdy ki1 = ia, je funkce ¥y = Csexp(—az) redlnd a ubyva
s rostoucim z. V takovém pfipadé dostaneme jprichod = 0 a koeficienty odrazu
a prachodu jsou rovny

. kl—iaz__
- kr +ia -
a
T=0.

. Vypoditejte koeficienty odrazu a pruchodu ¢éstice pravothlou potencidlovou
bariérou (valem) o vyice Vo > 0 a Sifce a, tj. V(z) = Vo pro 0 < z < a
a V(z) = 0 jinak.

Resent

Podobné jako v pfikladu 3 pouzijeme vzorce

R= jodraz
Jdopad
a .
T = ]p.n"ﬁchod -
Jdopad

Oznadime oblast I (z < 0, V = 0), oblast II (0 < 2z < a, V = Vp) a oblast III
(z > a, V = 0). Déle oznaéime

2mE
k= .
a
5 2m(E-Vp)
M=

Schrédingerova rovnice a jeji feSeni maji v jednotlivych oblastech tvar

ikizx —ikiz
Y1 = C1e17 4 Coe™* M1,

d2"/}II 2
g2 T hrvn =0,

— ikirz —ikiyz
Y11 = Cse + Cye

d*y
dz2

Y1 = Cse™® + Cee ™17,

+ kfypur = 0,

Protoze v oblasti III nis zajimé pouze prosld vlna, mizZeme polozit Cg = 0.
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Z podminek spojitosti vinové funkce a jeji derivace v bodech t =0az=a

¥1(0) = ¢¥11(0),

dr
dz

Y1

v
dz

_ d¥n
z=0 dl‘ =0
1(a) = Ym(a),

_ dYm
r=a dz r=a

dostaneme rovnice
Ci+Cy=C3+Cy,

tk1(C1 — Ca) = ik (Cs — Cy),
Cgeikna + C4e—ik11a — C5eik[a,
iky1(Cze™*1® — Cye~ 119y = jfCyethie,

Koeficienty odrazu a prichodu odvodime pomoci vztahu pro hustotu toku prav-
dépodobnosti

h LAy dy*
1= omi (¢ a_wckc)'
Vysledkem je
) hkg 5
Jdopad = _T;{Cl| s
) hkr
Jodraz = __}0212,
m
. Rk
Jprichod = _105]2a
m
Co|?
R=|—"
C1
a 2
Cs
T=|=
1
Polozime-li C5 = 1, soustavu rovnic pro Cj,...,Cy miZeme napsat ve tvaru
1 1 -1 1 o 0
k k
1 -1 T _klg Cy _ .0
0 0 ezkua e—tkia CS e‘Lk‘](l
0 0 eikua __e—ikna C4 kﬁlll_eikla

Nyni uréime poméry koeficientt Cs/C; a Cs/C}
CQ AQ

G A
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Cs A
C, A
kde
0 1 -1 1
k kxt
A, = 0 - k -
1 ezkla 0 ezk'ua e—tkna
FkLeikla 0 eikna _e"ikna
11
; (k2 + K3 sin krra
= 4etkre coskna—z( 1 i) ,
1 0 -1 -1
1 0 _k kg eikia
_ k k — 9 2 2\ qin I
A2 =l o eik;a eikuxa e“‘éuﬂ = ZZF}CH(ICH — k[ ) sin kna
0 7CIS];_e’i,Ic]a, eikna __.e—-ikna
11
a
11 -1 1
L
= ., Rl A =
A 0 0 ezkna e—z}cna 4.
O O eikna _e—’ikna

Po dosazeni t&chto vysledka do vztaht pro R a T' dostaneme pro E > V5 > 0,
kdy ki1 je realné,
. (k3 — k?)? sin? krra _
" |2kikn coskna — i(kf + k#) sinknal?
_ (k3 — k)2 sin® kqpa
Ak2E2 + (K — k?)2sin® kppa
1P 1) G

R

- kg |

4kPkd + (k¥ — k?)2 sin® krra
Je vidét, Ze R+ T = 1 a Ze pro kjja = nw dostavame T = 1 a R = 0 (bariéra je
priizraénd). Tyto vysledky lze pouZit i v pfipadé, Ze Vi < 0, tj. éastice prochézi
nad potencidlovou jamou.
Pro F < Vp a Vo > 0 dostaneme kj; = i3, kde (3 je redlné. Potom plati
sin kjja = isinh fa a koeficienty R a T maji tvar

B (k# + B?)? sinh® Ba
4k3 3% + (k? + )2 sinh?® Ba

T 4k3 32 ‘
4k2 32 + (k? + 2)2 sinh? Ba
Pro Ba > 1 dostaneme

N 16k 32 —28a
~ —(k% n /62)29 .
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5. Vypoditejte koeficient priichodu T pravouhlou bariérou podle posledniho vzorce
z pfikladu 4 pro &astici o hmotnosti m = 1 kg, rychlosti v = 1 m s~ !, &ifce
bariéry a = 1 m a potencialni energii Vo =1 J.

Resent
Energie ¢éastice

TI?/U2

EF=—
2
jerovna E =1/2 J. S pouZitim vztahti k; = 8 = 1/h a vyrazu pro T obdrZime
T = de=/" ~ 4 x 1078:2x10%

V' makroskopickych piipadech je pravdépodobnost priichodu bariérou nepa-
trna.

6. VySetiete chovani ¢astice v potencidlovém poli V(z) — oo proz < 0, V(z) =
pro 0 < z < a (oblast I), V(z) = V5 > 0 proa < z < b (oblast IT) a V(z) =
pro x > b (oblast III). Omezte se na ptipad energii 0 < E < Vj.

Resent ‘
Vlnova funkce mé v jednotlivych oblastech tvar

Y1 = Cy sinkz,
ir = Coe™ (=) 4 Do),
wIII — Cse'ik(z—b) +D36_ik(2_b),

kde
2mE

FLQ

' 2m(Vp — E)
K= ——;{2'——

Ze sesivacich podminek v bodech z = a a z = b dostavame

=
[l

Cy = ﬁ (sinka — Ecoslca) ,
2 K

Dy = -gl (sinkcH— —k—:coska) ,
2 K

02 —ke K D2 we iK
03—»76 (1+7\’;)+26 (1“ )s

Gy ik Dy .. iK
D3—'§'e <1—?>+7e (1+k>,

c=b-—a.

kde
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Tyto vztahy plati pro libovolnou energii E, energetické spektrum je proto spo-
jité.

Zajimavé vysledky dostaneme, kdyZ se v oblasti III omezime pouze na vlnu
pohybujici se v kladném sméru osy z, tj. polozime-li D3 = 0. V takovém p¥ipadé
dostaneme podminku pro energii E

L =tana +

(6]
Ve

2 _ 2 14
:e—%m—-———.’g o e tana———a =P,
/32— a2 —ia B2 — o2
kde
2mE
a=a 2
a

2mVj
B =ay/ hZO'

V nésledujicim vypoétu budeme pfedpoklidat

2
—C\/ﬁ’?—a2>>l,
a

takZe prava strana P je blizka nule.

Pro ¢ — oo dostdvame podminku

tana + =0,

o
/32 ~ o2 o
jejimz FeSenim je hodnota a, které piislusi energie Ey podle vztahu

2mE0
h2

Qp = a

Pro ¢ kone¢né budeme pfedpoklddat, Ze plati

E=Ey+AE, |AE|< |E

a=ag+o, || <]agl.
UkéaZeme, Ze energie
2
AE = s [(co + a1)* ~ ag]

ma nenulovou imaginarni slozku, kterou pfibliZzné vypoéitame.
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Nejprve nahradime v pravé strané P proménnou a hodnotou o a vyuZijeme

vztahu
ag

tan = e
N

Po Gpravé dostaneme
P=-2 (,62 ~ 203 + 2iay/ B2 — ag> S — 23—2c\/ﬁz-a5/a.
ﬂz vV 132 — Qg

Na levé strané pouZijeme vzorec

tan og + tan oy

tan(og + a1) =
(2 1) 1 —tanagtanay

do kterého dosadime tana; ~ a; a vztah pro tanag. Vysledkem je vyraz ‘

_ ap + o +a1\/52—a%—ao
\/ﬁ2(040 + ag)? \/ﬁz - Oé% + apag

Po proveden{ Taylorova rozvoje do prvniho fddu v o; dostaneme

2 2
o 1 o
L=|14—%"5+ + . a1
( R A
Porovnanim levé a pravé strany nalezneme
2 213/2
-«
-
g (VB —af+1)
Nas zajimé imaginarni éast energie, kterd je do prvniho fadu v o7 rovna
K2 fLZ 2 _ ,2\3/2
Im(AE) = —aolm(a;) = —5ao (0 — o)
ma ma? " 32 ( \/—:32—“7% + 1)

ai

Im(P),

kde )
Im(P) = —4%3‘2Cvﬁ2—0‘3/“ < 0.

Vynechame-li z nageho hlediska nepodstatné redlné opravy k energii, miZeme
pséat

E =~ Ey +iIm(AFE),
kde Im(AFE) < 0.

Imaginarni €len ve vyrazu pro energii E ukazuje, Ze hustota pravdépodobnosti
s ¢asem exponenciilné ubyva

l¢|2 ~ e—2|Im(AE’){t/h — e-t/‘r,

kde 7 = 1/(2|]Im(AFE)]|) je doba Zivota stavu.
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21.12  Dalsi jednorozmérné problémy

1. Uvazujte jednorozmérnou nefasovou Schrédingerovu rovnici a dokazte, Ze spl-
fuje-li vlnova funkce podminku ¥(z) — 0 pro z — o0, je odpovidajici ener-
getické spektrum nedegenerované.

Reseni
Dikaz provedeme sporem. Predpoklddejme, Ze dvé linedrné nezavislé vlnové
funkce ¢ a ¢ odpovidaji téZe vlastni energii £

hZ
”%W' + Vlb = E"l’s

hQ
~—¢" +Vp=Ep.

2m
Plati tedy
2m ,d)// ¢Il
—(V-E)= — = —
R ( ) Yoo
a
w//(p _ 30”7»[’ - 0.

Neurdity integral z této rovnice je roven

[wro—eyas=x,
kde K je konstanta. PouZijeme-li integraci per partes, dostaneme
Y'o—-9Yp=K.
ProtoZe vinové funkce jdou k nule pro z — +oo, musi platit K =0 a
Y ¢
v e
Po integraci této rovnice obdrZime
Iny=Inp+C,
kde C je konstanta. To znamen4, Ze funkce v a ¢ jsou linedrné zavislé
¥ =ge®.
2. Naleznéte potencialni energii V' (z) a energii E, pro které vinové funkce
Y(z) = A(z/zo)"e™2/%, 1z >0,

vyhovuje necasové Schrodingerové rovnici.
Resent
Druhé derivace funkce ¢(z) je rovna
d%y(z) [n(n-1) 2n 1
dz2 " 2oz T 22| Y@

z? Tox  Tf
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Dosazenim do Schrédingerovy rovnice

n? 4
[_55{39,«—2

n vm] (@) = Ep(a)

dostaneme ,
E-V(z)= -1 [l(_’?‘_l)_z_”+_13]_

2m x? Tz

Odtud vyplyva

h2
- ~2ma:§
& 2
R® [nn—-1) 2n
Viz) = — | ———— - —|.
() 2m [ z? zox]

3. Urdete energii F < 0 vdzaného stavu &astice v poli kratkodosahové potencialni
energie V(z) = —Vpé(z), Vo > 0.
Reseni
Polozime-li

2mE
b=y
necasové Schrédingerova rovnice ma tvar
2mV
B(z)" — k() + - 25(z)p(z) = 0.

Integrujeme-li tuto rovnici od —¢ do ¢, € > 0, dostaneme

£ 2mV;
V)~ (=) =k [ () dr+ TR (0) =0,
V limité € — 0+ tento vztah prejde na rovnici
2mV,
$1(0%) = 4'(07) + —5-¥(0) = 0.

Protoze musi platit ¥(z) — 0 pro z — o0, ma Schrédingerova rovnice pro
x # 0 FeSeni ;
P(z) ~ e~k >0,

Y(z) ~ e, 1 <0,

Pro toto feSeni dostéavame

P'(01) = ’(07) + 2ky(0) = 0.
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Porovnanim s vyse uvedenou rovnici vidime, Ze

mVy

Energie vdzaného stavu je rovna

R’k: mV
2m  2R?

Pfislusna vlnova funkce se rovna

P(z) = Ne—mV‘J'IVhZ,

[mVo

4. Céstice se v gravitaénim poli mificim podél osy z pruzng odrézi od hladké
pevné podlozky. Urdete jeji energie a vinové funkce.
Reseni
Potencialni energie je rovna

kde

V(z) =mgz, z>0,

V(z) » 00, 2<0.
Schrédingerova rovnice ma tvar

K2 42y
2m dz2

+ mgzy = Ev.

Okrajové podminky kladené na vinovou funkei jsou ¥(0) = 0 a ¢(z) — 0 pro
z — o0o. Provedeme-li substituci

2m2g  2mE
Z — ——— = cu,

K2 h?

kde ¢ je dosud neurdend konstanta, a oznacime-li

_ 2m?g
a T
2mE
b T
dostaneme ) 5
d
v — C,, uypy =0
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PoloZime-li

¢ = a??,

dostaneme obzvlast jednoduchou rovnici
d2y
du?

jejimZ feSenim je Airyho funkce

—U'll):o,

Ai(u) = %/0 cos(t3/3 + ut) dt.

Dostavame tedy
¥(u) = N Ai(u),
kde N je normovaci konstanta. Z okrajové podminky pro z =0

P(u)]z=0 = ¥((az — b)/¢)[z=0 = 0

obdrzime kvantovaci podminku

1/3
2
- (5292771) E
Oznad&ime-li zaporné kofeny Airyho funkce jako —R,,, vlastni energie a vlnové
funkce jsou rovny

P =0.

Yn(u) = NpAi

Normovaci konstanta je dana vztahem

1
[[_ A2 (u) du}

Nékolik prvnich kofent Airyho funkce Ai(z) je pfibliZzné rovno z; =~ —2,34,
Ty ~ —4,09, r3 = —5,52 a 4 = —6,78.

N’I'L

5. V impulzové reprezentaci uréete energie a vlnové funkce ¢éstice pohybujici se
v poli s potencidlni energii V{(z) = Az.
Resent
Schrédingerova rovnice mé v impulzové reprezentaci tvar

2
P a4y
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Po separaci promé&nnych dostaneme

_ 2
de _ E P /2m dp,
» ithA

coZ vede na FeSeni
o(p) = NeilP*/(Em)=Epl/(ha)

Vlnova funkce je kone¢na pro libovolné energie E a energetické spektrum je
spojité. Normovani vinové funkce uréime z podminky

— 00

Protoze plati
1 [ y
S(E—FE') = —/ e B-Ez qp,
21 J_ o
muZeme poloZit
1
V2rhA

Pokud bychom feSeni této tlohy hledali v soufadnicové reprezentaci, bylo by
to mnohem pracng;jsi.

6. Naleznéte energie a vlnové funkce elektronu v jednorozmérném modelu neko-
ne¢né periodické pevné latky za pfedpokladu, Ze vlnovou funkci lze piiblizng

vyjadrit ve tvaru
P =) cnpn,
n

kde séitani probiha pfes jednotlivé atomy, ¢, jsou funkce atomdarniho charak-
teru lokalizované na jednotlivych atomech

on = p(x — na),

a je miiZova konstanta a c, jsou koeficienty linedrni kombinace. Naptiklad pro
jednorozmérny model vodivostniho pasu krystalu lithia bychom za funkce ¢,,
mohli vzit 2s funkce lokalizované na jednotlivych atomech. Pro jednoduchost
o funkeich ¢,, pfedpoklddame, Ze jejich vzéjemny piekryv je zanedbatelns maly
a Ize je povaZovat za ortonormalni. Nedasovou Schrédingerovu rovnici prevedte
do maticového tvaru v bazi funkci ¢,, a v hamiltonidnu predpokladejte interakei
pouze do nejblizsich sousedii (tzv. metoda tésné vazby).

Reseni

Po prevedeni Schrédingerovy rovnice do maticového tvaru dostaneme

5 Hpnen = Ecna
n

kde
Hmn - W;H-(Pn dz
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/SO:nSDn dz = 6’mn-

Dale budeme predpokladat

Hmm =,
Hm,mil = ﬂ
a
Hmn =0

jinak. Misto Schrédingerovy rovnice dostavame diferenéni rovnici druhého radu
s konstantnimi koeficienty

Bener + (0 — E)cn + Beat = 0.
Reseni této rovnice lze nalézt analogicky jako feseni diferenciln{ rovnice
ay’ + by +cy=0.

Zkusime FeSeni ve tvaru

n
cn = A",

které vede na charakteristicky polynom
BN+ (a-E)+8=0.

Odtud dostavame

a—E a—E\?
SPRES: S [y

Po substituci
a-—-F

26

= cosf

obdrZime
)\1 2= e:i:19 .

Obecné FeSeni lze psat ve tvaru
en = Ae™™ 4 Be™"?
kde energie souvisi s 8 vztahem
E = a+ 28cosb.

Je zfejmé, Ze § musi byt realné, jinak by koeficienty ¢, divergovaly pro n —
+oo. Déle je ziejmé, Ze se stadi omezit na libovolny interval délky 27, napf.

6 € (—m,m).
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V uvaZovaném modelu se proto pivodni atomarni energie o rozstépi na pés
energii o stfedu o a $ifi 4|3|. Pokud bychom zavedli vlnovy vektor k vztahem

0 = ka,

interval

ke {—n/a,7/a)

odpovida tzv. prvni Brillouinové zéné.

21.13 Moment hybnosti

1. DokaZte, Ze operdtor momentu hybnosti L=#fx P je hermitovsky.
Resgend
Budeme uvaZovat z-ovou slozku operdtoru momentu hybnosti

- . 0 %)
Lz = —ih (yE - Zé;) .
Mame dokézat, Ze plati

-—i?’z/ o (y%:i _ Zg_i) dv = —ih/ (y%% - z%) pdV.

Po vykraceni ih dostdvame
o, . o, .
[vgwraw = [z sweav
Integral na levé strané upravime

/ya%(w*so)dV=/:j /_Zy{w*w]i’i_w dzdy.

Posledni integral je roven nule za pfedpokladu, Ze funkce ¥ a ¢ jdou k nule pro
z — to00.

Podobny vypodet lze provést i pro integral na pravé strané.

2. Dokazte, Ze pro operdtor momentu hybnosti L = # x p plati L x L = ihL.
Reseni
S pouzitim komutaénich relaci mezi operatory Z, , £ a Pg, Py, p. dostaneme
pro z-ovou slozku

LyL. ~ L.Ly = (2pz — 2p:)(&Dy — §Ds) — (2Py — §Pa) (2= — 2P2) =
= (By — 9P2) (Pt — 3Ps) = iA(9P: = 2Py) = ihLs.
Pomoci cyklické zamény soufadnic 1ze odvodit podobné vysledky i pro zbyvajici
slozky.
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3. Ukaite, Ze operator kvadratu momentu hybnosti L2 = L2 + IZ% + L? komu-

tuje s libovolnou slozkou operatoru L. Pri dikazu mézete vyuzit vysledek pfi-
kladu 2.

Resend

Dokézeme vztah

(L2, L.]=0.
Plati o o o o o o
L?Ly — LL? = L2L, — LoL2+ L?L, — L. L2
Nejprve k tomuto vyrazu pfiéteme a odedteme f}yﬁzﬁy aL,L,L,. Vytkneme-

-li pak spole¢né ¢initele a pouZijeme vysledku ptikladu 2, dostaneme hledany
vztah.

Jiny postup:
L2, Lo] = (L3, L] + [L2, La) = Ly[Ly, La) + [Ly, La] Ly+
+L. L. L)+ Loy L)L, = =Lyl — L.Ly + L.Ly + LyL, = 0.

4. Urete komutaéni relace sloZek operatortt momentu hybnosti L a soufadnice z.
Resent

[z, IA@] =0, [m,f/y] =ihz, [z,L.]= —ihy.

5. Uréete komutaéni relace slozek operatorti momentu hybnosti L a z-ové slozky
impulzu p,.
Resend

9

? - o} .
[Po L] =0, [po, Ly] = B -, [P L) = R 5.

0z
6. VyjadFete operatory L, f/y a L, ve sférickych soufadnicich.

Reseni
Podle definice plati

Sférické soufadnice jsou definovany vztahy
z =rsinfcosp,

y =rsinfsing
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z=rcosb.

Déle pouzijeme vzorec

o _oro o 0
dz;  Ox;0r Oz, 00 Oz Op’

Pak dostavame

ar O+ +2H)Y2 |
i e :;:SlngCOSLp,

00  darccos(z/r)

1 zsinficosp cosfcosp

o Ox " sinfr T T
a
dp  Oarctan(y/z) tan _ sinp
or oz T (1+tan’¢)rsinfcosp  rsinf’

Podobnym zptisobem odvodime

7‘ . .
— =sinfsiny,

Oy
g—z- = cos#,
00  cosfsine
T
0o sin 6
E A
dp  cosy
dy rsind
a 90
B = 0.

S pouzitim téchto vztahti dostavame

O  cosblcosp &  singp 9

— =sinf — — -
oz TP, T 80 rsinf oo’
. .. O cosbsing & cosp 0O
%‘s1n951n¢5+——-—-——~r Z’)—€+_—rsin0%
* _ 9?_ sinf &
oz~ or T Tr 80

Po dosazen{ téchto vztahii do definice slozek operatoru L dostaneme hledané
vyrazy

a

L, =1ih (singa% + cosgocot&f——) ,
¥
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Iiy =1ih (-— cosapaﬁe +sincpcot9%)

N 1o}
L = —’Lh%

7. Odvodte tvar operatorit L* = L, + 4L, a L? ve sférickych soufadnicich.

Reseni
S pouZzitim vysledki pfikladu 6 dostaneme

. . d 0
1 = P ip
L, +iL, ﬁ<69+zcot0&p)
. . 5] 7] ;
—il. =k —= 4 = Yo
L, —1iL, h( 89+w0t96<p>e .
K vypoétu L2 pouZijeme identitu

=L~ +12-1L..

Dale pouzijeme vztahy

I 62 0 62 17,
+F- 32 29 . O
LTL™ =-h (892+cot689+cot 3 2+Z&p>’

L,=—-ih—,
@

I

Io}
0
o 52
2 _ h2 i
L 19}
a dostaneme

. o2 0 02 o2
2 __ 32 97 o 2497
L= -h (892+c0t989+c0t 08 +62>

S pouzitim identit

—1 ﬁ 111(92 cté?—a—+8—2
sin @ 96 o0 o9 = 002
a
t20+1=
< sin? 6

nalezneme koneény vysledek

. 1 0 0 1 82
2 __ _#2 - - i
LP=-h <sm989 sin 969+sin295¢2>'
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8. Za jakych podminek mohou byt kvadrit momentu hybnosti 12 a jeho z-ova

slozka integraly pohybu?
Resend
Pro hamiltonian H = —h?A/(2m) + V(r) podle pravidel pro operatory &asové
derivace plati ve sférickych soufadnicich

dL, 1 9

dt ih Op
Pravé strana je rovna nule v poli s osou symetrie okolo osy z. z-ové slozka
momentu hybnosti je tedy v takovém poli integralem pohybu.

Ve sférickych soufadnicich lze odvodit

diz 1

dt  ih

Odtud vyplyva, Ze kvadrdt momentu hybnosti je integralem pohybu v central-
nim poli V = V().

[-1%0g, V],

21.14 Rotator

1. Tuhé téleso s momentem setrvacnosti J rotuje voln okolo osy z (tuhy ro-
vinny rotator). Naleznéte energie jeho staciondrnich stavi a odpovidajici vl-
nové funkce.

Resend
Hamiltonidn rotatoru je v poldrnich soufadnicich roven

g_Li_ nwo
2J 2J 8p?’
Reseni neGasové Schrodingerovy rovnice miizeme pséat ve tvaru

P = Aetke Be_ik‘P,

2JE
k==

a A a B jsou konstanty. Pfedpokldddme-li A = 0 nebo B = 0, pak z divodu
spojitosti vlnové funkce musi platit

kde

k=m,

kde m je celé &islo. Vlastni energie a vlnové funkce maji tvar

2h2
Ep = mQ—J m=0,+1,42,...,
* 1
Ym = e™ m=0,+1,42,....
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2. Pro vlastni stavy tuhého rovinného rotatoru z pfikladu 1 uréete st¥edni hodnotu
momentu hybnosti L, = —ih(0/0p) a stfedni hodnotu operdtoru kvadratu
momentu hybnosti L2.

Reseni X A
Vzhledem ke vztahtim L, ¢, = mht, a L2, = m2h%y,, plati

(L)) =mh

(L2),, = m?h2,

3. Urcete, jak se v Gase méni vlnova funkce rovinného rotatoru, jestlize je vt =0
rovna
Y = Asin? ¢,

kde ¢ je tihel rotace okolo osy z.
Resend
Mame nalézt feSeni casové Schréodingerovy rovnice

0(p,t) B *P(p.t)

th————= =

ot 2J 92
se zadanou po&atedni podminkou. Vlnové funkce stacionarnich stavii jsou rovny

En?

inY—i t
Yn(p,t) =¥ 2rt,
Obecné feSeni ma tvar

P(p, t) = Z ann(@a t),

n

kde konstantni koeficienty c,, jsou uréeny po&ateéni podminkou
P(p,0) = Z cne™ = Asin® .
n

Odtud dostéavame

(SIS

P(p,t) = [1 — cos(2p)e™ | |

21.15 Atom vodiku

1. Vyjadfete ionizaéni potencial zakladniho stavu atomu vodiku v eV.
Resent

1 €2
I=-EFE = — = 13,605 V.
4meo 2ap
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2. Jakym napé&tim je tfeba urychlit elektron, aby mél energii dostatecnou k exci-
taci atomu vodiku ze zdkladniho do prvniho excitovaného stavu?
Resent
Energie zékladniho stavu atomu vodiku je rovna E; = —13,605 V. Pro ener-
gii prvniho excitovaného stavu plati E; = E;/22 ~ —3,401 eV. Elektron tedy
musi mit energii rovnou nebo vét3i nez Ey; — E; ~ 10,204 eV a musi byt urych-
len napétim alespon 10,204 V. P¥i pfili§ velké energii elektronu by vsak doslo
k excitaci do nékterého z vyssich excitovanych stavi nebo ionizaci atomu.

3. Vodikova vybojka vyzafuje, kromé jinych vinovych délek, také zafeni s vinovou
délkou A = 656 nm v ervené oblasti viditelného spektra. Tato vlnova délka
odpovida pfechodu atomu vodiku mezi dvéma hladinami E,, a E,,. Urlete, jaké
hodnoty m a n odpovidaji uvedené vinové délce.

Reseni
Energie fotonu s uvedenou vlnovou délkou je rovna

E=ho= h27r§ ~ 1,889 eV.

Tato energie se rovna E3— E3, kde E,, ~ —13,605/n2 eV jsou energie atomu vo-
diku. Uvedené zafeni tedy vznika p¥i pfechodu atomu vodiku ze staciondrniho
stavu s energii F3 do stavu s energii Fs.

4. Pro staciondrni stavy elektronu v atomu vodiku uréete ve sférickych soutfadni-
cich slozky hustoty toku pravdépodobnosti.
Resent
Ve sférickych soufadnicich mé gradient slozky

010 1 9
Or’r 90’ rsinfdp )

Dosadime-li tento vyraz do definice

h
2met

j= [ (Vy) = (V9™)¥]

a pouZijeme-li vlnovou funkei

"pnlm - anmRnl (T)Bm (COS O)eiwup,

dostaneme
jr = 0,
Jjo=0
? h
— m 2
Jo = Mer sin 6 [Yniml”

Slozka j, je riznéa od nuly pro m # 0.
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5. Elektron v atomu vodiku se nachazi v zékladnim stavu. Uréete (r), (r?) a nej-
pravdépodobnéjsi vzdilenost elektronu od jadra rg.
Resent
Pro elektron v zdkladnim stavu atomu vodiku plati

Y100 = Ne™ /98,

kde normovaci konstanta N je ddna integrilem ve sférickych soutfadnicich
o0
/|2/)100]2dV = |N|247r/ e~2r/oBr2 dp = 7T]N|2a9]’3 =1.
0

Odtud vyplyva

S pouzitim integralu

oo
/ e *x"dz = n!
0
dostavame

o0 4 [ . 43 3
(r) —_—/0 T|h100 |2 4mr? dr = E%Z/o e 2r/amp3 dr = %?a% = 598,

oo 4 o0
(r*) = / 100 4nr? dr = —3/ e~2r/empt gr = 343,
0 ag Jo

vaws

Nejpravdépodobnéjsi hodnotu 7o dostaneme z podminky maxima funkce
l'l/)100|27“2 — |NI26_2r/aBT‘2.

PozZadavek nulové derivace této funkce vede na rovnici

2
e 2r/as 2 (27" - 2L> = 0.
as

Odtud vyplyva
To = ag,

kde ap je Bohriv polomér.

6. Urcete vlnové funkce a energetické spektrum atomu vodiku s respektovanim
pohybu jeho jadra.
Reseni
Oznacime-li soufadnici elektronu r, a soufadnici jadra rp, miZeme hamiltonian
atomu vodiku napsat ve tvaru
2 2 2
e h A, - h A, 1 e

2me 2my

- )
4meg fre — Iy
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kde m, je hmotnost elektronu a mj, hmotnost protonu. Po zavedeni relativni
vzdéalenosti
r=re—rp

Ve

a soutradnice t&Zisté
Mele + Mplp

a Me + Mp
a vyuziti vztahi jako
0 0z 0 N 0X 0
0ze Oz.0x Ox0 80X

nebo

9 98 09X 9

92y _ Oty 9z | 0z, 0X

lze hamiltonidn zapsat ve tvaru

. K2 %2 1 €2
L Y N o W
2(me +myp) 24 dmeg 7
kde
_ memyp
#= Me + Mp

je redukovand hmotnost soustavy. Je vidét, Ze tento hamiltonidn je souétem
dvou ¢asti: Prvni popisuje volny pohyb &astice o hmotnosti m, + m, umisténé
nosti elektronu m, nahrazenou redukovanou hmotnost{ . Proto mtiZeme v p¥i-
slusné vlnové funkci provést separaci proménnych

QO(R, I‘) = \I’(R)wnlm(r%

kde vlnova funkce )
T(R) = —e—PR/(ih)
(R) (2mh)3/2
popisuje volny pohyb atomu vodiku jako celku s hybnosti P a funkce 1, (r)
je vlnova funkce zndmd z feSeni atomu vodiku s pevnym jadrem, avSak s re-
dukovanou hmotnosti p. Je ziejmé, Ze vysledné energie atomu vodiku jsou se
zapoCtenim transla¢niho pohybu rovny

P2

En = En + o
P 2(me +mp)

kde E,, je energie atomu vodiku s pevnym jaddrem a s redukovanou hmotnosti
elektronu yu.

7. Uvazujte Balmerovu sérii pro atom vodiku a deuterium. Jestlize pomér vlno-
vych délek odpovidajicich stejnym kvantovym ¢&isltum je roven p = 1,000272,
urcete odtud pomér hmotnosti elektronu a protonu.



242 Resené priklady

Resent

Vinové délky Balmerovy série jsou dany vztahem
1 ue? 1 1
Y (R =3,4,5,...,
An  8m2h%eq (4 712) "

kde u je redukovand hmotnost. Jejich pomér je pro vodik a deuterium roven

2mem
e P
p= )\»{;I _ Me+2mp =1+ 1
= 3D T Tmemp T a1
AL e 2r+1

kde m. je hmotnost elektronu, m, oznauje hmotnost protonu a neutronu, které
pokldadame za zhruba stejné, a r = mp/me. Po dosazeni uvedeného poméru
vinovych délek dostaneme r = 1838.

21.16 Dalsi vicerozmérné problémy

1. Uréete energie a vlnové funkce staciondrnich stavi &astice v tifrozmérné pra-
vothlé potencidlové jAmé s potencialni energii V =0pro0 <z <a,0 <y < b,
0 < z<caV — co jinak. Pro symetricky pfipad a = b = ¢ urcete stupen
degenerace péti nejniZsich energetickych hladin.

Resent
V oblasti mimo jému je vlnova funkce rovna nule. Schrédingerovu rovnici uvnitf
jamy
h2
—— Ay =Ey
2m

lze separovat
P(r) = Y1 (z)Ya(y)¥s(z).
Okrajové podminky pro vlnové funkce 3; maji tvar
$1(0) = ¥1(a) =0,
P2(0) = Y2(b) =0

1,[)3 (0) = ¢3(C) = 0.
Trirozmérny problém se tudiZ rozpada na tfi jednorozmérné lohy, znadmé z fe-
Seni jednorozmérné potencidlové jamy s vysledkem

8 . lmx . mmy ., nwmz
Yimn () = 1/ —— sin — sin sin —~,
abc a b c

kde l,m,n =1,2,3,.... Pro a = b = c jsou degenerace hladin E111, Fa11, E221,
E311 a E222 rovny 1, 3, 3, 3al.
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2. Elektron je uzavien v nekonecné hluboké tfirozmérné pravoihlé potencidlové
jdmé o rozmérech a = b = ¢ = 1 cm. Kolik stavu elektronu mé energii mensi
nez 1 eV?

Resent
Po dosazeni do vyrazu pro energii z pfedchézejiciho prikladu dostaneme

(1 + m? +n?)mae = 2,66 x 101,
Odtud uréime podet stavii

47(2,66 x 1014)3/2

N =
8

~ 2,27 x 102

3. ,Kvark“ s hmotnosti p = m,/3 je uzavien v pravoihlé nekoneéné hluboké
potencidlové jamé o délce stran 2 x 1071° m. Uréete jeho excitaéni energii ze
zékladniho do prvniho excitovaného stavu v MeV.

Reseni
Energetické hladiny v jamé jsou rovny

hin?
2ua?

Ein = (2 +m?+n?), lL,mn=1,2.3,....

Excitacni energie je rovna

3h2r2

AE = Esny — B = m-

Po dosazeni dostaneme AE ~ 461 MeV.

4. Urcete vlnové funkce a energie &4stice v neproniknutelné sféricky symetrické
dutiné s polomérem a pro sféricky symetricky stav odpovidajici [ = 0. Vypodi-
tejte tlak ¢astice na stény dutiny.

Resent
Pro ¢astici v centrdlnim poli miiZeme provést separaci proménnych

P(r,0,0) = R(r) P (cos )™, 1=0,1,2,...,m=—1,...,1,

kde P, je pridruZeny Legendriv polynom. Radialni &ast vlnové funkce R(r)
vyhovuje pro r < a rovnici

d?R  2dR (2uE l(l+1)
W*FEF*(‘;?T" = )R—O’

kde p je hmotnost éstice, a je rovna nule pro r > a. Okrajovad podminka pro
R ma& tvar

R(a) = 0.

Po substituci
R=%X
r
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dostaneme pro [ = 0 rovnici

d?x  2uE

AL 0

a2 + 2 X )

kterd ma feSeni
2
xnz\/jsinw, n=1,2,3,...,

a a

m2h?
= n-.

2ua?

Primérn4 sila ptsobici radidlné na stény dutiny je rovna

AN _OH\ _ o(H), _ OB,
e da/, da | da ~ Oa’

Odtud dostavame

Zﬁ'a’

T

F, = 3 n?.
pa

Tlak na sténu dutiny je roven

F, h*

= n
Pn= a2 4pa®

5. Urdete energie a vlnové funkce stacionarnich stavi tfirozmérného harmonického
oscilatoru s potencialni energii

1
Viz,y,2) = oH (w2a? + w2y? + wiz?).

Pro izotropicky oscildtor w, = w, = w, = w urcete stupen degenerace Ctyf
nejnizSich energetickych hladin.

Resent

Schrodingerovu rovnici pro tf{rozmérny harmonicky oscilator

h2 1
—E&# + 5 (wiz? + wly® + wiz®) Y = By

lze separovat
P(r) = Yo (2)y () hy (2)
s vysledkem

B2 1 A%, 1 4, 21 d%, 1 4,
(-3t + e )+ (o el )+

R 1 d%, 1 4,
(g ) -
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Vzhledem k nez4vislosti proménnych z, y a z musi byt kazd4 ze zavorek rovna
konstanté, které oznaéime F,, E, a E,, a musi platit

E,+E,+E,=E.

Uloha je tedy pfevedena na feSeni t¥i jednorozmérnych oscildtorti v proménnych
z, y a z s kvantovanymi hodnotami energie

Eg = hwg(l4+1/2), 1=0,1,2,...,

Eym =hwy(m+1/2), m=0,1,2,...,

E.,=hw,(n+1/2), n=0,1,2,....

Pro izotropicky oscilator je celkova energie rovna
Eimn = hw(l +m+n + 3/2).

Stupeﬁ degenerace hladin E111, E211 = E121 . E112, E122 = E212 = E221 —
E311 = E131 = E113 a Egop = Ej93 = E130 = E13 = Ea31 = E312 = Esp1 je
roven 1, 3,6 a 7.

6. Naleznéte feSeni Schrodingerovy rovnice pro sféricky symetricky tifrozmérny
harmonicky oscildtor s potencidlni energii V(r) = $mw?r?.
Reseni
Vzhledem k tomu, Ze jde o sféricky symetrickou tlohu, miZeme hledat vinovou

funkci ve tvaru
Y(r,0,0) = R(r)Pin(cos8)e™?, 1=0,1,2,...,m=—1,...,1L
Funkce R musi spliiovat rovnici

h* [d?R  2dR  I(l+1)

2u | dr2 T rdr r2

2
14+$§HR=ER

kde u je hmotnost &astice. Po provedeni substituce

a oznadeni

dostaneme rovnici
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Je zfejmé, 7e pro & — oo se musi x chovat jako funkce exp(—&2/2)

X = €72,

Pro ¢ — 0 maZeme dosadit
X~ E£%,
coZ vede na
ala—1) =1(1+1).

Odtud dostavame
o =1+1, ag=-L

Pro ¢ — 0 musi byt vinova funkce koneé¢na, je tedy tfeba vzit feSeni a; a pfed-
pokladat funkci x ve tvaru

X = £ u(€)e /2,

kde v(&) je funkce, kterd musi vyhovovat rovnici

d?v dv /l+1 3
w2 (g 2 (poimg) o

ReSeni této rovnice hleddme ve tvaru fady

o0

v=Y ah,

k=ko

coZ vede na rekurentni vztah

2(k+1+3/2-X)
= v = K k'
Ar42 (}C+2)(kl+2l+3)ak, k I‘“Ga 0+21

Pro £ — 0 dostévame
x & ElHLtho,

Z tohoto vztahu a vySe odvozené podminky pro § — 0
X ~ £l+1
vidime, Ze musi byt kg = 0. Daéle, ze vztahu pro k — oo

2
Q2 N Eak

vyplyva, e pro £ — oo se v chové jako exp(£2) a x jako exp(¢2)/2. Rada pro
funkci v proto musi obsahovat koneény pocet ¢lentt a musi platit

3
A=p+l+=,
pHi+s
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kde p je celé &islo. Vezmeme-li v tivahu, Ze kg = 0 a oznacéime-li
p=2n, n=2012,...,

dostaneme
3

3
Enzhw(2n+l+§), n=20,1,2,....

Tyto energetické hladiny jsou degenerované. Pro zadané sudé N = 2n + [
muzeme vzit | = 0,2,4,...,N. Pro N = 2n + [ + 1 liché dostaneme | =
1,3,5,..., N. Kromé toho pfi zadanych n a [ existuje jest& 2] + 1 nésobna
degenerace vzhledem ke kvantovému &islu m = —{,...,l. Odpovidajici vlnové
funkce jsou rovny

Yrim (1,0, 9) = NEwan (€)e™¢ /2 Py (cos )™

7. Céstice o hmotnosti y se pohybuje volné v roviné yz v oblasti vymezené obdél-
nikem 0 <y < a a 0 < z < b. Zbyvajici st roviny je pro éastici nedostupné.
Pfi pohybu podél osy z na ni pusobi sila F = —kz. Uréete energetické hladiny
a vlnové funkce ¢astice.

Reseni
S pouZitim vysledkt pfikladi 1 a 5 mtZeme napsat vinové funkce v oblasti
0<y<aal<z<bvetvaru

mny . Nz
sin ——

Yimn = ]le(g) CXP(—§2/2) sin

a b’
kde
¢=y/ 5w
k
w=4/—
U
al=0,1,2,..., myn = 1,2,3,.... Mimo uvedenou oblast je vlnovd funkce

rovna nule. Vlastni energie jsou rovny

R2m2r2  h2n2r2

Elmn = hw(l + 1/2) + 8/1,(12 + 8}Lb2

21.17 Pohyb v elektromagnetickém poli

1. Urcete energetické hladiny a vlnové funkce nabité éastice v homogennim mag-
netickém poli B orientovaném ve sméru osy z.
Resend
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Pro smér magnetické indukce podél osy z zvolime vektorovy potencial ve tvaru
A = (—By,0,0). Schrédingerovu rovnici

(P —qA)?

2y =By

upravime do tvaru

R ih 0
——Aw - —qud—q’b + —B2y2d) Ey.

ProtoZe koeficienty této rovnice nezavisi na z a z, mizeme predpokladdat vino-
vou funkei ve tvaru

— haz 8z
P = e"%eFp(y),
kde o a (3 jsou realna &isla. Po dosazeni do pfedchéazejici rovnice dostaneme

rovnici pro ¢
R d2p  mw? P

A =FEop,
2m dy’? 2 v
kde
qB
wo = -—,
m
h2 2
E'=FE -~ p
2m
a
Y =y+ ha
y =y 4B
Uvedenou rovnici pro linedrn{ harmonicky oscilator lze fesit obvyklym zptso-
bem
2
@n(y’) = konst H,(£)e™¢ /2,
E! =hwo(n+1/2), n=0,1,2,...,
kde

_ [TMwy
5_ h y .

Celkové vinova funkce a energie ¢dstice v magnetickém poli jsou rovny

wnaﬁ =N, ei(am+,@z)Hn(§)e~£2/2,

kde 4
1 1 mwo
N = V2mn! h ( )
a

h? 32
E.p = hwo(n+1/2) + e n=0,1,2,....
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Prvni &len predstavuje kvantovanou energii pohybu v roviné kolmé ke sméru
magnetického pole. Druhy &len uréuje nekvantovanou energii vzhledem k po-
hybu ve sméru magnetické indukce. Tento vysledek je v souladu s klasickym
pohybem po kruhové trajektorii v roviné z,y s frekvenci wg a volnym pohy-
bem podél osy z. Na rozdil od klasického kruhového pohybu, kdy dostdvame
dva harmonické kmity s frekvenci wg podél os z a y posunuté o 7/2, ma stav
s vlnovou funkel ¥,,43 nedefinovanou rovnovaznou polohu zy v soufadnici .
ProtoZe energie E,g nezévisi na o, mdme zde pfipad nekoneéné vysoké dege-
nerace odpovidajici riznym moZnym hodnotdm rovnovazné polohy xo. Obecné
feSeni mé proto tvar

o0

wnﬁ(x’ Y Z) = / C(a)ei(az+BZ)Hﬂ(&)e_fz/Q day

—o0

kde ¢(«) je funkce zavisejici na «. Specialné, tuto funkei lze zvolit tak, ze funkce
1ng popisuje stav s urditou rovnovaznou polohou zo.

2. Ukazte, jak se pFi tzv. cejchovaci transformaci vektorového a skalarniho poten-
cidlu elektromagnetického pole

0
A—A'"=A+ VS U—»U’:U—a—{,
kde f(r,t) je redlné funkce, méni feeni Schrédingerovy rovnice.

Resend

NejdFive napiSeme &asové Schrédingerovy rovnice s potencidly A, U a A/, U’

(—ihV — qA)? )
om Q/} ( h—({;i - qU> 1/"7

(—ihV — qA — ¢V f)? , L0 ar\ .,
2m v'= (hc’?t qU+qat>¢

P = e-iqf/fbd,'

Dosazenim

do prvni rovnice ovéfime platnost druhé rovnice.

3. Urgete hustotu toku pravdépodobnosti pro ¢astici v magnetickém poli.
Resent
Rozepsénim vyrazu (p — qgA)? v &asové Schrédingerové rovnici dostaneme

o I ihg
h——-—:————
th— o A+ AVw+

B 2
SL(dVAYY + =A% + qUY.

Komplexné sdruZend rovnice mé tvar

op* h2 ihq

. th
ot Ay -

—ih

2
—AVY" - 2 (divA)Y + qu2¢*+qU1/;*.
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Prvni rovnici vynasobime v¢*, druhou ¢, obé& rovnice ode¢teme a vysledek vy-
délime ik

dJ|? __ih

ot  2m

Vzhledem k tomu, Ze

P AY - PAY” = div[y* VY — VY]

[W* Ay — YAY*] + %[WAW + VY*AY + (divA)p*y).

a
Y*AVY + VY Ay + (divA)yY*y = div(Ay*y),
dostdvidme 0
MI +divj=0,
kde

. w4
= 5=V —YVeT - Ay
mi m
Lze ovéfit, Ze pfi cejchovaci transformaci

0
A—-A+Vf, U->U —a—j:
spojené s transformaci vinové funkce

Y — 'l /hy
zlstava hustota toku pravdépodobnosti j beze zmény.

4. Odvodte operatorové rovnice pro di/dt a dp,/dt, jestlize je hamiltonidn pro
pohyb &astice v elektromagnetickém poli roven

g [13 - qA.(I', t)]z
= ——— t).
H v + qU(r,t)
Regent
Pro zjednoduseni oznacime
pz = ]52 - qu
Pak dostivame
dz 1 N 1 . 1 . .
—:-—AI{:—A 2: »P2 2A:
@ = mo il = g Bl = g (B - Pow)

P,
zh2m (&P, — Pod) Py + Pr(2P, — Pp2)] = g

V analogii s klasickou fyzikou je tedy operator rychlosti roven operéatoru kine-
matické hybnosti délenému hmotnosti.
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Dale vypoéitame

dﬁx_d(A A= g2 1
at — @ e T )T T T Tham

Je ziejmé, Ze plati

pfcpy - pypr = (Pz — qu)(ﬁy - qu) - (ﬁy - qu)(ﬁr - qAz) =

= alloyAr — Ashy) = (i = 4,5)] = a (i % +in

= ifig (rotA), = ihqB,,

odkud vyplyva
(P, P2 = ihg(B.P, + B,B,).

Iy Yy

Dostavame tedy

dp, 84, U

q
=gt gt ~2——(PB+BP P.B, BP)

Vzhledem ke vztahtim

04, oU
ot oz 0 ¢®
a
di P,
da - m

pak dostdvime na pravé strané Lorentzovu silu v operatorovém tvaru

dP dg dy dz dz

A A2 -—q_- A
—— [P, P2+ z}+m[Pm,U]-

kde E; a B; jsou slozky intenzit elektrického a magnetického pole. Podobnost

s nekvantovym vyrazem pro Lorentzovu silu je zfejma.
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21.18 Casova Schrédingerova rovnice

1. Systém se dvéma stacionarnimi stavy popsanymi vlnovymi funkcemi o a ¥,
se v ¢ase t < 0 nachdzi ve stavu popsaném funkei 1o. V t = 0 za¢ne na systém
plisobit na dase nezdvisla porucha. Uréete vlnovou funkei ¢ (¢) pro ¢t > 0.

Reseni
Predpoklddame, Ze vlnové funkce 1o a 1; vyhovuji rovnicim
3 31%
H n h k) = 07 17
Yn=ihgr
kde )
Pn(t) = pne®ff, n=0,1,
a plati

/@:ﬁpn dV = b

Symboly ¢, a E, zde oznaduji Casové nezévislé vlnové funkce staciondrnich
stavli a odpovidajici vlastni energie, integrace se provadi pfes cely prostor.
Z4vislost vlnovych funkel na prostorovych proménnych r zde nevypisujeme.

Po zapnuti poruchy W mé Schrodingerova rovnice tvar

(H+ W)y = h@

Jeji FeSeni hledame ve tvaru

Y(t) = ao(t)o + a1 ()¢,

kde
lao()|* + |ar (t)|* =1

ag(0) =1, a1(0)=0.

Schrodingerovu rovnici vynasobime zleva ¢}, resp. ¢f, provedeme integraci pies
cely prostor a dostaneme soustavu rovnic

(B~
ithdy = agWoo + a1 Woie® a ( E")t,

. 1 (g
ihdy = agWygewn (Fo= Bt g, Wy,

kde
Won = | 0% Wen dV.

Zavedeme-li nové oznadeni
ao(t) = ao(t)

a; (t) = e (Br=Eoltq, (1),
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dostaneme homogenni soustavu dvou obyéejnych diferencidlnich rovnic s kon-
stantnimi koeficienty
’Iho.'o = CVOWOU + (11W01,

thoy = agWio + a1(Wh1 + E1 — Ey).

Partikuldrni feSeni této soustavy hleddme ve tvaru

ap(t) = Ae™™ ¥

o (t) = Be %,

kde A, B a Q jsou konstanty. Koeficienty A a B vyhovuji soustavé linedrnich
rovnic
(Woo - hQ)A + WOlB =0

Wl()A + (Wll + E] - E() e hQ)B = 0.

Z podminky nulovosti determinantu této soustavy dostdvame hodnoty Q2

2
A2 = Woo + 3 [ [Wor2 + 1,

’Y=W11 — Woo + E1 — Eg.

kde

Obecné FeSeni ma tvar
ag :Ale~191t+Aze—1S‘22t,

—it —ilat
o] = Ble 1 +Bge 2 y

kde . W
B, = Din T 7004
Wo1

Z podatetnich podminek plyne
A1 +Ay=1, B;+ By=0.
Vylouéime-li s pouzitim téchto rovnic A3 a Bs, dostaneme
ap = Ay (et gty | gmifht

o = Bl(e—iﬂlt - e-—ngt),

kde
A = Woo — RS
17 R - Q)
5%
B, = 10

RSy — Q2)°
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Tim jsme nalezli feSeni Schrodingerovy rovnice. Nyni uréime chovani koefici-
entdl |an|? = |an(t)|? v Ease. Dosazenim odvodime vztahy

lag|® = 1+ 4(A? — A))sin® ot,

la1|? = 4|B;|?sin? ot,

Q1 — V WV01|2 + 74_2
= 5 = - .
S pouzitim vjrazl pro ; a Qs lze ukizat, Ze plati
o 1= _Wa
402h* T o2

kde

4(A2 - AN =24, -1 -1=

Nakonec obdrzime vysledek

W, 2
apl“ = |ag|* =1— ———=-sin® ot
2 2_q_ | 20;; .2
a
loq)? = |a1|? = %sm at.

Systém periodicky pfechdzi mezi stavy g a ¢;. Perioda tohoto pohybu je rovna
T=2n/o.

. Pfedpoklidejme, Ze v €ase t = 0 je vlnova funkce 9 (r,t) vlastni funkci ¢asové

nezavislého operdtoru A s vlastni hodnotou ) a Ze operator A komutuje s ha-
miltonidnem H. Ukazte, Ze funkce ¥(r,t) je ve viech fasech t > 0 vlastni funkci
operatoru A prislusejici casové nezévislé vlastni hodnoté .

Reseni

Je-li At maly Casovy interval, dostdvdme s pouZitim asové Schrodingerovy
rovnice

oY

¥(r,0)
= (6,0 = ¥, 0) + aeHE0)

(r, At) = 9(r,0) + At -

Zapuscbime-li na tuto rovnici zleva operatorem A, dostaneme

AHw(r 0) HA(r,0) _
ih

Ap(r, At) = Ad(r,0) + At = Ay(r,0) + At

(w(r 0) + AtH¢(; 0)) = M(r, At).

Opakovanim tohoto postupu lze ukdzat, Ze vztah

Ap(r,t) = M(r, t)

plati pro libovolné Casy.
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3. Pro &asové nezévisly hamiltonidn naleznéte unitérni operator U (t) uréujici &a-
sovy vyvoj feSeni ¢asové Schrodingerovy rovnice.
Reseni
Snadno ovéfime, Ze Casové Schrédingerové rovnici vyhovuje vlnova funkce

¥(r,t) = em Hty(r, 0)
a Ze operator )
U(t) = ew /it
spliiuje podminku o
UtU =1.

4. Pro &asové zavisly hamiltonian nalezndte unitérni operator U (t), ktery urduje
casovy vyvoj FeSeni Casové Schrodingerovy rovnice.
Resend
Pro jednoduchost nebudeme psat prostorové souradnice. UvaZujeme-li Easovou
Schrédingerovu rovnici
3¢(t)

= H(t)y(1)

a pouzijeme-li rovnici

dostaneme .
LOU(t) & n
= U (t
in= = A0 ()
s pocateéni podminkou R
U@ =1
Oznacime-li )
ho "
miZeme feSeni rovnice A
oU(t) .
—_— = U
= = kH@0()

napsat ve tvaru

t t t
U(t) =1+n/ H(t dt'—i-mz/ PI(t’)/ H(t"ydt" dt'+
0 0 0

t tl t,l
_H{B/ H(t’)/ H(t”)/ H(t/”) d#” dt” dt’ +
0 0 0
O tom se mtGZeme snadno presvéddit derivaci tohoto vyrazu &len po &lenu

A

0 (t) & - / / 2 ¢ ! v agal " oy4
0 0] 0
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t t’ "’
+ K3 / H(t / H(") / H@"ydt" dt" dt' + - | = skH@)U ().
0 0 0

Vsimnéme si, ze operatory H jsou ve vyrazu pro U (t) Gasové usporadany t’ >
t” 2 t”l Z e

5. DokaZte invariantnost éasové Schrédingerovy rovnice vzhledem ke Galileovym
transformacim.
Resent
Pro jednoduchost budeme uvazovat jednorozmérny pohyb. UvaZzujeme dva iner-
cidln{ systémy se soufadnicemi (z,t) a (z’,t’), které se vi¢i sob& pohybuji rych-
losti v
z =1z + vt

t=t.
Pro potenciélni energii V plati

V'(z — vt, t) = V(z,t).

Predpokladame, Ze v ¢arkovaném soufadném systému plati Schrédingerova rov-
nice
aw ! h2 621/) 1

o = " m 5o

+V,'(/),

a mame dokézat rovnici

) K2 924
Zﬁ-gg = -%W -l- Vw

Hustota pravdépodobnosti p(z,t) nalezeni Eastice v ur€itém misté nemuize z4-
viset na volbé soufadného systému

(@', t') = plz,t)

neboli
Pz — vt t) = p(z,t).

Odtud vyplyvé, Ze funkce 9 a v’ se mohou ligit pouze fizovym faktorem
Yz, t) = 5@y (¢! 1) = 5@y (2 — vt t).
Impulzy v obou soufadnych systémech souvisi vztahem
p=1p +muv.
Podobné jako pro soufadnice plati

PP, t) = p(p,t)
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neboli
o' (p —mu,t) = p(p, t).

Dosazenim

¢'(-’E'» t/) — e——iS(z,t)w(m’ t)

do Schrédingerovy rovnice v ¢arkovanych proménnych dostaneme po tpravé

h? 8%y ,h<has )aw
4 —— =V | =

" 2m 022 m Oz Ox

+ V(:L‘,t)—{-lﬁw-l-% a Ugg-*h-a—t- e

R2 928 m? (aS\® _as . as| oy
—h ¥ =1ih
Fazovy faktor exp[iS(z,t)] byl dosud libovolny. Nyni ho zvolime tak, abychom
obdrzeli Schrodingerovu rovnici v neéarkovanych proménnych, tj. zvolime S
tak, aby platilo

K 0% P (9S\? . 89S . o9S
“om 022 T 2m \ Bz Y or ot
Z prvni rovnice odvodime
muz

§=——+¢),

kde ¢(t) je libovolnd funkce Casu. Z druhé rovnice uréime ¢(t) a dostaneme

mvuz mu*t

S== o

kde jsme vynechali nepodstatnou aditivn{ konstantu. Vysledkem je
w(a:’ t) — ei[mvz/h—mvgt/@h)]d) /(I — ot t).

Jak se dalo oéekavat, vlnova funkce 1 je rovna souéinu vlnové funkce v’ a fa-
zového faktoru exp{i[muvz/h—muv?t/(2h)]}, ktery popisuje pohyb volné ¢stice
pohybujici se spole¢né s &arkovanym soufadnym systémem vzhledem k necar-
kovanému soufadnému systému.

Hustota pravdépodobnosti p(p, t) je rovna

p(p,t) = |e(p, 1),

kde
1

C(p, t) = \/ﬂ

/ P(x,t)e” P/ dg,
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Dosazenim vyse uvedeného vztahu mezi ¢ a ¥’ dostaneme

1 < ! !
o | e

i[mwv? /(2R)—pu/h)t —i(p—mv)z'/h dz’.

ce(p,t)y=e

Integrél na pravé strané je roven

1

V2rh

a tedy plati

o0
/ Y/ (af t)e PR Qg — ¢ (p — mu, t),
—00

c(p, t) - ei[mv2/(2h)—pv/h]tcl(p — mu, t).

Odtud vyplyva
P t) = pp,t).

Tim je invariantnost dokdzana.
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D.1 Odvozeni necasové Schrodingerovy rovnice

V tomto dodatku ukdZeme, jak Schrédinger odvodil neasovou rovnici, nyni nesouci
jeho jméno [82]. Pro jednoduchost zde budeme uvazovat pouze jednorozmérné sys-
témy.

Schrédinger vysSel z klasické Hamiltonovy-Jacobiho rovnice pro konzervativni
systém

H <q, %-2) = E, (D.1)

kde H je Hamiltonova funkce, g zobecnéné soufadnice, S ¢asové nezévisla akce a E
energie. K tpravé této rovnice pouzijeme substituce

S = Kln, (D.2)

kde ¥ = ¥(q). Po dosazeni do Hamiltonovy—Jacobiho rovnice (D.1) dostaneme
H( 5d—t§) =E. (D.3)

Po pouiti vztahu H = p?/(2m) + V v této rovnici a vynasobeni 1)? obdrZime

( i ) :
2\ 4% 2
%4 . .
K o +( EYy 0 (D.4)
Plati-li tento vztah, plati i
oo
6/ Fdgq=0, (D.5)

kde § oznacuje variaci podle ¢ a

+(V = B} (D.6)
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Podminku extrému funkcionalu (D.5) mtZeme napsat ve tvaru

dFr  d dF

— = ———=0. (D.7)
/ d dy
W)
Ze dvou poslednich rovnic dostaneme
K? d%y
——2-7-7—25&5 + Vi = Ev. (D.8)
Polozime-li K = *h, obdrZime nedasovou Schrodingerovu rovnici
K d%y
—_2_7’;-(1—(]? + Vi = Ev. (DQ)

Pravdépodobnostni interpretace vlnové funkce ) z vySe uvedeného postupu
sz ¥ R . [ 2 1 .
nevyplyvé. Je viak zfejmé, Ze integral f_oo 1¥? dg musi byt kone¢ny a pro ¢ — oo
musi platit ¢¥(g) — 0.

D.2 Linearni vektorové prostory

Mnozinu prvkd u, v, w, ... nazyvame komplexnim vektorovym prostorem V', a tyto
prvky nazyvame vektory, pokud je definovano s¢itani vektort

U+ v
a nasobeni vektord komplexnimi ¢isly a, b, ¢, . ..
au

s nasledujicimi vlastnostmi:
1. Pokud jeu,veVijeiutveV.

2. Néasobeni komplexnimi &isly je distributivni ve vektorech a(u + v) = au + av.

w

. Nésobeni komplexnimi &sly je distributivni v komplexnich ¢islech (a + b)u =
au + bu.

Nésobeni komplexnimi &isly je asociativni v komplexnich &slech a(bu) = abu.
S&itani vektori je komutativni w+ v = v + w.
S&itani vektord je asociativni v+ (v + w) = (u + v) + w.

Existuje nulovy prvek 0 € V, pro ktery pro kazdé v € V plati v +0 = wu.

T B I T

Ke kazdému vektoru u € V existuje inverzni prvek u=?!, pro ktery plati u +
-1
u™t =0.

Piikladem takového vektorového prostoru je kvantovémechanicky prostor ket-
vektoru.
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D.3 Hermitovské operatory

Lineérni operator A* uréeny rovnici

/ o A dr = / (Ato)par,

(D.10)

kde ¢ a 9 jsou libovolné funkce a integrace probihé pies piislusny prostor, se nazyva
hermitovsky sdruZeny k operdtoru A. V kompaktnéj$im oznaceni muzeme psat

(plAR) = (A*ely)
nebo s vyuzitim vlastnosti skaldrniho souéinu
(plAlp) = @lAT10)*
Plat{ néasledujici uziteéné vztahy:
e Ze vztahu (D.10)-(D.12) vyplyva
(plAl) = WIA* |o)* = (el(A")*1w).

To znamend, Ze plati

(ATt = A.
e Pokud je ¢ komplexni &slo, dostavame z rovnice (D.12)
(le ) = (Plel)™ = (ple”[4).

Vidime tedy, Ze

e Ze vztahu
(pl(A+ B)¥|¢) = (WA + Blo)™ = (] Alp)* + (¥|Blp)* =

= (plA*|Y) + (9| B |[v) = (¢ A" + BT|y)

dostavame

N

(A+ B)t = A+ 4 B*.
e Déle plati vztah
(Pl(AB)*|9) = (ABply) = (BplA*|y) = (0| BT AT|y)

neboli

(AB)* = BT A+,

(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)

(D.15)

(D.16)

(D.17)

(D.18)

(D.19)

(D.20)

(D.21)
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e Linedrni operator se nazyva hermitovsky nebo samosdruZeny, pokud plati
A=At (D.22)
Ze vztahu (D.12) pak pro takovy operédtor vyplyva
(plAlp) = (¥|Alp)". (D-23)

Naopak, jestli tento vztah plati pro libovolné funkce ¢ a 9, je A hermitovsky
operéator.

e Snadno lze ukazat, Ze vlastni &isla hermitovského operatoru jsou redlna. Pro
vlastni problém
A = M, (D.24)

kde funkce 9 je normované, podle rovnice (D.23) dostaneme
A= (W|AJp) = (Y|A[g)" = A™. (D.25)

¢ Snadno lze rovnéZ ukdzat, ze vlastni funkce hermitovského operatoru pfisluse-
jicl riznym vlastnim &isliim jsou ortogonalni. Pfedpokladejme, Ze plati

Ay = Mt (D.26)
a A
APy = Ao, (D.27)
kde A; # A2. Pak dostédvame
(ol Alvr) = M (W2l¥r) (D.28)
a -~
(1| Alh2) = Ao (¥1[t2). (D.29)

Z rovnic (D.23) a (D.25) pak vyplyva
(W2l A1) = (1| Aliha)* = N5 (@ [tha)™ = Ao (althr) = A1 (Waltn),  (D.30)

coZ vede k rovnici

(s = ) (halthn) = 0. (D.31)
ProtoZe A; # A, musi platit

(¥2lyh1) = 0. (D.32)

Vlastni funkce pfisluSejici degenerovanym hladindm obecné ortogonélni nejsou.
V takovém pfipadé& vSak lze pomoci obvyklého Grammova-Schmidtova ortogo-
nalizaéniho procesu pfejit k novym funkcim, které uz budou ortogonalni.
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D.4 Diracova d-funkce

Diracova §-funkce, kterou lze pfesné zavést pomoci teorie distribuci, ptisobi jako
jednotkovy operator pfi integraci

/ f(2)é(z — a)dz = f(a). (D.33)
Diracovu é-funkci lze vyjadfit pomoci vztaht (viz té7 [24])
§(z) = — / ek g (D.34)
L ’ '
. sinzL
é(z) = ngr;o p (D.35)
.1 a
z) = ;13%) B (D.36)
nebo 1

=1 —2?/a®

d(z) = i1_r% aﬁe . (D.37)
Pro Diracovu d-funkei plati nasledujici uZite¢né vztahy
§(z) = 6(—x), (D.38)
zd(z) =0, (D.39)
é(azx) = @, (D.40)
la|
§@)é(e - a) = F(a)s(z — a), (D.41)
/ d(a—z)d(z — b)dz = é(a - b), (D.42)
5 — q?) = deZa) +d(z +a) (D.43)
2|

’ 6a - )

r—x;
(p(z)) = Z Tagl (D.44)

K dz =z,

kde z; jsou kofeny rovnice ¢(z) = 0.
Tvofi-li funkce 9, (z) Gplny ortonormalni systém vlastnich funkci hermitovského
operatoru s diskrétnim spektrem vlastnich &isel, plati tzv. relace tiplnosti

Y n(@Yh(a) = 6(z — o). (D.45)

Podobny vztah plati i pro spojité spektrum (viz (D.34)).
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Lze zavést i derivaci Diracovy d-funkce ¢(z), pro niz plati

/_ (@) f(2) do = 3£ (D.46)
z6'(z) = —4(z). (D.47)

Tyto vztahy lze ovéFit pomoci integrace per partes.

D.5 Dukaz Schwarzovy nerovnosti
Schwarzovu nerovnost
(u,u)(v,v) > |(u,v)|?, (D.48)

kde (u,v) oznauje skaldrni soudin, dokdZeme nésledujicim zpisobem. Vektor v
vyjadfime jako soudet vektoru paralelntho k u a ortogonélniho k u

v=1u (u,v) +lv—u (u,v) . (D.49)
(u, ) (u, u)
ProtoZe tyto dva vektory jsou ortogonalni, plati

(v,v) = o)l (v—u(”’”) v - u(“’v)> . (D.50)

(u,u) (u,u)’ (u,u)

Vzhledem k tomu, Ze druhy &len na pravé strané této rovnice je vétsi nebo roven
nule, dostdvdme Schwarzovu nerovnost (D.48). Rovnitko ve Schwarzové nerovnosti
plati pouze v pfipadé

v—u =0, (D.51)
(u,w)
tj. jsou-li vektory u a v kolinedrni
_ ()
v = u(u,u) (D.52)

D.6 Alternativni odvozeni relaci neurcitosti

V této ptiloze ukazeme, jak lze pon&kud jinym matematickym zptsobem odvodit
relace neurcitosti [24].
Budeme piedpokladat, Ze viechny tfi operatory vystupujici v komutacni relaci

[A,B] =iC (D.53)
jsou hermitovské. Déle pouZijeme operatory odchylek od stfednich hodnot AA =

A— (A> aAB=B- (B) pro které plati stejnd komutaéni relace. Nyni uvazujme
integral

Q) = / l(eAA —iAB)y2dr >0, (D.54)
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kde « je libovolné realné é&slo a integrace probiha pres pfislusny prostor. Tento
integrél, ktery je v&tsi neZ nula nebo roven nule, rozepiSeme do tvaru

I(a) = / Y*(@AA +iAB)(aAA - iAB)y dr (D.55)
nebo téz

I(a) = a2((AA)%) + o(C) + ((AB)?). (D.56)

Protoze podle rovnice (D.54) musi platit /(a) > 0 pro viechna «, musi byt dis-
kriminant kvadratické rovnice /() = 0 mensi neZ nula nebo roven nule. Z této
podminky vyplyvaji relace neuréitosti

@Ay By > 92 057

D.7 Unitarni operatory a unitarni transformace

Operator U se nazjva unitdrni, pokud plati

U0+ =U0%0 =1 (D.58)
neboli R X
Ut =071 (D.59)
Transformace operatoru A na operator A’ zadana vztahem
A'=UAU* (D.60)
nebo o
A=UTAU, (D.61)

kde U je unitérni operator, se nazyva unitdrns transformace.
Zavedeme funkce

o =Up (D.62)
a A
' =Ur. (D.63)
Naopak plati R
o=U"ty (D.64)
a A~
P =Ury, (D.65)
Potom dostavame
(plAlp) = (Ut |AIUTY) = (¢ [UAU* |y') = (| A']y). (D.66)

To znamen4, Ze maticové elementy operdtoru A mezi funkcemi ¢ a 1 jsou rovny
maticovym elementiim operdtoru A’ mezi funkcemi ¢’ a v’
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Speciélné, jestliZe funkce ¢ je vlastni funkce operatoru A odpovidajici vlastnimu
&islu A, je funkce Uy vlastni funkci opertoru A’ odpovidajici témuz viastnimu ¢islu
. Dlikaz je jednoduchy. Jestlize plati

Aw — /\1/}’ (D67)
dostavame N
U+ A'0y = M, (D.68)
odkud vyplyva o N
UU+AIU’¢ — )\U¢ (D.69)
a N ~ A
A'(Ty) = ANU). (D.70)

Pokud nés zajimaji (realna) vlastni &isla hermitovskych operatort, miZeme po-
uzit libovolnou unitarni transformaci, abychom prevedli zkoumany vlastni problém
(jako napf. neGasovou Schrodingerovu rovnici) na matematicky vyhodnéjsi tvar. To
se vyuZiva pri volbé riznych reprezentaci v kvantové mechanice.

D.8 Krivocéaré souradnice
Nejdiive uvedeme Laméovy koeficienty pro nejuZzivangjsi ortogonalni kfivocaré sou-
fadnice.

UvaZujeme soufadnice

z=12(q1,92:93), y¥=u(q1,92,93), z=2(q1,q2,¢3) (D.71)

Laméovy koeficienty jsou definovany vztahem

GGG o

Pro cylindrické soufadnice (r, ¢, z) plati

T=rcosp, y=rsing, z=2z, (D.73)
hi =1, ha=r, hz3=1 (D.74)
Pro sférické souradnice (r,0, ) plati podobné
z=rsinfcosy, y=rsinfsing, z=rcosb, (D.75)
hy=1, ho=r, hg=rsinb. (D.76)
V kartézskijch soutadnicich jsou Laméovy koeficienty rovny jedné

hi=1, hy=1 hs=1. (D.77)
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Ctverec délky elementérni tiseZky je v téchto soufadnicich roven

3
ds® = "ds? (D.78)
=1
a pro objemovy element plati
dV = ds;dsydss, (D.79)
kde

Slozky rychlosti jsou dany vztahem

a kvadrat velikosti rychlosti je roven
3
v? = va (D.82)
i=1
Gradient je definovan vztahem
df = (grad ¢) dr, (D.83)
kde 10y 1Y 16y
rady = | ——, —— D.84
grady (hl 0q1” ha 8g2” h3 81]3) ( )
Divergence je dana rovnici
divA = lim i{?{ D.85
AV —0 AV E(AV) ( )
a plati pro ni vyjadfeni
. 1 O0(Aihghs)  O(hyAzh3) 0(h1h2A3)}
divA = + + D.86
hihahs { on g2 Iq3 ( )
Rotace je definovéna vztahem
. 1
(rotA)n = Alérgo NG fi‘(As) Adr, (D.87)
kde 1 [0(Ashs)  9(Ashy)
rot A = 33 _ 22), D.88
(hzhs ( 0q2 Oq3 (D-88)

1 (6(A1h1) B a(Agh:;)) 1 (8(A2h2) B 6(A1h1)>> (D.89)
hihs Oqgs oq " hihs oq gz . '
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Koneéné, Laplacetiv operdtor je dan rovnici
Ay = divgrady (D.90)

a plati pro néj

1 8 hghg 871)) 8 (hlhg 8'(11 >
A = il )+ = — )+ D.91
4 hihaha [afh < hi Oq O0g2 \ ha Ogo ( )

NENTLTY
dg3 \ hs Og3/|’

D.9 Ortogonalni polynomy

Systém polynom@t f,(z) stupné n se nazyvé ortogondlni na intervalu a < z < b
vzhledem k vdhové funkei w(z) > 0, pokud plati [1]

/bw(:v)fm(a:)fn(x) dz =0, m#n, mn=01,2,.... (D.92)

Vahova funkce w(z) uréuje polynomy fy(z) aZ na konstantni faktor hn

b
/ w(z)f2(z)dz = hnp. (D.93)

a

Ortogondlni polynomy mtZeme zapsat ve tvaru

N
fn(x) =dp Z Cmgm(m)' (D‘94)
m=0

Vyrazy uréujici N, dn, ¢m, gm(z) @ hn, pro vybrané ortogonélni polynomy
jsou uvedeny v tabulce. P,(z) zde oznauje Legendrovy neboli sférické polynomy,
Lﬁf") (z) ptidruZené Laguerrovy polynomy a Hy,(z) Hermitovy polynomy.

fa(z) N |d, | em gm(Z) h,
Pae) [ 13) ] & [0 2T ) e | e
Pe v |1 [ (ata) | [
Hu@) | 2] | 255 (2z)"—2m | /w2 n!

Ortogonalni polynomy jsou dany rovnéz Rodriguezovym vzorcem

1 4"

Ful#) = o g P9 @) (D.95)

s koeficienty a funkcemi podle nésledujici tabulky:
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fn(z) | an plz) | 9(z)
P,(z) | (-1)"2"™n! |1 1-z°
L,(f)(m) n! e %z | x
H.(z) | (-1)" e® |1
Ortogondlni polynomy vyhovuji diferencialni rovnici
ug(x)y” + u1(z)y’ + uo(z)y = 0, (D.96)
kde funkce u;(z) jsou urdeny tabulkou:
y(z) us(z) | ui(z) uo(z)
P.(r) |[1-2%]| -2z n(n+1)
L) | = atl-z|n
Hy(z) |1 -2z 2n
Pro derivaci ortogonalnich polynomt plati rovnice
dfn(z
920D 0 0) (@) + @) a2, (D.97)
kde funkce g;(z) maji nasledujici tvar:
fn(z) 92(z) | q1(z) | go(z)
Piz) [1-2%| -nz |[n
L,(f)(:z:) z n ~(n+a)
Hy(z) |1 0 2n
Ortogondlni polynomy vyhovuji také rekurentnim vztahtim
alnfn+1(l') - (a2n + a3nm)fn($) - a4nfn—1(m) (D98)
s koeficienty a;, podle tabulky:
fn(fn) Q1n Qon asn A4n
P.(z) n+1]0 2n+1|n
Lﬁf')(m) n+1|2n+a+1| -1 n+ o
H.(z) |1 0 2 2n
Vytvéafejici funkce, pro kterou plati
o0
9(z,2) = > anfa(z)2", (D.99)
n=0
je urcena nésledujici tabulkou:
falz) [an | 9(z,2) pozn.
Po(z) |1 1/V1 —2zz + 22 —l<z<l,]z]<1
L) [1 [ (-2 Tes/E-D | 2] <1
H,(z) |1/n! |27
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Na z4vér uvadime specialni hodnoty ortogondlnich polynoms:

fn@) | fn(=2) fn(1) | fn(0) folz) | fHi(z)

P,(z) (=1)"P,(z) |1 —(—_4—}2—71< 27:: ) pron=2m | 1 x
Opron=2m+1

L (@) (”:O‘) 1 atl-z

H,.(z) | (-1)"Hn(z) (»1)’”@,%,)! pro n = 2m 1 2z

Opron=2m+41




Fyzikalni konstanty

konstanta ozn. | hodnota jednotky
rychlost svétla c 299792458 m s~ 1
magneticka konstanta Lo 12,566370614 x 10~7 | N A~?
elektrickd konstanta €0 8,854187817x 101> | F m!
Planckova konstanta h 1,054571596 x 10~3¢ | Js
elementarni naboj e 1,602176462 x 1071% | C

Bohriiv magneton up | 927,400899 x 10~2¢ JT 1
konstanta jemné struktury a 7,297352533 x 10—

Bohrav polomér aB 0,5291772083 x 10710 | m
hmotnost elektronu me | 9,10938188 x 10731 kg
magneticky moment elektronu | g, —928,476362 x 1072° [ JT-!
hmotnost protonu mp | 1,67262158 x 10~%7 kg
hmotnost neutronu my | 1,67492716 x 10~%7 kg
Avogadrova konstanta Na | 6,02214199 x 10% mol~T
Faradayova konstanta F 96485, 3415 Cmol™!
molarni plynova konstanta R 8,314472 Jmol-TK-!
Boltzmannova konstanta k 1,3806503 x 10~2° JK-1T
gravita¢ni konstanta G 6,673 x 1011 m3 kg~ ls™2

Jednotky energie :
lerg=10""17J
1eV =1,602176462 x 1071° J

1 Ry = 2,17987190 x 10718 J=13,6056917 eV
1 Hartree = 4,35974381 x 10718 J=27,2113834 ¢V

Zpracovano podle [22] a [69].
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