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Pfedniluva

Tato ucebnice vznikla z dlouholetych pFedndsek autorii na matematicko-fyzikalni

fakulté Karlovy univerzity v Praze. Jeji obsah odpovidd ucebnim pldnim pro
posluchace fyziky proniho rocniku. K Jjednotlivym kapitoldm je pFipojeno nékolik
typickych FeSenych uloh, které slouzi k aktivnimu osvojeni probirané ldtky.

Vybér latky a zpiisob vykladu ¢ini z ucebnice vhodnou pomiicku i pro posluchace
pirodovédnich a technickych obori k rozsiFeni a prohloubeni znalosti z mechani-
ky.

Mechanika byla proni axiomaticky formulovanou fyzikalni disciplinou. Logickd
stavba mechaniky a zpiisob ziskdvdni poznatki je dodnes modelem ,, fyzikadlniho
mysleni** a predobrazem vSech fyzikdlnich disciplin. SnaZili jsme se témto skutecd-
nostem pFizprisobit metodu vykladu, a to i pFi limitujicim rozsahu matematickych
znalosti posluchaéii proniho semestru. Nékteré matematické partie presahujict
pFedpokladané stFedoskolské znalosti jsou v potiebném rozsahu vysvétleny v mate-
matickych dodatcich. :

V udebnici, kterd je dilem autorského kolektivu (J. Kvasnica — vedouct kolekti-
vu, A. Havrdnek, P. Lukd¢, B. Sprusil), jsme se snazili vyloucit nehomogenitu,
kterd prameni jak z povahy jednotlivych partii, tak i z jejich pojeti pFislusnymi
autory. Konkrétni rozdéleni odpovédnosti jednotlivych autorii je nasledujici.: kapi-
toly 1, 6, 11, 12, matematické dodatky a zdvér kapitoly 5 napsal J. Kvasnica,
kapitolu 2 B. Sprusil, kapitolu 5 P. Lukdé, kapitoly 3,4,7,8,9, 10 A. Havranek.

Obéma posuzovateliim prof. RNDr. P. Kratochvilovi, DrSc., a doc. RNDr.
M. Cernohorskému, CSc., patii nd$ dik za podnétné pFipominky k riiznym varian-
tdm rukopisu. -

J. Kvasnica
vedouct autorského kolektivu



Kapitola 1

Kinematika‘ hmoytného bodu

1.1 Prostor a &as

Hmota ma mnohotvirné formy a projevy své existence. Hmotné objekty (napf.
predméty, télesa) méni svou vzajemnou polohu, velikost a tvar, tepelné, elektric-
ké a magnetické vlastnosti, skupenstvi, chemicke slozeni, biologické vlastnosti
apod. a tyto zmény se Casto oznaduji spole¢nym nazvem pohyb. Jednotlivé
druhy pohybu se obvykle studuji oddélené v odpovidajicich védnich oborech.
Vzajemnymi souvislostmi rtiznych forem pohybu se zabyvaji riizné mezioboro-
vé discipliny (chemicka fyzika, biofyzika).

Mechanika (z teckého ueyove = mechané = nastroj, stroj) se zabyva
studiem zmény polohy téles v prostoru, zménami jejich velikosti a tvaru. Tomu-
to druhu pohybu Fikame mechanicky pohyb. S ohledem na obsah a poslani této
uebnice budeme viude v daldim vykladu (nebude-li feCeno jinak) pojmem
pohyb oznalovat mechanicky pohyb. o

Mechanika se obvykle déli na kinematiku (z feckého xve = kiné = po-
hyb), kterd se zabyva geometrii pohybu téles bez zietele k jeho pficindm, a na
dynamiku (z feckého dvvapio = dynamis = sila), ktera studuje souvislosti
mezi pohybem a silami piisobicimi na zkoumaneé téleso. Specialnim ptipadem
dynamiky je statika, ktera se zabyva vysetfovanim rovnovéhy sil. ‘

Pohyb kazdého télesa vzdy popisujeme vzhledem k jinému télesu, které
nazgvame vztaznym neboli referencénim télesem, vztaZnou neboli refe-
renéni soustavou. Pohyb sledovaného telesa se nam jevi rizné (méd napf.
jinou trajektorii a rychlost) podle toho, k jakému referencnimu télesu tento
pohyb vztahujeme. Tuto zavislost zpiisobu pohybu na volbé referencni soustavy
nazyvame relativnosti pohybu.

V ptedchozim vykladu jsme ponékud volné pouzivali pojmil prostor a Cas.
Existuji riizné uéené definice prostoru a Zasu, aviak tyto definice jsou tak obecne
a abstraktni, 7e jsou pro konkrétni vyklad nepouzitelné.

Pojem prostoru vznikl z pozorovani rozmisténi objektivné existujicich téles,
jejich vzijemné vzdélenosti (odlehlosti) a orientace. Ponévad? dvé télesa mohou
it libovolnou, spojité se ménici vzajemnou vzdalenost a vzajemnou orientaci,
pfisuzujeme prostoru vlastnosti kontinua. K jednoznatnému uréeni polohy
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libovolného mista (bodu) daného télesa potfebujeme tfi vzajemné nezavislé
Udaje (napf. délku, $itku, a vySku od pocatku referenéni soustavy), proto
pokliadame ,,nas* prostor za trojrozmérné kontinuum. Jednotka délky (je-
den metr, | m) je stanovena piisluSnou mezinarodni tmluvou (normou).

Pojem ¢asu je odvozen z pozorovani zmén poloh a vlastnosti objektd a z doby
trvani riznych objektivné existujicich procest (napf. st¥idani dne a noci, vege-
tacni obdobi). Jednotka doby trvani (jedna sekunda, 1 s) je ur&ena piisluinou
mezinarodni umluvou (normou). Z pozorovani libovolné dlouhych dob trvani
procesli (zmén) usuzujeme, Ze Cas je (jednorozmérné) kontinuum.

Hmotné objekty existuji v prostoru a v Case, tj. ,,zabiraji* jistou &ast prostoru
a jejich polohy a vlastnosti se s Gasem méni. V matematické abstrakci si mizeme
predstavit prostor a ¢as i bez téchto hmotnych objektd. Vznika tak otizka,
zdali a jak jsou vlastnosti prostoru a &asu ovlivnény pfitomnosti téchto objekt,
popi. zdali a jak zavisi vlastnosti prostoru a ¢asu na volbé referencni soustavy.

Tyto kardinélni otazky nelze fesit apriorni logickou uvahou nebo spekulaci,
nybrz je nutno rozhodnout je empiricky; zobecnéni téchto empirickych po-
znatkl se pak vyslovi axiomaticky.

V dobé, kdy Sir Isaac NEWTON (1643—1727) formuloval teoretické zaklady
mechaniky, se nedal zjistit zadny vliv hmotnych objektl na vzdalenosti dvou
bodl prostoru, ani na jiné geometrické vlastnosti prostoru. Obdobné se v té
dobeé nedal zjistit vliv t&les na chod &asu. Vzdalenosti dvou bodi prostoru i doby
trvani procest se zdaly byti nezavislé na volbé referencni soustavy, v niz se tyto
veliCiny pozoruji (méfi). Z toho Newton dospél k pfedstavé (postulatu) ab-
solutniho prostoru a absolutniho Gasu nezdvislého na hmotnych ob-
Jektech a na jejich pohybech. ‘

Ve svém fundamentalnim dile Philosophiae Naturalis Principia Mathematica
(1687) definuje absolutni prostor a-absolutni &as takto: ,»Absolutni, skute¢ny
a matematicky ¢as plyne sim od sebe a diky své povaze rovnomérné a bez
ohledu na vngjsi objekty. Absolutni prostor je vzhledem ke své podstaté a bez
ohledu na vngjsi objekty stale ty a nepohyblivy*,

Ukazuje se, Ze geometrické vlastnosti takového prostoru Ize popsat soustavou
Eukleidovych axiomii (EUKLEIDES, asi 330-270 pfed n. 1.), proto je Newtontiv
prostor klasické fyziky trojrozmérnym eukleidovskym prostorem.

V teorii relativity (viz kapitola 12) se ukazuje hluboka souvislost prostoru
a ¢asu — tzv. prostorodas; télesa a jejich pohyb maji vliv na geometrii prostoroéa-
su. Tyto vlivy se vSak znateln& projevuji az pii rychlostech téles srovnatelnych
s rychlosti svétla ve vakuu (c=3.108m s_l) anebo v blizkosti obrovskych
kosmickych téles.

Tyto skute¢nosti konkrétné dokazuji, ze prostor a ¢as jsou projevy a formami
existence objektivni reality — hmoty.

Pfi pohybech téles se ¢asto setkavame se situaci, Ze télesa se pohybuji v oblas-
tech prostoru, jeZ znagné pievysuji geometrické rozméry t&chto téles. Uvedeme
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alespofi dva piiklady: pohyb elektronu v urychlovadi a pohyb Zemé kolem
Slunce. V takovych piipadech muzZeme (alespoit v prvnim pfiblizeni) zcela
zanedbat geometrické rozméry pohybujiciho se télesa a prejit k abstrakci hmot-
ného bodu. :

Hmotnym bodem nazyvame téleso s nekonecné malymi geometrickymi
rozméry, avéak s nenulovou hmotnosti. PonévadZ hmotny bod je podle definice
(ex definitione) bezrozmérnym utvarem, nelze mluvit ani o jeho otaceni, ani
0 zméné tvaru (deformaci), nybrz-jenom o jeho pohybu podél n&jaké kiivky.
Tento na prvni pohled velice umély pojem hmotné¢ho bodu je mimofadné
wite¢nym pojmem pro teoretickou vystavbu mechaniky. Jeho abstraktnost je
viak pouze zdanliva. Riiznd télesa se skladaji z velkého poctu atomi (o rozmé-
rech fadové 10710 m), jeZ samy sestavajiz elektrontl, protont a neutrond, jejichz
,rozméry (fadové 1075 m) jsou velmi malé nejen vzhledem k rozmérim
makroskopickych téles, ale i k rozmérim atomt. Realna télesa tak mizeme
zobrazit jako soustavu hmotnych bodd. Pozdéji (v kapitole 5) uvidime, Ze
postupny (translaéni) pohyb télesa lze zobrazit pohybem hmotného bodu
(hmotného stiedu, tézisté), v ndmz je soustfedéna veskera hmotnost télesa.

Pozndmka: Ustaleny (a normou predepsany) termin hmotny bod neni
v mechanice nejvhodngj$i. V mechanice se u tohoto objektu jedna pouze
0 jeho hmotnost zkoncentrovanou do bodu, proto by bylo vhodnéjsi mluvit
0 bodové hmotnosti obdobné jako se v elektrodynamice mluvi o bodovém
naboji.

1.2 Poloha, trajektorie, rychlost a zrychleni hmotného bodu

K uréeni polohy hmotného bodu pouzivame rizné soufadnicoveé soustavy (viz
matematicky dodatek D.1). ' ‘ “

Zvolime poc¢atek O soustavy soufadnic a tfi nekomplanarni (tj. nelezici
v jedné roving) jednotkové vektory ey, e,, e;. Spojnici r po¢atku O s libovolnym
bodem M nazyvame polohovym vektorem (privodicem, rddius — vek-
torem) bodu M vzhledem k bodu O. Pomoci zvolené vektorové baze e, e,,
e, zapiSeme privodi¢ r v tvaru

r=se + 5,8 + 5:e; = sg€;. 1(2.1)

Vektory s,e;, 5,€,, 5;8; jsou slozZky (komponenty), koeficienty s, 55, 3 jsou
soufadnice (koordinaty) polohového vektoru r. (Zakladni vztahy a operace
s vektory uvadime v matematickych dodatcich D.3 a D.4). V rovnici 1(2.1) jsme
wzili Einsteinovy sumacni konvence (viz dodatek D.2): vyskytne-li se ve vyrazu
maly latinsky index pravé dvakrat, budeme tim rozumeét sumaci pfes tento
index, aniz bychom vypisovali sumacni znak.



Biézové vektory e, e,, e; budeme pokladat vzajemné ortogonlni (kolmé),
takZe pro jejich skaldrni soudiny plati
’ el =5, | 1(2.2)

kde Kroneckertiv symbol dy = 1proj=ia oy = 0proj # i.V takovém
pfipadé

§; = re;. : | 1(2.3)

Kartézska soustava je znazornéna na obr. 1.1, Jednotkové vektory kartézské
béaze se obvykle znadi i, j, k, takZe polohovy vektor bude

= xi + yj + zk,

kde x, y, z jsou kartézské soufadnice privodice r.

Obr. 1.1 Kartézské soustava soutadnic

Oznacime-li a, §, y Ghly, jez svira polohovy vektor r s kladnymi sméry soutadni-
covych os x, y, z, pak je

X =rcosa y=rcosp Z.=7rcosy, 1(2'4)
kde
Fo= e = (x* + y* + ) 1(2.5)

je absolutni hodnota polohového vektoru. Smérové kosiny spliiuji pfi tom
normovaci podminku

cos’ o + cos? f + cos?y = 1, | 1(2.6)



%

Cylindricka soustava o, ¢, z (viz obr. 1.2) navazuje na polarni soustavu (viz
dodatek D.1), k niz se pfida rovina z udévajici vysku daného bodu nad rovinou
x, y. Mezi kartézskymi a cylindrickymi soufadnicemi plati vztahy

Xx=ogpcosp, y=psing, z=z2z, 1(2.7)
z
Ao
SN A
z F \\\ / |
(/ | 7| |
Moo ' * '
I | | |
I | | 7y
% [P by
( | 4 | /
X C ‘x T .
Obr. 1.2 Cylindrické soustava soufadnic Obr. 1.3 Sféricka soustava soufadnic
kde
o= (2 + )2, tge=yx. 1(2.8)
Ve sférické soustavé r, 8, ¢ (viz obr. 1.3) plati
x =rsinfcosp, y=rsindsing, z=rcosd, 1(2.9)

kde

re=(F+ P+ AR, cosd =z, cosp= x/( + ¥)'2 . 1(2.10)
Pti pohybu hmotného bodu se jeho polc;hovy vektor r s Casem méni a jeho

koncovy bod vytvat pohybovou kFivku neboli trajektorii. Jak je ukazano

v dodatku D.1, obloukovy element ds trajektorie v kartézskeé, cylindrické a sfé-
tické soustavé vyjadiuji rovnice

ds = |dr] = [(dx)? + (dy)? + (d2)’]", 1(2.11)
ds = |dr] = [(de)? + (e do)* + (d2P]"?, - 1(2.12)
ds = |dr| = [(dr)? + (r d9) + (r sin 8 dg)’]"? . 1(2.13)
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Celkova délka trajektorie (draha hmotného bodu) mezi body A, B je dana
integralem '

s = fB ds . | '1(2'.14)

A

Odpovidajici vyrazy pro rovinnou ktivku leZici v roving (x, y) dostaneme tak,
Ze v 1(2.11) - 1(2.14) polozime z = 0, resp. = m/2.

Pohyb hmotného bodu v daném &asovém intervalu je jednoznacné urcen,
kdyz pro kazdy ¢as ¢ v tomto intervalu je znam jeho polohovy vektor

r=r(t). 1(2.16)

Tomuto parametrickému zadani trajektorie odpovidaji (v kartézské, cylin-
drické a sférické soustavé) rovnice

x = x(t), y = y(), z = z(t), 1(2.16)
= o(t), o = o(t), z = z(t), 1(2.17)
r=r), 3 = Y1), 9 = ¢(t). 1(2.18)

Necht 7, 7, jsou dva casové okamziky a r; = r(1;), r, = r(t,). Podil
Ar _r,—r

At oty — ¢,

urcuje prizmérnou rychlost hmotného bodu v ¢asovém intervalu L =t t,
ZmenSovanim intervalu At—0 vyjaditme okamZitou rychlost v hmotného
bodu jako ¢asovou derivaci jeho polohového vektoru

v=lm—=—=/F, 1(2.19)
Aat—0 At dt

Derivaci podle ¢asu budeme oznadovat teckou nad piisluinym symbolem. (Toto
oznaceni zavedl I. Newton ve svych Principiich. )

y -
s =

//@
~

Obr. 1.4

L]

7 )
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Pohyb bodu se nazyva pFimocary, kdyZz se neméni smér rychlosti; rovnomér-
nym pohybem nazyvame takovy pohyb, pii némz se neméni absolutni hodnota

= |v| rychlosti v. Pfikladem rovnomérného pohybu je pohyb po kruZnici
s konstantni uhlovou rychlosti @ = ¢.

Vektorovou rovnici 1(2.19) lze v kartézské, cylindrické a sféricke soustavé
nahradit odpovidajicimi slozkovymi rovnicemi (viz D(1.15), D(1.24) a D(1.19))

v, =%, v, =Y, v, = %, ’ 1(2.20)
v, =6, v, =0p, v, =2, 1(2.21)
v, =T, vg =14, U = rsin 9¢ . 1(2.22)

Diilezitou charakteristikou kiivky je jeji k¥ivost, resp. polomér kfivosti.
Vysvétlime si tento pojem na piikladé rovinné kfivky zadané rovnici y = y(x).
Obloukovy element ds této kiivky nahradime obloukovym elementem R d¢
kruznice o poloméru R (viz obr. 1.4), coz vede k rovnici

ds = Rdg . 1(2.23)

Veli¢ina R je polomér kiivosti dané kfivky, pfevrécené hodnota 1/R je kfivost
kfivky.

Vzorec 1(2 23) uprav1me tak, Ze na ds uzijeme vzorec D(l 6) a ¢ vyjadiime
pomoci rovnice tg ¢ = )’, resp. ¢ = arctg y’, coz vede k rovnici

(1 + y*)'2 = R(dp/dx).

Piipomeneme-li si zndmy vzorec
/

d tgf
— arc = —
dx 1+ £

2

pak (po dosazeni f = y’) dostaneme hledany vysledek

1 yll B
R (I + )" e

PFenechame &tenafi jako cvideni, aby dokazal, Ze posledni vzorec lze prepsat

také ve tvaru ‘
1 d2x>2 <d2y>:|1/2
=+ (=) + (= . . 1(2.24'
R [(dsz ds? (2.24)

Zobecnéni na trojrozmérnou trajektorii provedeme v dalsi Casti tohoto ¢lanku.
Délka oblouku trajektorie, tj. draha hmotného bodu, jednoduse souvisi s ab-
solutni hodnotou rychlosti hmotného bodu. Ponévadz kartézské, cylindrické
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a sférické soufadnice jsou ortogonélni miZeme absolutni hodnotu v
rychlosu vyjadfit nékterym ze vzorcu '

v=|v| = (v? +v + )2 = (02 + 02 + )P =
N . . | 1(2.25)
Ve shodé se vzorci D(1.15), D(1.19) a D(1.24) pak plati
. 2 :
s = f v(t) dt, 1(2.26)
t .

1
resp.

Al

ds
o) =—=s. . - 1(227)
( dt o ,
Casto je vyhodné povazovat délku oblouku kfivky (drahu hmotného bodu)
za parametr (m1sto ¢asu ¢) v rovnici trajektorle Parametrickou rovnici 1(2.15)
trajektorie zaménime rovnici

r=r(s), . ) 1(2.28)
kde s je draha hmotného bodu od pevné zvoleného bodu
PonévadZ ds = |dr|, bude veli¢ina
dr df » A0\
T E o = 1(2.29)
ds |dr|

predstavovat jednotkovy teény vektor dané trajektorie. Ve slozkovém zapisu
tomu odpovidaji rovnice ‘

_— 1(230)
dS . L o
kde ds; jsou elementarni obloucky zavedene v dodatku D.1 vztahy D(1.16),
D(1. 25) a D(1.21).
Z definice 1(2.29) okamiit¢ plyne vztah 7> = 1, z ného derivaci podle
s dostaneme . ' :

t(dr/ds). =0, C1(231)

Posledni rovnice pravi, Ze vektor dz/ds je kolmy na tedny vektor 7, a ma tedy
smér normaly. Oznacime-li symbolem v jednotkovy vektor ve sméru normaly,
pak z 1(2.31) plyne

1’(2.32)

%
g
If
=
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Pro , koeficient im&rnosti* 1/R snadno najdeme explicitni vyjadfeni. Povy$enim

rovnice 1(2.32) na druhou dostaneme
2 2 2 2
dr,\ d
e N R
R? ds ds ds ds

jelikoz v? = 1, V kartézské soustavé je 7, = dx/ds, dr)/ds = d*x/ds? atd., coz
vede k vyjadieni

1 d2x 2 dzy 2 dzz 211/2
LT e

Qdtud je vidét, ze R pFedstavuje zobecnéni poloméru kfivosti na trojrozmérnou
trajektorii. Vyjadfeni R v jinych soufadnicovych soustavach dostaneme pfimo
z defini¢nich vztahd 1(2.30) a 1(2.33).

Ziskanych vysledkl pouZijeme k rozkladu zrychleni hmotného bodu na
zrychleni tené a normalove.

OkamZitym zrychlenim a hmotného bodu rozumime veliCinu

=F. 1(2.35)

vVE— = —— = 1T, ' 1(2.36)

Po dosazeni (ds/dt) = v, (dz/ds) = v/R ziskime hledany vztah

A== Tt =V, 1(2.37)

Prvni ¢len 7(dv/dr) pFedstavuje teénou, druhy ¢len v(v*/R) normalovou slozku
zrychleni hmotného bodu. ’

Z definice vztahu 1(2.35) lze odvodit vyrazy pro slozky zrychleni v cylindrické
a sférické soustavé, co? se provadi ve specialnich kursech analytické mechaniky.
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1.3 Pohyb hmotného bodu v pohybujici se referencni soustavé

Casto potiebujeme porovnat pohyb daného hmotného bodu (télesa) z hlediska
riaznych referencnich soustav, jeZ se vii¢i sobé navzajem pohybuji. Pohyb pro-
Jektilu vystielen¢ho z leticiho letadla mizeme popisovat z hlediska referenéni
soustavy pevné spojené¢ s letadlem anebo z hlediska pevného pozemského
stanoviSteé, jez se viak spolu se Zemi ota¢i a pohybuje kolem Slunce. Vznika tak
kinematicky fetéz slozenych pohybi.

X

Obr. 1.5 Translace soufadnicovych soustav

Zde probereme dva jednoduché zakladni piipady. Méjme dvé kartézské
referen¢ni soustavy (x, y, z) a (x', y', ), jejichZ pocatky Q, O’ jsou navzajem
posunuty o ry, pfi¢emz orientace os obou soustav je stejna (viz obr. 1.5).
Polohovy vektor bodu M vzhledem k podatku O oznacime r, vzhledem k poéat-
ku O’ symbolem r’. Mezi obéma vektory o¢ividné plati vztah

r=ry+r. 1(3.1‘)

Nyni budeme pfedpokladat, ze ¢arkovana referenéni soustava se pohybuje
vii¢i neCarkované soustavé rovnomérné a pfimodaie konstantni rychlosti V (ve
sméru spojnice O0’). Podle Newtonova axiomu absolutniho prostoru a abso-
lutniho Casu jsou vzdalenosti i ¢as nezavislé na pohybu referenéni soustavy.
Mezi ob€ma soustavami bude tedy platit (r, = Vi)

r=Ve+r, t=t. 1(3.2)

Tato transformace, jeZ je (pro dany pfipad) matematickym vyjadfenim abso-
lutniho prostoru a absolutniho ¢asu, se nazyva Galtlezovou transformaci
(Galileo GALILEL 1564-1642).

Rychlosti hmotného bodu M v obou soustavach budou v = dr/dt, v =
=dr’/dt" = dr’/dz, jelikoZ je ¢ = ¢ . Posledni pfedpoklad (¢ = ¢) je pro dalsi
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vysledky podstatny. Derivaci prvni rovnice 1(3.2) dostavame adicni teo-
rém rychlosti Newtonovy mechaniky

v=V+v. 1(3.3)

To je ptimy diisledek axiomi absolutniho prostoru a absolutniho ¢asu, proto
jakykoliv rozpor s timto adiénim teorémem rychlosti je v yvrdcenim axionl
absolutniho prostoru a absolutniho asu. Podrobnéji se budeme touto proble-
matikou zabyvat v kapitole 12 vénované relativistické mechanice. Zde pouze
poznamename, Ze adi¢ni teorém 1(3.3) je ve vyborné shod¢ s experimentem,
pokud rychlosti jsou velmi malé ve srovnani s rychlostisvétlac = 3. 108ms~L

Ponévad? vzajemna rychlost V obou soustav je konstantni, budou zrychleni
hmotného bodu v obou soustavach stejna

a=a'. 1(3.4)

Ve druhém piipadé budeme predpokladat, Ze obé referencni soustavy maji
stejny pocatek, aviak ¢arkovana soustava rotuje s konstantni ithlovou rychlosti
o = & kolem (spole¢né) osy z = z'. Vztah mezi soufadnicemi bodu v obou
soustavach udavaji rovnice D(2.1), které pfepiSeme ve tvaru

x'; = X; cos ot + X, sin wt ,
x'y = —Xx; sin wt + X, cos ot ,
Zde jsme misto x, y, z uzili oznadeni x,, x,, x; a thel a vyjadfili pomoci
(konstantni) thlové rychlosti  vztahem o = wt. K rovnicim 1(3.5) by se jesté
mélo pfidat ¢’ = ¢ .
Derivaci rovnic 1(3.5) podle ¢asu dostaneme slozky rychlosti a zrychleni
hmotného bodu v obou soustavach

v/, = v, oS Wt + v, sin ot + w(—x, sin ot + x, cos wt) ,

Il

v’y = —v, sin Wt + v, cos Wt — (X, €08 Wt + X, sin i),

a', = a,cos ot + a,sin wt + 2w(—v; sin wt + v, cos o) —
— w*(x, cos ot + x, sin wt),
a, = —a, sin ot + a,cos ot — 20(v, cos wt + v, sin ot) —
— @*(—x, sin wt + x, cos wt),
r o
as = a;. 1(3.7)
Slozky rychlosti a zrychleni hmotného bodu v rotujici soustave se tedy transfor-
muji sloZitéjsim zplisobem neZ samotné soufadnice.
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Zavedeme ' = —a (thlovou rychlost rotace nedarkované soustavy vici
Carkovane kolem osy 3') a uzijeme transformaénich vzorci 1(3.5). Misto rovnic
1(3.6) a 1(3.7) tak dostaneme

V' = —a'x, + (v cos wt + v, sin wt),

vy = +a'x; + (—v;sin ot + v, cos wi), :

[— .

V3= s 1(3.8)
a' = cu‘z'x'l — 20"y + (a; cos wt + a, sin wt) ,

@y = @'y + 200 + (—agsinwt + a, cos wr),

Cleny w”x';, @', jsou slozkami -odstFedivéha zryehleni, &eny
=20, , 2w’y jsou slozkami Corielisova zrychleni (Gaspard CORIO-
LIS, 1792-1843).

Obecnou rotaci kolem libovolné orientované osy rotace mizeme ziskat sloze-
nim tf rotaci typu 1(3.5). V takovém ptipadé budeme mit tfi slozky o', @', @'y
vektoru ihlové rychlosti @' rotace soustavy kolem dané rotaéni osy (viz
kapitolu 7 vénovanou mechanice tuhé¢ho télesa). Tato rotaéni osa obecné nesou-
hlasi se Zadnou ze soufadnicovych os. Stejnym postupem jako pii odvozovani
rovnic 1(3.9) ziskame pro Coriolisovo zrychleni a.. vyjadieni

ac = 2[e'x v] = —2[e x v]. 1(3.10)

2

Coriolisovo zrychleni je ko/mé jak na vektor hlové rychlosti @' (smér ro-
tacni osy), tak na rychlost v hmotného bodu v rotujici soustavé. Ve spe-
cialnim pfipadg rotace kolem osy 3', tj. @' = (0,0, @’), plynou z 1(3.10) znimé
Jiz Cleny —2a'v’, , 20", .

Resené Gilohy

1. VySetiete trajektorii hmotného bodu zadanou parametrickou rovnici

) 1
X = ot coS a, y;vots1na~§gt2'- (1)

Fyzikaln¢ to odpovida Sikmému vrhu v homogennim tihovém poli (s tithovym
zrychlenim g) pocatecni rychlosti v, pod thlem « .
ReSeni. Vylouenim parametru ¢ = x/(v, cos «) dostaneme rovnici paraboly
2

gx
' £ 2v5 cos® ©)
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Z (1) vypocteme slozky rychlosti v, = X = pycosa,v, = J = 0 sina — gt,
a odtud plyne pro rychlost

b= (2 + )" = [vg cos® o + (gt — v, sin )] (3)

Casovy interval odpovida feSenim y = 0, . t =0, t =T =
=2(vy/g) sin . Zavedeme-li jesté a = (vy/9) cos o, pak délka drahy je

72

T 772
s = J vdt = gJ. (@ + ) dr = ZgJ (@ + ) Pdr, (4
0 —12 0

kde ¢ = t — TJ2 . Pii integraci uZijeme vztahu

2
J(az i Tz)l/z dr = g(az 4 12)1/2 + %ln[r " (a2 L 12)1/2] :

Po dosazeni do (4) a jednoduchych upravach dostaneme

AN 2 1 + sina
s = 2lsina + cos“a.ln —— .
g cos o

Kiivost trajektorie uréime z rovnice 1(2.24), v niZ uZijeme (1)

2. Najdéte trajektorii, jejiz polomeér kiivosti R = y*.

Regeni. Dosazenim do rovnice 1(2.24) se pfesvéd¢ime, Ze tomu vyhovuje
feSeni

y=chx=-(+¢%).

[N I e

3. Trajektorie hmotného bodu je dana parametrickymi rovnicemi
X = a cos wt, y = asin ot , z = ygt .

Reseni. Praimst do roviny (x, y) je kruznice x% + y? = @ . Tato kruZnice se
posouva ve sméru z-ové osy rychlosti v, . Trajektorii je tedy $roubovice. Z rych-
lostiv = (0§ + @ )/ uréime drahu (pocitanou od ¢ = 0, resp. z = 0)

s = vt = (v} + @) z/vy .
4. Vygetiete (rovinnou) trajektorii hmotného bodu x = a sin wt
y = b cos wt .

Redeni. Jedné se o elipsu (x/a)f’ + (y/by* = 1. Pro rychlost dostaneme

v = wa(l - ¢ sin’ wt)'?,
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kdee = efa, e = (a> — b*)'2 . Draha je pak dana tzv. eliptickym integralem
5]
s = coaj (1 — & sin® wt)'? dt.
fo

Tento integral nelze (kromé pfipadiie = 0, ¢ = 1) vyjadiit analyticky pomoci
elementarnich funkci.
5. Zrychleni hmotného bodu pohybujiciho se pfimocate je nep¥imo umérné
jeho rychlosti. Najdéte zdkon drahy (,.jizdni fad*) takového hmotného bodu.
Reseni. Za pfimku zvolime osu x , takZe je

% = k/(2%) o

(konstantu imérnosti jsme oznadili k/2). Z rovnice (1) plyne %% = k/2 , tj.

1 1
i(—;&2——kt>=0.
de \2 2

Vyraz v zavorce musi byt tedy konstantni. Oznadime-li tuto konstantu C/2, pak
je x> — kt = C. Je-li rychlost v = % v éase ¢t = 0 rovna vy pak C = oj,

a tudiz
=02+ kt.

Vezmeme-li pohyb po polopfimce x = 0, pak je

d
B e N )
dt
Elementarni integraci dostaneme
2, 3 2
x = — W2 + kt)? — Z 3. 3
0k o)

Integracni konstantu jsme zvolili tak, aby piit = O bylox = 0. Spojenim rovnic
(1), (2) a (3) dostaneme zavislost zrychleni na poloze

~1/3
k(3
5c'=—(—kx+vg> .
2\2

Zrychleni X souvisi se silou F vztahem (viz kapitolu 2) F = mx . Tim je také
urCena sila F, jiz je nutno na hmotny bod (o hmotnosti m) pusobit, aby mél
pohyb poZadované vlastnosti (1), resp. (3).
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Kapitola 2

Dynamika hmotného bodu

2.1 Zakladni zakony klasické mechaniky

Klasicka mechanika je deduktivni véda o mechanickém pohybu téles zalozena
na ¢tyfech zékladnich axiomech. Jsou to obecné tvrzeni ziskana zobecnénim
empirickych poznatki. Platnost téchto axiému nelze a priori (pfedem) dokazat,
jejich obecnou platnost ovéiujeme dodate¢ns (a posteriori) tim, Ze veskeré jejich
disledky jsou v souladu s pozorovanim.

K prvnimu z nich dospél Galilei ve svém dile ,,Dialog o dvou svétovych
systémech — Ptolemaiove a Kopernikové* z roku 1632. Jednim z argumentit
proti heliocentrické hypoteéze Kopernikové byla namitka, ze v disledku denni
rotace Zemé by napiiklad kamen vypustény na vrcholu véZe nedopadl na Zemi
u jejiho tipati a pohyb Zemé vzhledem k ovzdusi by se projevoval stalou vichfici
na jejim povrchu. V myslenkovém experimentu rozebral Galilei mozné vysledky
pozorovani pohybu riiznych téles v uzaviené kabing lodi a dospiva k zavéru, ze
tyto pohyby budou zcela stejne, at je lod v klidu nebo v rovnomérném piimoca-
rém pohybu; tento zavér pak aplikuje i na zminéné pohyby na zemskeém povr-
chu. Dnes uvedené tvrzeni pokladame za zakladni fyzikalni princip, nazyvame
ho Galileitv princip relativity a formulujeme ho takto:

Fyzikalni zikony maji stejny tvar ve viech soutadnicovych soustavach, ktere
jsou navzajem v klidu nebo v rovnomérném ptrimoc¢arém pohybu.

Newton ve svych Principiich zavedl pfedstavu absolutniho prostoru a Casu
a uved] tfi zakladni zakony, jimiz se fidi mechanicky pohyb téles (kterd zde
pokladame za hmotné body zavedené v piedchozi kapitole); dnes je nazyvame
Newtonovy pohybové zdkony. V Ceském piekladu se nejcastéji setkavame
s jejich nasledujicim znénim:

Proni zdkon — zdkon setrvacnosti :
Kazdé t&leso setrvava ve stavu klidu nebo rovnomérného piimocaré¢ho pohy-
bu, dokud neni vn&j§imi silami nuceno tento stav zménit.

Druhy zdkon — zdkon sily
Casova zména hybnosti télesa je im&rna plisobici sile a ma s ni stejny smér.
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T¥eti zdkon — zdkon akce a reakce
Kazda akce vyvolava stejné velkou reakci opaéného sméru, vzdjemné sily
mezi dvéma t€lesy maji vzdy stejnou velikost a opa¢ny smér. &

VSechny se vztahuji na pohyby téles v absolutnim &ase a absolutnim prostoru.

V tomto odstavci si nejdiive provedeme rozbor t&chto zdkoni a uvedeme
Jejich matematicky zapis, ukazeme si, Ze plati jen ve vybranych soufadnicovych
soustavach a Ze splnuji GalileiGv princip relativity.

Jak jsme si uvedli v pfedchozi kapitole, zabyva se mechanika studiem, tedy
popisem a objasnovanim, mechanickych pohybi téles. Vychodiskem pro objas-
néni téchto pohybu byl Newtonovi (podobné jako jeho pfedchlidcim) vybér
Jistych zakladnich pohybi se stalymi, neproménnymi charakteristikami a pred-
stava, Ze jejich zmény, schopné nakonec objasnit celé bohatstvi pozorovanych
pohybi, Ize jednoznaéné pfifadit néjakym piicinam.

A priori nelze rozhodnout, zda zakladnim pohybovym stavem ma byt klid,
rovnomérny pohyb po kruznici, ¢i né&jaky jiny druh pohybu. To plati i pro
Newtonovu volbu rovnomérného pfimocarého pohybu a jeho specialniho pfi-
padu — klidu. Lze o ni jen Fici, Ze vychazi z kritického rozboru pfedstav jeho
pfedchiidcti (zejména Aristotela a Galileia) a Ze jeji dlisledky jsou v souladu
§ pozorovanim.

Prvni Newtontiv zdkon tedy definuje zdkladni pohybovy stav téles a pficinu
jeho zmén nazyva silou. Sila je vyjadienim interakce mezi télesy, ke které
dochazi bud pfi jejich vzajemném dotyku (napf. narazem nebo tfenim), nebo
bezdotykovym piisobenim né&jakého ,,silového centra“ (napf. pfi plisobeni Ze-
mé na Mésic). Pokud jde o vyse uvedenou formulaci zakona setrvacnosti, je
zaraZejici, Ze se nezmifuje o rotaénim pohybu tles, takze je obecné pouZitelna
jen na pohyb hmotného bodu. Na zikladé rozboru riznych vydani a pieklada
Newtonovych Principii dospé&li n&ktefi badatelé k presvédéent, ze spravny Cesky
pieklad by mél znit:

,»Kazdé téleso, které se nachazi ve stavu klidu nebo rovnomérného pohybu
v daném sméru, setrvava ve svém stavu, ledaZe je silami pfinuceno jej zménit.*

‘Ten totiz vystihuje v nejstru¢n&jsi podobé skute¢nost, kterou Newton po-
drobné uvadi v komentéafich k tomuto zakonu, 7e si pfi uvedeném pohybu téleso
zachovava jak velikost a smér rychlosti translaéniho pohybu, tak velikost a smér
rychlosti otaceni (thlové rychlosti o). '

Za miru pohybového stavu télesa zvolil Newton ve svém druhém pohybovém
zakonu hybnost p, ktera je souinem hmotnosti télesa m a okamzité rych-
losti v (translaéniho pohybu jeho hmotného sttedu). V souladu s predstavami
feckych atomistl pokladal hmotnost za miru mno¥stvi latky v télese obsaZené,
umérnou poctu stejnorodych atomd, z nich? se tdleso sklada, chapal tedy
hmotnost jako veli¢inu skalarni. Rychlosti (a podobné i sily) ur¢oval velikosti,
smérem a smyslem a skladal je podle pravidla rovnobé&znika, to znamena, 7e
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s nimi pocital jako s vektory. Vztah mezi hybnosti, hmotnosti a rychlosti
mazeme tedy zapsat defini¢nim vztahem

p=mv. 2(1.1)

Oznadime-li silu jako F, 1ze pfi vhodné volbé jednotek (napt. v soustavé S1)
zapsat druhy pohybovy zakon rovnici
®_F, 2(12) -
dt
konstanta amérnosti, kterd by podle slovniho znéni méla rovnéZ vystupovat
v tomto vztahu, je pak totiz rovna jedné (pfipometime si, Ze v soustavé SI je
jednotkou hmotnosti kilogram, jednotkou rychlosti metr za sekundu, jednotkou
sily newton).
Podle ptivodnich atomistickych predstav byly nejmensi castice hmoty nejen dale
neddlitelné, ale co do vlastnosti byly neménne, takze napiiklad jejich hmotnost
byla nezavisla na pohybovem stavu. Pokud zfistane pocet &astic v télese obsaze-
nych béhem pohybu neménny, méla by podle této piedstavy byt neménni
i hmotnost pohybujiciho se télesa. Jak ukézaly moderni pokusy, je tato zakladni
predstava klasicke fyziky velmi dobrym pribliZenim ke skutecnosti v pripadg, ze
rychlost télesa je velmi mala ve srovnani s rychlosti svétla ve vakuu. Z rovnic
2(1.1) a 2(1.2) vyplyva, ze

=—v+m—=F. 2(1.3)

Omezime-li se na b&zné piipady, kdy pocet castic v t&lese se s Gasem neméni, tj.

dm/dt = 0, miZeme v ramci klasické fyziky misto rovnice 2(1.2) psat rovnici
ma = F. 2(1.4)

Z ni vyplyva, 7e pti neménné sile F je zrychleni a sledovaného telesa tim mensi,
¢im vét§i je jeho hmotnost. Hmotnost vystupujici v rovnici 2(1.4) je mirou

Obr. 2.1 Sily popisujici interakei dvou hmotnych bodl
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setrvacnosti télesa, tj. odporu, ktery klade pokusu o zménu Jjeho rychlosti. Proto
tuto hmotnost nazyvame hmotnosti setrvacnou.

Ptikladem vyjadreni sily jako miry interakce mezi télesy je Newtoniv gravi-
tacni zdkon (podrobnéji viz kapitola 7). Mame-li dva hmotné body 4 a B (viz
obr. (2.1)) s hmotnostmi m , a my, jejichz vzdalenost jer, a oznacime-li jednotko-
vy vektor vedouci od B k A4 jako e,, pak hmotny bod B puisobi na hmotny bod
4 silou F, pro kterou podle gravitaéniho zakona plati

mympg

-
T2

F = —y» 2(15)

Veli¢iny m, a my jsou opét mirou mnozstvi latky obsazené v hmotnych bodech
A a B a nazyvame je gravitaéni hmotnosti. Ze viech dosud provedenych
méfeni vyplyvd, Ze pfi pouziti stejnych jednotek jsou zjisténé hodnoty setrvacéné
a gravitaéni hmotnosti daného télesa v ramci chyb méfeni stejné velké, proto
v dal§im vykladu budeme hovofit jen o hmotnosti télesa a nebudeme rozliSovat,

7

Q I

Obr. 2.2 K zavedeni momentu sily a momentu hybnosti (viz text)

zda jde o hmotnost gravitadni & setrvaénou.

Podle rovnic 2(1.2) a 2(1.4) jsou okamzita rychlost zm&ny hybnosti a okami-
té zrychleni sledovaného télesa v dase ¢ rovny sile, kterd v tomto ¢ase na téleso
pusobi. Tato sila obecné zavisi na polohéch a hybnostech interagujicich téles.
V dalSich odstavcich bude ilustrovano na konkrétnich pfipadech, Ze F lze
zpravidla psit jako funkci ¢asu ¢, polohy r a okamzité rychlosti v sledovaného
télesa, tedy F = F(r, v, r). Z matematického hlediska je tedy pohyb téles uréen
diferencialnimi rovnicemi druhého fadu.

Pro studium kruhového pohybu hmotného bodu — hmotného stfedu télesa
—je tieba upravit zapis druhého Newtonova pohybového zdkona a zavést pojem
momentu sily a momentu hybnosti vzhledem k né&jakému bodu prostoru. Mé&jme
napiiklad hmotny bod A4, ktery se pohybuje po kruznici K a pusobi na néj sila
F —viz obr. 2.2. Moment sily M vzhledem k bodu Q je definovan vztahem

M=[rxF]. 2(1.6)
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Jeho velikost je rovna M = rF sin a = Fd, smér a smysl je dan pravidly
vektorového soudinu — viz D.4. Zavedeme-li analogicky k rovnici 2(1.6) mo-
ment hybnosti (zvany téZ toéivost) b vzhledem ke Q vztahem

b= [rx pl. 2(1.7)

1ze snadno ukazat, Ze ke zkoumani rotaénich pohybli pouZivame druhy Newto-
niv zdkon ve tvaru

db

M. 2(1.8
” (1.8)

Vynasobime-li totiZ rovnici 2(1.2) zleva vektorové vektorem r, dostaneme s vy-
uzitim 2(1.6)

plati

db d d d
— = —|rxp|l=—|r Xmv|=m-— r X v =
dt dt [ ] dt [ _ ] dt [ ]

-_—m{[vx v]+[rx%_‘t’]}=m[rx%ﬂ=[rxj—‘:], 2(19)

nebof soudin [v .x v] je roven nulovému vektoru.

Sledujeme-li pohyby redlnych téles, je vzdy tieba fesit soucasné jak rovnici
2(1.2) nebo 2(1.4), tak rovnici 2(1.8) (ptitom vznika oviem otazka, zda a jak lze
realnému télesu pfipsat jediny polohovy vektor r a jediny vektor v). V této
kapitole se budeme pfedeviim zabyvat pohyby hmotného bodu, kdy urceni
téchto vektort je zcela zfejmé a stadi se omezit jen na rovnici 2(1.2) nebo 2(1.4).

Vrafme se znovu k rovnici 2(1.4) a uvazujme piipad, kdy hmotny bod
o hmotnosti m vystavime jednou pusobeni sily F), ktera vyvola jeho zrychleni
a,, podruhé piisobeni jiné sily F,, ktera vyvola zrychleni a,, a postupujeme takto
dale az k sile F, a zrychleni a,,. Ptejme se, s jakym zrychlenim se bude tento bod
pohybovat za soucasného plisobeni sil F, az F,. Z4dny z dosud uvedenych
zikonfl tuto otazku nefesi, nebot je naptiklad myslitelné, Ze by ,,zapnuti zdroje
sily F,* ovlivnilo bud ,,zdroj sily F“, nebo zpusob ,,pfenosu‘ sily F, z jejiho
,zdroje* na hmotny bod tak, Ze by se tim puvodni sila F, zménila na n&jakou
jinou silu Fj. Proto je tfeba druhy Newtontiv zakon doplnit tzv. principem
superpozice sil, ktery vyplyva opét ze zkuSenosti a tvrdi, Ze pohybové
i&inky nékolika sou¢asné piisobicich sil jsou stejné jako ucinek jediné sily dané
jejich vektorovym souctem. Pro silu F, vystupujici na pravych stranach rovnic
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2(1.2)a 2(1.4) tedy platl Ze je vektorovym souctem (vyslednici) viech 311 plsobi-
cich na téleso

F,. - 2(1.10)

1

F =

e

1

Z tohoto principu a druhého Newtonova zdkona aplikovaného na pisobeni
Jjednotlivych sil dil¢ich pak plyne, Ze vysledna zména hybnosti ¢i zrychlem je
dana vektorovym souctem dil¢ich zmén hybnosti & zrychleni, neboli

d_ 5 dp 2(1.11)
dt i=1 di
&i
a=>y a. 2(1.12)
i=1

Pak druhy Newtoniiv zakon vyjadfuje i tzv. zdkon skldddni pohybii, pod-
le kterého vysledny pohyb télesa, vykonavany pod vlivem sily F je (v daném
smyslu) souétem pohybi, které by vykonalo piisobenim jednotlivych sil diléich,
bez ohledu na jejich pofadi (vektorovy soucet je komutativni).

Tieti Newtonliv pohybovy zédkon lze zapsat ve tvaru

F, = —F,, 2(1.13)

kde F,, je sila, kterou ptisobi téleso 2 na téleso 1, F,, je sila, kterou pisobi téleso
1 na téleso 2. Pfitom ptedpokladame, Ze vektorové piimky obou sil splyvaji (viz
obr. (2.1), kde F, = F, , Fy = F,), atkoli samotnd rovnice 2(1.13) by
pfipoustéla moznost, Ze jsou jen rovnobézné. Podle tohoto zdkona je akce vzdy,
a tedy i v kazdém okamziku, rovna reakci. ProtoZe tento zakon plati pro
vSechny silové interakce objekti véetné pasobeni ,,silového centra* a protoZe
absolutni ¢as je ve vSech bodech absolutniho prostoru tyZ, znamena to, Ze napf.
nahld zména v poloze n&jaké hvézdy se soudasné projevi jako zména jejiho
gravitacniho plsobeni na viechny ostatni hmotné objekty ve vesmiru bez ohle-
du na to, jak jsou od ni vzdaleny. Kdybychom si predstavili, Ze pii zméné polohy
hvézdy dojde k vyslani ,silového signalu o této zméné, pak z predchoziho
vyplyva, ze se. podle druhého zékona tento signél éifi prostorem nekonecne
je rychlost svétla ve vakuu (viz kapitola 12). Ukazuje se viak, ze Newtonovy
zakony popisuji s dostateGnou ptesnosti pohyb téles, jejich rychlost je mald ve
srovnani s rychlosti svétla a ktera se vSechna nachdzeji v tak malé oblasti
prostoru, Ze v ni lze silovou interakci pokladat 5 dOStatecnou piesnosti za
okamzitou.

Newtonovy pohybové zakony plati jen tehdy, pokud pohyb téles vyjadiime
ve ,spravnych® soufadnicovych soustavach. Mé&me napiiklad dva hmotné
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body A a B interagujici podle gravitatniho zakona 2(1.5), obr. (2.1), a zvolme
soutadnicovou soustavu tak, Ze jeji po¢atek poloZime do bodu 4 a jednu
soufadnicovou osu do spojnice obou bodd. V této soustavé je zrychleni a4 bodu
A stale nulové (je stale v pocatku), vzhledem k pfedpokladaneé silové interakci
je podle druhého Newtonova zakona ztychleni a ; bodu B nenulové; podle te¢hoz
zakona by mélo platit F, = 0 (bod 4 je v klidu), zatimco podle tfetiho zakona
musi byt F, = —Fp = —mgag # 0.

Kdybychom poéatek soufadnicove soustavy polozili do bodu B, rozpor tim
zfejmé neodstranime. Je tedy tfeba zvolit soustavu soufadnic nezavislou na
hmotnych bodech a i ¢as urdit nezavisle na jejich pohybu — takto lze dospét
k piedstavam o absolutnim prostoru a absolutnim ¢ase. Vyjdeme-li z pfedpo-
kladu jejich existence, lze ,,spravnou® soustavu soufadnic zvolit na zakladé
nasledujici uvahy. Pfedstavme si absolutni prostor a v ném jediny hmotny bod.
Tento bod, na ktery nepiisobi zadné sily, nebot nema s ¢im interagovat, nazveme
volny hmotny bod. Soufadnicove soustavy, vidi kterym je volny hmotny
bod v klidu nebo v rovnomérném piimocéarém pohybu, nazveme inercidlni
souFadnicové soustavy (ostatni soustavy nazveme neinercidalni). Iner-
cialni soustavy jsou vii¢i sobé bud v klidu, nebo rovnomérném piimocarém
pohybu. Plati v nich zfejm& zakon setrvacnosti a podle Newtona i zakon sily
a zakon akce a reakce..

Podafi-li se ndm ve Vesmiru najit tfi hmotna t&lesa, ktera nelezi na jedné
piimce a ktera lze s dostatecnou piesnosti povaZovat za volné hmotné body,
muZeme s nimi spojit souradnicovou soustavu, kterd bude s touto pfesnosti
soustavou inercialni. Z experimentalniho studia interakce t€les vime, Ze sily mezi
nimi plisobici klesaji s jejich rostouct vzajemnou vzdalenosti. Zadame-li pfedem
pozadovanou presnost (at jiz s ohledem na povahu feSené ulohy nebo mezni
piesnost existujicich méficich zafizeni), miZeme urcit, jak musi byt télesa od
sebe vzdalena, aby je bylo mozné povazovat za volne hmotné body. S vysokou
presnosti 1ze za né pokladat stalice v nasi Galaxii, jejichz primérna vzajemna
vzdalenost je = 10'¢ m. Proto soufadnicovou soustavu s pocatkem ve Slunci
(pfesnéji ve stfedu hmotnosti nasi slune¢ni soustavy, viz kapitola 5) a osami
sméfujicimi ke stalicim pokladime za inercialni a nazyvame soustavou Ga-
lileiovou. Soufadnicova soustava s po¢atkem ve Slunci, jednou osou sméfu-
jici do stfedu Zemé a druhou leZici v roviné ob&’né drahy Zemé kolem Slunce,
se viici soustavé Galileiové otadi, pohybuje se tedy se zrychlenim, a neni sousta-
vou inercialni. Na povrchu Zemé nabyva toto zrychleni hodnoty, jejiz pribliz-
nou velikost snadno odhadneme. Pokladejme Zemi za hmotny bod (polomér
Zem&é R, = 6,4. 10° m, vzdalenost Zemé-Slunce R = 1,5. 10! m) a predpo-
kladejme, Ze vykonava vzhledem ke Slunci rovnomérny pohyb po kruZnici
o poloméru R. Za rok, tj. asi 3. 107 s, opise jeji polohovy vektor uhel 2m, takze
Ghlova rychlost tohoto pohybu je o = 2m/3.10" = 2. 1077 rad s™!. Za
uvedenych predpokladt (dR/dz = 0, de¢/dt = o = konst) dostavame pro
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velikost odstfedivého zrychleni a = @’R = 6.107% m s~ . Zrychleni této
velikosti je moZné v fadé pfipadi zanedbat — je napiiklad 1 600krat mensi neZ
velikost primérného tihového zrychleni na povrchu Zemé. Casto lze dokonce

s postadujici presnosti pfijmout za inercialni i soustavu pevné spojenou se Zemi,
tzv. soustavu laboratorni. Spocitame-li obdobnym zplsobem velikost
zrychleni vyvolaneho denm rotaci Zemé kolem jeji osy, zjistime, Ze je pfiblizné
rovna 3,4. 1072 m s™2, a je tedy témé&F 300krat mensi nez velikost prumeérného
zrychleni tihového na povrchu Zemé.

V soustavach neinercidlnich Newtonovy zdkony neplati. Sledujeme-li v ne-
inercialni soustavé S’ pohyb hmotného bodu s hmotnosti m, polohovym vekto-
rem r', okamZitou rychlosti v’ a okamzitym zrychlenim a’, vystaveného piisobe-
ni vysledné sily interakce mezi timto bodem a ostatnimi t&lesy F, pak obecné
zjistime, Ze

ma’ # F . 2(1.14)

Lze vSak urcit takovou silu F’, Ze plati
ma = F' . 2(1.15)

Ptedstavme si, Ze kromé neinercialni soustavy S’ mame jesté inercialni soustavu
S, ve kter¢ na§ hmotny bod ma polohovy vektor r, okamZitou rychlost
v a okamzité zrychleni a. Protoze pocatky O a O’ soustav S a S'obecné nesplyva-
ji, plati

=q+17r, , 2(1.16)
kde q je polohovy vektor poc¢atku O’ soustavy S’ Vzhledem k soustave S; pfitom
bude platit (viz rovnici 1(2.1))

r=xe, q=gqge, r =xle . 2(1.17)
Zderivujeme-li rovnici 2(1.16) podle &asu, zjistime, Ze plati
v=v,+ V. 2(1.18)

Rychlost v, nazyvame rychlost undsivd. VyuZijeme-li rovnice 2(1.17), zjisti-
me, Ze

v, =Vvy + [0 x r], 2(1.19)
Vo = 4, 2(1.20)
[0 x r'] = x/é] . 2(1.21)

Unasiva rychlost je tedy souétem okamzité rychlosti po¢atku O’ vzhledem
k soustaveé S a rychlosti [@ x r’] souvisici s vektorem @ thlové rychlosti otaceni
S’ vzhledem k S. Obdobné zjistime, Ze plati

a=a,+a, 2(1.22)
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kde undsivé zrychleni a, souvisi se zrychlenim a, pocatku O' a vektory
thlové rychlosti @ a uhlového zrychleni & soustavy S’ vzhledem k S vztahem

=ay + [0 x [o x r]] + 2w x v] + [e x r]. 2(1.23)

K urdeni sily F’ vystupujici v rovnici 2(1.15) vyjadiime nejdfive z rovnice 2(1.22)
vektor a’ a vznikly vztah vynasobime hmotnosti m uvaZzovaného bodu (ktera je
v Si$ stejna).

Dostaneme

a,

F = ma —ma, =F + F, 2(1.24)
kde setrvaénd sila F, je definovana vztahem

F. = —ma, . 2(1.25)

S

Vidime, ¥e v neinercialnich soustavach je mozné vyjadfit vztah mezi okamzitym
zrychlenim hmotného bodu a piisobici silou rovnici 2(1.15), analogickou druhé-
mu Newtonovu zakonu, pokud vyslednou silu F’ vypoéteme podle 2(1.24) jako
soudet sily interakce F mezi hmotnym bodem a ostatnimi t&lesy a sily setrvacné
F.. Z rovnic 2(1.25) a 2(1.23) plyne, Ze setrvacna sila se obecné sklada ze Ctyf
piispévki. V praktickych piipadech, kdy zkoumame pohyb téles v laboratorni
souradnicové soustavé takové, Ze jeji pocatek O’ je ve stfedu hmotnosti Zemé
a jejiz osy jsou pevné spojeny se Zemi tak, Ze jedna z nich splyva s osou denni
zemské rotace, je zpravidla mozné se omezit na piispévky dva: silu odstre-
divou Fap

Fop = —m[o x [0 x r']] 2(1.26)
a sitlu Coriolisovu Fg
Fo = —2m[o x V]; 2(1.27)

jim odpovidajici zrychleni byla jiz popsina v odstavci (1.3). Odstiediva sila
plisobi v této neinercialni soustavé na vSechny body, které neleZi na ose denni
zemské rotace, a to bez ohledu na to, jsou-li viiéi Zemi v klidu &i v pohybu; na
zakladé 2(1.26) snadno zjistime, Ze odstfediva sila nesméruje obecné od
sttedu Zemé&. Sila Coriolisova ptisobi jen na ty hmotné body, které se viici Zemi
pohybuji tak, Ze jejich rychlost v’ neni rovnobézna s osou denni rotace. Disled-
kem piisobeni Coriolisovy sily je mimo jiné virovy pohyb proudicich vzdusnych
mas v zemské atmosféfe nebo skuteénost, e kimen volné padajici z v€ze se
nebude pohybovat po svislici.

Sila F piisobici na hmotny bod v diisledku jeho interakce s jinymi hmotnymi
t&lesy byva nékdy oznadovana jako sila skutecna, zatim co sila F_ (projevujici se
i tehdy, nezméni-li se podet & konfigurace hmotnych objekttl interagujicich
s danym bodem) jako sila zdanliva. Toto oznadeni neni §tastné, nebot setrvacna
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sila méni zcela realné€ — a ne jen zdanlivé — pohybovy stav téles v neinercialnich
soustavach (vzpomenime tieba silu odstfedivou v pohybujicich se dopravnich
prostiedcich). V ramci klasické fyziky plyne existence setrvaénych sil ze zakona
setrvacnosti platného vzhledem k silam interakce mezi hmotnymi objekty v sou-
stavach inercialnich a Ize ji chapat jako duasledek vlivu absolutniho prostoru na
hmotné objekty. Skutecnost, Ze absolutni prostor by takto ovliviioval pohyb
t€les a pfitom sdm nebyl jejich pfitomnosti a pohybem ovliviiovan, je v rozporu
se zakladni pfedstavou, Ze kazdé silové piisobeni je ,,oboustranné®; je proto
vaznou apriorni namitkou proti jeho existenci.

2.2 Pohybové rovnice

Druhy Newtontiv pohybovy zakon je vektorovou rovnici, kterou pii vypoctech
rozepisujeme do soustavy tii rovnic skalarnich. V kartézské soustavé soufadnic
s vektory baze oznacenymi e, e,, e; tuto soustavu zapisujeme ve tvaru

dp, | | |

LR, =123, 2(2.1)

dt T :

Neméni-li se hmotnost télesa s Casem, plseme soustavu 2(2.1) v nékteré
z nasledujicich ekvivalentnich podob

ma; = F,;, 2(2.2)
dv; L
m— = F;, A 2(2.3
dt ‘ 23)
d2
m— = F, (vadyi= 1.2 3). 2(2.4)
di®

Trojici rovnic soustav 2(2. 2) az 2(2.4) nazyvame pohybové rovnice hmotné-
ho bodu.
'V dalSim budeme piedpokladat, Ze plati

Fl = Fl(t’ Xl, X2, x3, Ul’ Uz, 03), l == 1, 2, 3, 2(2.5)

ze tedy soufadnice vektoru F nezavisi na Zidné jiné veli¢iné neZ na Case ¢ a sou-
fadnicich polohového vektoru a okamzité rychlosti télesa. Pak 2(2.4) je sousta-
vou tfi diferencialnich rovnic druheho fadu vzhledem k soufadnicim x;. Jejim
feSenim jsou tii funkce

x; = x,(t) o 226)
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takové, Ze splituji rovnice soustavy. Aby tyto funkce mély smysl parametrickych
rovnic drahy, musi byt x;(t) diferencovatelnymi spojitymi realnymi funkcemi
asu, Pfi vypodtu postupujeme zpravidla tak, Ze misto 2(2.4) fesime nasledujici
soustavu desti diferencialnich rovnic prvniho fadu

dv, '
S 2(27a
" | | ,( )
dx.
-.—i = Ul',) . 2 2.7b
dt ( )
kde
F,oo | .
fi=— (vidy i = 1, 2, 3). , 2(2.7¢)
m

Nejdfive vyfesime tii rovnice 2(2.7a) a jako feSeni dostaneme tfi funkce

v, = vty X, X, X3), i =1,2,3. 2(2.8)

Dosadime-li z 2(2.8) do zbyvajicich tfi rovnic 2(2.7b), ziskame rovnice drahy
2(2.6). Piitom poZadujeme, aby ze znalosti polohy r, a hybnosti p,, respektive
rychlosti v, hmotného bodu (obecné télesa) v jistém Case #, a znalosti rovnic
2(2.5) pro soufadnice sily bylo mozné jednoznacné urcit jeho dalsi pohyb
v dasech ¢ > t,. V matematice se dokazuje, 7e plati nasledujici tvrzeni:

Jsou-li funkce v; a f; jednoznaénymi funkcemi svych argumentu, jsou-li spojité
pro viechuy wodnoty f, x;, v, blizké k £, xp, v (i = 1, 2, 3) a maji-li spojité
parcialni derivace prvniho fadu podle x; a v, pak existuje pravé jedno feSeni
soustavy 2(2.7) dané rovnicemi 2(2.6) a 2(2.8) vyhovujici po¢ate¢nim podmin-
kam

xto) = Xor»  vlto) = voi - 2(2.9)

V dal§im vykladu se setkdme vZdy jen s takovymi funkcemi v, a f;, které uvedené
podminky spliiuji, takZze dostaneme vZdy jedno feSeni.

Tlustrujme si feSeni pohybovych rovnic na piikladu stiely vystfelené ze zem-
ského povrchu §ikmo vzhuru, tj. na piikladu tzv. Sikmého vrhu. K tomu,
aby jej bylo mozné feit, je nezbytné tlohu zjednodusit, zidealizovat, to znamena
mimo jiné sefadit véechna mozna silova pusobeni podle jejich velikosti a omezit
se zpravidla jen na jedno z nich, relativné nejvétsi. Ziskané feseni je pak ovSem
jen fesenim pfibliznym. Zavedme si tedy nasledujici zjednodusujici pfedpokla-
dy:

1. stfelu lze pokladat za hmotny bod (nebof lze odhlédnout od jejich rozméru,
tvaru a rotaéniho pohybu), '

2. pohyb se odehrava ve vzduchoprazdnu, a neni tedy tfeba uvazovat pohyb
vzduchu viisi stiele a odpor, ktery klade jejimu pohybu,
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3. pohyb stiely je omezen na tak malou oblast prostoru, Ze v ni lze tihové
zrychleni pokladat za konstantni a plochu zemského povrchu nahradit geo-
metrickou rovinou, .

4. soustava soufadnic, ktera je vidi takovému zemskému povrchu v klidu &
rovnomérném piimocarém pohybu, je soustava inercialni.

Za téchto pfedpokladii piisobi na sledovany hmotny bod A s hmotnosti m jen
tiha G, pro kterou — jak znamo — plati

G = mg; 2(2.10)

konstantni vektor g tihového zrychleni sméfuje vzdy kolmo k roviné zemského
povrchu. Ozna¢me okamyzik vystielu 7, a zvolme inercialni kartézskou soustavu
soufadnic S = {P, e,, e,, e,} v obecné poloze tak, e plati

g = (91’ 929 93) s 2(211)
v(te) = vo = (vg1> Yp> Vg3) » 2(2.12)
r(to) = 1y = (Xop Xop» Xg3) 2(2.13)

a soufadnice uvedenych vektori jsou nenulové. Vzhledem k 2(2.7¢) a 2(2.10)
dv,
Sy, i=123. 2(2.14)
dt
Protoze g; jsou konstanty, zjistime, Ze plati

v = gt — to) + vy 5 : 2(2.15)

a po dosazeni do 2(2.7b) dostaneme

dx;

= g;(t — to) + vy 2(2.16)
dt

s feSenim (v, jsou konstanty)

Xp= =gt — ) + vt — ) + x  (vidyi=1,2,3). 2(2.17)

1
2
Vypocet se zjednodusi, zvolime-li polohu soufadnicové soustavy s ohledem na
zadani tlohy. V naSem ptipad€ by bylo napt. vhodné zvolit jednu ze soufadnico-

vych os (tfeba osu z) tak, aby byla kolma k zemskému povrchu a sméfovala
vzhiiru. Pak

f=(0,0 —g). i 2(2.18)
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Odeditani ¢asu zaéneme v okamzZiku vystielu, takze

to =03 - 2(2.19)
pocatek soutradnicové soustavy polozime do mista vystielu, takze bude platit
r, = (0,0,0). ‘ 2(2.20)

z ->

g

Obr. 2.3 Poloha kartézské soufadnicové soustavy vyhodna pro popis $ikmého vrhu

Vektor po&ateéni rychlosti v, uréuje spolu s osou z v prostoru jistou rovinu, do
které polozime druhou soufadnicovou osu, napf. osu x — viz obr. 2.3. Pak bude
platit

Vo = (Uow 0, ;) - 2(2.21)

Nulové soufadnice vektort f, ry, v, ziednodusuji vypocet. Snadno napf. nahléd-
neme, 7e nyni sta¢i vySetfovat pohyb jen v roviné uréené osami x a z. Ve sméru
osy y se bod A pohybovat nebude, nebot v ¢ase t = 0 byl v tomto sméru
v pocatku (y, = 0) a klidu (vy, = 0) a neptsobila na n&j zadna sila (f, = 0).
K uréeni rychlosti mame tedy nyni rovnice

d

L _ o, 2(2.22a)
dt

d

e S 2(2.22b)
dt

s FeSenim

U, = Uy o ' - 2(2.23a)
v, = —gt + vy, 2(2.23b)
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a k urceni parametrickych rovnic drahy vztahy

dx

— = UO s

de ¥

dz t +

de 0z

s feSenim ( po pfihlédnuti k 2.(2.20))

X = vp,t,
z= ! gt* + vyt
) :
pficemz vzdy
y=0.

Uvedené feSeni ma fyzikalni smysl jen pro casy 0=

2(2.24q)

2(2.24b)

2(2.254)

2(2.25b)

2(2.26)

t = t*, kde t* je okamzZik

dopadu stfely. Protoze jsme piedpokladali, Ze zemsky povrch je dan rovinou

z = 0, pak z podminky

z(t*) = 0
2,2’
tz=t'=0
S8
Pzp XX
qQ
z z t=t>0
5
Zr——--= == A A
2 !
s| Vot TP (X’
I x
}
P X
b

x*

2(2.27)

Obr. 2.4 K popisu pohybu hmotného bodu ve dvou navzajem se pOhybquClCh kartézskych sou-

stavach (viz text)
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a rovnice 2(2.25b) dostaneme
2
= 2(2.28)
g .

Protoze ¢ je kladné, musi byt kladné i v,.. Protoze viak pii daném vektoru
pocateéni rychlosti v, a elevaénim uhlu o (viz obr. 2.3) je

U, .= Vg - Sin & 2(2'.29)

a « miZe nabyvat jen hodnot x e < 0, >, je vy, > 0 jen tehdy, kdyZz
v, >0 a ae (0, m).

Piedstavme si, 7e bychom méli uloZeno najit feSeni téze ulohy v kartézské
soustavé S’ = {P’, €', €', &3} takové (viz obr. 2.4), Ze v Case t = O soustavy Sa$S'
splyvaji (obr. 2.4a) a pro t > 0 Ziistavaji jejich osy navzajem rovnobé€ing,
satimco P’ bude viiéi S vykonavat rovnomérny piimocary pohyb rychlosti v,
(obr. 2.4b). K fedeni se nabizeji dvé cesty: '

Podle prvni z nich vyjdeme ze znamych parametrickych rovnic drahy bodu
A v soustavé S (rovnice 2(2.25)) a skute¢nosti, Ze mezi jeho soufadnicemi

v soustavach S a S’ plati
y=y; x=x +uo5t; z=2 +l. 2(2.30)
Po dosazeni téchto vztahii do rovnic 2(2.25) dostaneme vztahy

1
x =0; y=0; z= - gt*, 2(2.31)

podle kterych v soustaveé S’ vykonava hmotny bod volny pad ze stavu klidu
v pocatku P'.

Druha cesta vychazi ze skute¢nosti, ze S a S’ jsou vazany Galileiovou tran-
sformaci, a podle Galileiova principu relativity plati tedy v S’ stejné fyzikalni
zakony jako v S. Plati tedy v S’ (analogicky k rovnicim 2(2.22))

dvy _ , dv: _ —g, 2(2.32)
de dt

oviem se zménénymi pocatecnimi podminkami
ry = (0,0, 0}, 2(2.33)

vy = (0.0.0). 2(2.34)

Reeni je pak analogické rovnicim 2(2.25) a po dosazeni novych pocatecnich
podminek opét dospéjeme ke vztahtim 2(2.31); oba zpisoby feseni vedou v tom-
to ptipadé ke stejnému vysledku.
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2.3 Prace

Vyjadiujeme-li pomoci pohybovych rovaic pohyb né&jakého télesa, zjistujeme na
Jedné strané, Ze nelze piihlédnout k jeho interakci se viemi hmotnymi objekty
ve Vesmiru, na druhé strané lze ¢asto dospét k dostate¢né pfesnému fefeni,
Jestlize vyraz pro vyslednou silu na téleso plsobici zahrne jeho interakei jen
s n€kolika malo — zpravidla blizkymi — hmotnymi objekty. Tak napt. ¢asto
postaci vySetfovat roéni pohyb Zemé kolem Slunce tak, Jakoby v celém Vesmiru
byla pfitomna jen tato dvé télesa. Abstrakci dospivame k pojmu izolované
soustavy téles jako takové jejich skupiny, kterd neni vystavena silovému
pusobeni z vnéjsku a v niz pohyb kazdého télesa Je ovliviiovan jen jeho interakci
s ostatnimi t€lesy soustavy; specialnim p¥ipadem izolované soustavy je volny
hmotny bod. V inercialnich soustavach soufadnic se absolutni prostor jevi jako
homogenni a izotropni, absolutni ¢as jako homogenni. Pfi studiu pohybu
v izolovanych soustavach se tyto vlastnosti projevuji v podobé zdkona zachova-
ni energie (homogenita Casu), hybnosti (homogenita prostoru) a momentu
hybnosti (izotropie prostoru). Ve zbyvajicich ¢astech této kapitoly zavedeme
pojmy nutné k jejich formulaci.

Ke studiu obecnych prostorovych zakonitosti pohybu je uzite¢né nejdiive
zavest pojem silového pole. Piedstavme si, ¢ mame dva hmotné body
A4 a B s hmotnostmi m , a my, které spolu gravitaéné interaguji. Sila F, kterou
pisobi bod B na bod 4, je dana vztahem 2(1.5) '

mAmE

F=—-x—""e,.

L

r

Tato rovnice je pfedpisem, podle kterého miZeme kazdému bodu prostoru, do
kterého bychom umistili bod A4 (s vyjimkou bodu s r = 0, kde se nachazi bod
B), piifadit trojici realnych &isel, soufadnice vektoru F. Oblast, ve které kazdé-
mu bodu mlzeme pfifadit trojici realnych &sel, nazveme vektorovym po-
lem, vektorové pole pfislusné sile nazveme silovym polem.

V uvedeném pfipadé dvou hmotnych bodé mizeme napf. fici, Ze bod B vy-
tvafi silové pole sily F, které piisobi na bod 4 a vyvolava zménu jeho pohybové-
ho stavu. Stejné tak ovSem mitizeme bod A4 pokladat za ,,zdroj** silového pole sily
(—F) vyvolavajici zmény pohybového stavu bodu B. V disledku gravitaéni
interakce se oba body budou ziejmé pohybovat vzhledem k inercialni soustave
soufadnic, a budou se tedy pohybovat i silovd pole. Viéi pevnému bodu
prostoru bude silové pole ¢asové zavislé. Vezmeme-li za bod A Zemi, za bod
B Slunce, snadno nahlédneme (a 1ze to i presné spo€itat), Ze zména polohy
Slunce vyvolana gravitacni interakci se Zemi bude velmi mala oproti zméné
polohy Zemé. V této a podobnych situacich miizeme pak pii vySetfovani pohy-
bu obou téles s postacujici presnosti povaZovat jedno z nich (hmotny bod B,
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Slunce) za néhybn}'/ ,,zdroj pole sily F, ptisobici na druhé, pohybujici se téleso
(hmotny bod 4, Zemi). Jestlize pohybovy stav pohybujiciho se télesa nebude
ovliviovat ani jiné charakteristiky ,,zdroje* pole, mizeme pak se ,,zdrojem*

Obr. 2.5

svazat pFiblizné inercidlni soustavu soufadnic a silove pole pusobici na pohybu-
jici se téleso bude nezavislé na Case; takovymi poli, ve kterych F = F(r), se
budeme nyni zabyvat. ,

Pro zji§téni vlastnosti asové neproménného siloveho pole vzhledem k obec-
nym pohybiim pouZijeme jako sondy mySleny hmotny bod Z o hmotnosti m1,
ktery budeme v poli podle vlastniho uvaZeni posunovat a pfitom zjistovat, jaka
sila F na n&j pisobi v bodé s polohovym vektorem r. Tak ziskame o silovém poli
informace, které odpovidaji pravé strané€ rovnice 2(1.2)

d
P_F.

dt

Zaroveti budeme zkoumat, jak se zjisténé vlastnosti silového pole projevi na
pohybovém stavu skuteéného hmotného bodu 4 s touz hmotnosti m. Tuto
informaci nam poskytne leva strana uvedené rovnice.

Méjme dano silové pole F(r), zvolme v ném dva pevné body M, a M,
a libovolnou orientovanou kiivku L prochazejici body M, a M, jako drahu, po
niz budeme posunovat mysleny bod Z (viz obr. 2.5). Elementdrni prdaci
dA silového pole pfi elementarnim posuvu bodu Z o ds definujeme vztahem

dA = (F.ds) = |F| . |ds| .cos . 2031

Je-li sila vyjadfena v newtonech a draha v metrech, je prace vyjadfena v joulech
(7).

Elementarni prace je nulova, kdyZ bud alespoii jedna z velicin |F | a [ds] je
nulova, nebo kdyZ nenulové sila svird s nenulovym posunutim pravy uhel.
V daldim budeme piedpokladat, Ze |F | i |ds| jsou nenulové. Elementéarni prace
bude kladna (budeme fikat, Ze silové pole vykonava pfi posunu Z o ds praci
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dA > 0), bude-li ahel « ostry. Pokud « bude tupy tihel, bude dA4 ziporné.
Vysledna price 4,, silového pole piislusna posuvu Z po draze z M, do M, je
dana rovnici

L (M)
Ay = f (F . ds) . 2(3.2)
L(M,)

Pokud by Z probéhl stejny tsek drahy v obraceném smyslu, tj. od M, k M,, pak
by se zménilo pfi dané orientaci L znaménko u ds a platilo by tedy

L (M) L (M)
A, = J (F.ds) = —J (F.ds) = —4,, . 2(3.3)
L (M) L (M)

V pfipadg, Ze rovnice kiivky L je dana parametry tak, Ze pro polohovy vektor
jejich bodu plati

r=r(q), 2(3.4)
kde g je parametr, mame
F(r) = F(r(q)) = F(q) 2(3.5)
a
d
dr = (-') dg, 2(3.6)
dg
takze . .
L (M) a2
Ay = J (F.dr) = J [Fx I, oY ir 95} dg; 2(3.7)
L(M)) a1 dg dg dg

4, a g, jsou hodnoty parametru odpovidajici poloham M, a M,
Specialné miize byt parametr g roven Casu ¢. Pak misto 2(3.7) dostaneme

ty t %)
A,y = J (F . g) dt = f (F - V) dt = j (%) de; 2(3.8)
dt
1 f t

1dt

Clen na pravé strané této rovnice pfitom vychazi z definice A,, jako integralu
z dA a jeho ,rozsifeni vyrazem dz/dz.
Casovou derivaci 4 oznaCujeme P a nazyvame okamZity vykon

4

P T
dt

2(3.9)

Jednotkou vykonu je watt (W). Z 2(3.8) plyne, Ze plati
P=(F.v). 2(3.10)
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Pokud je tedy napiiklad vektor sily kolmy na vektor rychlosti, je vykon nulovy;
pokud toto plati pro véechny polohy mezi M, a M,, je nulova i prace A,;.
Obecné viak bude 4,; # 0 a jeji hodnota bude zaviset na tvaru uvazovane
kfivky L, polohach boda Mj, M, a na orientaci pohybu.

Zvolme nyni kiivku L tak, aby svym tvarem a orientaci odpovidala skutecné
draze realného hmotného bodu A v daném silovém poli. Sledujme, jak se prace
silového pole projevi na pohybovém stavu bodu A4. Rovnici 2(3.1) pfepiSeme na
tvar

d
dd = (F.ds) = (EB . ds). 2(3.11)
¢
Protoze mame
. ds = vdt

a pii konstantni hmotnosti bodu A4 dale plati

dp _ 4
dt dt
dostaneme
dv ’ 1
dA = |m—.vdt =m(v.dv)=—md(v.v)=
dt 2

Il

R 1)

Kinetickou energii W, hmotného bodu zavedeme vztahem

(it

[N
™o

P
m? = —. 2(3.13)
m

W

Pak z 2(3.12) plyne
dA = dW,. 2(3.14)

Elementarni prace dA4 silového pole je tedy rovna elementarni zméné dW
kinetické energie W, hmotného bodu 4, pohybujiciho se v poli po skuteéné
draze, ktera plyne z druhého Newtonova pohybového zakonu; zdkladni jedno-
tka kinetické energie je totozna se zakladni jednotkou prace, joulem.

Plati

L (M)
1 1
[ o = w12 = Lo = Jmtop? = a9, 209
L (My) 2 2

kde v, a v, jsou rychlosti hmotného bodu v koncovém a podateénim bodé drahy
a jako AW jsme oznacili r zdil odpovidajicich kinetickych energii.
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Mame tedy celkem
AW, = A, ; 2(3.16)

rozdil kinetickych energii hmotného bodu v koncovém a pocatecnim bodé
drahy je v silovém poli F(r) (jen do té miry ,,rozumném®, e lze spocitat integral
z (F . ds)) Toven préci pole po draze hmotného bodu. Vyznam tohoto tvrzeni
vyplyne z dalsiho vykladu, k vypodtu AW, se rovnice 2(3.16) nehodi. Museli
bychom totiz v daném silovém poli zjistit z pohybovych rovnic a podateénich
podminek tvar drahy hmotného bodu (a jako prvni krok tedy rychlost v kazdém
bod¢ drahy) a pak dalsi integraci vypocitat A4,,.

Vezméme opét mysleny bod Z a pohybujeme jim v daném silovém poli tak,
Ze se po urcité dobé navrati do vychoziho bodu M | své drahy. Pokud by se
pohyboval po &asti kiivky L z M  do M, a pak po téze kfivee zpét z M, do M,,
byla by podle rovnic 2(3.2) a 2(3.3) vysledna prace pole nulova. V ptipadg, Ze
se bod Z bude pohybovat z M, do M, po kiive L, (viz obr. (2.6)) a z M, do M,
po jiné kfivce kiivce L,, miZeme fici, e se pohyboval po uzaviené kiivce
L. Oznacime-li vyslednou praci p¥i tomto pohybu z M, do M, jako A,,, bude
platit

Ay, = 3€ (F . ds), 2(3.17)

L

kde na pravé stran& stoji integral po uzaviené kiivee L. Podle toho, jaké
hodnoty veli¢ina 4,, nabyva, délime silova pole do n¢kolika skupin, o kterych
se zminime v nasledujicich odstavcich.

2.4 Konzervativni silova pole
Pole, ve kterych pro libovolnou uzavienou kiivku L plati

3€ (F.ds) =0, 2(4.1)

L

nazyvame konzervativni nebo téZ potencidlovd silovd pole (vyznam to-
hoto nazvu vyplyne z dalsiho vykladu). Je-li silové pole F (r) superpozici nékoli-
ka dil¢ich konzervativnich poli

) = 3 Al 242)

§ (F,.ds) =0  pro viechna k, L, 2(4.3)
L
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je vysledné pole rovnéz polem konzervativnim. V konzervativnich polich plati,
7e prace A,, vykonana polem pfi pohybu bodu z polohy M, do M, nezavisi na
tvaru drahy mezi ob&éma body. Toto tvrzeni si dokaZeme s pomoci obr. 2.6 , na

M4
Obr. 2.6 K rozboru pohybu hmotného bodu po uzaviené kiivee (viz text)

némz je poloha M, spojena s M, orientovanymi kfivkami L, a L,, poloha M,
s M, orientovanou kfivkou L;. Ozna¢me uzavienou kfivku tvofenou L, a L,
jako L, uzavienou kiivku tvofenou L, a L, jako L', praci 4,; po kiivee L, jako
Ay, (L,) a obdobn& prace dalsi. Podle 2(4.1) musi v konzervativnim poli platit

A_u(]—) = Ay(Ly) + Ap(Ls) = Ay(L) = Ay(Ly) + App(Ls) = 0. 2(44)
To je oviem mozné jen tehdy, jestlize
A21(L1) = Azl(Lz) > 2(4-5)

A,, tedy nezavisi na tvaru drahy. Pak ovSem nezavisi na tvaru drahy ani
odpovidajici zména kinetické energie AW, (viz rovnice 2(3.16)) a k vypoctu A4,
podle rovnice 2(3.2) mizeme zvolit napf. pfimkovou spojnici M, a M, lezici ve
sméru (r, — r,). Pro kazdou dvojici M, a M, bude A4, funkei (r, — r,) a pfi
daném sméru pohybu bude zaviset jen na velikosti (r, — r;), tedy

Ay = Ay (|1, — 1)) 2(4.6)

Protoze velikost vektoru (r, — r,) nezavisi na volbé soustavy soufadnic, nezavisi
na této volbé ani hodnota 4,;, ani zjisténi, Ze dané pole je konzervativni. Pomoci
veliiny A,, lze kazdé poloze bodu Z v daném poli pfifadit realné &islo W,(r),
které nazveme potencidlni (polohovd) energie W, Prifadime-li pevne
zvolené poloze M, pevné (ale jinak libovolné) redlné ¢islo C, tedy

VVpl = %(rl) =C, 2(4.7)
pak poloze M, muzeme pfifadit Cislo
Wi = Wor — Ay - 2(4.8)
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Zavedeme-li rozdil potenmalnlch energii AW, hmotného bodu v polohach M,
a M, vztahem

AW, = W, 2(4.9)

pl >
dostavame z 2(4.8)
Ay = —AW,, 2(4.10)

podle kterého je prace pole spojena s pfechodem hmotného bodu z polohy M
do M, rovna zaporné vzatému rozdilu potencialnich energii bodu v téchto
polohach. Odsud a z rovnice 2(3.16) mame

AW, = —AW, 2(4.11)
neboli
Wa + Wy = Wiy + W, = konst . 2(4.12)

Oznacme soucet kinetické a potencidlni energie hmotného bodu (nebo télesa)
W, a nazvéme ho mechanickd energie; pak plati

W, = W, + W, = konst . 2(4.13)

Vidime, Ze pfi pohybu v konzervativnim silovém poli se mechanicka energie
hmotného bodu neméni, zlistivd zachovana, konzervovana (odtud i nazev
konzervativni pole). Vztah 2(4.13) nazyvame zdkon zachovdni mechanic-
ké energie.

Konzervativnimi jsou mimo jiné viechna silova pole homogenni (v nichz
ve viech polohdch piisobi na hmotny bod sila stejné velikosti, sméru a smyslu)
a vSechna pole centrdlnich si! (v nichz smér sily pusobici v libovolné polo-
ze prochazi vzdy tymz pevnym bodem pole — silovym centrem, smysl je vzdy bud
od centra, nebo k centru a velikost zavisi jen na vzdalenosti od centra).

M2

M4

Obr. 2.7

Vezméme piipad homogenniho silového pole, kde sila F ptisobici na hmotny
bod 4 ma ve vSech bodech prostoru stejnou velikost, smér a smysl. Zvolme
v ném dva pevné body M, a M, a spojme je orientovanou kiivkou L. Kartéz-
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skou soustavu soufadnic zvolme tak (viz obr. 2.7), Ze sila F ma soufadnice (F,
0,0), a necht L leZi v rovin€ X, Y. K vypoltu 4,, uzijeme rovnice 2(3.2), ve ktere
skalarni soudin v integrandu vyjadiime pomoci soutadnic obou vektoru, takze
dostaneme

L (M)
A21=J (F,dx + F,dy + F,dz).

Protose soufadnice vektoru F jsou viechny konstantni a F, F, navic nulove,
mame

L (My) L (M2) _
A, = J F dx = FJ‘ dx = F(x, — x) . 2(4.14)
L (M) L (M)

A,, v tomto piipad€ tedy nejen nezavisi na tvaru kiivky L, ale dokonce je zavisla
jen na jedné (x-ové) ze soufadnic jejich koncovych bod; homogenni pole je tedy
polem konzervativnim. Hmotnému bodu 4 o hmotnosti m miZeme proto
piipsat potencialni energii, a to vztahem (srovnej 2(4.14), 2(4.9) a 2(4.10))

W) = —F.x +C, | 2(4.15)

kde C je libovolné realné &islo majici vyznam potencialni energie pfisouzené
bodfim, pro néz x = 0. V homogennim poli gravitaénim byva zvykem volit osu
x opacného smyslu, nez ma sila pole F rovna tize G, pripsat nulovou potencialni
energii bodiim leZicim v roviné zemského povrchu a x-ovou soufadnici hmotne-
ho bodu oznadovat h, kde & je vyska bodu nad zemskym povrchem, tedy

W(x = 0) =0, | 2(4.16)
F=F =-mg, - 2(4.17)
x =h. - 2(4.18)
Plati pak '
W, = mgh . ' ©2(4.19)

V piipadé centralniho silového pole zvolime soustavu sférickych soutadnic
tak, e jeji pocatek splyva se silovym centrem. Jedinou nenulovou slozkou sily
pak bude sila radialni F., F, = F , jejiz vektorova piimka splyva s vektorovou
piimkou polohového vektoru r. Pro praci 4,, dostaneme proto vztah

L (M-) o ‘

Ay = J (F,.dr) = J (F . dr) - 2(4.20)
L (My) 1

a vidime, 7e velikost 4,, rovnéZ nezavisi na tvaru drahy mezi body M, a M,.

Centralnim polem je napf. gravitacni pole vzbuzené hmotnym bodem o hmot-
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nosti m, jako silovym centrem, nebof sila, kterd v ném plsobi na hmotny bod
A o hmotnosti m, je ddna vztahem 2(1.5)

mm

e
T
7‘2

F= —x

spifiujicim definici sily centralni. Dosadime-li tento vyraz do rovnice 2(4.20),
dostaneme

f 11
Ay = (- — —) xmm . 2(4.21)
21
Hmotnému bodu v tomto gravitacnim poli pfislusi potencialni energie
mm
Wp(r) = —x— + C. 2(4.22)

Dohodneme-li se dale, Ze ma platit

lim W,(r) =0, 2(4.23)
dostaneme znimy vztah
m,m
Wp(r) = —x : . 2(4.24)

Vyrazy pro silu a potenciélni energii v homogennim i centralnim poli gravi-
tacnich sil Ize zapsat jako soucin dvou faktort, z nich Jeden pfislusi jen danému
hmotnému bodu 4 a je roven jeho hmotnosti m, druhy Ize pfipsat silovému poli.
Pro faktory pfisluejici v obou ptipadech silovému poli zavadime zvlastni nazvy
a oznaceni. Intenzitou silového pole I nazveme podil

F

I=—.
m

2(4.25)

Podle této definice je vektor intenzity I v§ude kolinearni s vektorem F, jeho
fyzikalni rozmér odpovida zrychleni (a = F /m) a jeho velikost je &iselnd rovna
sile piisobici na hmotny bod o jednotkové hmotnosti. Zname-li intenzitu pole
I'a hmotnost sledovaného bodu m, pak silu, kterd v daném poli na tento bod
plsobi, vypocteme podle vztahu

F=ml. 2(4.26)
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Potencidlem silového pole U (odtud nazev — potencialova pole) nazveme
podil

U=-", 2(4.27)

Potencial ma fyzikalni rozmér ¢tverce rychlosti a ¢iselné se rovna potencialni
energii hmotného bodu jednotkové hmotnosti. Zndme-li potencial pole
U a hmotnost m sledovaného hmotného bodu, pak potencialni energii tohoto
bodu v daném poli vypocteme z rovnice

W, = mU . 2(4.28)

Z rovnic 2(4.1) a 2(4.26) plyne, Ze konzervativni (potencidlové) je takové pole,
ve kterém pro kazdou uzavienou kfivku L plati '

fﬁ (1.ds) = 0. 2(4.29)

L

Ekvipotencidlni plochou (tj. plochou konstantniho potencialu) nazyva-
me mnozinu bodd prostoru, kterym pfislusi taz hodnota potencialu U

Ux,y,z) = C, 2(4.30)

kde C je konstanta. V homogennim i centralnim poli prochazi kazdym bodem
prostoru jedina ekvipotencialni plocha. V homogennim poli tvofi ekvipotencial-
ni plochy soustavu rovnobéznych rovin, v centralnim poli tvoii soustavu kulo-

Obr. 2.8 Vzijemna poloha sily a ekvipotencialni plochy konzervativniho silového pole

vych ploch se sttedem v silovém centru. V obou pfipadech plati, Zze vektor
intenzity I je v kazdém bodé prostoru kolmy na ekvipotencialni plochu timto
bodem prochazejici; milZeme se o tom pfesvédEit nasledujicim zpisobem (viz
obr. 2.8). V ekvipotencialni ploSe prochazejici zvolenym bodem prostoru B zvo-
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lime dvé orientované kiivky L, a L, tak, aby se v bod¢ B protinaly. Elementarni
posunuti d/, a dI, n€jakého hmotného bodu z polohy B podél kiivek L, a L, maji
zigjm¢ smér jednotkovych tenych vektord-z; a 7, k témto kfivkam v bodé

y
U-du U

Aul)

4 )dx )

Obr. 2.9

B. Podél obou kfivek je zména potencialni energie AWp nulova, a musi tedy
platit

dA = (F.dl) = (F.dl,) = 0.

Pokud F # 0, je to mozné pravé tehdy, jestlize plati F L dI, a F Ldl,, takie F
(a tudiz i 1) ma smér jednotkového vektoru normaly v k plose U = konst v bodé
B. Zvolme kartézskou soustavu souradnic tak, Ze jednotkovy vektor ve sméru
osy x je soucasné vektorem v (viz obr. 2.9), takZe plati F = (F, 0, 0). Pro d4
dostavame

dA = (F.ds) = F.dx = —dW,, 2(4.31)
takze mizeme psat '

F=—-—, 2(4.32)

Pii obecné poloze vektoru v vzhledem k osdm kartézské soustavy dostaneme

oW, oW, oW,
F=—< Pi+ Pi+ Pk):__gradVVp, 2(433)
ox oy oz
a obdobné
I = —grad U. 2(4.34)

Je tedy sila F (intenzita I) rovna zdporn& vzatému souctu prostorovych parcial-
nich derivaci potencialni energie W, (potencialu U) podél tii os soufadnic; tento
soucet nazyvame gradient (viz D. 5). ProtoZe gradient konstanty je roven nule,
je hodnota F a I, urCena z téchto vztahti nezavisla na volbé aditivni konstanty
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ve vyrazech pro W, a U. Zaroveil z rovnice 2(4.11) plyne, Ze misto 2(4.33)
muZeme psat

F = grad W 2(4.35)

grad W = grad W + grad W, = 0. 2(4.36)

V uva¥ovanych potencialovych polich miizeme jednoznacné urcit soustavu
takovych navzijem se neprotinajicich kfivek, Ze smér te¢ny k prislusné kiivce
v daném bod& prostoru B ma smér normaly k ekvipotencialni plose prochazejici
bodem B; v dvourozmérném pfipadé je tato situace znazornéna na obr. 2.10.

Obr. 2.10 Ekvipotencialni plochy a silo¢4ra konzervativniho silového pole

Tyto kiivky nazgvame siloédrami silového pole a zpravidla volime pocet
silo¢ar dN, prochazejicich elementem dsS ekvipotencialni plochy obsahujicim
bod B tak, aby platilo
dN,
I =—. 2(4.37)
ds

Silogary a ekvipotencialni plochy vytvaii v silovém poli pfirozenou soufadnico-
vou soustavu, kterou miizeme vyuzit k mapovani poli. Omezime-li se na pole
nejvyse dvourozmérnd, existuje i velmi nazorna souvislost s obycejnou mapou.

Hodnotu potencialu & potencidlni energie miizeme chapat jako vysku bodu
obecné plochy popisujici skalarni pole U(r) nebo Wy(r) vzhledem k libovolné,
ale pevné zvolené zakladni roving. Tato obecna plocha je povrchem ,,potencia-
lové krajiny*, v niz ekvipotencidlni kiivky hraji Glohu vrstevnic, silokfivky
alohu spadnic. Podivejme se z tohoto hlediska na obr. 2.11, na kterém je pro
jednorozmérné silové pole zakreslena zavislost Wy na soufadnici x bodu pole.
Ve vyznadenych bodech pole 4, B, C plati (dW/dx) = 0 a na hmotny bod
nachazejici se v téchto polohach plisobi tedy silové pole podle 2(4.32) nulovou
silou. Viimneme-li si blize pribéhu Wy(x) v okoli polohy 4, vidime, Ze pro
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x = x, +dx je (dW,/dx) >0, atedy F, <0; pro x = x, — dx je
(dW,/dx) < 0, atedy F, > 0 (obdobné vztahy plati i v okoli bodu B). Proto
v okoli bodu 4 plisobi pole na hmotny bod silou, ktera ho vraci do polohy

Wp

Wnl —

X

l |
l |
l |
] . [ |
Xy Xa Xc Xp X2

Obr. 2.11 Priklad zavislosti potencialni, kinetické a mechanické energie na poloze télesa v jedno-
rozmérném konzervativnim silovém poli

A. Rikame, 7e hmotny bod, ktery je v poloze A (nebo B) v klidu, je v ni ve
stabilni rovnovdze. V okoli polohy C pisobi pole na hmotny bod silami,
ktere maji tendenci zvét§ovat odchylku od této polohy; rovnovahu hmotného
bodu, ktery je v poloze C v klidu, nazyvame rovnovdhou labilni. V konze-
rvativnich silovych polich je mechanicka energie W, hmotného bodu vsude
konstantni a kineticka energie W, vzdy nezaporna. Pro pole znazornéné na
obr. 2.11 a zvolenou hodnotu W, snadno zjistime, Ze hmotny bod se mize
pohybovat jen v oblasti prostoru dané uzavienym intervalem soufadnic (xy,
X,); jen v této oblasti je W, = 0.

2.5 Nekonzervativni silova pole, disipativni procesy, tieni

Silova pole, ve kterych pro libovolné zvolenou uzavienou kiivku L plati
§, (F.ds) # 0, 2(5.1)

nazyvame pole nekonzervativni. V dal§im soustfedime pozornost na pole,
pro ktera vzdy plati

§, (F.ds) <0 2(5.2)

a ktera nazyvame pole disipativnich sil. Price vykonana disipativnimi si-
lami pfi pohybu hmotného bodu je zaporna — pii pohybu v tomto poli se
kinetickéa energie pohybujiciho se t&lesa sniZuje. Disipativnimi silami popisuje-
me napf. mechanicky odpor kladeny jinymi télesy pohybu télesa sledovaného.
Tento odpor, ktery pfi pohybu télesa plyny nebo kapalinami nazyvame od-
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por prostiedi, je vyvolan sloZitymi procesy interakce souhrnné nazyvanymi
tieni. Sila tfeni F, mifi vZdy proti sméru relativniho pohybu télesa vici téle-
sum ostatnim, takZe pro libovolné elementarni posunuti plati

(F,.ds) < 0. L 2(5.3)

RozliSujeme tFeni vnéjii, které vznika pii relativnim pohybu dvou dotykaji-
cich se téles v ploSe jejich dotyku, a t¥eni vnitFni vznikajici pfi vzdjemném

N e-l" ¢

Atz
(4
$Fe b
O \S |
|':‘t X
R
[
o | ~Fn
Fyk Fy
Hs Hso
i/ d
o] v

Obr. 2.12 K popisu smykového tfeni (viz text)

posuvu riiznych &asti jednoho télesa. Podil vnéjsiho a vnitiniho tfeni na vysled-
ném tieni pii relativnim pohybu dvou téles zavisi, zhruba feceno, na poméru
,,pevnosti* latek jednoho a druhého télesa a materialu stykové vrstvy jejich
vnéjsich ploch. Vnéjsi tfeni pfevazuje tehdy, jestliZze ,,pevnost® materialu roste
se vzdalenosti od stykové vrstvy. Vnitini tfeni souvisi s jevy viskozity
(vazkosti) a anelasticity, o kterych bude fe¢ v dalSich kapitolich. Zde se
omezime na tieni vnéjii, které délime na tieni smykové (téZ — vlecné)
a tfeni valivé.

Viimnéme si tfeni smykového a uvazujme pohyb kvadru po makroskopicky
rovné podloZce (viz obr. 2.12). Odhlédneme nejdfive od interakce kvadru s pod-
lozkou a oznaéme za této podminky vyslednou silu puisobici na kvadr Fj; tu
miZeme rozloZit na normalovou slozku Fy pusobici kolmo k rovin€ dotyku
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a vodorovnou slozku Fy (obr. 2.12a). Ze strany podlozky pusobi na kvadr dvé
sily, Fp a F, (obr. 2.12b). Sila Fy je reakei podlozky na silu Fy a pokud v disledku
interakce nedojde k poruseni materialu kvadru nebo podlozky (napf. prolome-
nim podlozky), plati podle tfetiho pohybového zakona

Fp = —Fy. 2(5.4)

Sila F, ptsobi v plo$e kvadru stykajici se s podlozkou a ma vzdy opacny smysl
nez Fy. Pokud je velikost F,, mensi neZ jista kriticka hodnota Fyy (obr. 2.12¢),
ma F, charakter reakce podlozky na Fy, a plati tedy

t
Za uvedenych podminek je vysledn4 sila F piisobici na kvadr
F=(Fy+Fy)+ (Fg + F) 2(5.6)

nulové a kvadr se po podlozce nebude smykat. Jakmile F piekona kritickou
hodnotu F, pfestane rovnice 2(5.5) platit. Sila F, bude mit sice stdle opa¢ny
smysl nez Fy, jeji velikost vSak bude mensi nez Fy. Pfedstavujeme si, Ze v tomto
okamziku dochazi k poskozeni ¢i rozruseni materialu mikroskopickych pieka-
zek pro pohyb v plose styku.

V disledku poklesu velikosti F, stane se vysledna sila F kladnou a kvadr se
zafne smykat ve sméru kladné osy x. Podle Amontonsova zdkona je sila
treni nezavisla na velikosti plochy styku obou téles a je imérna jen velikosti Fy,
pficemZ soucinitel umérnosti na Fy nezavisi. Vektorové lze tento zakon zapsat
vztahem

th—us.FN.eV, 2(5».7)

kde e, je jednotkovy vektor ve sméru sily Fy, bezrozmérny faktor u, nazyvame
soucinitelem smykového tFeni. Smykaji-li se po sobé suché povrchy pev-
nych latek, zavisi hodnota x, na materialu smykaného télesa a podlozky a na
kvalité (drsnosti resp. hladkosti) dotykajicich se povrcht. Pfi pomalych pohy-
bech u, téméf nezavisi na rychlosti vzajemného pohybu a hovoiime pak
0 suchém (Coulombové) tFeni. Smykaji-li se po sobé umélé hmoty nebo
je-li plocha dotyku mazéna, je hodnota u, na rychlosti zavisla.

Formalné lze platnost tohoto zakona rozsifit i na piipad kritického stavu
klidu (Fy = Fyg). Hovofime pak o klidovém (statickém) tFeni; jemu
pfistusi soucinitel klidového tFeni us, a podle toho, co jsme si dosud
uvedli, plati pro ngj

ls, = p(v = 0) > pfv > 0) 2(5.8)

= viz obr. 2.12d. T u, zavisi obecné sloZitym zpisobem na podminkach, za
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kterych je méfen, mimo jiné i na dobé€, po kterou se povrchy obou téles v klidu
stykaji. :

V ptipadé valivého pohybu valce o poloméru R po makroskopicky rovinné
podlozce (viz obr. 2.13) setkdvame se se tfenim valivym a soudinitelem va-

A

-
l
Fi

Obr. 2.13 K popisu valivého teni (viz text)

livého tFeni u,. Tento soudinitel je koeficientem Gmérnosti mezi velikosti
momentu sily valivého tfeni [R x F] a velikosti normalove sily Fy

RF ;
U, = —t, 2(5.9)
Fy o

a ma tedy rozmér délky; v této kapitole je viak ticba zddraznit, ze veli¢iny
v rovnici 2(5.9) jsou jen ty, které souvisi s popisem pohybovych atributii télesa
jako hmotného bodu. :

V obecném piipads zavisi velikost sily tfeni na rychlosti vzajemného pohybu,
pri¢emz tato zavislost nemusi byt dokonce ani monoténni. Pokud na pohybujici

F £

° tc t
Obr. 2.14

se téleso puisobi rychlostng zavisla sila tfeni F, a kromé toho je$t€ n&jaka dalsi
konstantni vngjsi sila Fy, dosahne rychlost télesa po uplynuti jisté doby ustélené,
s dobou déle neproménné hodnoty v, Predstavme si napfiklad, ze v Case
t = 0 (viz obr. 2.14) bylo téleso v klidu; v tomto stavu plati F, = 0. Pod vlivem
sily F, bude rychlost télesa postupné riist a s ni poroste i F, a to az do Casu
t = t, kdy bude platit

F = F,. 2(5.10)

51



Vysledna sila piisobici na téleso bude pak pro 7 > I, rovna nule a jeho pohyb
bude rovnomeérny ptimocary. Plati-li

F, = ov, 2(5.11)

kde « je kladnd konstanta imérnosti, dostaneme z rovnice 2(5.10) pro veli-
kost ustalené rychlosti vztah

=-.F,. ' 2(5.12)
o

K popisu ustdleného pohybu télesa zavadime pojem pohyblivosti My vzta-
hem : '

Vitae = Ul 2(5.13)
takZe uy méa vyznam ustalené rychlosti pohybu v poli sily F, o jednotkové
intenzité /,.

Na zavér tohoto odstavce viimnéme si energie télesa pohybujiciho se v ne-
konzervativnich silovych polich. Protoze i v té&chto polich lze definovat praci sil
pole, lze zavést kinetickou energii pohybujiciho se télesa zcela stejné, jak jsme
to ucinili dfive. Prace sil pole po uzaviené drize viak nyni neni rovna nule,
a proto prace odpovidajici pfenosu télesa mezi dvéma polohami v poli zavisi na
tvaru zvolené drahy; nelze proto jednoznaéné, a tedy smysluplné zavést energii
potencialni, a tudiz ani energii mechanickou jako soucet energie kinetické
a potencialni. Proto v nekonzervativnich polich nemtize platit zakon zachovani
mechanické energie. Ilustrujeme si tuto skute¢nost na jednoduchém pfipadé
hmotného bodu o hmotnosti m, ktery se pohybuje ve sméru kladné osy x pod
vlivem dvou sil: konzervativni sily Fy, leZici ve sméru pohybu a proti ni ptisobici
sily tfeni F,, ktera je pfimo imérna velikosti rychlosti pohybujiciho se bodu.
Podle uvedeného muzeme psat

F, = — —2ij, 2(5.14)
dx
kdeW,, je potencidlni energie hmotného bodu v poli sily Fy, a
F, = —av. 2(5.15)

Vysledna sila F = Fy + F, je zfejmé& nekonzervativni. Uvedeny pohyb je popsan
pohybovou rovnici
dx _

m—g=Fi= -2 —a— 2(5.16)
t
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Spocteme nyni elementarni praci d4 vysledné sily béhem elementarniho posu-
nuti dx. S pfihlédnutim k rovnicim 2(3.1) a 2(3.14) dostaneme vztah

2
dw. d d
dW, = dA4 = F,dx = — —Rdx — o —dx = —de——oc<—x) dt
dx dt dt
ktery upravime na tvar
d S,
o W+ W) = —aw” < 0. 2(5.17)
t - .

S rostoucim ¢asem tedy mechanicka energie W, = W, + W klesa. Jeji pokles
muiiZeme pfipsat tomu, Ze pfechazi v jiné formy energie, napi. energii tepelnou.
Nazveme-li soucet viech dil¢ich energii izolované soustavy téles energii cel-
kovou, plati i v nekonzervativnich polich nasledujici zdkon zachovdni cel-
kové emergie: v izolované soustavé téles zlistavd celkova energie soustavy
konstantni.

2.6 Impuls sily a zdkon zachovani hybnosti a momentu hybnosti

Podobné jako jsme v predchozich odstavcich sledovali vysledny ucinek sily na
pohyb télesa z hlediska &isté prostorového, vSimnéme si nyni jejiho fcinku
z hlediska casového; budeme piedpokladat, Ze vysledna pisobici sila F zavisi
explicite jen na Case, tj. Ze F = F(z), a Ze pohyb sledujeme v inercialni soustave.
Podle druhého Newtonova pohybového zakona projevi se piisobeni sily béhem
elementarniho ¢asového intervalu dt elementarni zménou hybnosti dp, pro
kterou plati !

dp = Fdt. 2(6.1)
Pro koneény &asovy interval (¢, t,) dostaneme integraci
7]
Ap =p, — P, = f Fde. 2(6.2)
t ) .
Integral na pravé strané této rovnice oznaCujeme J a nazyvame impuls sily
15}
J = f F dt, 2(6.3)
t :
takze plati
Ap = J. 2(6.4)

Podobné lze odvodit z rovnice 2(1.8) vztah

Ab =1L, 2(6.5)
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podle kterého je rozdil momentii hybnosti télesa Ab v &asech t, a t; roven
impulsu momentu sily L definovanému vztahem

5]
L= J M dr. 2(6.6)
g

Pokud hmotnost t€lesa ziistavd konstantni, miizeme misto 2(6.4) psat

.
Av == 2(6.7)
m

Zména rychlosti télesa Av je podle této rovnice pii dané hmotnosti m a impul-
su J vzdy stejnd; na celkovém stavu télesa se viak miize projevit rizné. Pro
ilustraci uvaZujme dva stejn& hmotné automobily A a B jedouci po pfimé rovné
silnici touZ rychlosti. Necht A dosahne stavu klidu za ¢as At, postupnym
brzdénim, B za das Aty narazem na pevnou prekazku (AtB < AIA), pri¢emz
zmény jejich rychlosti jsou v obou pfipadech vyvolany piisobenim ¢asové nepro-
meénnych sil F, a Fy. ProtoZe hmotnost m i Av jsou stejné, je stejny i impuls obou
sil a plati

J = F, At, = Fy Aty . 2(6.8)

Za danych podminek viak nutné plati Fy > F,, coZ je pfi¢inou rozdilného
tvaru automobill po zastaveni. ZapiSme zménu rychlosti rovnici

F
av = £AL 2(6.9)

m

Vyjadiime-li pfiblizné odpovidajici zménu polohy Ar pomoci rychlosti
(v; + 3Av), kde v, je rychlost v ¢ase ¢, mame

1
Ar = (v1 + EAV) At 2(6.10)

Vyloucime-li z rovnic 2(6.9) a 2(6.10) veli¢inu At, dostaneme

Av <v1 ; %Av) - (9 Ar. 26.11)

Vidime, Ze zména rychlosti Av mizZe byt velika i pfi velmi malé zméng& polohy
Ar, pokud je pomér (F/m) veliky. Pfi daném impulsu sily k tomu dojde tehdy,
je-li doba jejiho pusobeni velmi kratka.

Rovnice 2(6.4) vyuzivame s vyhodou pravé v piipadech, kdy hybnost t&lesa
se méni béhem kratkych ¢asovych intervald (pisobenim ,,impulsnich* sil vyvo-
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lavajicich napf. pohyb néaboje v hlavni d&la) anebo na malych usecich drahy
(ptisobenim _kratkodosahovych* sil, napf. béhem srazek téles). V téchto situa-
cich zpravidla nezname pfesny gasovy anebo prostorovy prubch pusobici sily

F

Fr | _T

° t At tp ¢

Obr. 2.15 Casovy priibéh impulsni sily (schematicky)

F a mizeme jen predpokladat, Ze tato sila zadina piisobit po€inaje Casem 1, (viz
obr. 2.15), jeji velikost zprvu s gasem roste, pozd&ji klesa, az v Case
t, = t; + At opét nabude nulové hodnoty. Muzeme pak ur¢it primérnou
phsobici silu F vztahem

1" J ‘
F= —f F(t) dt = — | 2(6.12)
At Jy, At

a vypocitat ji na zakladg znaimé zmény hybnosti Ap

F= é’i’ : o 2(6.13)
At
Uvazujeme nyni misto ¢asového ptisobenti sily na jediné t€leso ptipad izolova-
né soustavy skladajici se ze dvou téles, ktera mizeme povazovat za hmotné body
A a B. Predpokladejme, Ze jejich silovou interakci lze popsat tfetim Newtono-
vym pohybovym zakonem; oznadime-li tedy silu plsobici na 4 jako F,a silu
pisobici na B jako Fppak v kazdém okamziku plati

Fo= —Fp. | 2(6.14)

V &asovém intervalu (t,, t,) dojde pod vlivem této interakce k zméné Ap,, Castice
A

. ty
Ap, = Paltr) — P4lt)) = J‘ F,dt 2(6.15)
4 .
a Apy Castice B
% tz
Apg = pilty) — Pulty) = J Fpdr. 2(6.16)
I
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Vzhledem ke vztahu 2(6.14) se hodnoty integralii na pravych stranach obou
poslednich rovnic 1isi jen znaménkem, takze

Ap, + Apy = 0 2(6.17)
neboli
Palty) + Py(ty) = Pa(tz) + Py(ty) = konst . 2(6.18)

Tato rovnice vyjadiuje zdkon zachovdni h ybnosti v izolované soustavé.
Obdobné Ize ukéazat, Ze za stejnych podminek plati i zdkon zachovdni -
momenty hybnosti b ve tvaru

by(t)) + by(ty) = by(t,) + by(t,) = konst . 2(6-19)

Podle rovnice 2(1.8) mizeme psat
L}
Ab, = b(t,) — b,(1)) = J M, d: 2(6.20)

4

a obdobny vztah plati i tehdy, zamé&nime-li index 4 indexem B Oznacime-li
polohové vektory bodtt 4 a B vzhledem k libovolnému bodu prostoru O jako
ryarg (viz obr. 2.1), plati pro velikost M A momentu sily F,

My =ryFysino = F,d, 2(6.21)
a obdobné
Mp = rgFgsin f = Fpd ; 2(6.22)

pfitom je zaroven patrné, Ze smysl obou momenti je opac¢ny (lisi se znamén-
kem). Protoze viak zaroveii plati F A = Fp, dostaneme

odkud jiZ vyplyva rovnice 2(6.19). Snadno lze dokazat, 7e za jinak stejnych
podminek plati rovnice 2(6.18) a 2(6.19) pro libovolny pocet &stic v izolované
soustave. Pokud by tato soustava obsahovala Jen jediny hmotny bod, byl by to
volny hmotny bod a uvedené rovnice by pak vyjadfovaly zakon setrvadnosti.
Jak vyplyva z experimenti, jsou zakony zachovani hybnosti a to¢ivosti obecny-
mi fyzikalnimi zakony, jejichZ platnost nezdvisi na tom (jak by se zdalo
nutné z naseho odvozenti), zda je presné splnén tfeti Newtontv zakon vyjadieny
zde rovnici 2(6.14).

Zakon zachovani hybnosti Ize vyuzit k analyze pohyb téles, jejichZ hmotnost
se s Casem méni. Jak jsme si ukdzali na zadatku této kapitoly, mohla by
hmotnost télesa zaviset na ase ve dvou piipadech. Za prvé tehdy, kdyby
hmotnost atomd, z nich? se latka sklada, zavisela na pohybovém stavu télesa.
Tuto moznost klasicka fyzika vyluGuje a Je zkoumana aZ v mechanice relativis-
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tické (viz posledni kapitola této udebnice). Za druhé k tomu miize dojit tak, Ze
béhem pohybu se méni poet atomil, z nichz se téleso sklada. Pfikladem tu muze
byt tieba vodni kapka, ktera se béhem padu bud mlize vypafovat, nebo naopak
riist pfipojovanim dal$ich molekul vody z ovzdusi, anebo raketa urychlujici sviij

m

——— =

v

B >
dm

*dt m-dm
, dm —m— »
v+dv

|

|

v

—

-
v

"‘

X

Obr. 2.16 K rozboru pohybu rakety (viz text)

pohyb vymr§tovinim plynit z raketového motoru. Posledni z nich si nym
probereme s vyuzitim obr. 2.16. ~

V jistém Case ¢ necht je hmotnost rakety s palivem rovna m, jeji rychlost
vzhledem k inercialni soustavé ozna¢me v, rychlost vymr§tovanych plyni v této
soustavé oznacime v,. Pro vytokovou rychlost v, plyni vzhledem k raketé
dostavame

V.=V, — V. 2(6.24)

Vytokova rychlost ma vzdy opaény smér neZ v a budeme ji pokladat za kon-
stantni. V Case ¢ je celkova hybnost soustavy p, ddna vztahem :

p, = mv, 2(6.25)
v dase t’ = t + dr plati pro hybnost p;
p, = (m — dm) (v + dv) + v, dm, 2(6.26)

kde dm je mnozstvi paliva, které za Cas dt bylo v podobé plynli vymrsténo
z rakety, dv je zména rychlosti rakety timto procesem vyvolana. Pokud raketa
s palivem a vytrysklé plyny tvofi izolovanou soustavu (nejsou vystaveny piso-
beni dalich téles, napt. Zemég), plati v této soustavé zakon zachovani hybnosti

P, =P, 2(6.27)
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Provedeme-li rozndsobeni na pravé strané rovnice 2(6.26) a zanedbime &len
».druhého fadu malosti* dm . dv, dostaneme po dosazeni z 2(6.25) a 2(6.26) do
2(6.27) a jednoduché \ipravé

mdv = —v,.dm. ' 2(6.28)

Podle druhého Newtonova zakona je sila F pisobici na raketu rovna soucinu
m(dv/dt). Z rovnice 2(6.28) pro ni dostivame vyraz
d ‘
F=—v. " 2(6.29)
dt

(pfipomefime, Ze rychlost v, ma opa¢né znaménko neZ rychlost rakety v, sila
F tedy piisobi ve sméru pohybu rakety a urychluje ji); tato sila je vyvolana
unikajicimi plyny a nazyvime ji reaktivni raind sila. Protoe nejen v, ale
i rychlost spalovani paliva (dm/dt) byva zpravidla konstantni, byva i tato sila
konstantou charakteristickou pro dany raketovy motor a palivo. Piedpokladej-
me, Zze v Case ¢ = 0 byl zapnut raketovy motor, pii¢emz pfed tim byla raketa
v klidu, a ozna¢me startovaci hmotnost rakety my, takze plati

m(t = 0) = m,, 2(6.30)
vii=10)=0. 2(6.31)

Pokud od 7 = 0 do ¢asu 7 je motor stale v ¢innosti a vytokova rychlost je béhem
celé doby konstantni, miiZzeme z rovnice 2(6.28) odvodit vztah mezi velikosti
okamzité rychlostl rakety v a jeji okamz1tou hmotnosti m. Upravime 2(6 28) na

tvar

1
dm _ _ —dv 2(6.32)

m v,

(polozili jsme jednu osu soufadnic do sméru pohybu a vynechah oznaceni
vektoril) a po integraci v mezich ¢ = 0, t = 7 dostaneme

o(r) = v, . In ( 0 ) ; | 2(6.33)

m(t)

tento vztah nazyvame rovnice Ciolkovského. Pokud by se na§ systém (ra-
keta + plyny) nachéazel ve vné&jsim silovém poli sily Fy, neslo by jiz o systém
izolovany a jeho pohyb bychom zkoumali pomoci pohybové rovnice
, 4 | ,
D Fy 2(6.34)
dt v Co

Protoze
dp; = p; — P > 2(6.35)
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zjistime z rovnic 2(6.25), 2(6.26) a 2(6.34), Ze pro pohyb rakety pak plati tzv.
rovnice Me§&erského

A | 2(6.36
dt E dt - (6.36)

Resené llohy

1. Presvédcte se, 7e rovnice 2(1.23) a 2(1.22) obsahuji jako zvlastni pfipad
vztahy 1(3.9).
Regeni. Rovnice 2(1.22) a 2(1.23) miZeme zapsat jedinym vztahem

kde jsme zavedli odstiedivé zrychleni agp, vztahem
aop = [0 x [0 x 1], )
Coriolisovo zrychleni a; vztahem

a; = 2[o x v] | ' 3)
a zrychleni ay;; vztahem ‘ ' ‘
ap=lexr]l. )

Pfipomefime, Ze vektory a a a,- piedpokladame vyjadiene v inercialni soustavé
S s bazovymi vektory e,, e,, €; (viz napi. rovnice 2(1.17)), ostatni vektory
v neinercialni soustavé S’ s bazovymi vektory e}, e), €; . :

V odstavci 1.3 se piredpoklada, ze S a S’ jsou soustavy kartézske, jejich
pocatky O a 0" a osy za z' trvale splyvaji a soustava S’ se kolem z otaci se stalou
tihlovou rychlosti . To znamena, Ze v rovnici 2(1.16)

q=0, (3)

takze
r=xie,=xe=r, (6)

a dale
Voo =0, (7
ag = 0, )
e = )

Navic
0 = we'’; = we;, (10)

nebot
W, = Wy = 0 (11)



;= o (12)
a osy z a z' splyvaji. Vzhledem k (8) a (9) miiZeme misto (1) psat
a=a+ [ox [0 xr]]+ 2o xv]. (13)
Oznacime-li soucet vektorlt na pravé strané (13) symbolem b’ miizeme psat
a=ae =be,=b; (14)

vztah (14) je analogicky rovnici (6). Zname-li vektor b’, miiZeme jeho soufadnici
b’; v soustavé S spocitat pomoci vztahu (viz rov. 1(2.3))
bi=(b".e7), (15)
takze s vyuzitim (14) dostavame
by = ajle; . e;) + ay)e, . €) + as(e; . ). (16)

Spoctéme nyni soufadnici &', . Z analogie mezi (14) a (6) a z rovnice 1(3.5)
zjistime, Ze plati

(e;.€)) =coswt, (e,.€))=sinwt, (e;.e,) =0, (17)
takZe misto (13) miiZeme psat '
a cos wt + aysinwt = a’y + [0 x [0 x '] + 2[o x v'];, (18)

kde dolni indexy u vektorovych soucinii ozna¢uji soufadnice téchto vektor na
ose 1 soustavy S’. Plati :

[0 x V] = (0p; — w;) = ~wv; ; (19)
dale
[0 x[ow x rlly = oo x r]; — o3lo x r'], = —ofo x rl, (20)
a
[0 x r'], = wx'] — 0x; = wx) . (21)

Z rovnic (18) az (21) plyne
a; = a; cos ot + a, sin wt + 2wvy + wW?x| . (22)

Dosadime-li za v; druhou z rovnic 1(3.6) a za x{ prvni z rovnic 1(3.5), zjistime,
Ze (22) je totozna s prvnim ze vztaht 1(3.9). Obdobnym vypoétem soufadnic b5
a by bychom pak dokazali platnost celého tvrzeni.
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2. V nenulovém homogennim gravitaénim poli s gravitatnim zrychlenim g se
pohybuje hmotny bod vystaveny pouze pisobeni gravitace. Zvolme dvé kartéz-
ské soufadnicové soustavy S’ a S”. ~

Soustava S’ nechf je inercilni a plati v ni

g = (0,0 —g) | (1)
spolu s poéateénimi podminkami : ‘

ro=(000) e
a o «

vy, =(0,0,0). : (3)

"

Mezi soufadnicemi x’, y’, z’ bodl v soustavé S’ a soucadnicemi x”, y”, z
v soustavé S” plati vztahy ‘

1
X = X, y=y, Z=Z”—£gt2. A (4)

Najdéte feSeni pohybovych rovnic hmotného. bodu v soustavé S'. UrCete, zda
v soustavé S” plati a) Newtonovy pohybové zakony, b) stejné pohybové zakony
jako v soustavé S'. v

Reseni. Pohybové rovnice v soustavé S’ vyfesime stejné jako v textu odstavce
2.3; dostaneme (viz rov. 2(2.31))

‘ 1
x'=0, y =0, z'=——gt2.
2

(5)
V soustavé S” neplati Newtonovy pohybové zakony. Plyne to bud z toho, Ze
x' = y’ = 7’ = 0pro viechna ¢ (jak zjistime dosazenim (5) do (4)), zatimco
hmotny bod je podle zadéani vystaven pisobeni nenulové gravitacni sily, nebo
ze skute¢nosti, 7e podle (5) se S” pohybuje zrychlené vici S, a neni proto
soustavou inercialni. Protoze v S’ Newtonovy zikony plati, je zfejmé, ze v S”
neplati stejné pohybové zikony jako v S’. Ke stejnému zavéru lze dospét
i rychleji: plyne totiZ ze zrychleného pohybu S” vii¢i S” a Galileiova principu
relativity.

3. Mg&jme silové pole, ve kterém plati
F = 2xzi + 325 + yk, (1)

kde x, y, z jsou soufadnice pol:ohového vektoru r. Zvolme jako drahu bodu
Z pfimku danou rovnici

x =2y =4z. : (2)
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Najdéte velikost prace 4,, spojenou s posuvem bodu z polohy M, = (0, 0, 0)
do M, = (4,2,1).
Reseni. Vyjdeme z obecného vztahu 2(3.2). Pomoci vztahu

ds = dr (3)
rozepiSeme vyraz (F . ds) jako
(F.ds) = F, dx + F,dy + F,dz. (4)

Integral na pravé strané rovnice 2(3.2) je pak souctem t¥i integralti. Prvni z nich

oznalime 4, |

L (My) L (My) .

Ay = J F dx = f 2xz dx . (5)
L (My) L(My)

Soufadnice z je podél zvolené drahy vazana se soufadnici x rovnici (2); dosadi-
me-li z ni za z do (5), dostaneme :

4 . 4 4
' 1 1 1 32 ,
A21x=f2x—xdx=~f xzdx=——[x3:' = 2, (6)
0 4 2 0 6 o 3
Obdobné
L (M) L (M3) 2 ! 2
Ay = f F,dy = f 322 dy = J 3(y/2) dy = ,-[ﬁ] =2,(7)
L (M) L (M) 0 4 o
- pL (M) L (M) 1 4 toy o
AZIzzf deZ=J y2d2=4j Z2d2=*[23} =-. (8)
L (M) L(My) : 0 3 do 3
Celkem tedy '
32 4
A21:—3~+2+—=14 9)

4. Méjme silové pole, ve kterém plati
F = 4yi + 2xj + k, (1)
kfivka, po které posouvame bod Z, je ddna soustavou parametrickych rovnic
X = 4cos O, y=4sn0, z =20 . 2)

Vypoctéte praci 4,, pfi zméné @ z hodnoty 0 na hodnotu 2x.
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Redeni. S pomoci rovnic (1) a (2) zjistime, Ze plati

F,=4y = 16sin@; F =8cos®; F, =1
a
d: . d d
—i:—4sin@; —y:'4cos@; —Z—_=2.
de , de de
S vyuzitim rovnice 2(3.7) dostaneme
p21‘[ dx a1
Ay = F,—=do = —64 | sin®’©dO = —64n,
), Yde Jo
p2m d . 21t .
Ay, = | F,2do = 32| cs’6do = 3m,
Y0 ’ d@ ) v
(lZT[ dz y\21§
Ay = | F.de = 2| dO - 4.
J, “de Jo
Settenim rovnic (5) az (7) dostaneme vysledek A, = —28m.
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Kapitola 3

Kmity

3.1 Harmonicky kmit

Kmitavy pohyb, jakoZto pohyb hmotného bodu vystaveného plisobeni sily
mifici k jeho rovnovazné poloze, je jednim ze zdkladnich typt pohybu. V této
kapitole si proto podrobné probereme rizné typy kmitavych pohybti a uvedeme
jejich hlavni charakteristiky.

Harmonickym nazyvame takovy pohyb hmotného bodu, pro ktery zavislost
polohy bodu x na Case ¢ je dana harmonickou funkci

x = Asin (ot + a) + X, . 3(1.1)

Konstanty 4 a w jsou kladné veli¢iny. V rovnci 3(1.1) harmonického pohybu,
ktery byva téZ nazyvan harmonickym kmitem, uZivame pro konstantu 4 > 0
oznaceni amplituda kmitu a pro vyraz wt + « fdze kmitu. Konstanta o > 0 by-
vé nazyvana uhlova (kruhovd) frekvence a konstanta o fizova konstanta.
Kona-li bod harmonicky kmit 3(1.1), pohybuje se pouze po tsedce
—A = x — x5 £ A Stfed této tsecky, ktery lezi v bodé x, se nazyva
rovnovaznou polohou bodu. Casto pfi vySetfovani harmonického pohybu se
pocatek soutadnicové osy, tj. bod x = 0, klade do rovnovazné polohy kmitajici-
ho bodu, a potom x, = 0. Harmonicky kmit je pohybem periodickym. Po ¢ase

T = 2n/w 3(1.2)

ktery nazyvame dobou kmitu, se cely pribéh pohybu opakuje. Pfevracena
hodnota doby kmitu udava, kolik kmitd bod vykona za jednotku ¢asu. Tuto
veli¢inu nazyvame frekvenct

v=1T 3(1.3)
a jeji vztah k thlové frekvenci w plyne z rovnice 3(1.2)

2ny = @ . 3(1.4)

PouZijeme-li vzorce sin (f + y) = sin fcosy + siny cos § k upravé vyrazu 3(1.1),
dostavame x = A cos a sin wt + A sin a cos wt + x,. Vyrazy A4 cos a,
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A sin o jsou konstantni a miZeme je oznadit postupné a, b. S timto oznacenim
prejde rovnice 3(1.1) na ekvivalentni tvar, ktery také byva pii vySetfovani
harmonického pohybu uzivan,

X = asin ot + bcoswt + X, . 3(1.5)

Harmonicky kmit je rovnici 3(1.5) vyjadien jako soucet harmonickych funkci
sin wt a cos wt s riznymi koeficienty a, b. Pro vzajemny piepocet obou vyjadieni
3(1.1) a 3(1.5) harmonického kmitu plati zfejmé vzorce

a = Acosa, A=(a2+b2)1/2,
b = A sina, a = arctg (b/a) . -~ 3(1.6)

Derivovanim rovnice 3(1.1) podle ¢asu (viz rovnice 1(3.32)), dostdvame pro
rychlost harmonického pohybu

= Aw cos (ot + ) 3(1.7)
a pro zrychleni podle 1(3.52)
a = —Aw’sin (ot + ). ' 3(1.8)

&

Rychlost v a zrychleni a v rovnicich 3(1.7) a 3(1.8) jsou vektory v pfimce x, tj.
v jednorozmérné soustavé soufadnicoveé, a nesméji byt zaméovany s velikosti
vektort rychlosti a zrychleni, i kdyZ pro né byva zvykem uZivat stejny symbol.
Rychlost i zrychleni harmonického pohybu jsou opét harmonickymi funkcemi
gasu. Velikost rychlosti ma maximalni hodnotu v rovnovazné poloze, velikost
zrychleni je maximalni v krajnich polohdch pohybu.

Porovname-li rovnici 3(1.8) s rovnici 3(1.1), dostavame dileZity vztah mezi
zrychlenim a a vychylkou x — x; harmonického pohybu

a=—a*x — xp); 3(1.9)

zrychleni harmonického pohybu je 1imérné vychylce a mm proti ni, konstantou
umérnosti je kladnd veli¢ina — ¢tverec iihlové frekvence w?. Podle druhého Newto-
nova zakona vyjadieného rovnici 2(1.4) dostavame pak pro silu F, ktera pusobi
pti harmonickém kmitu na hmotny bod o hmotnosti m, vyjadfeni

F = —mo*(x — xg), 3(1.10)

a tedy i sila pFi harmonickém pohybu je imérnd vychylce a mifi proti ni.
Ukazeme déle, Ze vzdy, kdyZ na hmotny bod vazany na pfimku pusobi sila
umérna vychylce a mifici proti vychylce, vznika harmonicky kmit. K tomuto
zavéru dojdeme, uvazujeme-li rovnici 2(1.4) jako pohybovou rovnici hmotného
bodu, tj. jako rovnici pro uréeni pohybu hmotného bodu v poli znamé sily.
Budeme tedy hledat, jak se pohybuje hmotny bod vazany na piimku, na néjz
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pisobi sila, kterd mifi k jednomu bodu p¥imKky a jejiz velikost roste imérné se
vzdalenosti od tohoto bodu. Zvolime-li ve sméru pfimky soufadnicovou osu
x s pocatkem v bod¢, ke kterému mifi sila (tj. polozime pro zjednoduseni x,
z rovnice 3(1.10) rovné nule), mizeme pro plisobici silu napsat vyjadfeni
F = —kx, kde konstanta k& > 0. Pohybova rovnice pro pohyb hmotneho bodu
0 hmotnosti m v tomto silovém poli pak ma tvar

mi = —kx . 3(1.11)

Je to rovnice, jejimz feSenim mame urit neznamou funkci x = x(r). JelikoZ se
vy této rovnici kromé neznamé funkce x(z) vyskytuji i jeji derivace (zde druha
derivace %), mluvime o diferencialni rovnici. Funkce, kterd splfiuje rovnici
3(1.11), musi mit tu vlastnost, Ze jeji druhd derivace je aZ na vynasobeni jistou
konstantou rovna zaporné vzaté funkci samotné. Tuto vlastnost maji harmonic-
ké funkce sin w? a cos wt. Polozime-li x = sin wt, dostaneme ¥ = —w” sin wt
a po dosazeni téchto vyrazii do 3(1.11) mame

—me’ sin wt = —k sin ot , 3(1.12)

Rovnici 3(1.12) méizeme splnit pro viechna ¢, polozime-li

Tedy funkce sin wi s w = (k/m)'’? je feSenim rovnice 3(1.11). Stejnym postupem
Ize zjistit, 7e i funkce cos wt s w = (k/m)"? je feSenim rovnice 3(1.11). Resenim
je i kazda funkce C, sin (k/m)'”1 a C, cos (k/m)"°t a téZ souget téchto funkci

x = C,sin [(k/m)"*] + C, cos [(k/m)"*], 3(1.14)

kde C) a C, jsou libovolné konstanty. O tom, Ze funkce 3(1.14) je FeSenim
rovnice 3(1.11), se Ize pfesvéd¢it, dosadime-li ji do rovnice 3(1.11).

Z teorie diferencidlnich rovnic plyne, Ze obecné feeni rovnice typu 3(1.11)
dostaneme, najdeme-li jeji dvé linedrné nezavisla feSeni (linedrné nezavislé jsou
takové dvé funkce £,(7) a f,(z), pro které nelze najit konstantu C takovou, aby
bylof1(r) = Cf,(r) pro viechny hodnoty nezavisle proménné 7) a vytvofime jejich
linearni kombinaci. Funkee sin [(k/m)"?] a cos [(k/m)"*1] jsou dvé linedrn&
nezavisla (nelze najit konstantu C takovou, aby pro viechna ¢ platila rovnice sin
[(k/m)'?] = C cos [(k/m)"*f]) FeSeni rovnice 3(1.11) a vyraz 3(1.14) je jejich
linearni kombinaci, tedy funkce 3(1.14) je obecnym feSenim rovnice 3(1.11),
Obecne¢ feSeni diferencidlni rovnice je takové feSeni, v jehoZ tvaru lze zapsat
viechna feSeni této rovnice. Tedy neexistuje Zadné feSeni rovnice 3(1,11), které
by nebylo mozno napsat ve tvaru 3(1.14). Zde je si viak tfeba viimnout, Ze
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funkei 3(1.14) je moZno psat téZ v ekvivalentnim tvaru (viz rovaice 3(L.1), 3(1.5)
a 3(1.6)) :

x = Asin [(k/m)'? 1 + o] . 3(1.15)

Resenim pohybové rovnice 3(1.11) jsme zjistili, Ze hmotny bad, vdzany na primbk,
na néj pisobi sila, jejiz velikost je imérnd vzddlenosti od jistého bodu a kterd miri
z obou stran k tomuto bodu, kond harmonicky kmit s rovnovdznou plohou v bode,
ke kterému miFi sila. Konstanty A, a v rovnici 3(1.15), pfipadné C,, C, v rovnict
3(1.14) lze uréit z poCatecnich podminek pohybu, tj. z vychylky a rychlosti
hmotného bodu v &ase ¢ = 0. Frekvence kmitt je dana vyrazem 3(1.13), a tedy
zavisi na hmotnosti » hmotného bodu a na tom, jak prudce vzrusta velikost sily
F se vzdalenosti od bodu, ke kterému sila F mifi. Je-li sila F realizovana
pruzinou, odpovida konstanta k tuhosti pruziny, Vysledek ziskany feSenim
rovnice 3(1.11) bylo mozno ofekavat, kdyz jsme zjistili (viz 3(1.10)), Ze na
hmotny bod konajici harmonicky kmit pisobi sita imérna vychylce mifick
" k rovnovazné poloze. Zjistime-li viak silu, kterd pisobi na hmotny bod konajick
jisty druh pohybu, nemiizeme jesté vylou¢it, Ze za pasobeni stejné sily memize
vzniknout i jiny druh pohybu. Teprve skute¢nost, Ze funkce 3(1.14) (respektive
jeji ekvivalentni tvar 3(1.15)) je obecnym FeSenim diferencialni rovnice 3(t.11),
potvrzuje zavér, ze jediny pohyb, ktery muze hmotny bod vazany na pfimku
x konat v poli sily F = —kx, je harmonicky kmit.

3.2 Tlumeny harmonicky kmit a aperiodicky tlumeny pohyb

Budeme vysetfovat pohyb hmotného bodu vazaného na piimku, na néjz vedle
elastické sily uvazované v rovnici 3(1.11) pisobi jesté odporujici sila umérna
rychlosti pohybu. Polozime-li do pfimky, podél které se mize hmotny bod
pohybovat, soufadnicovou osu x s po&atkem v mist&, k némuz smétuje elasticka
sila, bude tato sila Fy vyjadfena rovnici

Fg = —kx - 3(2.1)
a odporujici sila rovnici
Fy = —hw = —hx, 3(2.2)

kde k a h jsou kladné konstanty, k > 0, h > 0. Pohybova rovaice hmotné¢ho
bodu o hmotnosti m, na n&j? plsobi sily 3(2.1) a 3(2.2), md tvar

m% = —kx — h% . 3(2.3)
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Zavedeme-li oznadeni a)(z) = k/m a 20 = h/m, lze po ziejmé Upravé prepsat
rovnici 3(2.3) na tvar

X 4+ 20% + wjx = 0. 3(24)

Symbolem e, je oznacena frekvence 3(1.13) netlumeného (5 = 0) harmonického
kmitu 3(1.15). Pro ahlové frekvence w uZivame, jak je pti vykladu kmit bézné,
struného oznaceni frekvence. PFi konkrétnich vypoétech je tieba si uvédomit,
Ze takto oznadena frekvence je podle 3(1.4) 2r —nasobkem frekvence v.

Rovnice 3(2.4) je linearni diferencilni rovnice s konstantnimi koeficienty
druhého fadu. Obecné feSeni takové rovnice ziskame, najdeme-li dvé linearng
nezavislé funkce x,(¢) a x,(¢), které fedi tuto rovnici, a vytvoiime jejich linedrni
kombinaci i

C;xl(t) + Cyx,(t), 3(2.5)

jak jsme jiz uvedli pfi feSeni rovnice 3(1.11). Tvrzeni, e obecnym feSenim
rovnice 3(2.4) je vyraz 3(2.5), znamen4, e kazdou funkei x(1), ktera je feSenim
rovnice 3(2.4), Ize napsat ve tvaru 3(2.5), tedy

x(t) = Cpxq(t) + Coxyft) . 3(2.6)
Hodnoty dosud libovolnych konstant C, a C, lze urcit z pocatecnich podminek
pohybu.
Snadno se Ize pfesvédiit, Ze fesenim rovnice 3(2.4) je funkce

x =e¥. 3(2.7)
Provedeme prvni a druhou derivaci funkce 3(2.7)
X = ae”, % =a’e"
a vSechny tfi posledni vyrazy dosadime do rovhice 3(2.4). Dostaneme rovnici
o’ e + 20u e + wi et =0, 3(2.8)
kterou zfejmé Ize splnit pro viechna ¢, lze-li splnit algebraickou rovnici

o + 200 + @ =0, 3(2.9)

nebot vZdy nenulovym vyrazem e* je moZno rovnici 3(2.8) kratit. Rovnice 3(2.9)
se nazyva charakteristicka rovnice k rovnici 3(2.4). Charakteristickd rovnice
3(2.9) je kvadratickou rovnici pro dosud neuréenou konstantu o. Jejim feSenim
ziskame dvé hodnoty «,, «, dané rovnici

a4, = —6 £ (6% — }). 3(2.10)
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Rovnici 3(2.9) lze Fesit, a tedy * je feSenim rovnice 3(2.4), polozime-li o« rovné
jedné z hodnot danych rovnici 3(2.10). S vyjimkou pfipadu 6 = w, ziskavame
tak dvé linearné& nezavislé funkce e’ a e, které fesi rovnici 3.(2.4). Funkce e*
a €' jsou linedrné nezavislé, protoZe nelze najit konstantu, kterou by bylo
mozno vynasobit funkci e*!’, abychom dostali ¢*", jsou-li «; a a, riizné. Obecné
feSeni rovnice 3(2.4) je pak pro 6 # w,

x=C e+ Cye, 3

kde hodnoty «, a a, jsou dany rovnici 3(2.10).

V piipadé 6 = w, da pravé uvedeny postup pouze jednu funkci x; = e
fesici rovnici 3(2.4). Druhou linearné nezavislou funkei fesici rovnici 3(2.4)
v piipadé J§ = o, je funkce x, = ¢ e % o ¢emz se mizeme presvédEit
dosazenim funkce x, a jejich derivaci do rovnice 3(2.4). Obecné feseni rovnice
3(2.4) v ptipadé 6 = o, je pak

x=Ce 4 Cre ™ =eHC, + Cy). 3(2.12)

ot

Vysetfime nyni podl;obnéji viechna feseni rovnice 3(2.4). Vznikly pohyb je
riizny podle vzajemného poméru elastické sily Fg a odporujici (tlumici) sily Fy.
Rozdéleni provadime podle konstant & a w, zavedenych v rovnici 3(2.4). Je-li

a) 6 > w,, nazyvame pohyb aperiodickym ;
b) 6 = w,, nazyvame pohyb meznim aperiodickym ;
¢) 6 < wy, nazyvame pohyb tlumenym harmonickym kmitem .

a) Aperiodicky pohyb. Je-li d > @y, je vyraz pod odmocninou 3(2.10)
kladny a hodnotu odmocniny oznacime D

D= (% - ). 3(2.13)

Hodnoty oclh = —-0+Daa=—6— D jsou pak realna cisla a rovnici
pohybu, tj. vyraz 3(2.11), v uvaZovaném piipad€ zapiSeme ve tvaru ‘
x = Cpel=0+Pk 4 ¢, e(=0=Pk 3(2.14)
Jeliko? & jako pomér kladnych veli¢in h/2m je kladné (6 > 0) a podle 3(2.13)
platiD >0 a D < J,jsoujaka; = —d + D tak ay = —06 — D zaporné
a vychylka x v rovnici 3(2.14) konverguje k nule pro rostouci =
lim x = 0. 3(2.15)
t—0

Obdobné jako vychylka x i rychlost pohybu
=% = Cy(=0 + D)el?*PF 4 Cy(—5 — D) el=0Pk 3(2.16)
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konverguje k nule pro neomezeng rostouci ¢

Imo=20. - 3(2.17)

-0
Hmotny bod pifi pohybu popsaném rovnici 3(2.14) se nakonec vzdy zastavi
v pocatku soustavy soufadnic, tj. v bodu, ke kterému sméfuje elasticka sila
3{2. 1 ) Nachazi-li se hmotny bod v tomto bodé, fikame, Ze zaujima rovhovaznou
polohu. Typickou vlastnosti aperiodického pohybu je, Ze prichod hmotného
bodu rovnovaznou polohou nastava pro kone¢né hodnoty Casu ¢ nejvyse jed-
nou. Polozime-li v rovnici 3(2.14) x = 0, dostavame

C el=0+Pr 4 ¢, el=0-Dk = e C, et + Ce ) =0,
a ﬁrétoie e %9 pro konecna ¢, dostavame
C et 4 c, e~Di =
a odtud
e = —CyC, .

Posledni rovnice ma jedno feseni, je-li (C,/C,) < 0 a omezime-li se na pfipad
t > 0 dokonce jen pro (C,/C,) < —1. Pro (C/C,) > 0 nema Zzadné feSeni.
Je-li jedna z konstant C,, C, kladna a druha zaporna a jejich absolutni hodnoty
splituji podminku {JC,|/|C,}) > 1, projde hmotny bod pfi aperiodickém pohybu
Jjednou rovnovaznou polohou pro koneéné ¢ >0, jinak rovnovaznou polohu
zaujme aZz pro #—o00. Neuvazujeme trividlni pfipad C, = C, = 0, kdy hmotny
bod je po celou dobu v rovnovazné poloze.
Uvedeme tvar feSeni 3(2.14) pro dvoji typickou volbu pocatecmch podminek.
Nejprve pro pocatecni podminky
Xx=x, ©v=0 pro t=0, 3(2.18)
které odpovidaji ptipadu, kdy hmotny bod vychylime z rovnovazné polohy

a volné (bez ud&leni pocatecni rychlosti) jej vypustime. Potom pro pocateéni
podminky

x=0, v =0, pro t =0, - 3(2.19)

které odpovidaji pfipadu, kdy hmotny bod uvedeme do pohybu tim, Ze mu
v rovnovazné poloze udélime nenulovou rychlost v,

Z rovnic 3(2.14) a 3(2.16) dostavame pro pocatecni podminky 3(2.18) sousta-
vu dvou algebraickych rovnic

0 = C\(—6 + D) + Cy(=6 — D), 3(2.20)

70



jejichz fesenim uréime konstanty C; a C,
X0 + D) xo(D — 9)

c, =0t e e
! 2D 2 2D

Dosazenim téchto konstant do rovnice 3(2.14) dostivame po Gpravé rovnici
aperiodického pohybu pro pocate¢ni podminky 3(2.18)
x = e %(x,/2D) [(6 + D) e*? + (D — 5)e”?] =
= (xo/D) e~ [0 sh Dt + D ch Dt]. 3(2.21)

V druhém vyjadfeni funkce x(¢) jsme uzili funkei hyperbolicky sinus (znak sh)
a hyperbolicky kosinus (znak ch), které jsou definovany vztahy

el — e’ e’ + e’
shy = ~—ou, chy= .

3(2.22
5 - (2.22)

Pro pocateéni podminky 3(2.19) daji rovnice 3(2.14) a 3(2.16) pro urceni C; a C,
algebraické rovnice ,

O = CI “+ C2 5
jejichZ fedenim dostavame

C1 == “"‘Cz i
a tedy pro potateéni podminky 3(2.19) aperiodicky pohyb je dan funkeci

x = <-’f&> e=U(elt — 7P = (39> e~ sh Dt . 3(2.23)

2D D

Graficky jsou funkce 3(2.21) pro hodnoty w, =4s~", § =5 slaxy,=1Im
~a 3(2.23) pro hodnoty w, = 4 s, d=5s""a Vo= 1m s~! znazornény ja-

t/s

Obr. 3.1 Zéavislost vichylky v na &ase ¢ pro aperiodicky (kfivka 1) a mezni aperiodicky
(ktivka 2) pohyb hmoti:cho bodu volné vypudténého 7 nerovnovaziné polohy
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ko kfivky 1 na obrazcich 3.1 a 3.2. Hodnota D = (52 — coé)”2 je pro obé
funkce stejna a rovna 3 s L.

b) Mezni aperiodicky pohyb je popsan rovnici 3(2.12)

x = e™(C, + Cy),

0 05 10 15
t/s

Obr. 3.2 Zavislost vychylky x na &ase  pro aperiodicky (kfivka 1) a mezni aperiodicky
(kfivka 2) pohyb hmotného bodu vypusténého z rovnovazné polohy nenulovou pod&ateéni
’ rychlosti

Jjeho rychlost
v=1%=e%C, — dC, — 6Cyt). 3(2.24)

Z téchto rovnic plyne, 7e vlastnosti 3(2.15) a 3(2.17) jsou splnény i pro mezni
aperiodicky pohyb. Anulovanim rovnice 3(2.12) zjistime, Ze pro kone&né hod-
noty ¢ zaujme hmotny bod rovnovéznou polohu pouze jednou, a to pro
t = —Cy/C,. To znamen4, ze bereme-li v ivahu jen kladna s, projde hmotny
bod rovnovaznou polohou pouze, kdyz C, a C, maji opacna znaménka. To je
duvod, pro¢ i tento pohyb nazyvime aperiodickym.

Pfi pocatecnich podminkéch 3(2.18) plyne z rovnice 3(2.12) xo = C, azrov-
nice 3(2.24) 0 = C, — 6C, , neboli C, = dx, . Po dosazeni vypoitenych
hodnot C a C, do 3(2.12) dostavame *

x = xqe %1 + o). 3(2.25)

Pro pocatecni podminky 3(2.19) z rovnic 3(2.12) a 3(2.24) dostavame pfimo
hodnoty C; =0, C, = v, . Pohyb 3(2.12) je pak dan rovnici

x = vyt e %, 3(2.26)

Jako kfivka oznacena &islem 2 je na obr. 3.1 znazornéna funkce 3(2.25) se
stejnymi hodnotami w, = 457!, Xo = 1m, jako mé kfivka 1, a s hodno-
tou 0 = w, = 457!, jak odpovida definici mezniho aperiodického pohybu.
Podobné kfivka 2 na obr. 3.2 odpovida funkci 3(2.26) se stejnymi konstanta-
mi wy =45 vy = 1 m/s, jako ma kfivka | tohoto obrazku, a s hodno-
tou 0 = w, = 4s~!. Rychleji konvergence kiivek 2 k rovnovazné poloze nez
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kiivek 1 je obecnou vlastnosti mezniho aperiodického pohybu ve srovnani
s pohybem aperiodickym.

c) Tlumeny harmonicky kmit. Tlumenym harmonickym kmitem nazy-
vame feSeni 3(2.11) rovnice 3(2.4) v pfipadé ¢ < @, . V tomto pfipadé o) a a,
dana rovnici 3(2.10) jsou komplexné sdruzena Cisla

o = =6 + i@} — A ay = =6 —i(wf - ). 3(2.27)

Rovnici 3(2.11) x = C; e’ + C,e"" po dosazeni konstant 3(2.27) ptepiseme
na tvar 4 ‘
x = e %C, e + C,e7), 3(2.28)

kde jsme zavedli oznaceni
o = (@} — )" 3(2.29)

Pouzijeme-li znimého Eulerova vztahu e = cos ¢ + ising (p realné dislo),
dostaneme z 3(2.28)

x = e %[C, cos wt + iC, sin wt + C, cos wt — iC, sin wt] =
= e %[C, + C,))cos wt +i(C; — Cy)sinwt] . 3(2.30)

Reseni 3(2.11) Ize pokladat za feSeni rovnice 3(2.4) v komplexnim oboru a kon-
stanty C,, C, za komplexni ¢isla. Chceme-li v 3(2.30) ziskat reainé hodnoty x,
je tfeba omezit obor volby komplexnich ¢isel C, a C, na takova, aby

C,+ C,=D, a i(C; —Cy) =D, 3(2.31)

kde D, a D, jsou realna ¢isla. Podminky 3(2.31) udavaji, Ze C; a C, musi byt
komplexné sdruzena ¢isla. ReSeni 3(2.30) pro realna x lze pak napsat ve tvaru

x = e %D, cos wt + D, sin wt) . 3(2.32)

Vyraz v kulaté zavorce je vyrazem pro harmonicky kmit s frekvenci w. Lze jej
piepsat (viz &l. 3.1) na tvar 4 sin (w¢ + @) a rovnici pro tlumeny harmonicky
kmit zapsat v obvyklém tvaru

x = Ae % sin (ot + o). 3(2.33)
Rychlost pohybu 3(2.33) je
v=1x=Ae ®[—dsin (ot + o) + o cos (ot + )] . 3(2.34)

V rovnici 3(2.33) 4 a « jsou redlné konstanty, jejichZ hodnoty lze urcit z pocatec-
nich podminek pohybu. Z tvaru 3(2.33) je zfejmé, pro¢ pravé vySetfovany pohyb
je nazyvan tlumenym harmonickym kmitem, li8i se totiz od harmonického
pohybu 3(1.1) pouze tim, Ze amplituda kmitu neni konstantni, ale je dana
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vyrazem A ¢~%, jehoZ velikost se s Gasem zmen3uje. (Nepfitomnost konstanty
X, v rovnici 3(2.33) je dana volbou pocatku soustavy soufadnic v rovnovazné
poloze pohybu.) Z rovnic 3(2.33) a 3(2.34) plyne, Ze vlastnosti 3(2.15) a 3(2.17)

X
T
| S
Alll TS o
T s
[Xtm
| T TIX L
L 2 g Xem\ 2

] RiE t
! T2
T\ | I ‘
2 | .

Xmin

N

Obr. 3.3 Tlumeny harmonicky kmit

jsou splnény i pro tlumeny harmonicky kmit. Casovy pribéh pohybu 3(2.33) je
znazornén na obr. 3.3.

Pohyb 3(2.33) neni ¢&isté periodickym pohybem, protoze viechny polohy
hmotného bodu nendsleduji po sobé v pravidelnych casovych intervalech,napt.
hodnotu maximalni vychylky dosaZené p¥i jednom vykyvu hmotného bodu
zrovnovazné polohy hmotny bod jiz pro Zadny nasledujici ¢as nedosahne. Radu
vlastnosti periodickych pohybi viak pohyb 3(2 33) zachovava. Priichody hmot-
neho bodu rovnovaznou polohou nastavaji v pravidelnych intervalech stejné
jako priichody maximalni vychylkou. Tlumeny harmonicky kmit 3(2.33) na
rozdil od aperiodickych pohybti nabyva hodnoty x = 0 nekonedn&krat, a to
vzdy, kdyZ vyraz sin (wt + «) = 0, tedy kdyz wt + a = nn, kde n je celé &i-
slo. Casovy interval thyy — t, mezi dvéma po sobé nasledujicimi prichody
rovnovaznou polohou zjistime odectenim rovnic  wt,,; + o = (n + 1)n
a wt, + o =nn

- t, =—. 3(2.33)

Jako dobu kmitu 7 oznadime dvojnasobnou hodnotu intervalu 3(2.35), protoze
teprve pii kazdém druhém prichodu rovnovaZnou polohou se hmotny bod
pohybuje ve stejném smyslu (viz obr. 3. 3) tedy

T=Z, | 3(2.36)
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Porovndnim s rovnici 3(1.2) vidime, Ze je vhodné nazvat @ frekvenci, pfesngji
thlovou (kruhovou) frekvenci tlumeného harmonického kmitu. Z rovnice
3(2.29), kterou byla hodnota e zavedena, plyne, Ze frekvence w tlumenych
kmitti je mensi neZ frekvence o, jim odpovidajicich (stejné w,, ale é =0)
netlumenych kmittl. Potom také doba kmitu T tlumeného harmonického kmitu
je del$i nez doba kmitu 7, jemu odpovidajiciho netlumeného harmonického
kmitu '

w<awy, T>T. 3(2.37)

Maxima a minima funkce 3(2.33), tedy krajni vychylky kmitajiciho hmotného
bodu, nastavaji pro ty Casy ¢, pro které rychlost v pohybu dana rovnici 3(2.34)
nabyva nulové hodnoty. Pro kone¢na ¢ rychlost v = 0, kdyz

—dsin (ot + ) + w cos (wt + a) = 0,

tedy kdyz
tg (ot + o) = ‘B‘i 3(2.38)
Rovnice 3(2.38) bude splnéna pro takové tn,' pro kter plati
(wt, + a) = arctg (E> + nm. 3(2.39)

Caso_vy interval_ mezi dvéma po sob& nasledujicimi Casy ¢, a ¢, spliiujicimi
rovnici 3(2.38) je

.

tn+1 n

gla

Tento &asovy interval je stejny jako Gasovy interval mezi nulovymi hodnotami
funkce a je tedy roven polovicni dobé kmitu 772. Jelikoz kazdy druhy extrém
funkce je maximum, ¢asovy interval mezi maximy je roven dobé kmitu T Stejny
Zhvér Ize vyslovit i pro minima funkce 3(2.33). Podminka pro cas ¢, ve kterém
nastava nulova hodnota funkce 3(2.33) je

ot + o = n .

Poro?némedi ji s podminkou 3(2.39), vidime, ¥ vz4jemn4 poloha maxim a nu-
lovych hodnot je dana velikosti arctg (/d). Porovname-li totiz asy t, a f,, kdy
pro stejné # jsou spinény podminky

ot + o =nt a b+ o= artg (0/d) + .,
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dostdvame pro Casovy interval #, — ¢, vyjadfeni

f,—t, = (i) arctg (?) - 3(2.40)

Pouze v pfipadé 6—0,tj. pro netlumeny harmonicky kmit, je arctg (w/d) = /2
a z rovnice 3(2.40) plyne

t t, = ﬂ?
2= h=o
neboli podle 3(2.36)
t t, = T
2=

Pro pfipad tlumeného harmonického kmitu éasovy interval mezi maximem a po
ném nasledujici nulovou hodnotou funkce 3(2.33) je rizny od &tvrtiny doby
kmitu 7/4, jak je naznadeno na obr. 3.3. Maxima a minima tlumenych harmo-
nickych kmitii neleZi v poloviéni vzdalenosti mezi nulovymi hodnotami kmitd.
Z rovnice 3(2.40) plyne, Z¢ maxima a minima jsou posunuta blize k &asové
piedchézejici nulové hodnoté, protoze hodnota arctg (w/6) < m/2 pro nenulo-
vé hodnoty 4.

Zavedeme nékteré konstanty uzivané k charakteristice tlumeného harmonic-
keho kmitu. Pomér x,_/x, dvou po sobé nasledujicich maxim

X1y = A e sin (0t + «),

Xpy = A e0l+T) sin (w[¢; + T] + )

funkce 3(2.33) je roven

X
im __ 65T~

Xom

Zavadime oznadeni
B =eT 3(2.41)

a veliCinu § nazyvame dtlumem kmiti. PH vyjadfeni x,, a x,_ jsme nikde
neuzili toho, Ze ¢, je ¢as odpovidajici maximu funkce 3(2.33). Tedy Gtlum S je
pomérem libovolnych dvou vychylek x, které zaujme hmotny bod kona-
Jici tlumeny kmit v dasovém odstupu rovném dobé kmitt 7. Ptirozeny logarit-
mus utlumu In g se nazyva logaritmicky dekrement a uZijeme pro néj
symbol § -

$=Inp =4T. 3(2.42)
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Vedle logaritmického dekrementu § definovaného rovnici 3(2.42) byva zavadén
t¢z dekadicky logaritmicky dekrement ' jako dekadicky logaritmus utlumu

¥ = logf = (loge)lnf = 04343 . 3(2.43)

Doba 7, za kterou obdlka x’ = Ae~% kmitu 3(2.33) carkované vyznadena na
obr. 3.3 klesne na hodnotu A/e, se nazyva relaxacni doba. Z rovnice
Aje = Ale*?" plyne pro relaxa¢ni dobu podminka dz = 1 a odtud

e=L 3(2.44)
o

Porovnanim rovnic 3(2.42) a 3(2.44) lze ukazat, Ze prevracena hodnota logarit-
mického dekrementu udava pocet kmitl, po kterych hodnota maximalni vy-
chylky klesne na 1/e-tinu své pivodni hodnoty.

Tvar rovnice 3(2.33) pro podateéni podminky 3(2.18) a 3(2.19) dostaneme
analogicky jako v aperiodickych pfipadech feSenim algebraickych rovnic po
dosazeni potateénich podminek do rovnic 3(2.33) a 3(2.34). Pro podate¢ni
podminky 3(2.18) dostaneme

h . 52 1/2 ©
X = Xg e”‘jt(l + —5) sin l:a)t + arctg <g>:| 3(2.45)
w :

a pro po¢ateéni podminky 3(2.19)

x = <@> e~% sin wt . 3(2.46)

w

Rovnice analogické rovnici 3(2.4) ovladaji chovani fady dilezitych fyzikal-
nich i technickych systémii. Napt. rovnice pro pohyb galvanometru (viz napf.
v seznamu literatury uvedenou Brozovu knihu ,,Zaklady fyzikalnich méfeni“)
nebo rovnice ovladajici pohyb pérovych vah (porovnej s feSenymi tlohami 1 az
3) maji stejny matematicky tvar ~

%+ K% + Kyx = Ky ' 3(2.47)

(K, K,, K5 konstanty) jako rovnice 3(2.4), pouze na pravé stran€ rovnic misto
nuly je obecné nenulova konstanta K.

Ma-li linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty nenulovou
pravou stranu, li§i se jeji obecné feSeni od feSeni stejné rovnice bez pravé strany
pouze tim, Ze k obecnému feSeni rovnice bez pravé strany se pficte jedno
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partikularni feSeni (tj. feSeni bez volitelnych konstant) rovnice s pravou stranou.
Pro rovnici 3(2.47) je timto jednim feSenim konstantni hodnota
K
X ==, 3(2.48)
K,

jak se lze piesvédéit dosazenim hodnoty 3(2.48) do rovnice 3(2.47). Obecné
feSeni rovnice 3(2.47) je soudet feSeni 3(2.11) rovnice 3(2.4) a jednoho feseni
3(2.48) rovnice 3(2.47), tedy

K
x=C "+ Ce? + Eﬁ 3(2.49)
2

V rovnici 3(2.49) C, a C, jsou volitelné konstanty a
: A - 2 12
K K
2 2 ,

%

i

Hl
{

) i__%‘ v
{
1
—
) }__71
~——,
{

K
—

kofeny charakteristické rovnice «* + Ko + K, = 0 pfislusné rovnici 3(2.47)
bez pravé strany,

Nenulova hodnota pravé strany rovnice 3(2 47) odpovida v rovnici galvano-
metru momentu sily zpusobenému nenulovym proudem protékajicim civkou
galvanometru, u pérovych vah tize vazeného predmétu. Tyte nenulové pravé
strany zpusobi, Ze limita feSeni 3(2.49) pro r—oo0 je rovna konstanté 3(2.48)
a neni nulova jako limita 3(2.15) feSeni 3(2.11) rovnice 3(2.4). Fyzikalné fikame,
e rovnovazna poloha systému popsaného rovnici 3(2.47) je x, = K3/K, na’
rozdil od nulové rovnovazné polohy x; = 0 systému popsaného rovnici 3(2.4).
V uvazovanych systémech se zpravidla uréuje hodnota K; (velikost proudu, tiha
pfedmétu) ze zméfené hodnoty x, (vychylka galvanometru nebo vah). Zpusob,
jakym systém zaujimd rovnovaznou polohu, je popsan ¢&asti C;e™' +
+ C,e*" teSeni 3(2.49), tedy funkci, jejiz analyzu jsme v tomto ¢lanku podrob-
né provedli. Na velikosti tlumeni systému (galvanometru, vah apod.) zaleZ, zda
rovnovazna poloha bude zaujimdna pomalu (aperiodicky stav), rychle (mezni
aperiodicky stav) nebo zda bude systém kolem rovnovainé polohy kmitat
(tlumeny harmonicky kmit). U komer&n& dodavanych b&Znych pfistroji, napf.
u ruznych ruckovych ampérmetrl, voltmetrt, kramskych vah, byva systém
tlamen tak, aby v provoznich podminkach byl blizko mezniho aperiodického
stavu, tj. aby rychle ukazal hodnotu méfené veli¢iny a nekmital kolem ni.
U laboratorné uzivanych systémil, napf. u zrcatkovych galvanometri, je pro
kazdy pokus nutno vhodné tlumeni nastavit. Rozbor feSeni 3(2.11) rovnice
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3(2.4) provedeny v tomto ¢lanku je teoretickym zakladem pro to, abychom
takové vhodné nastaveni systému mohli provest.

3.3 Vynuceny harmonicky kmit, rezonance, komplexni symbolika

Budeme nyni vysetfovat piipad, kdy na hmotny bod vazany na pfimku plsobi
vedle elastické sily 3(2.1) Fp = —kx a odporujici sily 3(2.2) Fy = —hv jeSté
dalii sila Fy, jejiz Casovy pribéh je dan harmonickou funkei

Fy = §sin Qt. : -~ 3(3.1)
Pohybova rovnice hmotného bodu o hmotnosti m je potom

m% = Fg + Fy + Fy = —kx — hv + Ssin Q¢ ,

co7 je linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty a s nenulovou
pravou stranou. MiiZeme ji zapsat ve tvaru

S
% + 20% + wix = —sin Qt . 3(3.2)
m

V rovnici 3(3.2) jsme stejnd jako v rovnici 3(2.4) uZili oznaceni wj =

= k/m a 26 = h/m. Podle vykladu z konce minulého ¢lanku je obecnym feSe-
nim rovnice 3(3.2) funkce

x = C e + C, e + f(r), ' 3(3.3)

kde C, e"* + C,c* je fedeni rovnice bez pravé strany, tedy feseni rovnice 3(2.4),
a f(t) je jedno feSeni celé rovnice 3(3.2). Je-li na pravé strané rovnice 3(3.2)
harmonicka funkce s frekvenci €, je feSeni f(z) dano harmonickou funkei se
stejnou frekvenci .

£lt) = Asin (@t + o). 3(3.4)
Dosadime-li funkci x = f(¢) do rovnice 3(3.2), dostidvame rovnici
—~AQ? sin (Qt + a) + 204Q cos (Qt + «) + wid sin (Qt + «) =
S .
= - 8in Qt,

m
kterou podle vzorcl

sin (@t + a) = sin Qf cos & + cos Q¢ sin «

cos (2t + o) = cos Qt cos « — sin Qt sin «
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Ize po uprave prepsat na tvar
Al (w} — Q%) cos & — 26Q sin o] sin Qt +
+ A[(wf — %) sin o + 269 cos o] cos Qr =

~Ssnor. 3(3.5)
m .

Ma-li funkce f{¢) byt feSenim rovnice 3(3.2) pro vSechna ¢, musi rovnice 3(3.5)
byt splnéna pro viechna ¢. JelikoZ funkce sin Q¢ a cos Q21 jsou linearné nezavisle,
1ze rovnici 3(3.5) splnit pro vSechna 7 pouze tehdy, kdyZ se budou rovnat ¢iselné
koeficienty u sin Q7 a cos ¢ na obou stranach rovnice 3(3.5). Tak dostavame
rovnice

>

A[(w(z) - 92) cos o — 208 sin oc] =

Il

Al (wf — Q%) sin« + 26Q cos o] = 0. 3(3.6)

Z druhé rovnice systému rovnic 3(3.6) dostavame, predpokladame-li 4 # 0, pro
dosud neurcenou fazovou konstantu o podminku

26Q

—_—. 3(3.7

tgoa = —

Umocnime-li ob& rovnice systému 3(3.6) na druhou a secteme je, dostaneme po
upravé pro amplitudu A4 vyjadreni

a-3 [(wd — 2%)2 + 45°Q*]7172. 3(3.8)
m

S hodnotami A4, o danymi rovnicemi 3(3.8) a 3(3.7) lze splnit rovnice 3(3.6),
a tedy i rovnici 3(3.5) pro vSechna r. Funkce f{¢), s amplitudou 4 danou rovnici
3(3.8) a fazovou konstantou uréenou rovnici 3(3.7), je tedy jednim hledanym
feSenim celé (tj. véetné pravé strany) rovnice 3(3.2). Obecné feseni rovnice 3(3.2)
dostaneme dosazenim f{¢) do 3(3.3)

X = Cl eal[ + C2 Cazt +
+ S/m i (Qt -+ arctg 2002 >
sin —_—].
[} — @2 + 45°22]'" @ — o

3(3.9)
Cast fedeni 3(3.9) C, e*' + C, e, ktera je feSenim rovnice 3(2.4), jsme
1 2

podrobné rozebrali v pfedchazejicim ¢lanku. Tam jsme také ukazali, Ze tato ¢ast
feseni konverguje k nule s rostoucim asem ¢ (viz rovnici 3(2.15)). Po dostate¢né
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dlouhé dobég, neboli jak fikame v ustaleném stavu, lze zanedbat vliv vyrazu
C, e + C,e™ na feSeni 3(3.9) a za FeSeni v ustdleném stavu pokladat
pouze funkci

S/m . 260
X = sin | Qt + arctg 7 ) 3(3.10)

(@} — @) + 45°Q°]" ~ o}

Zajima-li nas pohyb hmotného bodu bezprostfedné po aplikaci sily 3(3.1),
musime znat jeho stav, tj. nejlépe jeho polohu a rychlost v okamziku, kdy sila
3(3.1) byla aplikovana. Z téchto pocate¢nich podminek mizeme pak urcit
konstanty C, a C, a ziskat feSeni 3(3.9) rovnice 3(3.2) pro dany ptipad. Najde-
me-li takové feSeni, které zfejmé pro ¢ — oo piechazi v feSeni 3(3.10), fikame,
7e jsme nalezli FeSeni v pFechodovém stavu. Déle se omezime na vysetfo-
vani pohybu hmotného bodu v ustidleném stavu.

Amplituda A 3(3.8) ustalen¢ho feseni 3(3.10) rovnice 3(3.2) je ptimo imérna
vyrazu S/m, tj. amplitudé S vynucujici sily 3(3.1) ptipadajici na jednotku hmot-
nosti pohybujiciho se hmotného bodu. Budeme-li dale pokladat veli¢iny S, m,
J, w, za konstanty, zjistime, Ze amplituda A podstatnym zplsobem zavisi na
frekvenci Q. Jiz zb&ny pohled na rovnici 3(3.8) ukazuje, ze pii Q blizkém
a pfi malé hodnoté utlumové konstanty ¢ muze veli¢ina 4 nabyvat znaCnych
hodnot. Jev, kdy mala budici veli¢ina zpusobi velkou odezvu jiné veliiny,
nazyvame rezonanci. Ve zde uvazovaném pfipad¢ se jedna o rezonanci vy-
chylky 3(3.10) zptisobené budici silou 3(3.1). Rozebereme zavislost 3(3.8) ampli-
tudy A4 na frekvenci podrobngji. Vyjdeme ze vztahu

lim 4 = lim (5) [(w3 — Q%)% + 45°Q%)]1* = S 3(3.11)
Q-0 Q-0 \m a)(z)m

Hodnota S/cu%m, ke které se blizi amplituda 4 pro malé hodnoty budici frekven-
ce Q, je rovna vychylce x, = S/k, hmotného bodu z rovnovazné polohy, kdyz
na n&j piisobi sila S stalé velikosti a elasticka sila 3(2.1) Fg = —kx ; nazveme
ji tedy statickd vychylka. Extrém funkce 4 = A(f2) nastane, kdyz

A (S/m)20Q(w} — Q* — 267
dd _ (S/m) 202(ey ) _o. | 3(3.12)
dQ  [(0? — 2%)2 + 46%Q*]*

Uvazujeme-li podle povahy veli¢iny pouze 2 = 0, je podminka 3(3.12) splnéna
pro

Q =0, 3(3.13)
Q, = (f — 2047 - 3(3.14)
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a v limitnim pfipadé
Q, » . 3(3.15)
Frekvencim Q, a £2, odpovida extrémni hodnota vzdy. Extrém funkce A(£2) pro

hodnotu 2 = Q nastane pouze tehdy, je-li hodnota Q, realna, tedy je-li splnéna
podminka

wy > 8./2. 3(3.16)

Hodnota £, je redlnd i pro w, = 6\/—2-, ale v tom pfipadé Q, = 0 splyvas Q2,.
Srovname-li velikost A(€2)), tj. statické vychylky, a A(£2,), zjistime z rovnice
3(3.8), ze pfi splnéni podminky 3(3.16) je

A(Q) > A(@,). 3(3.17)
Dale z rovnice 3(3.8) plyne

lim A(Q) = 0. 3(3.18)

Q¢

Pii spInéni podminky 3(3.16) je tedy extrém funkce 4(82) pfi hodnoté Q = Q,
maximem. Rikiame, Ze pro Q = Q. nastava rezonance vychylky a frek-
venci Q, fikame rezonancni frekvence. Velikost rezonanéni amplitudy je
vEtsi nez staticka vychylka.

V pfipadé¢ 6 - 0, a tedy téZ podle 3(3.14) Q, —w, plyne z rovnice
3(3.8) A(R2,) - co. Pti malych hodnotach & rezonanéni amplituda A(£2,) znacng
pfevySuje statickou vychylku 3(3.11). Casto uvaZovany pfiblizny vztah, Ze
rezonance nastava, kdyZ frekvence vynucujici sily £ je rovna frekvenci w (defi-
nice 3(2.29)) vlastnich kmitd soustavy, a tedy i frekvenci wg netlumenych kmit,
plati v dobrém pftibliZeni pro mala &, kdy je

w= (0} — )= wy; Q= (wk-27"=w,,

a tedy
Q =w=0. 3(3.19)
Pii pfesném vypoltu je si viak nutno uvédomit, Ze podle 3(3.14)
R, < w,. 3(3.20)
Po provedené unalyze mizeme zakreslit funkci 4(R) pro ptipad, kdy je
splnéna podminka 3(3.16) w, > 5\/5_, ktera je ostfejsi nez podminka wy > 0
uvedena v minulém ¢lanku jako podminka pro vznik tlumenych kmitd. Kfivka

A(Q) ma tvar znazornény pro dvé hodnoty tlumici konstanty J, < J, na
“obr. 3.4. Tyto kfivky se nazyvaji rezonanénimi kiivkami vychylky (amplitudy).
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Je-li splnéna podminka 3(3.16), mé funkce A(Q) pro 2 = 0 lokalni minimum.
Neni-li splnéna podminka 3(3.16), ma funkce A4(Q) pro € = 0 maximum, jak
je znazorn&no na obr. 3.4. kfivkou oznacenou d; (95, /2 > @p).

Q, ¥ Q
Qry ; .
Obr. 3.4 Zavislost amplitudy 4 vynucenych kmitd na frekvenci @ pro tfi rizné hodnoty tlumici
konstanty a‘l < 62 <9,

Budeme nyni sledovat, jak zavisi faizova konstanta o stanovena rovnici 3(3.7)

) 200
ga = — ——
(wf — 2%)
na frekvenci Q2 pfi konstantnich hodnotéch é a w,. Pro @ = 0 plyne z rovnice
33.7) tga=0, atedy a = *nm, kde n =0, 1, 2.... Pfihlédneme-li
k rovnicim 3(3.6), ze kterych byla rovnice 3(3.7) odvozena, zjistime, Ze licha
nvrovnici @ = +nm musime vypustit, protoZe prvni z rovnic 3(3.6) by pro né
pfitazovala kladnému S zdporné 4, coz neodpovida pojeti amplitudy jako
kladné veli¢iny. Hodnota » = 0 a sudé hodnoty » odpovidaji fyzikaln€ stejne-
mu piipadu, kdy vychylka
x = Asin (2t + a) 3(3.10)

a sila -
jsou ve fazi. V daldim se omezime na piipad n = 0, tedy pro 2 =0 poloZime
u funkce o = a(Q) = arctg [ —20Q/(wf — 2%)]

' 2(0)=0. 3(3.21)
Pro frekvenci Q z oboru 0 < Q < @, je podle 3(3.7) tga < 0, a tedy vzhledem
k volbé 3(3.21) fazova konstanta o v intervalu —n/2 < a < 0. V tomto oboru

lezi, je-li splnéna podminka 3(3.16), i rezonanc¢ni frekvence 2, pro kterou
dosazenim 3(3.14) do 3(3.7) zjistime, Ze tga = —Q,/0 , tedy :

2(Q,) = arctg <— %) | 3(3.22)
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Pro @ — w, plynez3(3.7) tgx - —o0 , tedy

T
a(wy) = — =. 3(3.23)
2

Pro @ > wy je vyraz 3(3.7) kladny. Uvazime-li volbu oboru (viz 3(3.21))
fazové konstanty «, musime hodnotim tgo > 0 pfifadit o z intervalu

—n<oa<-—mn/2. Pro Q- 0, tga— 0, atedy

lim o0 = —7. 3(3.24)

Q-

Pribéh funkce o = (@) = arctg [ —26Q/(w} — 2%)] je znézornén pro tii
rizné hodnoty tlumici konstanty §; < 6, < J, na obr. 3.5.

Obr. 3.5 Frekvenéni (2) zavislost fazového posunuti () vynucenych kmitli oproti vynucujici sile
pro tfi rlizné hodnoty tlumici konstanty 61 < (52 < (53

PopiSeme kvalitativné vysledky ziskané pfi sledovani vztahu mezi vynucujici
silou Fy 3(3.1) a vynucenym kmitem v ustaleném stavu 3(3.10), je-li tlumeni
0 malé. Pii malych frekvencich £ vynucujici sily ve srovnani s frekvenci W, se
hmotny bod pohybuje pfiblizné ve fazi s vynucujici silou a amplituda jeho kmitt
je blizka statické vychylce 3(3.11). Lze fici, Ze elasticka sila 3(2.1) je rozhodujici
pro prubéh pohybu v tomto oboru frekvenci. V oblasti rezonance, tj. pro
frekvence Q = w,, se vychylka fazové zpozduje o /2 za budici silou Fy;. Budici
sila Fy je pfiblizné ve fazi s rychlosti pohybu hmotného bodu a urychluje jej
v nejvhodnéjsi fazi pohybu. Tim lze vysvétlit velké hodnoty amplitudy kmitu pfi
rezonanci. Je-li frekvence Q vysoka ve srovnani s frekvenci w,, fazové zpozdéni
vychylky za budici silou se blizi hodnoté m a amplituda kmita klesa k nule.
Velikost zrychleni harmonického kmitu je podle 3(1.8) tmérna Q% a amplitudé
kmitu. Vynucujici sila, jejiz amplitudu S pokladame za frekvenéné nezavislou,
Je schopna realizovat jen omezené hodnoty zrychleni hmotného bodu o nenulo-
vé hmotnosti m. Klesani amplitudy 4 vynucenych kmitli k nule se vzristajici
frekvenci je takto zcela pochopitelné.

Reseni rovnice 3(3.2) v ustaleném stavu Ize nalézt rychleji, uZijeme-li reprezen-
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tace kmit komplexnimi &isly. Harmonicky kmit A4 sin (wt + o) lze reprezento-
vat komplexnim Cislem A4 @ +%) stru¢nd zapiseme

A sin (ot + a) = A4 gll@r+a) 3(3.25)
Komplexni ¢islo 4 gilwr+ea) (4 redlné &islo) mé redlnou i imaginarni ¢ast rovnou
harmonickému kmitu
A @+ — 4 cos (wt + a) + i sin(wt + a) . 3(3.26)
V reprezentaci 3(3.25) miizeme pravou stranu rovnice 3(3.2) (S/m)sin Q¢ na-
hradit komplexnim &islem (S/m) e*
S S .
Zsin Qt —» — e’ 3(3.27)
m m

Ustalené feseni rovnice 3(3.2), které jsme hledali ve tvaru 3(3.4) x = A sin
(ot + a), budeme v komplexni reprezentaci hledat ve tvaru & = 4
gll@r+a) (komplexni ¢isla budou znacena psacim pismem-skriptem) ‘

Asin (Qt + o) - A @+ " 3(3.28)

Dosadime-li komplexni vyrazy do  rovnice 3(3.2), pfiéemir zfejmé
dz/dt = iQA e@+2) 5 29/di? = — Q%4 i@ +2)  dostadvame misto rovnice
3(3.5) rovnici

_ 0% @49 42504 @) 1 w24 ell@e+a) _ S eis)t;
. v m

ktera po vydéleni nenulovym vyrazem ei@+a) 5 yytknuti 4 piejde na tvar

s .
A(—Q% + 0f +120Q) = —e™'*. 3(3.29)
m

Komplexni &islo v zavorce na levé strané rovnice oznacime %/, tedy

H = wf — QF +120Q, 3(3.30)
a uzijeme-li zapisu komplexniho ¢isla %~ ve tvaru
H =] = Ke¥, 3(3.31)
kde
| = K = [(0} — 2°)% + 46°Q°]"? 3(3.32)
a :
200
tgf = PR 3(3.33)
2
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miiZzeme rovnici 3(3.29) pfepsat na tvar
" ip S —~ia
AK o = 2 ¢~in 3(3.34)

Z rovnice 3(3.34), jelikoz 4, K a S/m jsou realna &isla, plyne

4=k 3 [0f — Q%)% + 40°Q* 12 3(3.35)
v m m
a
p=—o,
odkud
tga = —tgf = — 200 3(3.36)

Rovnice 3(3.36) je shodna s rovnici 3(3.7) a rovnice 3(3.35) s rovnici 3(3.8). Tyto
rovnice udavaji, vratime-li se v reprezentaci 3(3.28) zpét k realné funkci
x = Asin (2t + «), hledané hodnoty 4 a a. Uvédomime-li si, Ze uzité Gipravy
jsou elementarnimi postupy algebry komplexnich &isel, vidime, Ze nalezeni
hodnot 4 a « je pfi uZiti komplexni reprezentace snazsi, nez pfi vySe uvedeném
prlmem postupu.

Ustalené f'eSeni rovnice 3(3.2) ptifazuje harmomckemu kmitu na pravé strane
rovnice harmonicky kmit téZe frekvence, ale jiné amplitudy a jiné faze. Vidime,
Ze pfi vySe provadénych reprezentacich nebyl vyraz e* pro hledané feseni
podstatny. Mame-li linearni diferencidlni rovnici druhého fadu s konstantnimi
koeficienty a pravou stranou rovnou harmonické funkci F(t) = Fsin (Q¢ + y),
tj. rovnici typu 3(3.2)

¥ + K;x + K,x = Fysin (Qt + ), 3(3.2")

miZeme ustdlené feSeni této rovnice hledat tak, Ze jak funkci Fj sin (2t +
+ 7). tak ustalené feSeni, které, jak vime, ma tvar x = X, sin (Q¢ + a), mize-
me reprezentovat ¢asoveé neproménnymi komplexnimi Cisly # a & nasledujicim
zpusobem

Fysin (@t + y) > F = Fye?, 3(3.37)
Xosin (@ + a) > 2 = X, €*. 3(3.38)

Komplexni ¢isla # a 2 jsou na obr. 3.6 znazornéna v roviné komplexnich &isel.
Jejich vzajemny vztah lze vyjadrit tak, ze pokladame komplexni ¢islo # za
Z-nasobek komplexniho &isla Z,

XL = F . 3(3.39)
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Hodnotu komplexniho &isla & = L, ¥ lze ziskat feenim rovnice 3(3.2');
postupem stejnym, jakym bylo uréeno komplexni ¢islo 4" pfi FeSeni rovnice
3(3.2), ziskame

&P =Lyef = K, - @ +iQK, . 3(3.40)
i

X, f

F
OC|°

Ohbr. 3.6 Znazornéni &isel 4 a & v roviné komplexnich isel

Hodnota & zavisi pouze na konstantach K|, K, rovnice 3(3.2') a na frekvenci
Q. Z rovnice 3(3.39) Ize pak rychle, pfi znimé pravé strané F rovnice 3(3.2'),
uréit feSeni x rovnice pro ruzné frekvence 2 a piipadné hledat, jak feSeni zavisi
na konstantach X,, K,. N&kdy téZ podle rovnice 3(3.39) uréujeme neznamé F ke
znamému x. Pro konkrétni feSeni problémi rozepideme rovnici 3(3.39) na
rovnici

XoL, = F,, 3(3.41)

ktera plati mezi absolutnimi hodnotami komplexnich ¢isel ', £ a F a na
rovnici

o+ B =y, 3(3.42)

ktera plati mezi jejich argumenty. Hodnotu L, v rovnici 3(3.41) ziskame jako
absolutni hodnotu [(K, — £%)% + 2?K}] "2 komplexniho &isla 3(3.40) a argu-
ment f stanovime z rovnice tg f = QK,/(K, — Q%), ktera vyjadfuje znamou
skutednost, Ze tangens argumentu komplexniho ¢isla je pomérem jeho imaginar-
ni a realné ¢asti.

V konkrétnim ptipadé rovnice 3(3.2) je komplexni Cislo # = S/m realne,
tedy y = 0. Komplexni ¢islo 4 = 4 e** a komplexni &islo & je rovno ¢islu
A zavedenému rovnici 3(3.30). Rovnice 3(3.39) dava v tomto konkrétnim
pfipadé

+10 g S
Ae ™A = —, , 3(3.43)

3

coZ je rovnice shodna s rovnici 3(3.29). Postup, jak z rovnice 3(3.29) byly ziskany
rovnice 3(3.35) pro amplitudu ustalenych kmitd a 3(3.36) pro fazové posunuti
vynucujici sily a vynuceného kmitu, ukazuje, jak se ziskdvaji z rovnice 3(3.39)
rovnice potiebné pro konkrétni feSeni problémi.
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Rada fyzikalnich problémi vede na fedeni rovnice typu 3(3.2"). Mame-li napf.
obvod stfidavého proudu s odpory, indukénostmi a kapacitami, budici funkci
na praveé stran€ rovnice 3(3.2') je st¥idavé napéti a na levé strané rovnice misto
vychylky x vystupuje proud protékajici obvodem. Hodnoty konstant X, a X,
Jsou dany zpusobem fazeni a velikostmi odpord, indukénosti a kapacit. Kom-
plexni Cislo % se v tomto piipadé nahradi obdobn& zavedenou komplexni
impedanci obvodu 2. Komplexni &sla v charakteristice systémi podrobenych
harmonické budici funkci se uZivaji téz pfi feSeni viskoelastickych problémi,
kde zavadime komplexni elastické moduly, pfi vySetfovani dielektrickych vlast-
nosti latek v sttidavych elektrickych polich, pro jejichz charakteristiku zavadime
komplexni permitivitu, a v fadé dalSich ptipadu.

Ve vSech uvedenych systémech mohou analogicky ke zde podrobné vysetfené-
mu mechanickému pfipadu nastat rezonanéni Jjevy. Nejznaméjsi jsou rezonanéni
Jjevy v elektrickych obvodech stiidavého proudu, kde pfi uréitém seskupeni
induk¢nosti a kapacit nastavaji pfi vhodnych frekvencich rezonance proudu
nebo napéti. Rezonanéni jevy se projevuji také ve sloZit&jSich mechanickych
systémech, nez je ten, ktery je popsan rovnici 3(3.2’). Mame-li n&jakou slozit&jsi
mechanickou konstrukci, napt. dopravni prostfedek, miize byt urcita ¢ast této
konstrukce vybuzena slabou vngjsi silou vhodné frekvence k velikym vychyl-
kam. Omezit takové, vét§inou nezadouci, rezonance je ukolem konstruktéri. PFi
konstrukci dopravnich prostiedkd, na které z vnéjSku i od pohybujicich soucasti
motoru pusobi budici sily nejriizngjich frekvenci, byva takovy ukol dosti
obtizny.

3.4 Energie harmonickych kmiti, &initel jakosti O

Vypocteme nejprve celkovou mechanickou energii W hmotného bodu o hmot-
nosti m, ktery kona harmonicky kmit

x = Asin (0t + a) + Xg - 3(1.1)

Uvazime-li, Ze rychlost pohybu 3(1.1) je v = Aw cos (wt + o), dostavame pro
kinetickou energii W, = Lmv?* hmotného bodu vyjadieni

W = imA’w’ cos® (ot + a) . 3(4.1)
Sila  F plisobici harmonicky pohyb 3(1.1) je rovna F = ma, kde podle
3(1.9) a = —a*(x — x,), tedy

F = —mo’(x — Xo) = —k(x — xp) . | 3(4.2)
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~ V druhé &asti rovnice 3(4.2) jsme ve shod& s rovnici 3(1.13) polozili k = mw?.

Pouzijeme-li rovnice 2(4.10) a 2(3.2) k vypoctu potencialni energie hmotneho
bodu v misté x silového pole 3(4.2), dostavame

szj k(é-x0)df+Wp0:—;—kx2~kx0x+W;,O,
0

kde W_ je potencidlni energie v mist¢ x = 0. Integrani proménnou jsme
oznadili &, aby nedoslo k zaméné s vychylkou x hmotného bodu. PoloZime-
i W, = 0 pro x = x, dostavime 0 = Ykxj — kx§ + W, odkud ply-
ne W, = 1kxj, a tedy

W, = Tk(x — xo) - 3(4.3)
Vysledek 3(4.3) lze ziskat rychleji, poloZime-li bod, vici kterému potencialni
energii po&itame, do rovnovazné polohy x, kmitu 3(1.1) a potencialni energii
v tomto bodé pokladame za nulovou. Potom pfimo

W, = f k(& — x) & = Lk(x — xo) .
X0

Na obr. 3.7 je znazorn&na funkce 3(4.3) W, = W (x), tj. zavislost potencialni
energie piisluiné silovému poli 3(4.2), ve kterém hmotny bod kona harmonicky
kmit. Zavislost je kvadraticka, grafické znazornéni je parabola s vrcholem

vbodé x = x W, = 0. Dosadime-li do 3(4.3) za (x — x) z 3(1.1), dostaneme

W, = kA sin’ (ot + a) . 3(4.4)

Uvédomime-li si, 7e k = mw?, a pfi¢teme k W, rovnici 3(4.1) dané W, dosta-
vame pro celkovou mechanickou energii W, hmotného bodu konajiciho har-
monicky kmit vyjadieni

Wy = W, + W, = imw’4® . - 3(45)

I

Xo X
A | A
Obr. 3.7 Potencialni energie W, silového pole F = —kx
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Pohybuje-li se hmotny bod o zndmé hmotnosti m v silovém poli 3(4.2) se
zadanou konstantou k, je rovnici 3(1.13) uréena frekvence w jeho kmitu. Ampli-
tuda 4 kmitu je dana celkovou mechanickou energii W, hmotného bodu.
(V pfipadg, Ze by byla zvolena nenulové potencialni energie W,, v rovnovazné
poloze kmitu, amplituda by byla uréena rozdilem energii W, — Wpo)' Udanim
potencialni energie silového pole a celkové mechanické energie hmotného bodu
je uren harmonicky kmit hmotného bodu aZ na fizovou konstantu «, ktera
témito udaji urena neni. Na obr. 3.7 je znazornéna celkova mechanicka energie
. W, hmotného bodu a ji odpovidajici amplituda kmith 4. V okamziku, kdy je

celkova energie W rovna potencialni energii W, je kineticka energie, a tim
i rychlost hmotného bodu nulovd a hmotny bod zaujima svou maximalni
vychylku — amplitudu 4.

Z vyrazu 3(4.5) je zfejmé, Ze celkova mechanicka energie harmonického kmitu
Je konstantni, na Case nezavisla veli¢ina. Takovyto zavér nelze vyslovit pro
tlumeny harmonicky kmit

~9 sin (wt + a). 3(2.33)

Celkovou mechanickou energii hmotného bodu o hmotnosti m, ktery kona
tlumeny harmonicky kmit 3(2.33) kolem rovnovazné polohy x, = 0, zapiSeme

x=4de

2
d
W, = im (af) + kx?, 3(4.6)
t

nebot potencialni energie je pro tlumeny harmonicky kmit téZ dana vztahem
3(4.3). Vyjadiime Casovou zménu energie 3(4.6)

2 2
d d[t /d 1 dxd d
— Wy _[_m(__’f> +—kx2]=m—f-—)f+kx—~x-=
de del2  \dt 2 dr dr? dt

dx ( d%x )
= —{m— 4 kx}.
dt de?

i

Vyraz m(d’x/df®) + kx v zavorce posledniho tvaru tipravy je viak podle 3(2.3)
roven odporujici disipativni sile 3(2.2) Fy = —h(dx/dt). MiZeme tedy napsat
vztah

2
d
W _dxp (_x) , 3(4.7)
dt de dt

ktery udava rychlost ubyvani (h > 0) celkové mechanické energie tlumeného
kmitu.

Pisobenim disipativni sily F,, se energie rozptyluje i v pfipadé vynucenych
harmonickych kmiti. V ustaleném stavu je viak Ubytek energie doplnén praci
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vykonanou na hmotny bod vynucujici silou 3(3.1) a primérna energie kmitu
béhem jednoho cyklu je s Casem stala. Vypocteme energii A;W,, rozptylenou
béhem jednoho kmitu piisobenim disipativni sily 3(2.2), kdyz hmotny bod hmot-
nosti m kona vynuceny kmit 3(3.10) x = 4 sin (2t + ). Podle 3(4.7) dostaneme

, T 45\ T
Ap W, = -hJ (-—) dt = hAZsz cos? (@t + o) dt =
o \dt Jo
= _hAZng b 3(4.8)

a zavedeme-li Vyjédfeﬁi h = 20m uzité v rovnici 3(2.4), mizeme dale psat
AW, = —omAXQ’T = —2mémA’Q . 3(4.9)

Pii posledni tipravé jsme pro dobu kmitu T uzili elementarni vztah 7' = 2n/Q.
Stejng velkou hodnotu energie, oviem opaéného znaménka, bychom ziskali,
kdybychom pocitali praci vykonanou béhem jednoho kmitu vynucujici silou
3(3.1) na hmotny bod konajici pohyb 3(3.10). Pramérny vykon Py disipativni
sily F, béhem jednoho kmitu a pramérny vykon Py vynucujici sily Fy; jsou pak
dany vztahy : - : :
Py= —Py = — f‘l]—f—vm = omA*Q*. 3(4.10)

Dosadime-li za A podle 3(3.8), dostavame zavislost Py i Py na frekvenci
Q vynucujici sily Fy

S2Q%
PH = ""PV: -

) 3(4.11
ml[(wh — Q%)% + 45°Q%] @.11)

075

By /W, Wn/J

Q/s?t

Obr. 3.8 Rezonanéni kfivka pramérného vykonu Py vynucujici sily, ¢. absorbovaného vykonu
a primérné celkové energie W, vynuceného kmitu. Pro konstrukei kfivek bylo uzito hodhot
S=1IN, a,=2 s, 8§ =075s"" a m=1kg. Vyznam symbolil je uveden v textu
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Funkce Py(Q) = —Py(R) dand rovnici 3(4.11) je nulova pro Q = 0
a pro £ — co. Polozime-li derivaci funkce rovnou nule, zjistime, Ze dalsi ex-
trém nastane pro Q = @, Vzhledem k tomu, Ze funkce 3(4.11) je vzdy
nezaporna, je tento extrém maximem. Porovname-li rovnici 3(4,10) $ rovnici
3(4.5), vidime, Ze stejny priibéh jako funkce Py(€2) ma i funkce W (€2), udavaji-
ci primérnou mechanickou energii vynuceného harmonického kmitu. Okamzi-
ta hodnota W, () pfi pfitomnosti disipativni a vynucujici sily kolisi. Funkce
Py(R) a W, (RQ), které se nazyvaji rezonanéni kfivka absorbovaného vykonu,
respektive rezonanéni kiivka energie kmitu, jsou znidzornény na obr. 3.8. Rezo-
nance celkové mechanické energie W kmitajiciho hmotného bodu a rezonance
absorbovaného vykonu Py nastavaji, nezavisle na velikosti tlumeni, pfesné,
kdyz

Q=a,, 3(4.12)
na rozdil od rezonance vychylky, ktera nastava pfi frekvenci (viz 3(3.14))

Q, = (0 — 264, 3(4.13)
a je tedy ptisobenim tlumeni § posunuta od frekvence netlumenych kmitt w, do
oblasti nizsich frekvenci.

Pomér primeérné energie kmitu W pfi rezonanci k energii rozptylené béhem
jednoho cyklu A;W, je dilezitou charakteristikou rezonujiciho systému;
2m-nasobek tohoto pomeéru je oznacovan jako cinitel jakosti Q

2nW,,

. 3(4.14)
AW

0 =

Dosadime-li za W, podle 3(4.5) imQ*4> a za |AT | podle 3(4 9)

2nomA%Q, dostaneme pro vynuceny harmonicky kmit pfi rezonanci energie, tj.

podle 3(4.12) pfi 2 = w,, jednoduché vyjadteni Cinitele jakosti
Dy

Q=_

, 3(4.15
Y (4.15)

které ukazuje nepfimou umérnost mezi Q a tlumenim kmitu 8. Celkovou
mechanickou energii W, kmitu pfi rezonanci miZeme podle 3(4.14) zapsat

—_— 1
W,=—2¢0 IATWm| . 3(4.16)
2n

Celkova energie W, kmitu je podle 3(4.16) pfi velké hodnoté ¢initele jakosti Q,
ktera je u fady rezonujicich systémii bé€Zna, podstatné vétsi nez energie |A W, |
dodavana kmitu béhem jednoho cyklu. Velkou celkovou energii ziska kmit
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postupné v prechodové dobg, kdy kmitani dosahuje ustalen¢ho stavu. Moznost
udrzovat vysokou energii W, systému kmitajiciho v rezonanci malou dodava-
nou energii |ATWm| je Casto technicky Vyuiivéna. Dalsi charakteristikou
rezonaéniho déje je §ifka rezonanéni kfivky. Cim uZsi je rezonancni kfivka, tim
vyrazn&jsi je rezonance. Zavedeme-li jako charakteristiku profilu rezonan¢ni
kiivky (napf. kiivek z obr. 3.8) jeji Sitku v polovi¢ni vysce, 1ze ukazat, Ze tato
§itka je nepfimo imérné Ciniteli jakosti Q. Velicina Q udava téZ pii malem
tlumeni v dobrém pfiblizeni pomér amplitudy A(w,) vynuceného harmonického
kmitu (viz 3(3.8)) pti rezonanci ku statické vychylce 3(3.11). Z pravé uveden¢ho
je zfejmé, pro¢ veli¢ina Q se nazyva Cinitelem jakosti kmitajiciho systému.

3.5 Skladani kmiti

Rovnici 3(3.2) pro vynuceny harmonicky kmit napiSeme v ponékud pozmeénéné
a obecnéjsi formé

mi + hx + kx = F(t). 3(5.1)

Na pravé strané rovnice 3(5.1) je obecna funkce F(t) udavajici ¢asovy pribéh
sily a konstanty / a k maji obvykly vyznam dany rovnicemi 3(2.1) a 3(2.2). Je-li
funkce x, (¢) feSenim rovnice 3(5.1) pro zadanou silu F(¢) a funkce x,(t) feSenim
téZe rovnice pro silu F,(¢), je funkce x,(r) + x,(t) FeSenim rovnice 3(5.1) pro
zadanou silu F(t) = F(t) + F,(¢). SeCteme-li rovnice :

mi, + h%, + kx, = F,(t),
vyjadfujici, Ze x,, resp. x, jsou pro F(t), resp. F,(t) feSenim rovnice 3(5.1),
dostaneme
m (x; + x)) + hd(xl + X))

+ k(x, + x,) = F,(t) + F,(¢),
- S K+ ) = Fil) + B

a tim je dokdzano shora vyslovené tvrzeni. Rikame, Ze pro pohyb hmotného
bodu, ktery je popsan rovnici 3(5.1), plati princip superpozice. Princip su-
perpozice je tésné svazan s linearitou rovnice 3(5.1). Nahradime-li v ni napf. ¢len
kx ¢lenem kx?, tedy uvazujeme-li rovnici

m% + hx + kx* = F(t), 3(5.2)

Ize se snadno presvéddit, Ze princip superpozice neplati. Je-li funkce x(t) fese-
nim rovnice 3(5.2) pro silu F(t) a funkce x,(t) feSenim téZe rovnice pro silu F,(z),
neni funkce x,(t) + x,(t) feSenim rovnice 3(5.2) pro silu F(t) + F(t).
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Princip superpozice je ¢asto uzivan v ruznych oblastech fyziky a vZzdy tzce
souvisi s linearitou sledovanych problémii. Obecné 1ze jejich obsah vyslovit tak,
Ze dva podnéty pfi spole¢ném puisobeni vyvolavaji reakci rovnou souctu reakci,
jaké by podnéty davaly pfi samostatném plsobeni.

Plati-li pro rovnici 3(5.1) princip superpozice, je snadné dokazat, Ze plati i pro
rovnici 3(3.2). ReSenim rovnice 3(3.2) v ustdleném piipadé jsou harmonické
kmity. Pisobi-li na hmotny bod dvé ruzné vynucujici harmonické sily

FHz = S, sin w,t ,
které samostatn¢ vyvolavaji v ustaleném piipadé harmonické kmity

x; = Ay sin (ot + o)

x, = A, sin (d)zt + ay),

jejich spolecnym plisobenim vznikne podle principu superpozice pohyb x(r)
dany rovnici :

X =X, + x5 = Aysin (ot + o) + A4, sin (0,t + o) . 3(5.3)

Funkce x(t) dan rovnici 3(5.3) vznikne seStenim dvou kmitl probihajicich
podél jedné piimky. Rikdme, Ze rovnice 3(5.3) popisuje skldddni dvou
kmiti stejného sméru. S filohou skladat kmity se nesetkavame jenom pii
vySetfovani pohybu hmotného bodu, ale téz, kdyZ skladame elektrické kmity,
kdyz vySetfujeme interferenci vin¢éni v jednom misté prostoru a v fadé dalsich
pfipadt. I na tyto pfipady lze aplikovat, ovéfime-li platnost pfislusnych super-
pozi¢nich principd, vysledky, které dale odvodime pro skladani kmiti hmotné-
ho bodu.

Urcime tvar funkce x(t) dané rovnici 3(5.3) pro dva specialni pfipady. Nejpr-
ve slozime dva kmity

X, = A sin (0t + o),

x, = A, sin (0t + o),

kter¢ maji stejnou frekvenci w, = w, = w, riznou amplitudu A4, # A4,
a riznou fazi (pro fazové konstanty plati nerovnost o, # a,). Dostavame

x = Ajsin (0t + o;) + A, sin (ot + ay) =

I

A, sin wt cos a; + A cos wt sin a; + A, sin wt cos a, +

il

+ A, cos wt sin o, = (A; cos «; + A, cos a,) sin wt +

+ (A sin o, + A, sin ay) cos i,
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a tedy podle vztahi 3(1.6)

x = A sin (wt + a),
kde

A = [(A, cos ay + Ay cos ay) + (A sina; + A, sin )] =

[42 + A3 + 24,4, cos (o, — a;)]" 3(5.4)

I

A, sina; + A,sina
x = arctg — ' : 2. 3(5.5)
A, cos a; + A, cos a,

Slozenim dvou kmitt stejné frekvence vznikne kmit téZe frekvence, jehoZ ampli-
tuda je dana rovnici 3(5.4) a fazova konstanta rovnici 3(5.5). Je-li o, = a,, md
vysledny kmit amplitudu rovnou soutu amplitud vychozich kmi-
th A = A, + A, a fazovou konstantu o = a = o, jak plyne v tomto
specidlnim p¥ipadé z rovnic 3(5.4) a 3(5.5). Nulovou hodnotu miZe amplituda
A dana rovnici 3(5.4) nabyt pouze, kdyz cos (a, — o) = —1, tedy
kdyz a, — a; = (2k—1)m, kde k je celé Cislo. Skladaji-li se dva kmity stejné
amplitudy (4, = A,) s rozdilem fazovych konstant o, a a, rovnym napf. =,
7adna vychylka nenastane, kmity se vzajemné rusi.

Jako druhy vySetfime pripad skladani dvou kmiti, které nemaji stejnou frek-
venci. Obecny piipad dany rovnici 3(5.3) zjednodusime pfedpokladem o rovnosti
amplitud obou kmitd 4, = A4, = A. Potom x = A sin (o + @) +
+ Asin (w,t + «,)a pouZijeme-li vzorec pro soucet sind dvou riiznych uhli

o+ f o—f
cos

sin o + sin f = 2 sin 5

3

dostavame

x = 24 cos (“” s P M “2) sin (“" R, P Wy “2>. 3(5.6)
2 2 2 2

Lisi-li se znaéné w, a w,, je vyraz 3(5.6) nepfehledny. Jsou-li vSak frekvence
kmith @, a w, sobé blizké, budeme pfedpoklidat w, > w,, je frekven-
ce (w, — @,)/2 podstatn& nizi nez frekvence (o) + ,)/2. Na vyraz 3(5.6) lze
pak pohliZet jako na harmonicky kmit

x = A(t) sin (-(Lg—ggt + a) 3(5.7)
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o frekvenci (w; + ,)/2, kde misto amplitudy je Gasové proménna funkce
A(t) = 24 cos <&%—aﬁt + oc) . 3(5.8)

Frekvence (, + ®,)/2 je stfedni frekvence kmiti x, a X,, jejichz slozenim pohyb
3(5.7) vznikl, a o = (& + a,)/2. Funkce A(¢) dan rovnici 3(5.8) je harmonickou
funkci o frekvenci rovné poloviéni hodnoté rozdilu frekvenci W) a w, kmiti x,
a x,. Na obr. 3.9 jsou zndzornény pitvodni kmity x,(¢) a x,(¢) a vysledna funkce
x(7). Obalku x(#) tvoii funkce A(t) a —A(t). Pokladdme-li, jak jiz bylo vyge
feceno, funkci x(¢) pfiblizné za kmit s proménnou amplitudou, mizeme vyslovit
zavér: SloZenim dvou kmitiy blizké frekvence vznikne kmit stiedni
frekvence, jehoZ amplituda se méni s rozdilovou frekvenci

g = @, — o, 3(5.9)

obou puvodnich kmitii. Funkce A(t) na rozdil od skute¢né amplitudy mi-
Ze byt kladna i zaporna. Maximalni amplituda kmitu x daného rovnici 3(5.7)
nastane v okoli (¢asovém) jak nejvétsi kladné, tak i zaporné hodnoty funkce

Obr. 3.9 Skladani kmitd stejného sméru a blizkych frekvenci — razy -

3(5.8). Frekvence zmény amplitudy kmitu 3(5.7) je tedy o, — , a ne
(@, — ,)/2, jak by naznaoval zb&ny pohled na rovnici 3(5.8) (viz téz
obr. 3.9.). Rikdme, 7e sloZenim dvou kmitl blizké frekvence vznikaji rdzy
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o frekvenci razt dané rovnici 3(5.9). Pro nominélni*) frekvenci razl vy =
= wg/2m, tj. pro pocet zesileni a zeslabeni kmitu 3(5.7) za jednotku Casu, plati
zfejmé vztah

VR = vl - V2 > 3(5.10)

kde v, a v, jsou nominalni frekvence kmitd x, a x,.

Vznik razi lze pozorovat napf. pfi soutasném znéni dvou blizkych akustic-
kych tond. Cim blizsi tony, tim je frekvence razi nizsi. Pfi rovnosti frekvenci
obou tont razy vymizi. Tohoto jevu se uziva pfi ladéni hudebnich nastrojd.
Obdobné I1ze sladovat frekvence dvou generatoru stiidavych elektrickych napé-
ti. Pfivedeme-li napf. napéti ze dvou generatort pfiblizné stejné frekvence na
svislé vychylujici desti¢ky osciloskopu, ziskame na obrazovce obraz odpovidaji-
ci funkci x(¢) znazornéné na obr. 3.9. Pti sladovani frekvence se prodluzuji
vzdalenosti mezi uzlovymi body obdlky funkce x(¢), dalsim sladovanim dochazi
jiz pouze k pomalému pulsovani amplitudy kmiti o frekvenci (o + ®,)/2 na
obrazovce a uplné sladéni by se projevilo klidnym obrazem kmitu o frekven-
ci v, = W, =

Kdy? jsme ukazali, jak lze skladat kmity pisobici podél jedné pfimky, pfi-
stoupime nyni ke skldddni kmitii vzdjemné kolmych. Kona-li hmotny
bod ve sméru x-ové osy kartézské soustavy soufadné kmit

x = A, sin (0t + a;) 3(5.11)
a ve sméru y-ové osy kmit
y = A, sin (ot + a,), 3(5.12)

jsou rovnice 3(5.11) a 3(5.12) parametrickymi rovnicemi pohybu hmotneho
bodu, je-li splnén princip superpozice. Princip superpozice v uvazovaném pfipa-
dé musi zabezpecit, aby pohyby hmotného bodu ve sméru osy x podél use-
&k y=C, —A =<x=+ A, byly stejné pro viechna C z intervalu
—A, £ C £ + A, tj. aby pohyb podél viech téchto useCek mohl byt popsan
stejnou rovnici kmitu 3(5.11). Obdobné podminka musi byt splnéna i pro pohyb
ve sméru osy y v pasmu —A4; < x £ + A;. Je-li spInén princip superpozice,
tloha najit kmit dany slozenim kmitd 3(5.11) a 3(5.12) se redukuje na ulohu
stanovit drahu parametricky zadaného pohybu, tj. Ulohu, ktera se fesila v 1. ka-
pitole. Aby nedoslo k zaméné se skladanim dvou rovnobéznych kmiti x; a x,,
které bylo probrano na zaatku tohoto ¢&lanku, je zde zvoleno oznaleni
~ x a y kartézskych soufadnic.

*) V celém vykladu kmitd nazgvame ahlovou frekvenci struéné frekvenci, a proto zde pro odlideni
frekvenci v zavedenou rovnici 3(1.3) oznadujeme jako nominalni frekvenci.
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Nejprve slozime dva kmity stejné frekvence o, = w; = w

x = Ajysin (ot + o)

a v
y = Aysin (ot + o), 3(5.13)

neboli : ,

X R .

== = §i @t . COS &; <+ €08 wi 81N 0 ,

Ay '

ﬁf— = sifl wi . co8 oy + COS wt sin ay .

2

Pravé napsané rovnice lze pokladat za dvé rovnice pro neznamé funkee sin wt
a cos wt. Jejich fedenim dostaneme
, x/A,) sin oy = (y/4,) sin «
sih wi = (x/4y) 2. (y/A,) sin & ,
sin (ot — &)

cos ot = (v/A,) cos &) — (x/A;) cos a, |
sin (o = ay)

3(5.14)

Je-li sin (@ ~ &) = 0, coZ nastane pro a, — &, = kn, kde k je celé dislo,
dostavame piimo z rovnic 3(5.13)

A, o
y o= —=x 3(5.15
y A (5.15)
pro k = 0 nebo k sudé a
~A, ,
= iy, 3(5.16
= (5.16)

kdyz k je liché ¢islo. Rovnice 3(5.15) a 3(5.16) jsou rovnicemi tseéek, nebot x se
v nich méni pouze v intervalu ~4, £ x £ + A,

Pro vstatni hodnoty rozdilu o, — o, ziskame k¥ivku sloZenych kmitt, umoc-
fiime-li rovnice 3(5.14) na druhou a sefteme je. Po apravé dostaneme

2 2
X y xy B 3 _ o
) 4 [ =) = 208 (o, — &) = sin” (o; = o) = 0. 3(5.17
() + (&) =22 eon e = o) s oy = ) = 0. (817

Rovnice 3(5.17) je rovnici kuzelosecky a jelikoZ z rovnice 3(5.13) je zfejme, Ze
hodhoty x a y jsou omezené, jedna se o rovnici elipsy. Elipsa dané rovnici 3(5.17)
je celd obsazena v obdélniku —A4; £ x £ + A;; =4, £y £ + A4,, ale jeji
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osy nelezi v osach soufadnic (viz obr. 3.10). Podrobnym vypoctem lze ziskat
vztah pro thel natoceni os elipsy vii¢i osam souiadnic
24,4, cos (o — o)

3(5.18)
AL - 43

Slozenim dvou vzajemné kolmych kmith téZe frekvence vznikne elipsa s vyjim-
kou degenerovanych pfipadti 3(5.15)a 3(5.16). Uhel natoceni os elipsy vzhledem

Y|y
a/}

/)( .

Q/

A 2\\

Obr. 3.10 Elipsa vznikla sloZzenim dvou vzéjémné kolmych kmiti téZe frekvence

ke sméru ptivodnich kmiti, jak plyne z rovnice 3(5.18), zavisi na amplitudach
a fazovém posunuti kmiti. Vysledek sloZeni vzajemné kolmych kmitd pii kon-
stantnich hodnotach amplitud 4, a 4, je pro nékolik hodnot rozdilu fazovych
konstant o, — o znazornén na obr. 3.11.

V obecném piipadé, kdy frekvence o, a , kmitit 3(5.11) a 3(5.12) nejsou
stejné, vznikne jejich slozenim k¥ivka omezend na obdélnik —A4; = x = + A;;
—A, £y £ +A,. Jsou-li frekvence w, a w, v poméru malych celych Cisel ma n

ot WL 3(5.19)

w, n ’
vzniknou uzaviené k¥ivky, které maji pro jednotlivé hodnoty poméru 3(5.19)
charakteristicky tvar. Tyto k¥ivky nazyvame Lissajousovymi obrazci. Na obr.
3.12 jsou nakresleny Lissajousovy obrazce pro hodnoty poméru 3(5.19)

1a 2. Pro kazdy pomér je uvazovano né€kolik hodnot rozdilu fazovych kon-

n - n b4 - 3n
-?<062 “1<—2— ?<DCZ 0£1<—2-—

0¢y-06=0 oGp-06y=5 0y~ 1=

(/‘ » 24

Obr. 3.11 Zavislost tvaru elipsy z obr. 3.10 na rozdilu o, — o fazovych konstant. Amplitudy
kmitl jsou Al aA,
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stant o, — «,. VSimnéme si, Ze pomér podtu mist, ve kterych se na vzajemné
kolmych stranich Lissajousiiv obrazec dotyka opsaného obdélnika, odpovida
poméru 3(5.19), ktery ve znazornéném piipadé &ini 1, resp. 2

2 7

WiN

Obr. 3.12 Lissajousovy obrazce pro pomér frekvenci skladanych kmitd 1/2 u 2/3. V kazdé fadce
jsou zakresleny obrazce pro tfi riiznd fizova posunuti skladanych kmiti

3.6 Vazané kmity

Mejme dva hmotné body o stejné hmotnosti m, na které piisobi elastické sily
umérné vychylce bodu z rovnovazné polohy. Pohybova rovnice kazdého
z hmotnych bod ma tvar 3(1.11)

mi = —kx . 3(1.11)

Jak plyne feSenim rovnice 3(1.11), kazdy z hmotnych bodii kond harmonicky
kmit s frekvenci w, = (k/m)". Systém, pro ktery plati rovnice 3(1.11). byva
nazyvan harmonickym oscilatorem.
Budeme nyni sledovat, jak bude ovlivnén pohyb kazdého z hmotnych bodii
— kazdého harmonického oscildtoru — nechame-li mezi nimi pusobit silu imér-
nou rozdilu mezi skute¢nou vzdalenosti a vzdalenosti rovnovaznych poloh obou
hmotnych bodd. Smysl sily bude takovy, aby se snazila udret rovnovaznou
vzdalenost bodli. Popsané silové pisobeni budeme nazyvat pruznou vaz-
bou. Oznacime soufadnici prvého hmotného bodu x,, jeho rovnovazna polo-
ha nastane pro x; = 0, a soufadnici druhého hmotného bodu x,, rovnovazna
poloha tohoto hmotného bodu nastane pro x, = 0. Vazbovou silu F,, kterou
plsobi prvy hmotny bod na druhy, lze pomoci téchto soufadnic zapsat ve tvaru
F,= —kx, — x;), 3(6.1)
predpokladame-li, Ze vychylky oscilatorii s nesouhlasnym znaménkem zvétsuji
odchylku vzdalenosti hmotnych bodi od jejich rovnovazné vzdalenosti. Pfiklad
takového uspofadani je na obr. 3.13, na kterém je pismenem d oznadena vzdale-
nost rovnovaznych poloh. Konstanta k_ v rovnici 3(6.1) je kladna. Pohybova
rovnice druhého hmotného bodu v pfitomnosti sily 3(6.1) ma tvar

mi, = —kx, — ki(x; — x,). 3(6.2)

100



Uvédomime-li si, Ze podle principu akce a reakce na prvni hmotny bod ptisobi
sila — F,, miZeme napsat jeho pohybovou rovnici

mx, = —kx; + kp(x2 - Xx;). 3(6.3)

X1:0 m X4 x2=0 m Xz

Py <

Obr. 3.13 Dva vazané oscilatory kmitajici v jedné pfimce. Pohyb prvého popisujeme
v soufadnicové osc x;, druhého v soufadnicové ose x,. Po&atky soufadnicovych os jsou
v rovnovaznych polohéach oscilatorl, vzdalenost rovnovaznych poloh je d

Rovnice 3(6.2) a 3(6.3) tvoii soustavu dvou diferencialnich rovnic pro dvé
neznamé funkce x,() a x,(¢). Jejich se¢tenim dostavame rovnici

d2
m (x; + x))

= —k(x; + x,) 3(6.4)

a odectenim rovnici

d*(x, —
m (X2 xl):

v —k(x; — x;) = 2k, (x;~x,), 3(6.5)

coZ jsou jiZz samostatné diferencidlni rovnice neznamych funkci (x, + x,)
a (x, — x;). Obé rovnice maji tvar rovnice 3(1.11) pro harmonické kmity, prvni
s konstantou k a druha s konstantou k + 2k, Z rovnice 3(6.4) tedy pro
funkci x; + x, plyne

x; + x, = A, sin (wgt + a;), 3(6.6)
kde
K\ 2
m
Reseni rovnice 3(6.5) dava pro funkci x, — x; vyjadfeni
X, — X, = Aysin (o)t + ), 3(6.8)
kde
12
k + 2k
0, = (-.i-—ﬂ> . 3(6.9)
m
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Sectenim a odeétenim rovnic 3(6.6) a 3(6.8) ziskame hledané funkce

x; = 1 [Aysin (wgt + o) — A, sin (of + o,)] 3(6.10)

X, = 1 [A;sin (wgt + ;) + A, sin (o0t + a,)] 3(6.11)

udavajici pohyb jednotlivych hmotnych bod — oscildtorli — vizanych pruznou
vazbou 3(6.1). Funkce x,(t) a x,(t) jsou tvofeny algebraickym seétenim dvou
harmonickych kmit{, jednoho s piivodni frekvenci volnych kmitl w, a druh¢ho
s frekvenci w,, jejiz velikost, jak plyne z rovnice 3(6.9), zavisi na konstanté kg, 4.
na velikosti vazby. Pfitomnost nové frekvence zplisobené vazbou je charakteris-
tickd pro vazané oscilatory. V systémech, kde predpokladame vazbu mnoha
oscilatort, tj. napiiklad v systémech, jimiz v teorii pevnych latek modelujeme
chovani krystalovych mfizek, je vazeb mnoho, a tim i mnoho moznych vibrac-
nich frekvenci. Prave probrany systém dvou vazanych oscilatort, jakozto nejele-
mentarnéj$i model vazanych oscilacnich systémi, nam pomuze pozdgji pochopit

Funkce 3(6.10) a 3(6.11) jsou funkce vzniklé slozenim dvou harmonickych
kmiti. Je-li vazba slaba, tj. k, < k, jsou frekvence w, a w, blizke a funkee x,
a x, maji obdobny tvar (mohou se liit pocateéni podminky pohybil) jako
funkce, s niz jsme se setkali pfi vySetfovani razil a ktera je znazornéna na
obr. 3.9. Ngkteré zpusoby realizace vazanych kmitd a konkrétni tvar funkct
3(6.10) a 3(6.11) pro specialng volené po&atecni podminky jsou uvedeny v cito-
vané BroZové ucebnici.

Resené tilohy

1. Nezatizena pruzina ma délku /. KdyzZ se na ni zavési zavazi hmotnosti m,
ustali se délka pruziny na hodnoté / + h. Na zavazi, které je v klidu, dopadne
z vySe h druhé zavazi stejné hmotnosti a zlistane na ném, Stanovte, jak se budou
pohybovat spojena zavazi. Hmotnost pruziny a tlumeni pohybu zanedbejte. Pro
ulohy 1 az 4 udejte téz ciselné vysledky pro pfipad 4 = 0,05m a m = 0,1 kg.

Reseni. Po dopadu druhého zavazi plisobi na systém o hmotnosti 2m tihova
sila G = 2mg a pruzna sila F = —kx; pohybova rovnice systému ma tedy
tvar

2mx = —kx + 2mg . (1)
Jeji feseni dava

2
x=Asin(a)0t+oc)+~—l]:lq, (2)
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kde

Piisobenim zavaZi hmotnosti m se ve statickém pfipadé pruzina protahla o delku
h, tedy

mg = hk . (4)

Rovnice (4) udava vztah mezi délkou h a pruZinovou konstantou k. Dru-
hé zavar pada na prvni z vyse h, jeho rychlost je tedy (viz
4(2.19)) v, = (2gh)"”. Spojeni zivazi pokladame za nepruzny riz (viz ¢l 6.1)
a 7 rovnice o zachovani hybnosti mv, = 2mv, plyne pro pocateéni spoleCnou
rychlost v, obou zavaZi vyjadfeni

12
h
== (L) , (5)

2 2
Polohu x méfime od nezatizené délky pruziny s kladnou orientaci svisle doli.

Cas potitame od okamZiku dopadu druhého zavazi na prvni. Potom pocateni
podminky pohybu jsou :

h 1/2
JCO = h a UO = (%’) . (6)

Z rovnice (2) pak s uvazenim (4) dostavame
—h = Asina » (7)

a z Casové derivace rovnice (2)

1/2
(g;) = Aw, cos & . ®)

Uvédomime-li si, e s uzitim (4) lze (3) psat jako

@)

h=Acosd, (10)

dostavame z (8)



Resenim rovnic (7) a (10) ziskame dosud neur&ené hodnoty konstant A4 a a
A=h/2, ,
a = arctg (—1) = —45° (11)

Hledany pohyb spojenych zavazi Ize tedy ve zvolené soustavé souradnic popsat
funkci

1/2
x = h/2sin [(%) t + arctg (—I)] + 2h, (12)

iselné
x = (0,0707 sin [9,90¢t — 0,785] + O,1) m .
Kruhova frekvence w, = 9,90 s~! a doba kmitu 7 = 2 njw, = 0,634 s.
2. Ke kmitajicimu systému z lohy 1 pfidejte takové tlumeni, aby pohyb byl
mezni aperiodicky. Stanovte rovnici pohybu pro stejny zptsob jeho vybuzeni

jako v 1illoze 1. Urdete relaxacni dobu 7,
Regeni. Pohyb bude mezni aperiodicky (viz ¢l. 3.2), kdyZ tlumici konstanta

Pohybova rovnice je
2mx = —kx — 40,mx + 2mg , )

kde konstantu u X piSeme ve tvaru 4dym, jak odpovidd uvaZované kmitajici
hmotnosti 2m a zpusobu zavedeni tlumici konstanty &,. Reeni rovnice (2) je
(srovnej 3(2.12) a 3(2.49))

x = e M(C, + Cyt) + 2h. (3)
Po dosazeni poé¢ateénich podminek uvedenych pod &. (6) v iloze 1 do funkce (3)
a jeji derivace
v = e %(C, — §,C; — 6,Cyt)
dostavame hledanou rovnici pohybu
x = h(2 — e %), (4)
S giselnymi hodnotami z ulohy 1 je (4) rovno
x = 0,052 — e~ %), (5)

Podle 3(2.44) relaxaéni doba 7, = 1/, tedy 7, = 0,101s.
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3. Jaky pohyb nastane v kmitajicim systému z tlohy 1, kdyZz tlumici konstan-
ta &; bude mit hodnotu desetkrat mensi nez v tloze 2; J; = 6,/10. Stanovte
logaritmicky dekrement pohybu 9 a relaxaéni dobu 7. Porovnejte u pohybti
z tloh 2 a 3 &as potfebny k tomu, aby odchylka od kone¢né hodnoty x = 2h
byla mensi nez 4/10.

Reseni. Pfi tlumeni mensim neZ J, nastava tlumeny harmonicky kmit (srovnej
3(2.33) a 3(2.49))

x = Ae % sin (wt + a) + 2k, (1)
kde frekvence (viz 3(2.29))
w = (@) - )" ()
Uvédomime-li si, Ze d, = w, a & = /10, dostavame v nalem pfipadé

12
99
0= (E) = 0,995w, = 9,855 s

a doba kmitu

[

2
T = 2 (100/99)2 = 0,638 5 .

T = —
®w W

Dosadime-li do rovnice (1) a do rovnice
v = Ae %[ucos (wt + a) — & sin (wt + a)] 3)

pro rychlost tlumeného harmonického kmitu pocatecni podminky (6) z Glohy 1,
dostaneme hodnoty konstant:

81

172
99) — 1,348h a  a = arcsin (—0,742) = —47,87° .(4)

A=h (1 +
Podle 3(2.42) logaritmicky dekrement § = 4T, tedy v nafem pfipadé

. 1/2

5T 100

9= 06T =" = 2-“-(——> = 0,631s;
10 10\99

1/9 = 1,58, atedy amplituda kmitu klesne na 1/e-tinu své piivodni hodnoty asi
po jednom kmitu. Relaxa¢ni doba 7 = 1/, = 10/wy = 1,01 s,
P¥i pohybu z alohy 2 (viz rov. (4)) se vychylka pfiblizi na 4/10 ke své mezni
hodnoté za &as 1, dany rovnici
h

2h — — = 2h — he %2,
10
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tedy
_ In 10

by = e
2
do

= 02325, (5)

Tlumeny harmonicky kmit (1) nahradime vrchni kfivkou jeho obalky
Xx=—Ae % 4 2.
Ta dosihne hledané hodnoty x, = 2k — A/10 za &as
_In [104/h]
=
odkud s pfihlédnutim k (4) dostdvame
~ In 13,48

t, = 2,627 s ‘ (6)
5f

Pro hledany pomér porovnanim (5) a (6) dostavame

t/ty = (60/3;) (In 13,48) / (In 10) =
= 10 (In 13,48) / (In 10) = 11,3 . (7)

4. Na system z @llohy 3 budeme plsobit vynucujici silou F, = mg sin Qr. PHi
jakeé frekvenci Q| nastane rezonance vychylky? Jaka bude velikost amplitudy 4,
pfi ustdleni rezonancnich podminek? Stanovte ¢initel jakosti Q kmitajiciho
systemu.

Reseni. Podle 3(3.14) rezonanéni frekvence

98 \'"? '
Podle 3(3.8)
mg/2m
Ar = - 98@2 T e =
[(wg -~ 9) + 4o 98 . 10”4]
, 100 |
_ 50(g/205)

o
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Podle rov, (9) tlohy 1 je wj = g/2h, a tedy

50h
A = 20 L 5h=025m. Q)
NG |
Podle 3(4.12) ¢initel jakosti
[ 10w
Q=—"2=——"=5. (3)
20, 2w,

Amplituda vynucujici sily mg zpusobi protaZeni pruZiny, a tedy i statickou
vychylku A4, rovnou k. Plati tedy A, = @4, jak bylo uvedeno na konci ¢l. 3.4.

5. Vztah mezi proudem charakterizovanym komplexnim ¢islem # = I el®
a napétim charakterizovanym komplexnim &islem % = U, € v obvodu stfi-
davého proudu frekvence w je dan rovnici

xXI =U. (1)

Rovnice mé tvar 3(3.39) a komplexni &islo 2 se nazyva impedance. V sériovém
obvodu sestaveném z odporu R indukénosti L a kapacity C je impedance dana
yyrazem

&“:RH(@L——I—-). (2)

wC

a) Stanovte podminku pro to, aby proud a napdti byly fazov€ posunuty o 90°.
b) Pii jaké frekvenci je pii pevné danych hodnotach R, L, C a U, proud
v obvodu maximalini?

Reseni. a) Z rovnice (1) plyne, Ze

7 = 7y = S0 lamn),
0

Fazové posunuti o, — o mezi proudem a napétim je rovno uhlu o v zipise
Z, ¢* impedance Z. V ptipadé, Ze a, — a; = o = 90°, dostavame

el = cos 90° + isin 90° = i

aimpedance # = Z,i je Cisté imaginarni ¢islo. Porovnanim s (2) zjistime, Ze
podminka a) je splnéna, kdyZ ¢inny odpor obvodu R = 0.

b) Z rovnice (1) plyne vztah Zol, = U, mezi absolutnimi hodnotami kom-
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plexnich ¢isel. Absolutni hodnota I, tj. amplituda proudu, bude maximalni,

kdyz
2172
5 1
<[+ (or - 1]
wC

bude miniméalni. Jedind proménnd ve vyrazu pro Z, je frekvence w; Z, bude
minimalni, kdyZ vyraz v kulaté zavorce bude nulovy, tedy kdyz

(o)

w=|—] .

LC

Posledni vyraz je podminkou pro frekvenci, pfi které v sériovém RLC obvodu

protéka maximalni proud pii daném napéti, tj. podminkou pro rezonanci
proudu v tomto obvodu.

6. Jaky vysledny pohyb vznikne superpozici dvou rovnobéznych harmonic-
kych kmiti :
a) se stejnymi frekvencemi w, amplitudami 4, = 0,01 m, 4, = 0,1 m a fazovy-
mi konstantami o, = 30°, a, = 60°7
b) se stejnymi amplitudami 4, = A, = 1072m a kruhovymi frekvence-
mi o, = 99 s, w, = 100 s™1?
Reseni. a) Vznikne harmonicky kmit

x = Asin (ot + ),
pfi¢emz podle rovnice 3(5.4) amplituda kmitu
A = [A2 + A3 + 24,4, cos (¢ — a;)]"* = 0,109 m

a podle 3(5.5) fazova konstanta

A sino, + A,sina
a=arctg( ! L 2 2

) = 57°22".
Ajcosoy + A, cosa,

b) Vzniknou mechanické razy 3(5.6) s frekvenci razi

7. Dvé stejna kyvadla kyvaji v téZe svislé roviné. Vlastni doba kmitu kyvadel
je T = 1s. Kyvadla jsou vazana pruznou vazbou. Druha zikladni frekvence
vazanych kmiti w, = 2,Ins™". Urlete stupefi vazby oscilatori », ktery je
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definovén jako » = k /(k + k,). Vyznam symboll w;, k a k, je uveden

v ¢l 3.6.
Reseni. Z rovnice 3(6.7) a 3(6.9) plyne

2 2
Wy — Wy kp

= = ¥.
Wi+ ol k+ k,
Frekvence w, = 2n/T = 2ns™!
v tloze zadana. Po dosazeni dostavame
2,12 = 22

% = = 0,0488.
22 + 2,12

a Ciselnd hodnota w, = 2,In s~! je ptimo
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Kapitola 4

Pohyb v centralnim silovém poli

4.1 Obecné vlastnosti pohybu v centralnim poli

Centralnim silovym polem nazyvame takové pole, pro které silu F lze psat ve
tvaru

F=f)-, 4(1.1)

kde r je polohovy vektor mista, v némz silu uvazujeme. Pti zapisu ve tvaru 4(1.1)
je stfed centralni sily v pocatku soustavy soufadnic. Velikost r vektoru r ma
vyznam vzdalenosti od stiedu centralni sily a sila f{r) je libovolnou funkci
vzdalenosti r.

Pro pohyb hmotného bodu v poli centralni sily plati, Ze moment hybnosti
(tocivost) b hmotného bodu vzhledem ke stiedu centralni sily, tj. vektor (viz
2(1.7)

b=rxmv, 4(1.2)

je konstantni po celou dobu pohybu. Tedy
b = by, 4(1.3)
kde by je konstantni vektor. Tvrzeni 4(1.3) plyne bezprostfedné z rovnice 2(1.8)

db
— =M, : 2(1.8)

dt
uvédomime-li si, Ze v pfipadé pohybu v poli centralni sily je moment sily M viici
stiedu centralni sily 4(1.1), jakozZto vektorovy soucin dvou rovnobéznych vekto-
ri, hulovy

M=rxF=rxf(r)-=0. 4(1.4)

~N o~
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Z rovnice 2(1.8) pak plyne, ¢ Easovéa zmeéna vektoru b je nulova, a tedy moment
hybnosti b je roven konstantnimu vektoru, ktery znacime b,

Je-li moment hybnosti b = r x mv roven konstantnimu vektoru by, musi
vektoty r a v, tj. polohovy vektor hmotného bodu a vektor rychlosti hmotného

Obr. 4.1 Znazornéni plodné rychlosti hinotného bodu

bodu, leZet stale v rovind kolme ke sméru konstanthiho vektoru b, Pohyb
hmotného bodu v centrdlnim silovém poli je tedy rovinny. Jeli vektor
b, konstantni, je konstantni i jeho velikost b,

|r x mv| = rmvsit & = by . 4(1.5)

Uhel & v rovnici 4(1.5) znadi Ghel mezi vektory r a v. Vytaz (rv sin a)/2 byva
nazgvan plosnou rychlosti v, hmotného bodu, nebot udava velikost plo-
chy vysrafované na obr. 4.1, ktera je rovha velikosti plochy opsané pritvodiem
pohybujiciho se bodu za jednotku &asu. Z rovmice 4(1.5) plyne, Ze plosna
rychlost

g = ALY by 4(1.6)
2 2m

hmotného bodu pohybujiciho se v centrdlnim silovém poli je kon-=
stantni.

Pohyb v centralnim silovém poli je velmi Casto uvazovanym druhém pohybu.
Je to diisledek toho, Ze vySetfovani vzajemného pohybu dvou hmotnych bodi
o hmotnostech m, a m, Ize formalné pfevést na pohyb jednoho mysleného bodu
o redukované hmotnosti m, v poli centralni sily typu 4(1.1); kdyz sila vzajemné-
ho ptisobeni mezi hmotnymi body m, a m;, zdvisi pouze na jejich vzdalenos-
ti r = |r; — ry. Vektory £, ar, jsou polohové vektory hmotnych bodt m, a in;,
stied centralni sily leZi v jejich hmotném stfedu (t&Zisti) (srovnej s ¢l. 5.5)

rmy + rym,
o e fof

4(1.7)
my + my
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Redukovana hmotnost m, mysleného bodu je dana vztahem

1 1
- — + — 4(1.8)

1
m. m m

a centralni silové pole ma stejnou zavislost potencialni energie W, na vzdalenos-

ti r od svého stredu, jako je zavislost potencialni energie na vzdalenosti r pivod-

nich hmotnych bodd m, a m,. Zjistime-li feSenim pohybovych rovnic v central-

nim silovém poli éasovou zavislost polohoveho vektoru r mysleného bodu

o hmotnosti m,, ziskame &asovou zévislost polohovych vektort r, a r, hmotnych

bodti m, a m, vidi jejich hmotnému stfedu 4(1.7) jednoduchymi vztahy
e=—2 = - L — 4(1.9)

m; + my mg + my

Vzajemna poloha vektord r, ry, r, a ptiklad moznych drah hmotnych bodi
m, a m, v soustavé soufadnic spjaté s jejich hmotnym stfedem S jsou znazornény
na obr. 4.2,

Obr. 4.2 Pohyb dvou hmotnych bodi vizanych centralni silou vidi jejich hmotnému stiedu.
Zavedeni vektoru jejich vzajemné polohy r

Je-li jedna z hmotnosti podstatné vét$i nez druha, napt. my> m, pak reduko-
vana hmotnost m, je ptiblizné rovna zbyvajici hmotnosti, tj.

m, = m, 4(1.10)

a polohovy vektor

rp=r. 4(1.11)

Pfiblizna rovnost 4(1.10) plyne z rovnice 4(1.8) a pfiblizna rovnost 4(1.11)
z prvni z rovnic 4(1.9).

Nejéast&ji se vyskytujicimi silami vzdjemného plisobeni — budeme je charakte-
rizovat jejich skalarnimi tvary f{r) z rov. 4(1.1) - jsou gravita¢ni sila

flry= ———. 4(1.12)

r
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coulombicka sila vzajemného plisobeni elektrickych naboji Q, a Q,

; .‘
fr) = ——2Q;Q2 4(1.13)
r
a pruzna sila
flr) = —kyr. 4(1.14)

Symboly k; znaci kladné konstanty.

Pfiblizné rovnice 4(1.10) a 4(1.11) umoziluji v ptipadé vySetfovani pohybu
dvou téles vyrazné nestejnych hmotnosti, jakymi jsou napf. Slunce a planeta,
Zem& a uméla druZice, polozit po¢atek soustavy soufadnic do mista t€Z8iho
télesa a pohyb leh&iho vysetfovat jako pohyb hmotného bodu v poli centralni
sily 4(1.1). Pfitom uZitou soustavu soufadnic miZeme v dobrém pfibliZzeni
pokladat za soustavu inercialni. Podobné miiZzeme uzit rovnici 4(1.1) se silou Ar)
danou rovnici 4(1.13) pro vySetfovani pohybu naboje Q, v poli naboje Q,,
pfedpokladame-li, Ze naboj O, je spojen s télesem o velké hmotnosti (ie upev-
nén) a téleso s nabojem Q, ma malou hmotnost. V pfipadé pruzné sily 4(1.14)
také mizeme analogicky predpokladat, Ze silové centrum je pevné (spojené
s velkou hmotnosti) a hmotny bod se pohybuje v centralnim poli se stiedem
© v pevném miste.

Gravitadni sila 4(1.12) mé vzdy pfitazlivy charakter a pfi konstantnich hmot-
nostech m, a m, ji lze stru¢né zapsat jako f{r) = —k/r?, kde k je kladna kon-
stanta. Coulombicka sila 4(1.13) miZe byt jak pfitazliva, tak odpudiva, pficemz
obdobné jako u gravitaéni sily jeji velikost klesa se ¢tvercem vzdélenosti. Pohy-
bem v gravitaénim silovém poli se budeme podrobné zabyvat ve zbyvajicich
dvou ¢&lancich této kapitoly. Coulombické silové pole je podrobné zkoumano
v elektrostatice. Pohyb v poli pruzné sily byl probran v minulé kapitole, kde
jsme se viak vétsinou omezili na pohyb hmotného bodu vazaného na pfimku.
Pouze v &lanku 3.5 vySetfovany pohyb po elipse vzniklé slozenim dvou vzajemné
kolmych kmitd téZe frekvence je pfikladem rovinného pohybu v poli centralni
sily 4(1.1) pruzného typu 4(1.14) (viz téz feSenou ulohu C. 1).

4.2 Gravita¢ni a tihové pole

Dva hmotné body o hmotnostech m, a m,, jejichZ vzdalenost je r, piisobi na sebe
silou o velikosti

rmm,

r2

F = 4(2.1)
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Tato sila je pfitaZliva a plisobi ve sméru spojnice obou bodu. Nachdazi-li se prvni
hmotny bod v misté daném polohovym vektorem r, a druhy v mist& o poloho-
vém vektoru r,, plati pro silu F,,, kterou pusobi prvy hmotny bod na druhy,
vektorové vyjadieni

%mlmz("z -r)

F) = — 4(2.2)

’,"2 - "1|3

Podle tietiho Newtonova zdkona pro silu F,, kterou piisobi druhy bod na
prvni, plati F;, = —F,,. Rovnice 4(2.2) vyjadiuje zdkon vieobecné gravi-
tace.

Keplerovy zikony, které tvofily jeden ze zakladnich poznatkil pro vysloveni
Newtonovych zikond, Ize vysvétlit v jejich ramci (viz &l. 4.3), pfedpokladame-1i,
Ze mezi Sluncem a planetami piisobi gravitacni sily dané rovnicemi 4(2.2).
Konstantu » z rovnic 4(2.1), resp. 4(2.2) je nutno urdit experimentalné, nebot
jednotky pro silu, hmotnost a délku jsou v soustavé SI i v dfive uzivanych
soustavach jednotek voleny nezavisle na v§eobecném gravita¢nim zakonu. Pro
gravitatni konstantu » byva udavana hodnota » = 6,67 . 10~ Nm?/kg?

Obecné by bylo moZné vychazet pfi budovani soustavy jednotek ze vieobec-
neho gravitaniho zakona a pokladat v ném konstantu » za bezrozmérny vyraz
o velikosti rovné jedné, Pak by obvykle volené zakladni veli¢iny hmotnost, délka
a Cas nebyly nezavislé a pocet zakladnich veli¢in pro mechaniku by se sniZil ze
tfi na dvé. Praktické zavedeni takové soustavy jednotek je vSak stéZi proveditel-
né, protoze gravitaéni sily piisobici mezi hmotnostmi malymi ve srovnani
s hmotnostmi nebeskych téles jsou velmi malé a jejich pfesné méfeni je obtizné.
Obtiznou méfitelnost gravita¢nich sil Ize ilustrovat napf. tim, Ze konstanta ,
prestoZe se jedna o zakladni fyzikalni konstantu a jejimu méfeni byla vénovana
znaéna péce, je stanovena pouze na tfi mista, tedy s relativni piesnosti 1072,
Gravitacni konstantu mlzeme totiz urcit pouze, kdyZ zméfime gravitaéni silu
plsobici mezi télesy, jejichz hmotnost zname. Takova méfeni — provadéli je
Cavendish torznimi vahami, pozdgji EStvos a néktefi dalsi — lze provadét pouze
s telesy, jejichz hmotnost je mala ve srovnani s hmotnosti nebeskych t&les;
gravitacni sily jsou pak velmi malé a t¢Zko méfitelné. Lze-li, i pfi maximalni péci,
méfeni gravitaCnich sil mezi hmotnostmi provadét s relativni pfesnosti pouze
1073, nelze takova méteni postavit do Cela prakticky pouZitelné soustavy jedno-
tek. :

Budeme nyni vySetiovat gravitaéni silové pole v okoli hmotného bodu
o hmotnosti M. Pfitom budeme pfedpokladat, Ze hmotnost m hmotného bodu,
ktery se v silovém poli hmotnosti M pohybuje, je podstatné mensi nez hmotnost
M; m < M. Potom, jak jsme uvedli v prfedchazejicim ¢lanku, lze polozit poc¢a-
tek soustavy soufadnic do mista, kde se nachazi hmotny bod o hmotnosti M,
a tuto soustavu v dobrém pfiblizeni pokladat za soustavu inercialni. V této
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soustavé napiseme pro gravitaéni silu F piisobici na hmotny bod o hmotnosti m,
ktery se nachazi v misté o polohovém vektoru r, vyjadreni

F= —3%— - 2.3

% el 4(2.3)
které ma tvar rovnice 4(1.1). Sila F je rovnici 4(2.3) urcena pro viechny body,
jejichz polohovy vektor r je riizny od nulového vektoru. Rovnici 4(2.3) je zadano
gravitacéni silové pole bodu o hmotnosti M. Jeho intenzita je podle defini-
ce 2(4.25)

Mr
I'=—= —3%x—.
m r

4(2.4)

Potencialni energie byla vypoctena v kap. 2 a pfi bézne volbé nulové hladiny
potenciélni energie v nekonecné vzdéalenych (r — o0 ) bodech bylo pro ni ziskano
vyjadient 2(4.24). P¥i zde uzitych symbolech pro hmotnosti zapiSeme toto
vyjadieni potencidini energie ve tvaru

Mm
W = —x——>. 4(2.5)

p
r

Potenciél gravitaéniho pole bodu o hmotnosti M je pak podle 2(4.32)
M

U= —x—. \ 4(2.6)
r

V &lancich 2.2 a 2.4 jsme uzivali (viz rov. 2(2.10)) pro vyjadfeni gravitacniho
pasobeni na hmotny bod hmotnosti m silu tvaru (v rovnici 2(2.10) byla oznace-
na G)

F=mg, 4(2.7)

kde vektor tihového zrychleni g byl pokladan za konstantni vektor. Jak souvisi
silové pole 4(2.7) se silovym polem 4(2.3)? Pfijmeme bez dikazu tvrzeni, Ze
gravita¢ni pole vné Zem¢ lze popsat vyrazem 4(2.3), polozime-li po¢atek sousta-
vy soufadnic, tj. bod o polohovém vektoru r = 0, do stiedu Zems. V blizkostt
Zemé pak muZeme pokladat vyraz —xM r/r’ za priblizné staly a rov-
ny —xMrO/R?Z, kde R, je oznaCen polomér Zeme a r, je jednotkovy vektor
v radialnim sméru, tedy jednotkovy vektor orientovany svisle vzhuru. Sila
—umMr /R% piisobici na hmotny bod o hmotnosti m v blizkosti Zem¢é je pak
jiz shodnd se silou 4(2.7), polozime-li

g= —x—". 4(2.8)
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Pro velikost g tihového zrychleni z rovnice 4(2.8) dostavame

M

®— . 4(2.9)
R;

g:

Jednoduché vyjadieni gravita¢niho pole tvarem 4(2.7) lze provést jen pro tak
velky prostor u povrchu Zemé, kde je mozné zanedbat zménu velikosti vyrazu
xM/r* s viskou h = r — R, nad povrchem Zemé a vzajemny thel svislic
v jednotlivych mistech uvaZovaného prostoru. Pole popsané rovnici 4(2.9)
nazyvame tihovym polem nebo, pro zvyraznéni jeho homogenity (srovnej
s €l. 2.4), homogennim gravitaénim polem. V tomto poli, jak bylo ukaza-
no v ¢l. 2.4, je rozdil potencialni energie dvou bod dan jejich vyskovou
odlehlosti

Wylh) — Wylhy) = mg(hy — hy) 4(2.10)
Symbolem 4 je oznacena soufadnice rovnobézna s vektorem tihového zrychleni
g, jejiz kladny smysl je viak orientovan opaéné nez kladny smysl vektoru
g. Soufadnice A tedy mifi svisle vzhiiru. Pfi obvyklé volbé nulové hladiny
potencialni energie pro body o soufadnici # = 0 — tuto hladinu asto ztoto-
nime s povrchem Zemé — dostavame pro potencialni energii tihového pole
bézné vyjadieni (viz téz 2(4.19))

W, = mgh . 4(2.11) |
Potencial tihového pole je
u=""_ 4(2.12)
m
a jeho intenzita
I= —gradU =g. 4(2.13)

Jak jiz bylo ukazano v ¢l. 2.2, v tihovém poli kona volny (tj. nepodrobeny
vazbam) hmotny bod néktery z vrhii. Zavedeme-li kartézskou soustavu soufad-
nic tak, Ze jeji osu x; polozime do osy dfive oznadené A, lezi osy X, a x, ve
vodorovné roviné. Do slozek této soustavy soufadnic rozepiseme pohybovou
rovnici

ma = mg 4(2.14)
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pro pohyb volného hmotného bodu v tthovém poli. Dostaneme velmi jednodu-
chou soustavu diferencialnich rovnic '

d? x, 0

de?

dzx2 — 0

de? ’

dZ

—(522 — —mg . 4(2.15)

Resenim, tj. integraci, rovnic 4(2.15) ziskame hledané parametricke rovnice
x; = x,(¢) pohybu hmotného bodu

2 : .
t
X3 = — gz_ + kit + dj . 4(2.16)

V rovnicich 4(2.16) jsou ki, ky, ky a d;, d,, d; libovolné konstanty. Vsechna feSeni
rovnic 4(2.15) lze zapsat ve tvaru 4(2.16)—4(2.16) je obecnym feSenim rovnic
4(2.15) -, a tedy rovnice 4(2.16) popisuji jakykoliv pohyb, ktery volny hmotny
bod muZe v silovém poli 4(2.7) konat. Pfedpokliddme samoziejme, Ze na
hmotny bod nepisobi jina sila neZ sila 4(2.7), a protoze je volny, ani Zadna
vazbova sila, ktera by jej mohla napi. udrzovat na naklonéné rovin€. Podrobnéj-
§im pohledem na rovnice 4(2.16) Zjistime, Ze jsou to obecné rovnice viech
vrhit. Konstanty d;, d,, d; jsou soufadnicemi bodu D[dl, d,, d3], ve kterém
se hmotny bod nachazi v ¢ase ¢ = 0, jak snadno zjistime, dosadime-li ¢as
t = 0 do rovnic 4(2.16). Derivujeme-li kazdou z rovnic 4(2. 16) podle ¢asu t a do
derivovanych rovnic dosadime ¢as ¢ = 0, zjistime, Ze konstanty ki, k,, k; jsou
slovkami vektoru rychlosti vy(k;, k,, ki), kterou hmotny bod ma v case
t = 0. Zname-li tedy polohu hmotného bodu D a jeho rychlost v, v Ca-
se t = 0, je pohyb hmotného bodu rovnicemi 4(2.16) jednoznacéné urcen. +'vlo-
hu hmotného bodu a jeho rychlost v ase t= 0 nazyvame pocldtecéni pod--
minky pohybu. Zvolime-li napf. vechny konstanty d; a k; nulové, dostava-
me z rovnic 4(2.16) rovnici volného padu x; = — gt*/2. Zvolime-li jako jedinou
nenulovou konstantu k;, dostavame podle znaménka k; bud vrh svisly vzhuru,
nebo vrh svisly dold. Volba k, # 0, k, # 0, k; = d; = d, = d; = 0 odpovida
vodorovnym vrhiim. Konkrétni volbou k; a k, je uréen smér vrhu. Volba k;
nenulova, d;, nulova odpovida sikmym vrham. Pro viechny dosud uvaZované
vrhy jsme volili viechna d, nulova, tj. pocatecni polohu D[0, 0, 0] hmotného
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bodu v pocatku soustavy soufadnic. Volba nenulovych hodnot d; umoziuje
vysetfovat pohyby bodd, které v ¢ase 7 = 0 se nenachézeji v pocatku soustavy
soufadnic, coZ je zvlaste dilezité pro vySetfovani vzajemnych pohybi dvou
a vice hmotnych bodid v daném silovém poli.

8

h jﬁ
Obr. 4.3 Dve polohy hmotného bodu na naklonéné roviné

- Takto jsme vysetiili pohyb volného hmotného bodu v tihovém poli. Jak

vypada pohyb volného hmotného bodu v centralnim gravita¢nim poli 4(2.3),
ukazeme v nasledujicim ¢lanku. Nyni si jesté vSimneme jednoduchého dusledku
zakona zachovani mechanické energie 2(4.13)

W, = W + W, = konst 4(2.17)

pro pohyb v tihovém p‘oli. Zakon zachovani mechanické energie plati v konzer-
vativnim silovém poli nejen pro pohyby volnych hmotnych bodi, ale i pro

o 1?
h
. c
Obr. 4.4 Dvé polohy hmotného bodu matematického kyvadla

pohyby hmotnych bod{, na které pilisobi vazby (podrobnéji viz &l. 5.6) takového
druhu, Ze jim pfislusné vazbové sily nekonaji na hmotny bod praci. Nejznamé;j-
$imi takovymi pohyby v tihovém poli jsou pohyb bez tieni po naklonéné roviné
a pohyb matematického kyvadla. Vazbové sily udrzujici hmotny bod na naklo-
néné roviné a vazbové sily udrzujici hmotny bod matematického kyvadla v pev-
né vzdalenosti od bodu zavésu jsou kolmé ke sméru pohybu, a proto nekonaji
praci. Vyjdeme-li ze zakona zachovani mechanické energie 4(2.17), mizeme
snadno urcit velikost rychlosti v, kterou hmotny bod o hmotnosti m vypustény
s nulovou pocate¢ni rychlosti z bodu B na naklonéné roviné ziska v bodé C této
roviny (viz obr. 4.3). Energie kineticka v bodé B je Wi, g = 0, energie potencial-
ni W, 5 = mgx;(B) + k (uZivime stejnou soustavu soufadnic jako pti vysetio-
vani vrhi 4(2.16), k je libovolna konstanta). V bodé C je energie kine-
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tickd W ¢ = imv?, energie  potencidlni W, o = mgx,(C) + k. Ze zéakona
4(2.17) plyne

tmt + mgx;(C) + k = mgx;(B) + k. " 4(2.18)
Odtud pro hledanou velikost rychlosti dostavame
ve = (9[x:(B) — x,(C)])* = (29h)"” . 4(2.19)

V poslednim vyraze je h vyskova odlehlost bod B a C. Rychlost 4(2.19) je
stejna, jakou by nabyl hmotny bod vypuétény nulovou pocatecni rychlosti
volnym padem s vyde s nebo jakou by nabyl v misté¢ C hmotny bod vazany
vazbou matematického kyvadla vypustény nulovou pocatetni rychlosti z bodu

A
N4 £

.
Obr. 4.5 Pohyb hmotného bodu po obecné draze v tithovém poli

B v ptipadé, Ze vyskova odlehlost mist Ba C je h (viz obr. 4.4). V rovnici 4(2.18)
neni totiz nijak zachycena specificnost pohybu po naklonéné roving, vypodtena
velikost rychlosti 4(2.19) zavisi pouze na vyskové odlehlosti bodit Ba Ca neni
podstatné, jakou cestu mezi body B a C hmotny bod v tihovém poli vykonal.
Je-li napf. hmotny bod nucen pohybovat se po draze naznadené na obr. 4.5, opét
bude jeho rychlost v bodé C rovna vc = (2gh)1/ 2 byl-li vypustén z bodu B nu-
lovou pocateéni rychlosti. Pfi takovem vypuiténi dosahne hmotny bod bodu D,
ktery se nachazi v tihovém poli ve stejné vysce jako bod B, vrati se do bodu
B a pohyb se bude stale opakovat, nebot neuvazujeme piisobeni disipativnich
sil, tj. neuvazujeme vliv tfeni. Celkova energie hmotného bodu v bod&
Bie W, = W+ W, =W,z =mgh, polozime-li nulovou hladinu potencialni
energie do bodu C. Celkova energie W, s pii pohybu zachovava. Pro body vyse
polozené, nez je bod D, by samotna potencialni energie byla vyssi, nez je celkova
energie hmotného bodu. To je vak nemozné, protoZe kineticka ener-
gie W, = %mv2 je veli¢ina nezaporna. Chceme-li, aby se hmotny bod dostal do
bodu K naznateného na obr. 4.5, musime mu v bodé B udélit rychlost vg
takovou, aby celkovéa energie hmotneho bodu v bodé B byla nejméné rovna
potencialni energii hmotného bodu v bodé K. Z rovnice 4(2.17) tak dostavame

pro minimalni rychlost vg podminku

imvy + mgh = mg(h + H),

119



tedy vy = (2gH)"2. Nezélezi na tom, kterym smérem, zda nahoru nebo dolu,
tuto rychlost hmotnému bodu v bodé B udélime. Udé&lime-li mu rychlost -
g > r, bude se hmotny bod pohybovat pies ob& minima drahy naznacéené na
obr. 4.5az do vysky H', uréené konkrétni hodnotou vy = (2gH')'"? > (2gH)'2,
Na obr. 4.5 jsou meze pohybu v takovém piipadé naznaceny body M a N.

4.3 Keplerova uloha

Vysetiime pohyb hmotného bodu o hmotnosti m v gravitaénim silovém poli, .
v silovém poli daném rovnici 4(2.3)

F= —xMm—. 4(3.1)
r
Ptedstavime-li si pod bodem o hmotnosti M Slunce a pod bodem o hmotnosti
m nékterou z planet, dostaneme vyiesenim zadané ulohy feSeni Keplerova
problemu, tj. dostaneme tfi Keplerovy zakony o pohybu planet.
Bezprosttedni aplikaci rovnice 4(1.6) na planetarni pohyb je 2. Keplerav
zdkon — zdkon ploch, jehoz obvykla formulace zni: Plochy opsané pri-
vodi¢em planety za jednotku Gasu jsou konstantni.
Podle ¢lanku 2.2 bychom pfi hledani pohybu hmotného bodu o hmotnosti
m v silovém poli 4(3.1) méli fesit pohybovou rovnici :
) :
m&— m D 4(3.2)
de? r

Misto tohoto pfimého postupu zvolime jiny, ktery vede rychleji k cili. VyuZijeme
toho, Ze v gravita¢nim poli, které je konzervativni a centralni, celkova mechanic-
ka energie W, a moment hybnosti b pohybujiciho se hmotného bodu jsou
konstantni. Konstantni hodnotu mechanické energie oznaéime W, a konstantni
hodnotu vektoru momentu hybnosti b. Jak jsme jiz uvedli, z rov. 4(1.3) plyne,
ze pohyb hmotného bodu v centralnim silovém poli je rovinny. K jeho uréeni
tedy staci znalost Gasové zavislosti dvou soufadnic. Uréime je feSenim rovnic

W, = W, 4(3.3)

rmy sin o = b, 4(3.4)

které vyjadfuji zachovani celkové mechanické energie a absolutni hodnoty
momentu hybnosti (viz rov. 4(1.5)) v priibéhu pohybu.
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Pro urdeni pohybu uZijeme polarni soufadnice r, ¢ (viz ¢l. 1 mat. dodatku
a ¢l. 1.2), jejichz vztah ke kartézskym soufadnicim x;, x, je d4n rovnicemi

X; =TCOSQ,
X, = rsing, 4(3.5)

kde r je vzdalenost bodu od spole¢ného poéatku obou soustav a ¢ uhel, ktery
pruvodi¢ bodu svira s prvni osou kartézské soustavy soufadnic. Pracujeme-li
s polarnimi soufadnicemi, aniz je vztahujeme k né&jaké kartézské soustavé
souCadnic, je thel ¢ thlem mezi privodi¢em bodu a néjakou v roviné pevné
zvolenou piimkou. Rovnice 4(3.3) a 4(3.4) musime rozepsat tak, aby v nich
vystupovaly dosud neznamé parametrické soufadnice r = r(t) a ¢ = ¢(t) po-
hybu hmotného bodu. V rovnici 4(3.4) vyraz vsina (srovnej s obr. 4.1) je
transverzalni (azimutalni) slozkou v, rychlosti v. Podle 1(2.21) (srovnej téZ ¢l.
D.1) je transverzalni slozka rychlosti

d .

m? L = by . 4(3.6)

Rovnici 4(3.3) rozepiSeme a uzijeme vyjadfeni 4(2.5) pro potencialni energii
gravita¢niho pole, dostaneme

M
Wy = Wy + W, = tmo? — x—= = W,. 4(3.7)
r

Zavedeme-li jestd radialni slozku v, = dr/ds (viz 1(2.21)) vektoru rychlos-
ti v =v, + v, miZeme pro Ctverec velikosti rychlosti psat vyjadreni

2 2
dr de
vz=v2+vz=<—> +r2<—> . 4(3.8
P \dr de (38)

Dosazenim 4(3.8) do 4(3.7) dostavame

1 dr\’ do\’ M
Wy = -m [(—r> + 7 (-q’)J _x 2 4(3.9)
2 d¢ dt r



- Rovnice 4(3.6) a 4(3.9) jsou jiz hledanou soustavou dvou diferencialnich rovnic
pro uréeni dvou nezndmych funkei r = r(t) a ¢ = ¢(t). Rovnici4(3.9)upravi-
me vyjadfenim dg/dt podle rovnice 4(3.6) a zavedenim oznaceni

a = xMm 4(3.10)
na tvar
1 [/dr\' B} a
Wy =—-m||— +——°—]-A. 4(3.11
S [(dt) m%? roo- (3.11)
Z posledni rovnice lze vypoditat
12
dr _ 3_‘?’9+39‘_~_”(2J_ 4(3.12)
dt \m mr m? ’ '
a tedy

1
= ; . 4(3.1
! j(2de + 2a/mr — bim*?) dr (3.13)

Rovnici 4(3.13) je vyjadiena zavislost # na r, a tim v neexplicitni formé i zavislost
rna t. Po vyjadieni této zavislosti by bylo mozné dosazenim r = r(t) do 4(3.6)
vypoditat i ¢ = ¢(¢). Pii feSeni Keplerovy tlohy nas viak bude zajimat pouze
draha hmotného bodu, k jejimuz uréeni staci najit zavislost r na ¢, a neni tieba
urdit ¢asovou zavislost obou parametril r a ¢. Derivaci dg/dr lze podle pravidla
o derivovéni sloZenych funkci — pfedpokladame ¢(¢(r)) — rozepsat

dp dodt

dr dr dr
Hodnotu dg/dt lze uréit z rovnice 4(3.6) a hodnotu dt/dr z rovnice 4(3.12);
dostavame

dp by |
dr mr2(2W0/m + Zog/mr — b(z)/mzrz)l/Z .

Prava strana rovnice zavisi pouze na r, a proto pro ¢ lze psat
b
§0=j 2 ” T 9
mr*(2Wy/m + 2a/mr — b3 /m*r*)"

4(3.14)

Primitivni funkce k vyrazu pod integralem je

by/r — b
arccos ( /" jmz/ L /2> ;
2mW, + o«*m°/bp)
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o &em? se lze presvédeit derivovanim podle r pravé uvedeného vyrazu. Tedy
zavislost ¢ na r je dana vztahem

by/r — am/b,
2mWw, + aczmz/b(z))l/2

@ = arccos + k. 4(3.15)

Rovnici 4(3.15) lze pfepsat na tvar
b 2m2 12
2o _ I _ (omwy, + —— cos (p — k),
r b, 0 bé
ktery po vynasobeni konstantou b, /am dale upravime
b 2W,b3 2
2 =1 +<—9—9+1> cos (¢ — k).
omr *m

Posledni rovnice ma jiz tvar polarni rovnice kuZelosecky (viz fes. l. 3 matema-
tického dodatku). Zavedeme-li totiZ struéné oznadeni konstant, které se v ni
vyskytuji, tj.

bZ
L =p 4(3.16)
oam
a
A
(1 N ...20.._0) —, 4(3.17)
om

dostaneme rovnici

=~ i

=14 ecos(p — k),

kterou Ize jiz snadno pfepsat na obvykle uvadény tvar polarni rovnice kuzelose-
¢ek

r = P . | 4(3.18)
1 + ecos(p — k)

Rovnice 4(3.18) popisuje vztah mezi vzdalenosti r bodu na kuZeloseCce od
jednoho jejiho ohniska a tthlem (¢ — k), ktery privodi¢ bodu svira s osou
kuzelosecky prochazejici timto ohniskem. Konstanta k udava hel mezi puvod-
né libovolné zvolenym smérem v roving drahy a smérem vySe uvazované osy
kuZelosetky. Konstanta k je libovolna a odpovida natoCeni kuzeloseCky ve
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vySetfované roving; je ji moZno uréit z po¢ateénich podminek pohybu. V fes.
l. 3 matematického dodatku je uvedeno, Ze pro elipsu a hyperbolu

b2

a

p

b

kde a je velikost velké poloosy a b velikost malé poloosy. Pro parabolu parametr
p je roven vzdalenosti d ohniska od Fidici pfimky; p = d. Pro elipsu a hyperbolu
ma ¢ vyznam numerické vystfednosti, tj. poméru délkové vystiednosti e k veli-
kosti velké poloosy a

£=-. | 4(3.19)

Je tedy pro elipsu ¢ < 1, pro hyperbolu ¢ > 1, nezavisle lze dokazat, 7e pro
parabolu ¢ = 1. Porovname-li pravé vyslovené zavéry o hodnotach & s rovnici
4(3.17), dostaneme pro elipsu

W p2\
(1 + °°> <1.

ozzm

Protoze viechny ¢leny obklopujici W, ve druhém s¢itanci pod odmocninou jsou
kladné, je posledné uvedenou nerovnost mozno splnit pouze tehdy, kdyz celko-
va mechanicka energie pohybujiciho se hmotného bodu W, < 0. Obdobné lze
nalézt vztah mezi ¢ a W, pro hyperbolu a parabolu. Pro celkovou energii W,
hmotnych bodi obihajicich kolem centralni hmotnosti M po riaznych drahach
tak dostavame podminky:

elipticka drdha e <1 W, <0,
parabolickd draha e=1 W,=0,
hyperbolicka draha ¢ > 1 W, > 0. 4(3.20)

Predstavime-li si, Ze centralni hmotnost M je hmotnost Slunce a obihajici
hmotné body o hmotnosti m jsou planety — pro ty W, < 0 — Ize obsah rovnice
4(3.18), ktera udava tvar drahy hmotného bodu v silovém poli 4(3.1) vyjadrit
vétou: Planety obihaji kolem Slunce po elipsdach, v jejichi jednom
ohnisku lezi Slunce. To je obvykla formulace proniho Keplerova zdko-
na.

Predpoklad W, < 0 pro drahy planet je pfirozeny, protoze drahy hmotnych
bodlis W, > 0, tj. parabolicka a hyperbolicka draha, nejsou uzaviené. Hmot-
ny bod, ktery po takové draze do silového pole 4(3.1) vstoupi, projde polem
pouze jednou a pak ho opusti, vzdalenost r neni omezena. Piedpo-
klad W, < 0 pro uzavienou drahu plyne z volby nulové hodnoty potencialni
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energie 4(2.5) v nekone¢nu. Pouze hmotné body, jejichz celkova energie je mensi
nez potencialni energie v nekone¢né vzdaleném bod€, mohou se stale pohybovat
v koneéné vzdalenosti od centralni hmotnosti M. NejmensSi energie, s niz hmot-
ny bod opusti pole 4(3.1), je energie W, = 0, které odpovida parabolicka dra-
ha. Dosadime-li podminku W, = 0 do rovnice 4(3.7), dostavame

Z posledni rovnice uréime nejmensi rychlost, kterou musi hmotny bod o hmot-
nosti m mit ve vzdalenosti r od stfedu pole, aby mohl pole 4(3.1) opustit

b= (2”M>1/2 . 4(3.21)

r

Pokladame-li hmotnost M za hmotnost Zemé¢ a za r zvolime polomér Zemé R,
dava rovnice 4(3.21) rychlost, jakou musi mit hmotny bod na povrchu Zemé,
aby mohl zemské gravitaéni pole opustit. Tato rychlost byva oznaCovana jako
2. kosmickd rychlost. Pro jeji velikost dostavame

1/2

2%M

by = ( : > = (2gR,)"* = 11,2 km/s . 4(3.22)
Z

Pii vypodtu rychlosti vy jsme uzili rovnice 4(2.9) pro vyjadfeni vyrazu xM/R,
a dosadili jsme pfiblizné hodnoty g = 10 ms~? a R, =63. 10°m pro tihové
zrychleni g a polomér Zemé R;.

Viimneme si nyni pro eliptické drahy (W, < 0) vztahu mezi urcujicimi kon-
stantami W), b, drahy a poloosami elipsy. Vyjdeme z porovnani vztahi 4(3.17)

a 4(3.19)
112
<1 + 2W°b°> ==, 4(3.23)
a

oczm

Rovnici 4(3.23) umocnime na druhou a pravou stranu upravime podle vztahu
¢> = a* — b?, ktery plati mezi poloosami a, b a vystfednosti elipsy e. Dostane-
me

i

Wby @ — b

azm 612

1+ 4(3.24)

Podle 4(3.16) je viak vyraz b3/am = p a pro elipsu p = b%/a.
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Porovnavanim dostavame
2 b
e U 4(3.25)
oam a

Nahradime-li podle posledni rovnice v druhém séitanci na levé strané rovnice
4(3.24) by/am vyrazem b’*/a, mliZeme psat

2Wyh? b

1+ =1 -—=

ao a

Odtud jiz snadno plyne
o

a=— —. 4(3.26
W, (3.26)

Rovnice 4(3.26) ukazuje, Ze velikost velké poloosy elipsy zavisi pouze na celkové
energii W, hmotného bodu a nezavisi na absolutni hodnoté momentu hybnosti
by Znaménko minus je pfirozené, nebot W, < 0.
Dosadime-li vysledek 4(3.26) do rovnice 4(3.25), dostaneme po snadnych
upravach ‘
p=— 0 4(3.27)
(2 [yl m)'

Velikost malé poloosy b elipsy zavisi vedle celkové energie W, téZ na velikosti
momentu hybnosti b, Rovnice 4(3.26) a 4(3.27) byly vyuzity v elementarni
kvantové teorii ob¢hu elektronti kolem jadra atomu.

Odvodime nyni vztah mezi dobou obéhu hmotného bodu, ktery se v poli
4(3.1) pohybuje po eliptické draze, a velikosti velké poloosy a tohoto pohybu.
Na zadatku této kapitoly (viz rov. 4(1.6)) jsme ukazali, Ze velikost plosné
rychlosti v, = by/2m je pfi pohybu hmotného bodu v centralnim silovém poli
konstantni. Z vyznamu plosné rychlosti plyne, Ze nasobek ploSné rychlosti v,
a doby obéhu T bodu po uzaviené draze musi byt roven plose uzaviené touto
drahou. Plocha P elipsy o poloosach a, b je P = mab. Pro uvazovanou eliptic-
kou drahu musi tedy platit rovnice

Tvp = mab .
Dosadime-li by/2m za Ups dostavame
Thy = 2mnab .
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Za by dosadime z 4(3.25) a po elementdrnich ipravach mizeme psat

_ 2nm

2 3/2
1/ 1 /.
; = -

(11/2

Rozepiseme jesté o podle 4(3.10) a ziskame hledany vztah
T? 41 . :
e 4(3.28)
a M .
Pro stalou centralni hmotnost M je pomér ¢étverce doby obshu T2 a tieti
mocniny a® velké poloosy elipsy konstantni. Je-li centralni hmotnosti Slunce
a obihajicimi hmotnymi body planety, je rovnice 4(3.28) obsahem tvrzeni
3. Keplerova zdkona, pro ktery byva uzivana nasledujici formulace: Po-
mér druhych mocnin obéznych dob libovolnych dvou planet je roven
poméru tietich mocnin jejich velkych poloos.

Elementirné Ize dojit k tvrzeni analogickému 4(3.28), pfedpokladame-li, Ze
hmotné body obihaji kolem centralni hmotnosti M po kruZnicich o poloméru
r. Potom vime, Ze sila 4(3.1) realizuje dostfedivou silu nutnou pro vznik rovno-
mérného kruhového pohybu, tedy

Mmr
2r = —
—mOT = =% S 4(3.29)
Z vektorové rovnice 4(3.29) plyne skaldrni rovnice
M
w* =% — ‘ 4(3.30)

a po dosazeni znamého vztahu 3(1.12) @ = 2n/T a jednoduché Gipravé dostane-
me

%M.

T2  4n?
r3

Tato rovnice odpovida rovnici 4(3.28) pro pohyb po kruznici, pro néjz polomér
r ma stejny vyznam jako velka poloosa u obecného pohybu po elipse.
Rovnice 4(3.30) udava uhlovou rychlost, jakou se pohybuje hmotny bod po
kruZnici poloméru r v gravitaénim poli 4(3.1). Budeme nyni pokladat centralni
hmotnost M za hmotnost Zemé a vypoéteme rychlost, jakou musi mit hmotny
bod, aby obihal kolem Zemé v bezprostredni blizkosti Zemé. Takové rychlosti
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— vyjadfuje se zpravidla jako postupna rychlost v; — se fikd proni kosmicka
rychlost. Vypoéteme jeji velikost. Z rovnice 4(3.30) plyne

v% M

Ry R

B

kdyz thlovou rychlost vyjadfime pomoci postupné rychlosti a za polomér
r dosadime polomér Zemé R,. Z prav¢ uvedené rovnice plyne

1/2

M

b = <—”—-> . 4(3.31)
RZ

Dosadime-li do posledni rovnice podle 4(2.9) gR% za xM a uZijeme pfiblizné
&iselné hodnoty g = I0ms™2 a R, =63. 10°m, dostavame pro prvni kos-
mickou rychlost vyjadfeni

v = (gRY)? = 79kms™!. 4(3.32)

Rychlost v, je pfiblizné rovna rychlosti, kterou obihaji kolem Zemé jeji blizke
umélé druzice.

Resené ﬁlbhy

1. Najdéte pohyb, ktery vznikne v poli centrdlni sily pruzného charakteru
(viz 4(1.14)), tj. sily 4(1.1) F = f(r)r/r, kde f(r) = —kr (k > 0).
Reseni. Sila

F— —krl= —kr. (1)
r

Z rovnice 4(1.3) plyne, Ze pohyb v poli centrdlni sily je rovinny. Proto staci
pohybovou rovnici i

mf = —kr (2)
rozepsat do dvou sloZek. Zvolime rozpis do kartézské soustavy souradnic lezici
v roviné pohybu

mx = —kx,

my = —ky. (3)
Obé rovnice maji tvar rovnice 3(1.11), a proto jejich feseni jsou harmonické

funkce
x = A sin (0t + o) _ (4)
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y = A, sin (ot + o) (5)

se stejnou frekvenci w = (k/m)"2. Rovnice (4) a (5) jsou parametrické rovnice
hledaného pohybu a jsou totozné s rovnicemi 3(5.11) a 3(5.12), které jsme
vySetiovali pfi skladani vzajemné kolmych kmitt. Podle vypoctu provedencho
v &l. 3.5 je tedy drahou pohybu elipsa 3(5.17)

<1>2 N (1)2 =Y s (o — ) = sin® (z — )

4 A, 4,4,

Hmotny bod v poli centralni pruzné sily (1) se pohybuje po elipse. Tato elipsa
ma v8ak, na rozdil od elipsy fesici Keplerovu alohu, stfed a ne ohnisko ve stiedu
centralni sily. Pohyb v poli sily (1) byva nazyvan prostorovym oscilatorem.

2. V jaké vy$i nad Zemi se musi pohybovat stacionarni druZice, tj. takova
druZice, ktera se nachazi stile nad stejnym bodem zemského povrchu.
Reseni. Dostiediva sila kruhového pohybu druzice je realizovana gravitacni
silou Zemg, tedy gravitaéni zrychleni xM,/r* (M je hmotnost Zemg) ve vzda-
lenosti r od stfedu Zemé se musi rovnat zrychleni kruhového pohybu
xMy = rw’ . (1)

r2

DruZice bude stacionarni, kdyZ jeji uhlova rychlost @ bude shodna s thlovou
rychlosti otaceni Zem¢,

2n '
w :?. (2)

Doba ob&hu T v rovnici (2) je hvézdny den, tedy
T = (365/366) 24 hod. = 86 164 s. (3)

Gravitaéni zrychleni na povrchu Zemé %M ,/R% (R je polomér Zemg) je rovno
tihovému zrychleni g

xM, = gR . : 4)

Uzijeme-li (2) a (4), dostavame z (1)

3 _ Mg _ gRET?

r= 2
w 4r
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a pro hledanou vysku /i nad povrchem zemskym

R2T2 1/3
h = (—q— 27 > — RZ .
4r-

Dosadime-li do posledni rovnice ¢iselné hodnoty (R, = 6 370 km), dostavame

h = 35800 km .

3. Druzice obihd kolem Zemé po draze, jejiz nejblizsi bod (perigeum) je ve
vysi Ay = 300 km a nejvzdalenéjsi bod (apogeum) ve vysi 2, = 1200 km nad
zemskym povrchem. Vypoctéte dobu obéhu druzice 7.

Obr. 4.6 Pohyb sondy, kterd vstupuje rychlosti v do gravitatniho pole Marsu (hmotnost M )
a pohyb a Castice (x ) v poli jadra atomu (naboj Ze). Velitiny vztahujici se k pohybu Ld\[lu.
jsou na obrazku uvedeny v zivorkach

Reseni. Podle vysledkt uvedenych v ¢l. 4.3 je draha druZice elipsa s ohniskem
ve stfedu Zemé (polomér Ry) a s hlavni osou délky 2a spojujici perigeum
a apogeum

2a = 2R, + h; + hy, = 14240 km . (1)
Podle 3. Keplerova zakona 4(3. 28) uzitého pro pohyb v zemském gravitaénim

peli je pomér druhych mocnin obé&znych dob druzic roven poméru tietich
mocnin jejich velkych (hlavnich) poloos, tedy

T2 a : ;
PR R (2)
T aq
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Za porovnéavaci druZici s dobou ob&hu 7T a velkou poloosou g, zvolime stacio-
narni druzici z minulé lohy, kterd ma velkou poloosu @; rovnu poloméru
kruhové drahy r. Pro hledanou dobu ob&hu druzice tak z (2) dostaneme

32
T
=2 L= 59805 = 99 min40s.

¥

4. Meziplanetarni kosmicka sonda hmotnosti m se blizi k Marsu relativni
rychlosti v, = 3 km s~ a se zamérnou vzdalenosti ¢ = 10* km. Zamérna
vzdalenost je vzdalenost mezi stredem planety a pfimkou, po které se sonda blizi
k planeté, dokud neni pohyb sondy ovliviiovan gravitacnim pusobenim planety.
Stanovte minimalni vzdalenost r . mezi sondou a planetou a odchylku sméru,
kterym sonda opusti oblast pfitazlivosti Marsu, od jejtho puvodniho sméru.
Hmotnost Marsu M,, = 6,42. 10® kg.

Reseni. Sonda se v gravitaénim poli Marsu pohybuje po hyperbolicke draze,
nebof pilétd z prostoru mimo pole a ma nenulovou kinetickou energii. Ohnisko
hyperboly, ktera je popsana rovnici 4(3.18) (viz téz obr. 4.6)

p=— P . , (1)
1 +e¢ecosg :

lezi ve stredu Marsu. UvaZujeme pouze vétev hyperboly pfilehlou k Marsu
a polarni poloosu, vii¢i které pocitame thel ¢, volime ve sméru hlavni osy
hyperboly s orientaci od stfedu planety k hyperbole (ihel k z rovnice 4(3.18) je
nulovy). Vzdalenost mezi sondou a planetou je minimalni, kdyz cos ¢ = 1, .
kdyz ¢ = 0. Potom z (1) dostavame o

D
Cl+e )

¥ tnin

Uhel ¢ piislusny nekoneén& vzdalenému bodu hyperboly je thlem, ktery svira
asymptota s polarni poloosou. Tento uhel ozna¢ime /2. Z rovnice (1) pro
r— oo plyne (I +ecos ¢) = 0, a tedy pro Ghel /2 dostavame vyjadieni

cos—=——£. 3)

Vzhledem ke zptisobu zavedeni polérni soustavy soufadnic plati mezi uhlem
8 a hledanou odchylkou « vztah (srovnej s obr. 4.6) :

p—n=a0a, (4)
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z n¢hoz dale plyne

B
sin — = — cos — = — 5
il (5)
Podle 4(3.16) a 4(3.17) s pfihlédnutim k 4(3.10)
bZ
p=—— (6)
2
xMym
a
» 22\
£ = (1 + ——glﬁ)—;> ) (7)
W M3m?

Celkova mechanicka energie sondy je rovna jeji kinetické energii mimo gravitac-
ni pole Marsu
r ‘
W, = 5 muj . (8)

Moment hybnosti b, sondy stanovime z jeji plo§né rychlosti v, kterou urime
jako plochu trojihelnika pfi pohybu sondy po asymptoté

vyd
v, = — . 9
)= 0
Podle 4{1.6) b, = v,2m, tedy
by, = vgam . (10)
Po dosazeni (8) a (10) do (6) a (7) dostavame
vaa’
p=— (11)
wMy;
a
4 2 \172
¢ = (1 + ) . (12)
%ZM%\,I

Odtud jiz pfimym dosazenim do rovnic (2) a (5) lze ziskat hledané veli¢iny.
Mizeme vSak jesté vyuzit toho, Ze z rovnice (5)

Lo 1
sin — =
2 1+ (v(z)a/%MI\,[)Z]I/2
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12

plyne podle trigonometrického vztahu sin o = 1/(1 + cotg? o)

M
tgs = =M = 0476, | (13)

vya

odkud pro ¢iselnou hodnotu hledané odchylky plyne
o = 51°55".
Obdobné vyraz (2) pro r,,;, miZeme s uzitim rovnic (5), (11) a {13) zapsat jako
_acotg (2)  acos (%/2)
1+ 1/sin (2/2) 1 + sin (2/2) |

min

éiselné

Foin = 6320 km .

min

Analogicky se po¢ita odchylka y elektronu nebo x-Castice v poli jadra atomu
(Rutherfordiiv rozptyl). Je-li pohybujici se ¢astici elektron, je coulombicka sila
4(1.13) mezi jadrem a elektronem pfitazliva a odchylka y je dana vyrazem

k,Ze? -
gk = 22 (14)
2 mvya

Vyraz (14) plyne z (13), kdyZ porovname vyrazy 4(1.12) pro gravita¢ni a 4(1.13)
pro coulombickou silu

—kmym, = k,0,0, , (15)
a uvazime, Ze k;, =%, m; = m je hmotnost letici Castice, m, = My,
Q, = —e¢ je naboj elektronu a Q, = Ze (Z.. celé Cislo) je naboj jadra. Pii

rozptylu a-Gastice sila mezi ni a jadrem atomu je odpudiva. Castice se pak
pohybuje po vzdilen&jsi vétvi hyperboly (na obr. 4.6 je Castice oznadena a),
ktera ma rovnici

r=—or - (16)
1 —&cosgp

Vyraz (14) pro odchylku y ziistava i v tomto pfipad€ stejny, pouze doplnime
dvojku pfed Z vzhledem k dvojnasobnému naboji a-Castice oproti elektronu.
I kdyz vyrazy (13) a (14) jsou analogické, jejich porovnanim zjistime, Ze pfi
coulombickém rozptylu odchylka ¢astice zavisi na jeji hmotnosti, zatimco pfi
gravitaénim rozptylu se zavislost na hmotnosti ¢astice vyrusi.
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Kapitola 5

Soustava hmotnych bodu

5.1 Popis soustavy hmotnych bodi

V predchazejicich kapitolach jsme uvazovali pohyb hmotného bodu. Vzijemné
pusobeni ostatnich hmotnych bodit s uvaZzovanym hmotnym bodem jsme vyja-
drili silou nebo potencialni energii. V mnoha pfipadech vsak tento pfistup
nemusi byt postacujici a je vhodné a nutné uvazovat soustavu hmotnych bodu.
Prikladem mize byt pohyb molekul plynu v uzaviené nadobé.

Uvazujme soustavu N hmotnych bodd. Poloha n-tého bodu bude urcena
polohovym vektorem r,. V kartézské soustavé souradnic bude platit

r, =xe, +ye, + ze,, 5(1.1)
coz muzeme vyjadfit i zapisem
r, = X,€1 + 'x2ne2 + X3,€3 » P 5(12)

resp.

r, = Xx,e i=1,273, 5(1.3)

n in~i2
kde x,,y,,z, 1esp. X,,, X,,, X3, jsou kartézskymi soufadnicemi n-t¢ho hmotné-
ho bodu a e,, e, e,, resp. v tomto pfipade i e, e,, e; jsou jednotkove vektory
v soufadnicovych osach pofad€ x, y, z, resp. x; = x X, = y, X3 = z. V rovnici
5(1.3) jsme pouzili Einsteinova sumacniho pravidla. Hmotné body v nami
uvazované soustavé nemusi mit stejné hmotnosti. Hmotnost n-tého hmotného
bodu oznacime m1,. Pro hmotnost soustavy hmotnych bodi bude platit

N
n=1

V dalsi casti této kapitoly sumu N ¢lent budeme uvadét zkracené pouze
symbolem Y (napf. rovnice 5(1.4) bude psana M = ) m, a budeme scitat pies
viechna n). Soucasné budeme pfedpokladat, ze hmotnosti jednotlivych hmot-
nych bodii se neméni v pritbéhu sledovaného déje.
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Rozli§ujeme dva druhy soustav hmotnych bodu:

a) Volna soustava hmotnych bodii. Polohove vektory r, jsou vzajemné neza-
vislé. K urceni polohy soustavy hmotnych bodi je potfeba 3N soufadnic (kazdy
polohovy vektor ma 3 soufadnice). Rikame, Ze volna soustava hmotnych bodu
ma 3N stupni volnosti.

b) Tuhd soustava hmotnych bodi. Je to soustava, kde mezi jednotlivymi
hmotnymi body jsou vzdalenosti neproménne. Plati tudiz
| = |r, —r,| = konst. 5(1.5)

m

lrlﬂH
Rychlosti (zrychleni) jednotlivych hmotnych bodit soustavy dostaneme ze zna-
losti ¢asové zavislosti polohového vektoru. V souladu s rovnicemi 1(2.19),
1(2.35). 2(1.1) mizeme pro rychlost, zrychleni a hybnost n-t¢ho hmotného bodu
psat

dr '
v, = —, 5(1.6
= (16)
d2r dv
a = —"=—" 5(1.7
Sl i (1.7)
pn = mnvn N . 5(18)

Vv

jeme vztahem

p, = 2l o 5(19)

’ Zinn

Pouzitim 5(1.4) mizeme soufadnice polohoveho vektoru hmotného stiedu
soustavy hmotnych bodl (vektorovou rovnici nahrazujeme tfemi skalarnimi)
psat ve tvaru :

Xs

— Z mnxn, ys — Z mnyn, Z ngn . » 5(1.10)
M M M

Soutadnice hmotného stfedu pro spojité prostiedi miizeme uréit podle vztaht
1 1 1 : :
x, = — | xe dV, y, = — | ye dV, z, = — | zodV,  5(1.10a)
M M M

kde o je hustota a integrujeme pies cely objem télesa.
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Neméni-li se hmotnost jednotlivych hmotnych bod s ¢asem, dostaneme
z rovnic 5(1.9) a 5(1.10) vztahy pro rychlost hmotného stfedu soustavy v,

d 1

el —[Z (m %)] - Z_mmnvn, 5(1.11)
dr M dt M

nebo téz

2P P 5(1.12)

M M
kde P = ) p, je celkova hybnost soustavy hmotnych bodt. Rovnici (1.12)

Je mozZno prepsat na tvar '
P = Mv,. 5(1.13)

Tato rovnice je matematicky zapis fyzikalni skute¢nosti, Ze celkova hybnost
soustavy hmotnych bodi je stejnd jako hybnost bodu, ktery ma hmotnost
M a rychlost v,. Je vhodné poznamenat, Ze hmotny stied soustavy hmotnych
bodi nemusi byt Zidny hmotny bod. MiiZe byt pouze geometrickym bodem,
v némz Zadnd skutecnd hmota neni. Tak napf. hmotny stfed dvou hmotnych
bodu lezi uprostfed nich.

5.2 Pohybové rovnice soustavy hmotnych bodii

Pfejdeme k popisu pohybu soustavy hmotnych bodi. UvaZujeme soustavu

hmotnych bodii, kterd neni izolovana. To znamena, e hmotné body budou

v interakci s jinymi hmotnymi body, které nepatii do nimi uvazované soustavy
- hmotnych bodu.

Potom silu F,, ktera pisobi na n-ty hmotny bod v na§i soustavé hmotnych
bodti, si mizeme pfedstavit sloZenou ze dvou vyslednic:

a) vyslednice sil, kterymi na n-ty hmotny bod plisobi hmotné body z nasi
soustavy hmotnych bodi. Je to vyslednice vSech vnitinich (internich) sil a ozna-
Cime ji F;

-b) vyslednice sil, kterymi na n-ty hmotny bod pusobi hmotné body leZici
mimo nasi soustavu. Vyslednici téchto vnéjsich (externich) sil oznacime Fg,

To znamena, Ze na n-ty hmotny bod bude pisobit sila

_ F,=F, + Fp,. 5(2.1)
Pfo vyslednici vnitinich sil plati
N
FIn = le an 4 5(2‘2)
m=



kde F,, je sila, kterou piisobi m-ty hmotny bod na n-ty hmotny bod. Symbol 2
m=1
znamena, e s¢itame pies viechna m =1 az N kromé m = n. V dalsim podle
predchazejici domluvy budeme uvadét pouze symbol P
Podle tietiho Newtonova zakona plati, Ze sila, kterou piisobi n-ty hmotny bod
na m-ty hmotny bod, je stejné velka, ale opa¢ného smyslu jako sila, kterou
plisobi m-ty hmotny bod na n-ty. Lze psat

F, = —F,,. 5(2.3)

nm

Podle druhého Newtonova zakona mtZeme pro »n-ty hmotny bod psat pohybo-
vou rovnici ve tvaru
d’r, dv, _dp,

mn m
de? dr dr

= Fg, + Y. Fpp - 5(2.4)
Pro celou soustavu hmoinjlch bodit pak bude platit
d’r, d ,
Zmn 2 Z o (mnvn) = ZFEn + ZZ an . 5(25)
dt dt
Oznaéme vyslednici viech vngjsich sil pisobicich na soustavu hmotnych bodf

F, 4.
2Fe, = F. 5(2:6)
Protoze plati

Y Fum =0, 5(2.7)

jak se lehce presvédéime pouZitim vztahu 5(2.3), mizeme pohybovou rovnici
pro soustavu hmotnych bodi psat v nasledujicich tvarech

Yma, = F, 5(2.8)
nebo
d d dpP
Z o (mnvn) = (Zmnvn) =—=F. 5(29)
dt dt dt :

Rovnice 5(2.9) byva oznaCovana jako véta o hybnosti soustavy hmotnych
bodu nebo téz prvni 1mpulsova véta. Pro konecny ¢asovy interval (¢, #,) totiZ
dostaneme integraci

7}
pzpz_pl=f Fdt, 5(2.10)
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kde P, resp. P, jsou celkové hybnosti soustavy hmotnych bodi v ¢ase t,, resp.
f, a integral na pravé strané je impuls.

Rovnice 5(2.9) je analogii druhého Newtonova zikona pro piipad soustavy
hmotnych bodi: Casova zména celkové hybnosti soustavy hmotnych bodii je
rovna vyslednici vnéjsich sil psobicich na tuto soustavu a md s ni stejny smér.

K uplnému popisu pohybu soustavy hmotnych bodt nestaéi prvni impulsova
véta. VSimnéme si u¢inku momentu sil piisobicich na jednotlivé body soustavy
hmotnych bodu.

Bude-li na n-ty hmotny bod puisobit sila F,, pak moment sily M, vzhledem
k pocatku soustavy soufadnic je

=[r, x F,]. 5(2.11)

Necht celkovy moment sil M vii¢i pocatku soufadnic je M = Y M,. Pak bude
platit .

M=oM, =) [r,xF]=X[rxF, +Fg)]. 5(2.12)

resp.
M= M + M, 5(2.13)
kde
My =3 [r, x F,] = 2wy, 5(2.14)
a
Mg =3 [r, x Fg,] = 3 Mg, . - 5(2.15)

Pro I‘VII plati

MI = Z [rn X Z’ nm] = ZZ' [rn X an] =

nm

= %ZZ, ([rn x an] + [rm X F’""]) -

—EE Y[l — 1) X Fan] = 0, s(2.16)

protoZe sila F,, a vektor r,, =r, —r, jsou rovnob&né. Vysledny moment
vnitinich sil M| je roven nule. To znamen4, Ze celkovy moment sil M bude roven
vyslednici momentt vngjsich sil pisobicich na soustavu hmotnych bodul.

V kapitole 2 jsme odvodili vztah mezi momentem hybnosti a momentem sily

(vztah 2(1.8)). Tak pro n-ty hmotny bod miizeme psat (viiéi pocatku soufadnic)

db, d
Py ([r, x myv ]) [r" x p,]) =M, 5(2.17)
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Pro celou soustavu dostaneme s¢itinim rovnice 5(2.17) pro viechny body sou-
stavy

db, d dB

oSV, = — =M, =M,

Zdt dtz" de LM,

t.
B _m, 5(2.18)
dt /

kde

B=Yb,=YI[rxnp,]. | 5(2.19)

Rovnici 5(2.18) integraci upravime na tvar

L}
B=32—31=fMdz, 5(2.20)

fy

kde B,, resp. B, je celkovy moment hybnosti soustavy hmotnych bodu v ¢ase t,,
resp. t; a integral na pravé strané je impuls momentu sily. Rovnice 5(2.18) resp.
5(2.20) se nazyva druha impulsova véta. Pfitom se pfedpoklada, ze moment sily
i moment hybnosti se vztahuji k témuz bodu.

Z rtovnice 5(2.18) vyplyvé, Ze soucet momentd vnéjSich sil piisobicich na
jednotlivé hmotné body soustavy hmotnych bodi je roven ¢asové zméné€ celko-
vého momentu hybnosti soustavy.

Piedchazejici vztahy jsme odvodili pro libovolné zvolenou inercialni soustavu
soufadnic. Soustavu miZeme zvolit pevné spojenou s laboratofi a nazvat labo-
ratorni (budeme pfedpokladat, Ze soustava soufadnic spojena s nasi Zemi je
inercialni).

Co se stane, kdyZ za pocatek soustavy soufadnic zvolime hmotny stied
soustavy hmotnych boda? Jak se zméni jednotlivé vztahy?

Piedevsim v tomto pfipadé

v,=0 ' 5(2.21)
(protoZe rychlost hmotného stfedu viiéi hmotnému stiedu je nulova). Z toho
dale plyne, Ze v této soustavé soufadnic — zvane tézZ soustava hmotného stiedu
(téiiét’ové), protoZe pocatek soustavy soufadnic je totozny s hmotnym stiedem
— je celkova hybnost soustavy nulova ,

P,=0. | 50222)

Pouzili jsme index s, abychom zdUraznili, Ze uvazujeme hybnost soustavy hmot-
nych bodt v soustavé soufadnic s poCatkem v hmotném stiedu. Nékdy se uziva
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index ¢ a oznaceni C-soustava z anglického Centre of mass system (soustava
hmotného stfedu). S touto soustavou se bliZe seznamime v kapltole 6 vénované
srazkam castic.

K stejnému zavéru dospéjeme i tehdy, kdyZ pouZijeme Galileitiv princip
relativity. Rychlost n-t¢ého hmotného bodu vG¢i hmotnému stfedu (podle
2(1.14)) mbZeme psat ve tvaru

Vg, = V, — V. 5(2.23)
‘Rovnici 5(2.23) vynasobime m, a s¢itime pies viechna . Soudin
mnvsn = psn 5(224)

udava hybnost n-t¢tho hmotného bodu v soustavé soufadnic s pocatkem
v hmotném stfedu. Provedenim uvedenych matematickych operaci a vyuZitim
rovnic 5(1.4) a 5(1.13) obdrzime

: Zmnvsn = Zmnvn - Zmnvs >
Zpsn = an - MVS s
P,=P — Mv, =0,

s

coZ odpovidéa rovnici 5(2.22).
Vyraz pro moment hybnosti soustavy miZeme upravit

B = Zmn [rn X Vn] = Zmn [(rn - rs) x Vn] + Zmn [rs x Vn] ’ 5(225)
nebo ‘
B =B, +[ryx Pl =B+ [r, x My], 5(2.26)

kde P = Y'm,v, je, jak jiz bylo uvedeno, celkova hybnost soustavy a

= Z [(’n - rs) X mnvn] = Z [rsn X pn] = Z [rsn x psn] 5(227)

je moment hybnosti soustavy vzhledem k hmotnému stiedu. B, je nezavisly na
vybéru pocatku soustavy soufadnic, jak se milzeme presvédéit vypoétem. Rov-
nice 5(2.26) vyjadfuje vztah mezi momentem hybnosti soustavy hmotnych bod
vzhledem k soustavé soufadnic spojené s hmotnym stfedem soustavy hmotnych
bodit a momentem hybnosti vzhledem k soustavé soutradnic spojené s laborato-
fi.

Rovnéz miZeme vyjadfit vztah mezi celkovym momentem sil M vzhledem
k laboratorni soustavé a v soustavé soufadnic s pocatkem v hmotném stiedu
soustavy hmotnych bodi. Vyjdeme ze vztahu 5(2.12) a _pouZijeme 5(2.15)
a 5(2.16). Dostaneme tak

M=ZM]::n=Z[rnXFEn];
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coZz miizeme napsat

M = Z [(rs + rsn) X FEn] 4 5(228)

kde r,, je polohovy vektor n-t¢tho hmotného bodu viiéi hmotnému stiedu.
Provedme matematické ikony na pravé strané rovnice 5(2.28) a obdrzime

M =73 [rx Fg,] + % [r, x Fe]>
resp. s pouzitim 5(2.6) ‘
M=[r, x F] + Mg, , 5(2.29)
kde
Mg, = z [rsn x Fg,] ' 5(2.30)

je vysledny moment vnéjsich sil vzhledem k hmotnému stfedu soustavy hmot-
nych bodi. Prvni &len na pravé strané rovnice 5(2.29) udava moment vyslednice
vnéjsich sil pisobicich na hmotny stfed vzhledem k pocatku laboratorni sousta-
vy.

Mezi momentem hybnosti a momentem sil plati v laboratorni (inercialni)
soustavé vztah, ktery je matematicky vyjadfen druhou impulsovou vétou —
5(2.18). Do této rovnice dosadime vztahy 5(2.26) a 5(2.29), ¢imZ dostaneme

dB

=M,
dt

d ‘
a‘;(Bs—*_[rsXP]):MEs"'—[rSXF]’

dB
d_s+[rSXF]=MEs+[rSXF]’
t

dB

S M. ‘ | 5(2.31
dt Es ( )

Tato rovnice je analogicka rovnici 5(2.18). Obé totiZ udavaji vztah mezi soutem
momentl vnéjich sil a ¢asovou zménou momentu hybnosti soustavy hmotnych
bodii. Je vSak mezi nimi i rozdil. Rovnice 5(2.18), druhd impulsova véta, plati
jen tehdy, kdyZ momenty sil i moment hybnosti jsou uréeny vzhledem k pevné-
mu (nepohyblivému) bodu, obvykle pocatku inercidlni soustavy soufadnic.
Rovnice 5(2.31) plati, jestlize momenty vnéjsich sil i moment hybnosti jsou
spoditany vii¢i hmotnému stfedu, a to i v tom piipadé, kdyZ hmotny stfed neni
v klidu v inercidlni soustavé. Tato rovnice ma dilezity vyznam pfi diskusi
pohybu tuhého télesa.
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Odvozené rovnice umoziiuji popsat translacni pohyb soustavy, jestlize zname
(celkovou) hmotnost soustavy (nemusime znat hmotnosti jednotlivych bodi)
a vyslednici vnéjSich sil. Potom translaéni pohyb soustavy hmotnych bodu
muzeme popsat jako pohyb hmotného stfedu soustavy, jehoz hmotnost je rovna
hmotnosti celé soustavy. MiZeme pouzit rovnice 5(1.13) a 5(2.16) nebo pfi
konstantnosti hmotnosti soustavy (coz pfedpokladame) i rovnice

F = Ma,. 5(2.32)

5.3 Kineticka a potencialni energie soustavy hmotnych bodi

Sily piisobici na soustavu hmotnych bodu vyvolavaji zmény pohybového stavu
hmotnych bodil. Budeme piedpokladat, Ze silové pole ptisobici na hmotné body
bude nezavislé na case. Pak, podobné jako v kapitole 2, mizeme spocitat pro
kazdy n-ty hmotny bod elementarni praci silového pole pfi elementarnim posu-
vu bodu o dr,. Vysledna prace silového pole pfislu§nd posuvu po urcité draze
je pak ddna rovnici 2(3.2). Pfedpokladejme, Ze soustava hmotnych bodi v di-
sledku ptsobeni sil F; az F, prejde z urcitého pocatecniho stavu do uréitého
konecného stavu. PoCatecni stav soustavy oznaéme pismenem (A) a koneény
stav soustavy pismenem (B). Potom prace silového pole pfi takovém posuvu
jednotlivych hmotnych bodd, Ze soustava hmotnych bodii pfejde ze stavu
(konfigurace) A do stavu (konfigurace) B je dana rovnici

A= Ag, =Y fB) (F, . dr,) . 5(3.1)
®)

Prace na soustavu vykonana je rovna pfirastku kinetické energie soustavy.
Oznacime-li kinetickou energii soustavy hmotnych bodu v po¢ateénim stavu
W\, (A) a v koneéném W, (B), mizZeme psat

A = Ay = W(B) — W(A) = A VY. 53.2)

Kinetickou energii soustavy rozumime soucet kinetickych energii jednotli-
vych hmotnych bodu dané soustavy. Plati

W = 3 dmed 5(33)
Protoze mame
F;n = ‘Fln + FEn = Z/an + FEn’
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dostaneme

ZJ( (F, . dr, =ZJ‘)(FI" dr, +Zf (Fg, . dr,).
(A) ,

Oznadime-li praci vykonanou vnitfnimi silami
B) B)
= Zf (Fy - dr,) = X Z’f (Fopy - dr,) 5(34)
(A) ( (A) ,
a vnéjsimi silami
B) .
AE = Z f (FEn : drn)’ 5(35)
(

obdrzime pro celkovou praci
A=A + Ag. 5(3.6)
Pouzitim rovnic 5(3.2) a 5(3.6) dostaneme
Ap+ Ag = W(B) - W(A) . 5(3.7)

_Posledni rovnice udava, 7e zména kinetické energie soustavy hmotnych bodi je
rovna praci vykonané vné&jsimi a vnitfnimi silami. To znamena, Ze kinetickou
energii soustavy hmotnych bodd ovliviiuji vnéjsi i vnitini sily. Vnitini sily
ovliviiuji zménu kinetické energie jen u volné soustavy; v tuhé soustavé hmot-
nych bodt vnitini sily praci nekonaji, protoze vzdalenosti mezi jednotlivymi
hmotnymi body soustavy se neméni. U volné soustavy mize dojit ke zmené
kinetické energie i v piipadé, kdy na soustavu neptisobi zidné vn&jsi sily.

Uvazujeme-li dvé kartézské soustavy soufadnic, laboratorni a tézi§fovou,
mizeme pouzitim Galileiovy transformace — 5(2.23) — rovnici 5(3.3) pro
kinetickou energii soustavy hmotnych bodl upravit:

W = X dmun = ¥ dm, (v, + vg,) - (¥ +Vsn)=
= %vs Z mn + Zmnvsn) + Z Zmn sn 5 5(3'8)
W, = IMv? + Wy . 5(3.9)
Druhy &len na pravé stran& rovnice 5(3.8) je v dasledku vztahu 5(2.22) roven
nule.

Vyraz
VVkl - Z UM sn » 5(310)
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se nazyva vnitini kineticka energie soustavy hmotnych bodi; udava kinetickou
energii soustavy hmotnych boda v soustavé soufadnic, jejiz pocatek je totozny
s hmotnym stfedem.

Rovnice 5(3.9) je Konigova véta. Tvrdi, Ze celkova kinetick4 energie soustavy
hmotnych bodil je rovna souétu kinetické energie bodu o hmotnosti rovné
hmotnosti soustavy pohybujiciho se rychlosti v, hmotného stfedu soustavy
a vnitini kinetické energie.

Uvazujme opét soustavu N hmotnych bodi o hmotnostech m,, m, az my,.
Jejich polohy viici poc¢atku inercialni soustavy soufadnic jsou uréeny polohovy-
mi vektory ry, r, aZ ry. Tyto hmotné body pusobi vzajemné na sebe. Pfedpokla-
dejme, Ze plisobi na sebe pouze gravitaénimi silami. To znamena, Ze gravitaéni
pole vytvotené hmotnym bodem o hmotnosti m, bude pusobit na hmotny bod
o hmotnosti m,, ktery je ve vzdalenosti r,,, silou danou vztahem

Fop = —x00myp 5(3.11)
rnm

Takovéto silové pole, které je centralnim silovym polem, vytvaii kazdy hmot-
ny bod nasi soustavy hmotnych bodu. Vysledné silové pole, které je superpozici
dil¢ich poli, je konzervativni (viz odstavec 2.4). Piejde-li soustava hmotnych
bodii ze stavu (A) do stavu (B), vykona se prace (oznacime A4, protoZe se jednd
o praci v silovém poli vnitinich sil), pro kterou lze psat ~

' 1 1

A = b Y Y'mm, ( - > ) 5(3.12)

| Fan(B)  Tum(A)

kder,,(B), resp. r,,,(A) je vzdalenost hmotnych bodii o hmotnosti m,, a m,, kdyz

soustava je ve stavu B (koneény stav), resp. ve stavu A (pocate¢ni stav).
Vykonanou praci mozno vyjadtit jako ubytek potencialni energie. Ziejmé plati

Ay = Wy(A) = Wy(B)., 5(3.13)

kde vnitfni potencialni energii soustavy hmotnych bodii v podateénim stavu
jsme oznacili W,;(A) a v konetném stavu W (B). '

Pro potencialni energii soustavy hmotnych bodu interagujicich podle gravi-
tacniho zakona dostaneme

Wy = — Y Y 5(3.14)
h m

mnmm
rnm

Potencidlni energii mizeme vyjadfit i pomoci potencialu. V analogii s poten-
cidlem hmotného bodu (vztah 2(4.32)) plati

U= -xy 2. 5(3.15)

m Vyy
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U, je potencial vytvofeny v misté n-t¢ého hmotného bodu viemi ostatnimi.
Potom potencialni energie

I/Vp[ = %ZinnUnI . 5(316)

5.4 Izolovana soustava hmetnych bodit

Izolovanou soustavou hmotnych bodi (téles) rozumime takovou skupinu, ktera
neni vystavena piisobeni sil z vnéjsku. Mizeme tudiz uvazovat, jak se zméni
pohybové rovnice za podminek, kdy pro kazdé n plati

Fg, = 0. 5(4.1)

n

Pohyb kazdého hmotného bodu soustavy bude potom ovlivnén pouze jeho
interakci s ostatnimi hmotnymi body soustavy.
V tomto piipadé plati zakony zachovani hybnosti, momentu hybnosti a ener-

gie soustavy. :
Zakon zachovani hybnosti izolované soustavy tvrdi, Ze hybnost soustavy je

konstantni.
Z rovnice 5(2.9) za pouziti 5(4.1) totiz plyne

P = konst, 5(4.2)
nebo téZ
p, + p, + .. +p, + .. py = konst, 5(4.3)

kde p, jsou hybnosti jednotlivych hmotnych bodi vzhledem k laboratorni
soustavé. Ziejmé plati
pi(ty) + poty) + -+ Py(ty) = Piltr) + Pa(ta) + -+ R(L)

kde p_(t,) resp. p,(t,) isou hybnosti n-tého hmotného bodu v Case 1, resp. 1,.
Soucasné v piipadé izolované soustavy
My, = konst . 5(4.4)
Protoze viak pfedpokladame, Ze hmotnost soustavy hmotnych bodi se nemé-
ni, j. M = Y m, = konst, je téz
v, = konst . 5(4.5)
Posledni rovnice udava, ze hmotny stfed izolované soustavy hmotnych bodi se
pohybuje konstantni rychlosti v kazdé inercialni soustavé soufadnic.

Tustrujme odvozené zakonitosti na pifpadé dvou hmotnych bodi (téles),
které budou tvofit izolovanou soustavu. Muzeme naptiklad uvazovat pohyb
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uméie¢ druzice kolem Zemé s tim, Ze pro tento vypocet zanedbame silové plisobe-
ni Slunce a dalsich planet slunecni soustavy i dalsich objektii vesmiru,
Pro sily vnitini plati

Flz: ‘le’

kde F,, je sila, kterou pisobi téleso 2 na téleso 1. Polohovy vektor télesa
1 o hmotnosti m; ozna¢me r|, jeho rychlost v,. Podobné oznacime veli¢iny
charakterizujici téleso 2,

Vektor ry = r, —r, je polohovy vektor télesa 1 vaci télesu 2. Derivaci
polohovych vektorfi podle ¢asu dostaneme rychlosti

dr, dr,
Vl = —, VZ = ——
dt dr
a
dry,  drp  dr,
Vy=—T—=""— - ==V =V

Rychlost v,, je relativni rychlost télesa 1 viici télesu 2,
Plati vztahy (hmotnosti obou téles pokladame za konstantni)

dv, F
m, — =
1 dt 12
a
dv
mz _2‘ = F21 .
dt

Podé€lenim prvni rovnice m;, druh¢ m, a odectenim druhé rovnice od prvni
obdrzime
dv, dv, Fp, i

ds dt my m,

Pouzitim vyse uvedenych vztahi dostaneme
dr m;,m,
dv 1 1
—2 = (_ + “’“) Fiy
dt m; m,
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a formalné téz

dv
u—= =F,, 5(4.6)
dt
kde
1 1 1 o
_—=—+ —, 5(4.7)
u ny my
resp. ] .
P L S | 5(4.8)

u se nazyva redukovana hmotnost soustavy.

Rovnice 5(4.6) je pohybovou rovnici jednoho hmotného bodu vadi druhému.
Relativni pohyb dvou hmotnych bodu (v inercialni soustavé soufadnic) podro-
benych jen jejich vzajemnemu plsobeni je mozné popsat pohybem hmotného
bodu o hmotnosti rovné redukované hmotnosti za cinku sily, ktera je rovna
vzdjemné interakci uvazovanych dvou hmotnych bodi.

V mnoha piipadech — pfikladem mize byt pohyb Mésice kolem Zemé, pohyb
druzice kolem Zemé atd. — je hmotnost télesa 1 mnohem mensi neZ hmotnost
télesa 2, tj. m; < m,.

Potom
m
no= L~ m
1+ —
my
a rovnici 5(4.6) lze napsat ve tvaru

dv

F, ~ m —=. 5(4.9)
de ' ‘

Pohybové rovnice pro obé ¢astice mizZeme viak psat i ve tvaru -

dp,

— = Fp,

dt

dp,

E;=F21— —Fp

Sedtenim téchto rovnic dostaneme

d dp,*
_R_I+ﬁ207
dt dt
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resp.
d
— (P, +p,) =0.
dt

Odtud plyne

P =p, + p, = konst .

Zakon zachovani momentu hybnosti dostaneme z rovnice 5 (2.18) za pfedpo-
kladu M = 0. Jeho matematicky zépis je

B = konst , 5(4.10)

resp.

b, + b, + .. + b, + .. + by = konst, 5(4.11)

kde b, jsou momenty hybnosti jednotlivych hmotnych bodi soustavy.

m,

F

Nt

Obr. 5.1

Zikon zachovani momentu hybnosti tvrdi, Ze celkovy moment hybnosti
izolované soustavy hmotnych bodi Jje konstantni.

Podobné jako pro hybnost mtizeme i zékon zachovani momentu hybnosti
vyjadiit ve tvaru

b(t) + .. + b,(t;) + .. + by(t) = by(ty) + ... + by(t,),

kde b,(t,), resp. b,(t,) jsou momenty hybnosti n-tého bodu v Sase 1), Tesp. 1,.

V soustavé hmotnych bodi (F =3 Fg, = 0) viak mize byt celkovy moment
vnéjSich sil vici podatku soustavy soufadnic nenulovy, tj. M # 0. Jako typicky
piiklad se uvadi pisobeni tzv. dvojice sil na soustavu hmotnych bodd. Na prvni
hmotny bod pusobi vn&jsi sila F | @ na druhy hmotny bod sila F,, pficemz obé
sily jsou rovnobézné, opaéné orientované a nelesi v Jjedné pfimce, jak je znazor-
néno na obr. 5.1.
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Plati
F=F +F, =0,

MI:[’IXFI]" M, = [r, x F,],
M=M +M,=1[rxF]+[nxF],
M= [r,x F]+ [, x (=F)],
M=[(rp—r)xF]=1[n xF]#0,
protoZe jak r,,, tak F; jsou riizné od nuly a nejsou navzajem rovnobézné, jako
v ptipadé vnitinich sil '
Pro izolovanou soustavu hmotnych bodt platii zikon zachovani mechanické
energie.

Protoze Fp, = 0, je i prace vnéjich sil rovna nule, tj. 4z = 0. Potom
odeétenim rovnice 5(3.13) od rovnice 5(3.7) dostaneme

Wi(B) — W(A) = —Wy(B) + W(A),
a tudiz
Wi(B) + Wy (B) = Wi(A) + Wy(A). 5(4.12)
Pro mechanickou energii W, izolované soustavy hmotnych bodt tudiz plati
W, = W + W, = konst . 5(4.13)

Zékon zachovani mechanické energie se did zobecnit na zdkon zachovani
energie. Pti viech dgjich probihajicich v pfirodé se méni pouze formy energie, ale
jeji celkova hodnota zustava zachovana.

V piipadg, Ze vn&ji sily jsou nenulové (soustava neni izolovana), ale konzer-
vativni, miiZeme praci v poli vn&jsich sil 4 vyjadfit pomoci potencidlni energie.
Bude platit

Ag = Wig(A) — Wie(B). 5(4.14)

kde vyrazem W,(A), resp. W,e(B) jsme oznadili potencidlni energii, kterou
soustava ziska v poli vn&jsich sil (proto index E), kdyZ soustava se nachazi
v pocate¢nim, resp. kone¢ném stavu. Jednoduchou apravou rovnic 5(3.7),
5(3.13) a 5(4.14) dostaneme

W, + W, + W,z = W = konst . 5(4.15)

Veli¢inu W nazveme celkovou energii soustavy hmotnych bod.
Je vhodné si uvédomit, Ze kinetickd energie zavisi na rychlosti, a tak vlastné
zavisi i na tom, v jaké soustavé soufadnic uvazujeme pohyb soustavy hmotnych
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bodli. Vnitini kineticka energie W,; je kinetickd energie soustavy hmotnych
bodii v soustavé soutfadnic, jejiz pocatek je totozny s hmotnym stfedem sousta-
vy.
Vnitini potencidlni energie zavisi pouze na vzajemné poloze hmotnych bodi,
coZ znamena, ze v kazdé soustavé soufadnic ma stejnou hodnotu.
Veli¢inu '
Wa + W = W 5(4.16)

nazyvame vnitini energie soustavy hmotnych bodl. Velmi ¢asto se pii diskusi
pohybu a stavu soustavy hmotnych bodii uvazuje pouze vnitini energie, i kdyz
pfi diskusi se neuvadi index I, jak jsme provadéli v této kapitole.

‘Pro izolovanou soustavu hmotnych bodu plati tfi zakony zachovani

1. z&kon zachovani hybnosti

P = konst, 5(4.2)
2. zakon zachovani momentu hybnosti
B = konst, 5(4.10)
3. zakon zachovani energie
W, = konst. 5(4.13)

Tyto zakony mayji zakladni vyznam v celé fyzice. Udavaji nam 7 mechanic-
kych veli¢in:
- 3 slozky vektoru hybnosti,

3 slozky momentu hybnosti a energii.

5.5 Konfiguraéni, impulsovy a fazovy prostor

Pti popisu soustavy hmotnych bodi se ¢asto pouziva geometrickd interpretace
a terminologie.

Misto toho, abychom fikali, ze prvni hmotny bod ma soufadnice x,, y,, z|,
druhy hmotny bod soufadnice x,, y,, z,, ..., N-ty hmotny bod soufadnice x,, y,
zy, zavadime 3N-rozmérny (ortogonalni) konfiguracéni prostor, v némz jsou
polohy (konfigurace) soustavy N hmotnych bodl zobrazeny jedinym (tzv.
konfiguracnim) bodem R,. Objemovy element konfiguraéniho prostoru

d®, = dx; dy, dz; ... dxy dyy dzy 5(5.1)
Vyjadfu,je? Ze soufadnice hmotnych bodu lezi v intervalech

dx,, dy;, dzy, ..., dxyp, dyy, dzyy, .
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V predeslém vykladu jsme uzivali kartézske soufadnice x, y, z. Obdobné
postupujeme i pii pouziti kiivocarych soufadnic g, . Necht soustava hmotnych
bodd ma f stupfit volnosti. Soufadnice hmotnych bodld necht jsou
g, K = 1,2, ... f. Pro soustavu hmotnych bodi nepodrobenou vazbam
je f= 3N. V ptipadé vazeb (viz nasledujici clanek 5.6) se tato hodnota (3N)
zmen3i o pocet vazebnich podminek. Konfiguraci soustavy hmotnych bodl opét
zobrazime bodem v f-rozmérném konfiguracnim prostoru; soufadnice tohoto
bodu jsou ¢y, 4y, -5 4y Objemovym elementem konfiguraéniho prostoru rozu-
mime veli¢inu

Obdobné popiseme i hybnosti py, py, ..., py soustavy hmotnych bodu (o f stup-
nich volnosti) tak, ze zavedeme f-rozmérny prostor hybnosti neboli impul-
sovy prostor. Objemovy element prostoru hybnosti '

do, = dp; dp, ... dps 5(5.3)

vyjadfuje, Ze hybnosti hmotnych bodi lezi v intervalech dp, dp,, ... dps

V klasické mechanice je pohybovy stav hmotného bodu uréen jeho polohou
a hybrnosti. Stav soustavy hmotnych bodi o stupnich volnosti Ize geometricky
znazornit bodem v 2f-rozmérném ortogonalnim prostoru, jehoZ osami jsou
zobecnéné (kFiVOéaré) soufadnice ¢y, q,, ..- 4; @ pfisluiné hybnosti py, py, ... Py
Tento prostor nazyvame fdzovym prostorem. Tyto body, jimiz geometric-
ky znazornujeme (reprezentujeme) stav soustavy hmotnych bodl v kazdém
tasovém okamziku, nazyvame reprezentativnimi (neboli t€Z fazovymi)
body. Zménu stavu, tj. vyvoj soustavy, lze pak zobrazit pohybem reprezenta-
tivniho bodu ve fazovém prostoru; pfislusnou kiivku opisovanou timto bodem
nazyvame reprezentativni neboli fazovou trajektorii. Pohyb reprezenta-
tivniho bodu je uréen pohybovymi rovnicemi soustavy hmotnych bodi; veliciny
dg> Px (K =1,2, ..., /) jsou komponentami 2f-rozmérného vektoru rychlosti
reprezentativniho bodu. Je-li znima poloha reprezentativniho bodu v jistem
gasovém okamziku f,, pak z pohybovych rovnic lze uréit jeho polohu v libovol-
ném jiném minulém nebo budoucim case 7.

Objemovy element fazového prostoru

do = do, dd, = dg, ... dg,dp; ... dpf’ 5(5.4)

vyjadiuje ,,rozmazani* soufadnic v intervalech dq; ... dg, a hybnosti v interva-
lech dp, ... dpy.
Reprezentativni trajektorie konzervativniho systému leZi na energetické

nadplose
W(g, p) = W(dp o dp Prs - ) = Wo - | 5(5.5)
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Fazovy objem @ pfisluiny staviim (soustavy hmotnych bodi), jejichZ energie
nepievySuje W, je uréen vztahem

b = f do . 5(5.6)
WsWo

V obecném ptipadé je vypocet fazového objemu velmi slozitym tkolem,
JelikozZ se jedna o vypocet komplikovanych mnohonasobnych integralii. Jedno-
duche ilustrace takovych vypocti najde ctenaf v piiloZzenych tilohach.

Da se dokézat, ze fazovy objem konzervativniho systému se zachovava: pfi
Vyvoji systtmu se miize ménit pouze tvar fazového objemu, avSak velikost
fazového objemu se neméni. Ditkaz tohoto tvrzeni, zvaného Liouvilletiy teorem,
Jakoz i souvislosti fazového objemu s termodynamickymi veli¢inami patii do
samostatného pfedmétu — statistické fyziky*).

3.6 Vazby. Lagrangeovy rovnice prvniho druhu

Casto se setkavame se situaci, Ze pohyb astic je omezen jistymi dodateény-
mi podminkami — tzv. vazbami. Tyto vazby mohou byti zadany nejriz-
n&jsimi zpiisoby: funkcemi soutadnic a &asu, diferencialnimi rovnicemi apod.
Zde probereme pouze nejjednodusdi pripad, kdy je pohyb hmotného bodu
vazan na plochu

flr)=f(x,y2z)=0. 5(6.1)

Ptikladem miiZe byt pohyb &astice po naklonéné roving, kdy ¢astice pohybujici
se pod vlivem tiZe je vazana na tuto rovinu. Misto 5 (6.1) miizeme mit podmin-
ku flr, t) = 0, coz znadi plochu ménici se s Gasem. Jinym pfikladem miiZe byti
soustava hmotnych bodi s neménnymi i vzdjemnymi vzdalenostmi. Takovou
soustavu nazyvame dokonale tuhym télesem (viz kapitolu 7). Zde se viak omezi-
me na vazby typu 5(6.1).

Virtudlnim®) posunutim dr nazveme kazdou malou zménu polohy
hmotného bodu, kterd je mozna pii existujicich vazbach. Pro Jjistotu jesté
zdlraznime, Ze se jednd o moZnou, ne nutné realizovanou zménu polohy.

Pfi virtudlnim posunuti ér ziistane hmotny bod na ploge 5(6.1), proto bude
platit (viz matematicky dodatek D.5)

(5f=g5x +a—f8y+g62=0,
Ox oy 0z

*) Viz napf. KvasNica J.: Statisticka fyzika, Academia Praha 1983.
*) Z latinského virtualis = ctic, respektujici.
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resp.
or.Vf=0. 5(6.2)

Pfi posledni apravé jsme uZili zapisu D(5.9).
Vztah mezi hnaci silou F a zrychlenim a zapiSeme ve tvaru F — ma = 0,
resp. :

(F—ma).or=0. 5(6.3)
K této rovnici piiéteme A-nasobek rovnice 5(6.2), coz da
(F+ iVf—ma).or=0. 5(6.4)

7de Sr znadi virtudini, nikoli libovolnou zménu polohy, proto z 5(6.4) nelze
wsoudit, 7¢ F + A Vf— ma = 0. MiZzeme viak zvolit (zatim libovolny) para-
metr A tak, aby rovnice 5(6.4) platila pro libovolnou zménu polohy Jr. Pfi takto
zvoleném 4 bude

ma =F + AVf. | 5(6.5)

Vznikla rovnice je specidlnim piipadem Lagrangeovych rovnic proniho
druhu, jez uréuji pohyb &astic podrobenych vazbam (J. L. LAGRANGE,
1775). Veli¢inu

F = AVf | 5(6.6)

nazyvame vazebni silou. Z 5(6.2) plyne, Ze prace A" = F* . or pti virtudlnim
posunuti je rovna nule

SA" =F .0or=16r.Vf=0, 5(6.7)

co? je specidlnim piipadem tzv. d’Alembertova principu virtudlnich praci
(J. ’ ALEMBERT, 1770), jeZ se podrobné probira v analytické mechanice.

Rovnicim 5(6.5) a 5(6.6) lze dat jednoduchou interpretaci. Necht F je konzer-
vativni sila, §j. F = — VW, Rovnici 5(6.5) lze pak zapsat ve tvaru

F=— VW,

kde W, = W, — Af. Veli¢ina — Af tedy vystupuje v roli dodatecné potencidlni
energie, kterou je hmotny bod pfipoutan na plochu f(r) = 0.

Rovnice 5(6.5) se vztahuje na jediny hmotny bod podrobeny hnaci sile F a je-
diné vazbé f{r) = 0, popt. f{r.t) = 0. Zobecnéni na soustavu N hmotnych bo-
di podrobenych hnacim silam F,, F,, ..., Fy a M vazbam

feltp bty ) =0, K =1,2,., M 5(6.8)
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je nasnad€. Misto 5(6.2) a 5(6.3) budeme mit

N N
Y or, .V, fx =0, Y (F, — ma;)dr, =0,
L=1 .

Zde symbol V, oznacuje vektor o slozkach df/ox, , of/dy; , 0f/0z; . Stejnym
postupem jako pii odvozovani 5(6.5) dospgjeme k odpovidajicim Lagrangeo-
vym rovnicim prvniho druhu

M
ma; = F; + KZI Ag Vifx - 5(6.9)

Soustava N hmotnych bodl nepodrobenych vazbam ma 3N stuprit volnosti.
V ptipadé M vazeb je poCet stupfiti volnosti f = 3N — M.

5.7 Lagrangeovy rovnice druhého druhu.
Hamiltonovy kanonické rovnice

Newtonovy pohybové rovnice Ize riizné upravovat a dat jim Jiny tvar, ktery je
vhodnéjsi pro obecné teoretické uvahy.
Abychom zbyte¢né nekomplikovali jednoduchou ideu, zaéneme jednoroz-
mérnym pohybem, kdy pohybova rovnice zni
d 6W
— (mv) = — —2£.
dt O0x

Zavedeme kinetickou energii W, = mv?/2, odkud plyne mv = OW,/0v, takze je

d (oW, ow,
_ <_k> + —P =90,
de \ ov 0x
Rovnici 1ze pievést na symetri¢téjsi tvar tak, ze Zavedeme Lagrangeovu funkci
(lagrangian) L = W, — W,. JelikoZ je
oW, 0oL ow, 8L
ov o 0x ﬁx
plati také

dL) L, 507.1)

dt \ov 0x
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Zobecnéni na soustavu N &astic je pfimodaré. Misto soutadnic
X[, Vs 21> -0 XN» VNs 2N zavedeme oznadeni q;, ¢, ..., g3y, takZe je

VVk = ;%ml(v%( 4 VVp = VVp(Qp qys +ees q3N) . 5(72)

Zde vy = g = (dgg/dr) jsou slozky tychlosti Castic. Zavedeme Lagrange-
ovu funkci ]ako rozdil kinetické a potencialni energie

L=Wk~Wp=§%mKUf<~W;). 5(7.3)

Misto 5(7.1) budeme mit Lagrangeovy rovnice druhého druhu

oL oL ;

( >————=0. 5(7.4)
dt \dvg 0qk

Snadno se presvédéime, Ze tyto rovnice jsou ekvivalentni Newtonovym pohybo-
vym rovnicim (dpg/dt) = — (W, /dqy) -

Veliciny

oL

Py = — 5(7.5)
vk

jsou slozky hybnosti sdruzené se soufadnici gy .
Najdeme &asovou derivaci Lagrangeovy funkce L = L (g, vg). Podle pra-
videl o derivovani slozené funkce mame

dL <6L dqg N oL de)
dr 0qy dt Ovg dit '
S ohledem na 5(7.4) a 5(7.5) mizZeme vyjadfit
de de) d <
= + pr— )= — PV 5
dt §< o N ) 2 i)
takze je

oo, 5(7.6)

Zde jsme symbolem H oznadili Hamiltonovu funkci (hamiltonidn)

H=7Y pewx — L. - 5(17)
K
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Jelikoz (dH/dt) = 0, funkce H se pti vyvoji systému neméni, zachovdivd
se. Fyzikalni vyznam najdeme tak, ze v 5(7.7) zavedeme py = myv, a uZije-
me 5(7.3). Vysledkem je vztah

H=W+ W, 5(7.8)
z ného? je vidét, Ze hamiltonian piedstavuje celkovou energii soustavy.
Rovnice 5(7.6) tak vyjadiuje zdkon zachovdni celkové energie.

S ohledem na pozdgjsi reference uvedeme hamiltonian jedné Gastice (hmotné-
ho bodu)

H=pv—L. 5(1.9)

Hamiltonian H snadno vyjadfime jako funkci soufadnic gy a hybnosti py,
a sice
2

H = H(pg, qx) = X —— + W, (41 a4 - d3n) - 5(7.10)
K 2myg
Pro uplny diferencial mame vyjadreni
oH 0H '
dH =), (— dpg + —qu) . 5(7.11)
K \0pg dqk '

Jiné vyjadieni dostaneme z 5(7.7)

K

Ponévadz
oL oL d
dL =) <—— dvg + —qu) =) (pKde + —&qu> ,
K \0vg 0qk K\ dt
je také
d d
dH = Y (ﬂ dpy — LK qu> . 5(7.12)
K \ dt dt

Srovnanim 5(7.11) a 5(7.12) dostaneme Hamiltonovy kanonické rovnice

(W. R. HAMILTON, 1850)
dgy 0H dpy ~~ OH

= , . 5(7.13)
dt Opx dt 0qx

Zduraznéme, Ze se jedna o soustavu diferencidlnich rovnic proniho Fddu.

156



Pti odvozovani Lagrangeovych rovnic druhého druhu 5(7.4) a Hamiltono-
vych kanonickych rovnic 5(7.13) jsme uzili kartézské soustavy soufadnic -
qx = (X1, Y1 Z1» s Xy» Yy Zy) -V analytické mechanice se dokazuje, Ze tyto
rovnice si zachovaji svij tvar i v libovolné kfivocaré soustaveé soutfadnic g.

Resené tilohy

1. Najdéte fazovou trajektorii linearniho harmonického oscilatoru.
ReSeni. Z vyrazu pro energii linearniho harmonického oscilatoru

7
ot Ime’ = W
2m

je vidét, Ze se jedn o elipsu s poloosami a = (2mW)"2 b = (2Wmw?)"? .
2. Najdéte fazovy objem linedrniho harmonického oscilatoru. Reseni. Podle

piedeslé tilohy je to plocha elipsy s poloosami a = 2mW)'2, b = 2mW/
mew?)%, . @ = nab = 2nWo.

3. Urdete fAzovy objem volné Eastice (hmotného bodu) pohybujici se v obje-
mu V.
Reseni. Jelikoz W = p?/2m, jedna se o vypodet integralu

D = de dy dz Jdpx dp, dp, .
Integral pres prostorové soufadnice da objem V. Integrace pies hybnosti se
provadi v oblasti ‘
pfc + pi + pf < 2mW,
coZ je objem koule o poloméru r = (2mW)1/2. Je tedy

& = 4’V = nV(2mw )2 .

4. Vypocdtéte fazovy objem soustavy N stejnych hmotnych bodt pohybujicich
“se v objemu V.
Reseni. Integrace pies prostorové soutadnice kazdé z ¢astic d4 objem V, takze
konfiguracni objem @, = VN, Objem @, prostoru hybnosti je objem
3N-rozmérné koule

P+ .ph =pl + pfy + pf, + e+ PRy plz\ly + py, = 2mW
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o poloméru r = (ZmW)1 2 . Objem f-rozmérné koule je tmérny r/,
y. @, = = Cr/. Multiplikativni konstanta C se uréi iplnou indukci. Pro sudé
fje C = n/%/(fj2)! Je tedy

B Qumw yN2yN
~ (Np)

(1)

5. Idealni plyn lze pokladat za soustavu volnych hmotnych bodu pohybuji-
cich se v objemu V. Urcete fazovy objem plynu.

Refeni. Jednd se o vhodnou upravu vzorce (1) pfedeslého piikladu pro
N > 1. Ptiblizny vzorec pro f! pfi f> 1 lze odvoditi takto

f
Inl+m2+..Inf= j In x dx = In(fe) .
1
Je tedy f! = (fle)/, coz da

OW, V) = (

41temW)3N/2VN
3N
Velmi silna zavislost fazového objemu na energii vede k tomu, Ze prakticky

cely tazovy objem je tvofen uzkou energetickou vrstvou AW. Nejlépe je to vidét,
vypocteme-li rozdil fazovych objemu

AD = B(W, V) — (W — AW, V) = &(W, V) [1 —~ <1 - A—V:YYN/Z]

Zavedeme stfedni energii jedné ¢astice ¢ = W/N; pii N » 1 lze poloZit

( AW>3N/2 ( AW>
1 - =22 ~exp(-3— ),
Neg 2e

A(D;t:b.,:l ——exp(—gA—W>]
2 ¢

Odtud je vidét, ze uz pii tloustce AW energetické vrstvy AW = ¢ je AP
srovnatelné s celym fazovym objemem @.

6. Vysetiete pohyb hmotného bodu po naklonéné roviné v homogennim
tihovém poli pomoci Lagrangeovych rovnic prvmho druhu. Naklonéna rovina
je v klidu.

Reseni. Pohyb bodu je vazan na rovinu, jejiz rovnici vezmeme ve tvaru

f,p,z2)=y—kx —q=0, (1)

takze je
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kde k = tgo, o je thel sklonu naklonéné roviny. V pohybové rovnici 5(6.5)
polozime F, =0, F, = —mg, F, =0 aprof(x,y,z) uzijeme (1). Dostaneme
tak

—mx = Atga, my = —mg + A.

Pii pocateénich podminkich x, =0, yo = g, %y = ¥y = 0 maji tyto rovnice
fefeni
At 1 :
—x = "tga, y=gq+—(L— mg). (2)
2m 2m

Po dosazeni tdchto vztahl do rovnice (1) naklonéné roviny dostaneme pro
4 podminku A — mg + 4 tg?a =0, . 4 =mg cos® o ReSeni (2) pak zni

—x = 1 gt* sin « cos a, y =g — Lgt?sin’a.
Délka probéhnuté drahy
s=[x2+ (= y)fl"?=1g’sina,
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Kapitola 6

Raz téles

6.1 Klasifikace srazek

V bézném zivoté je pojem srazky (kolize) spojen s pfimym kontaktem ziicastné-
nych téles. Castice (télesa) se vSak ovliviiuji prostfednictvim vzajemného piiso-
beni, aniz by pii tom doslo k jejich pfimému dotyku.

Ve fyzice nazyvdame srafkou ¢dstic vysledek procesu vzdjemného
pusobeni zucastnénych cdstic.

Pfi experimentalnim i teoretickém studiu srazek obvykle postupujeme ndsle-
dujicim zplisobem. Zjistime, popi. zadame pocatecni stav zucastnénych ¢astic,
tj. stav Castic pii jejich nekoneénych vzajemnych vzdalenostech, kdy je interakce
¢astic nulova. Takto zvoleny pocatecni stav tedy odpovida volnym ddsticim.
Z hlediska Casového vyvoje tomu obvykle pfipisujeme ¢as t = —oc. V teorii
srazek se pocCateéni stav obvykle oznacuje jako vstupni kandl.

Castice pti svém pohybu vstoupi do oblasti silového piisobeni, dojde k proce-
su srazky. Pfi daném pocatecnim stavu mize byt vysledek srazky (koncovy stav
odpovidajici ¢asu t = + oo) riizny. Tyto rizné moZnosti nazyvame vystup-
nimi kandly nebo kandly reakce. Srazky &astic klasifikujeme podle vy-
stupniho kanalu.

Vysvétlime si to na ptiklad¢é srazky dvou atomi. Dva atomy se mohou pfi
srdzce pouze vychylit ze svych trajektorii, aniz by pfi tom doslo k jakymkoliv
jinym zménam ve stavu obou atomu anebo vzniku novych ¢astic. Takové
srazky, pfi nichZ nedochéazi ani ke zméné vnitiniho stavu pliivodnich &astic, ani
ke vzniku anebo zaniku &astic, jsou tzv. pruzné (elastické) srdzky neboli pruzny
(elasticky) rozptyl. Pfi srdzce atomlt mize (za vhodnych okolnosti) dojit také
ke zméné jejich vnitiniho stavu (zméné elektronové konfigurace, excitaci). Ta-
kové procesy, pfi nichZ nevznikaji nové Castice, avSak méni se vnitfni stav
zoCastnénych Castic, oznacujeme jako nepruZny neboli neelasticky rozptyl.
V makroskopickeé fyzice je pfikladem nepruzného rozptylu nepruzna deformace
téles pii jejich vzajemné srazce. Nepruzny i pruzny rozptyl odpovidaji tzv.
infinitnimu pohybu: Castice se mohou vyskytovat po celou dobu v libovolng
velikych vzajemnych vzdalenostech. Vysledkem interakce obou atomt muze byt
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napf. vznik dvouatomové molekuly. Mechanickou analogii je slinuti (spojent)
dvou téles pfi jejich srazce. ‘

Procesy spojené se vznikem nebo zanikem ¢astic, popf. se zménou poctu
astic nazyvame reakce. Piipomeneme nékolik zndmych procest tohoto
druhu. PH sraZce elektronu s pozitronem dojde k jejich zaniku a ke vzniku
fotontl. Srazka neutronu s jadrem uranu vyvola tzv. Stépnou reakci, pfi niz se
jadro uranu rozdéli na nékolik leh&ich fragmentt. Mechanickou analogii reakce
je rozbiti kolidujicich t&les na fadu ulomki. Pfi srazkach ¢astic vysokych energii
se ast energie téchto ¢astic zuZitkuje na produkci novych castic. O téchto
otazkach pojedname v kapitole vénované relativistické mechanice. ZvlaStnim
typem reakci jsou samovolné neboli spontdnni rozpady, kdy dana Castice
se samovolng, tj. bez jakéhokoliv vn&j§iho zasahu rozpadne na jiné Castice, popf.
emituje ¢astice. Mechanickym piikladem mizZe byt exploze casovaného granatu,
ktery se tim rozdéli na fadu ulomkd. Terminem rozpad vSak nesmime rozumét
pouze mechanické rozdéleni na &asti, z nichz je pivodni systém sloZen. Rizné
typy rozpadu atomovych jader a tzv. elementarnich ¢astic ukazuyi, Ze pfi téchto
procesech se jedna o vzajemnou pfeménu ziicastnénych castic.

Nepruzny rozptyl a reakce mohou obvykle probihat pouze tehdy, kdyZz
energie kolidujicich &astic piekrodi jistou mez zvanou prdh reakce. Vysvétlime
si to opét na srazce dvou atomd. Ctenat vi, Ze energetické hladiny atomu jsou
diskrétni, Ze napf. prvni excitovana hladina lezi o jistou kone¢nou hodnotu
6 nad zékladnim stavem. Dokud energie kolidujicich atomi nedosahne alespoii
této hodnoty J, nemiize dojit k excitaci atomt, a tedy ani k nepruznému
rozptylu. Naproti tomu pfeména paru elektron+pozitron na fotony muzZe
nastat pfi libovolné energii elektronu a pozitronu, a je tedy pfikladem bezpraho-
vé reakce. Rizna omezeni na prahovou energii pro produkci novych ¢astic
pfinasi Einsteintiv vztah mezi hmotnosti a energii, jak o tom pojedname v kapi-
tole 12 o relativistické mechanice.

Prabéh a vysledek srazky zavisi na interakci zacastnénych Castic. V ‘oblasti
mikrosvéta je nutno respektovat kvantové vlastnosti Castic. Radu obecnych
vysledki 1ze viak ziskat pouze na zékladé zdkonit zachovdni, jez nakladaji
jisté omezeni na mozné typy a prithéh procesi.

Proilustrujeme to na piipadu samovolného rozpadu klidové ¢éstice. Pocatec-
ni energie klidové Gastice je rovna jeji vnitfni energii, kterou oznacime e. Vzniklé
astice s hmotnostmi m,, m, maji vnitini energie ¢, & a kinetické energie
p}/(2m,), p3/(2m,). Ze zékona zachovani energie pak plyne

8=81+2p—1+82+£2—. 6(1.1)

Pongvad? &astice byla pred rozpadem v klidu (méla nulovou hybnost), ze
zékona zachovani hybnosti plyne, Ze i celkova hybnost produkti rozpadu je
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nulova p, + p, = 0. Pfirozpadu se ob¢ ¢astice rozleti se stejné velikymi, aviak
opa¢nymi hybnostmi, tj. p, = —p, =p. Jetedy p; = p3 = p’ coZ po dosazeni
do 6(1.1) da

| P’ =2m4, 6(1.2)
kde m = mym, /(m; + m,) je redukovand hmotnost soustavy,

Je energetickd diference vnitinich stavl. Ponévadz hybnost je redlnou ve-
li¢inou, podminkou samovolného rozpadu je 4 = 0. Rovnici 6(1.2) je uréena
hybnost a rychlosti v| = p,/m,, v, = p,/m, produktil rozpadu. Zakon zacho-
vani  momentu  hybnosti r, x p, +r, x p, =0 da  po  dosazeni
r=r —ry,p = —p,=p podminku r x p = 0. Odtud plyne trivialni vy-
sledek, ze vektor vzijemné polohy r = r; — r, je rovnobé&Zny s vektorem hyb-
nosti vzniklych ¢astic.

Poznamka. V mechanice uvazujeme zpravidla pouze ,,mechanické’ zi-
kony zachovani energie, hybnosti a momentu hybnosti. Ve skute¢nosti jsou
1 dalsi omezeni, Ze zdkona zachovani elektrického naboje plyne, Ze celkovy
elektricky ndboj koncovych castic musi byt roven celkovému elektrickému
naboji pocatecnich Castic. V oblasti mikrosvéta nutno respektovat zachovani
baryonoveho disla, tj. rozdilu po¢tu baryontt a antibaryoni. (Pfipomerime si, Ze
terminem baryony oznaCujeme nukleony a ¢astice s v&t§t hmotnosti,) V dalgich
uvahach budeme pfedpokladat, ze pfi studovanych procesech jsou plnény
viechny zikony zachovani.

Zakony zachovani piedstavuji jistd omezeni neboli vybérova pravidla pro
mozne typy rozpadll nebo reakci. Zakony zachovani energie, hybnosti, momen-
tu hybnosti a elektrického naboje by napf. dovolovaly samovolny rozpad
protonu na pozitron a neutralni mezon m, (s hmotnosti kolem 260 hmotnosti
elektronu, m, = 260m,), a piesto takovy proces nenastavé, ponévadz by byl pfi
ném narusen zdkon zachovani baryonového ¢isla,

6.2 Soustava laboratorni a soustava hmotného stredu

Pfi experimentalnim studiu srazek se zpravidla setkdvame s ptipadem, Ze jedna
z Castic — tzv. ter¢ik — je pfed srdzkou vi¢i pozorovateli (laboratofi) v klidu
a druha castice nalétava na tuto Castici. Takové referenéni soustavé fikame
laboratorni, zkracené L-soustava. Veli¢iny (hybnost, energie, thel rozptylu)
v této soustavé budeme oznacovat indexem L. Teoretické studium srazek se
obvykle s vyhodou provadi v soufadnicové soustavé, v niZ je v klidu hmotny
stfed kolidujicich ¢astic. Tuto soufadnicovou soustavu nazveme soustavou
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hmotného stfedu, zkracené C—soustavou (z anglického centre of mass system).
Velidiny v této soustavé budeme oznacovat indexem C. Piejdeme k odvozeni
vztahtl mezi veli¢inami v obou soustavach. Zde budeme vSude pfedpokladat, ze
rychlosti viech zadastnénych astic jsou velmi malé ve srovnani s rychlosti
svétla, takze lze uZit nerelativistickou Newtonovu mechaniku. Zobecnéni na
relativistickou oblast rychlosti provedeme v kapitole 12.

Castice budeme oznacovat indexy 1 a 2. Rychlost V hmotného stiedu vici
dané (laboratorni) referencni soustavé je uréena znamym vztahem

(m; + my) V = my, +my, =p, +p,.
V laboratorni soustavé je pied srazkou v, = 0, a tudiz

v P 6(2.1)
my -+ my ' .

Rychlost v ¢astice v C-soustavé je ; K ,
ve =v, — V, " ‘ 6(2.2)
odkud plyne pro hybnosti ¢astic v C-soustavé pted sraZzkou

pic = myic = m(vy — V), Pyc = my¥pe = myvy — V),

m,
Pic =P —mV=———py. 6(2.3)
m; + n,
} my L T,
Py =Py —m¥V = — ————py . 6(2.4)
ml + mz .

V C-soustavé je celkova hybnost kolidujicich ¢astic rovna nule

Pic + Pyc =0, Pc = — Pic - 6(2.5)

Zatimco v L-soustavé jedna (tercikova) Castice je v klidu, v C-soustavé se obé
Castice pohybuji proti sobé se stejné velikymi, ale opacnymi hybnostmi.
Zakon zachovani hybnosti vede ke vztahiim

P + Py = PiL + P (1 +’P5L = (my + my) V, 6(2-6)

kde ¢arkou nad symbolem oznacujeme pfislusnou veli¢inu po srdZce. V C—
-soustavé je zakon zachovani hybnosti vyjadien vztahy

Pic + Pxc =0 =pc +Pc=0, Py = — Pic - 6(2.7)
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Odtud je vidét jednu z vyhod C-soustavy. Castice v C-soustavé se i po sraZce
pohybuji stejné velikymi, ale opacnymi hybnostmi. (Hybnosti po sraZce jsou
vSak viic¢i pivodnim hybnostem pfed srazkou obecné pootoden ».)

Obr. 6.1 Pruzny rozptyl v C a L soustavé

Oznalime-li ¢, &,, &, &, vnitini energie &astic pfed srdzkou a po srazce, pak
zakon zachovani energie vede k podmince

2
e + BC o 4 P 1+;’£+gz+£2£. 6(2.8)

2m, 2m, m 2m,

jez s ohledem na 6(2.5) a 6(2.7) poskytne vztah mezi hybnosti (prvni) ¢astice
v C-soustavé pfed srazkou a po srazce :

PE=ple—2md. 6(2.9)
Zde m je redukovana hmotnost soustavy kolidujicich ¢astic a
d=¢g+¢g—¢ —¢ 6(2.10)

je zména vmtrm energie Castic pfi rozptylu. Podminkou moZnosti nepruzného
rozptylu je p1C — 2md =z 0, resp.

2 o 2my(my + my) 4 '

= 6(2.11)

m,
V poslednim vztahu jsme vyjadfili p, pomoci 6(2.3). Je-li 4 > 0, pak 6(2.11)
urCuje prahovou (kinetickou) energii pro vznik nepruzného rozptylu.
V dalSim se budeme zabyvat pruznym rozptylem kdy 4 = 0. V takovém
pfipadé z 6(2.9) a 6(2.7) plyne
Ph = P = Plc = P - 6(2.12)
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Pii pruzném, rozptylu se v C-soustavé absolutni hodnota hybnosti nemént,
hybnost rozptylené ¢astice méni pouze svlij smér. Hybnost p|¢ rozptylené Castice
lezi tedy na povrchu koule o poloméru p,.. V fezu je situace znazornéna na
obr. 6.1., na ném? je pro srovnani uvedena také situace v L-soustavé. Symboly
% Sic oznacujl rozptylové uhly prvni &astice v obou soustavach.
Najdeme nyni vztahy mezi veli¢inami v obou soustavach. Pfi pruzném rozpty-
lu je
2 2 2 2
w, =L gy = Bicy Pc Bic 6(2.13)
2my 2m; 2m, 2m

Po dosazeni za p, z 6(2.3) dostaneme vztah mezi energiemi v obou soustavach
m
W = —2— W, . 6(2.14)

Rozdil energie W, — W = mW /(m; + m,) pfipadd na pohyb hmotneho
stiedu.

Vztahy mezi p;, pj., Py, @ vztahy mezi rozptylovymi Ghly najdeme takto:
Jelikoz rychlost hmotného stfedu je konstantni, hybnosti &astic po rozptylu
budou

Pic =Py —mV, P =Py —mV 6(2.15)
Ze 6(2.3) a 6(2.15) plyne pro zménu hybnbsti nalétavajici ¢astice -
Pic = Pic = P — PiL - / 6(2.16)
Povysime na druhou a uvazime, Ze pjc = p;c- Mame tak
29 (1 — cos 8y¢) = Pl + PIL — 2pyPiL c0s dy -
Po dosazeni za p,. ze 6(2.3) dostaneme

2mzl’m (1 — cos 91c)

(m +m )2 = p%L + p,12L - 2p1LpiL Cos 91L . 6(217)
1 2

Ze zakona zachovani energie

2 2 2 - '
Pu _ P, P 6(2.18)
2my  2m;  2m,

po dosazeni p;; = p;. — pj. a jednoduché upravé dostaneme

/ p my 2 2
piL + p'h — 2pypiL cos 9y = . (piL — PiL) - 6(2.19)
1
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Srovnani této rovnice s 6(2.17) poskytne hledany vztah
P = ) - (m{ + m3 + 2mym, cosd;c)? . 6(2.20)
ml + m2 . -

Toto vyjadfeni p; dosadime do 6(2.19), ¢imz ziskame vztah mezi rozptylovymi
uhly v obou soustavach

m; + my cos Iy

cos §,; = — . 6(2.21
th (m? + m3 + 2mm, cos 9c)"? 221)
Pomoci vztahu tg o = (1 — cos” a)"/?/ cos o dostaneme
.
tg 9, = —2MAc 6(2.22)
m; + m, cos 9,
Spojenim 6(2.18) s 6(2.20) dostaneme pro hybnost p5, vyjadfeni
: 2 19 |
py = 2L gip TC - 6(2.23)
Uhel rozptylu druhé &astice najdeme obdobné. V C-soustavé je

Z 6(23) a 6(2.15) plyne p,c — Pic = P —Pj, POPE Pic + Pic =
'= p;. — Py- PovySenim na druhou plyne ~

2 m3 piy, (1 — cos 8y¢)

(my + my)

2 2 ,
= Pip + Pl — 2pyL Py €08 Iy,

kde 9, je tthel mezi p5; a py;, tj. thel rozptylu (odrazu) druhé &astice, jez byla
na pocatku v klidu. V 6(2.18) dosadime p’;; = p;;. — p5;, ¢imZ dostaneme

' m
PiL + Pof — 2Py Py €08 8y = pip — m—lplzf ,
2
odkud plyne hledany vztah
2
Py = —2PIL o5, 6(2.25)
m; + m,
Srovnani s 6(2.23) poskytne vztah
1
d = —Se) ' 6(2.26)

2
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ktery lze ziskat i jednoduchou geometrickou fivahou z obr. 6.1. Z posledniho
vztahu plyne

tg 9, = ctg (39,¢) - 6(2.27)

Pomoci znmého vzorce tg (x + f) = (tg & + tg f)/(1 — tg & tg f) po jedno-

duchych trigonometrickych tpravach dostaneme pro uhel rozletu
m; + m

=L Zetg (1 8). , - 6(2.28)

tg (%L + 1)

Podle toho, zdali je tg 3 > 0 nebo tg 3 < 0, je uhel rozletu 9 < m/2 nebo
9 > m/2. Z 6(2.28) pak plyne, ze
S+ 9 < w2 pii my>my,
81]_, + "92L > 7!/2 prl ml < Wl2 B
Posledni vztah okam?zité plyne také ze zdkona zachovani energie 6(2.18), jenz pfi
m, = m; da p%L = p’lL‘2 + p’sz, co? je Pythagorova véta pro pfislusny pravou-
hly trojuhelnik.
Pro Ugely reference uvedeme tfi specidlni pfipady vztahu mezi rozptylovymi
{ihly, jez okamzité plynou z 6(2.22), a to
S2%¢ pfi my<my ,
L= 1%c pfi my=my,,
9. =0 pii  my>»m,. ' 6(2.30)

6.3 Rozptyl na centralnim poli

K uréeni vysledku srazky dvou &astic (napf. rozptyloveho uhlu 9) je nutno znat
interakéni zakon téchto Castic a feseni odpovidajicich pohybovych rovnic:

Necht interakce obou Castic zavisi pouze na jejich vzajemne vzdalenosti
r = |r, — ry, takZe potencidlni energie W, odpovidéa centralnimu poli

W, = Wp(r). 6(3.1)

V C-soustavé je Pic = Poc = P, takze celkova energie

2 2
w=le Py
2m;  2m,
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bude
2

p
W= —+ W(r), 6(3.2
Sy (:2)

kde m = mym,/(m; + m,) je redukovana hmotnost soustavy. Vzijemny pohyb
dvou ¢astic Ize tedy nahradit pohybem jedné ¢astice (s redukovanou hmotnosti
m) v daném potencialovém poli W (r). Index C oznadujici soustavu hmotného
stfedu budeme pro struénost vynechdvat, ponédvads jinou soustavu zde uzi-
vat nebudeme. A
- Ze &tvrté kapitoly vime, Ze v centralnim poli je trajektorie rovinnou k¥ivkou.
Zavedeme-li v roviné drahy polarni soufadnice r, g, pak energii W lze vyjadFit
rovnici
W= %m(iz + P + (). 6(3.3)

Celkova energie W je podél trajektorie konstantni. Zakon zachovani plosné
rychlosti souvisi se zakonem zachovini momentu hybnosti znamym vztahem
d
b = m’p = m? e} 6(3.4)
dt

Po vylouceni dp/dr dostaneme pro energii vyjadfeni

d b
W=T[<—r) + M:lJer(r),
2 L\dt mre

odkud plyne

—_——— L —— e ——

0.
Obr. 6.2 Rozptyl na centrilnim poli
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Z 6(3.4) vyjadiime dt = mr’b~! dgp, coz po dosazeni do piedchozi rovnice dé

do = br=2 dr 6(3 5)
v [2m (W — Wp) — bzr_z]l/2 : '

V centralnim poli je trajektorie ¢4stice symetricka vzhledem k usecce vedené
z centra k nejbliz§imu bodu na trajektorii. Na obr. 6.2 tomu odpovida tsecka
OA. Obé asymptoty trajektorie protinaji tuto uise¢ku pod stejnym uhlem, jenz
_je na obr. 6.2 oznaden ¢,. Oznacime-li r, kofen rovnice

2m [W — Wp(r)] — bt =0,
pak integraci rovnice 6(3.5) ziskame pro thel ¢, vyjadfeni

br=2 dr

 [2m(W — W) — 2] 6(3-6)

Yo —

Zde pro jednoduchost piedpokladame, Ze r, je jedinym kofenem uvedené rovni-
ce, coz skuteéné nastava pro nékteré dulezité potencialy. V pfipadé vétsiho
po¢tu kofenll r, je nutno nékteré dalsi avahy pfiméfen€ modifikovat, coz
s ohledem na uc¢inény piedpoklad délat nebudeme.

Z obr. 6.2 je vidét, Ze rozptylovy uhel § = 9, souvisi s tthlem ¢, vztahem
Py + 0o + 3 =T, 4.

9=t — 20 6(3.7)

Absolutni hodnotu |t — 2¢,| piSeme proto, Ze Uhel rozptylu bereme vzdy
nezaporny. Upozoriiujeme téZ na souvislost 6(3.7) s 6(2.26).

Rozptyl je infinitni pohyb: Castice se k sobé pfiblizi z nekonecna, jsou
vychyleny a opét se vzdali do nekone¢na. Oznaéme v, (relativni) rychlost ¢astic
v nekoneénu. Energii W lze (s ohledem na zikon zachovani) zapsat jako
mv(z)/Z. Dale zavedeme srdzkovy parametr ¢ jako vzdalenost, na niZ by
Gastice proletéla od silového centra (tj. druhé &astice) v tom pfipad€, kdyby
nebylo silového piisobeni. Je to tedy délka kolmice vedené ze silového centra
O na smér v, (viz obr. 6.2). Moment hybnosti b je pak b = mvye . Pro ucely
referenci uvedeme oba vztahy

W=W,= é-mv(z), b = by, = muy . k 6(3.8)
Po dosazeni t&chto vztahit do 6(3.6) dostaneme |

Qr'zdr
o [1 = @72 = 2(md) ™ W]

Py = 6(3.9)
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Piipomenime si, Ze #, je kofenem rovnice

1 — %2 = 2(mvz)“1 W (r) = 0. 6(3.10)
Rovnice 6(3.9) urduje zavislost g, na srazkovém parametru ¢, = ¢(e) a pak
ve spojitosti s 6(3.7) zavislost rozptylového thlu na srazZkovém parametru
3 = 9e), popi. obracenou zavislost ¢ = ¢(9) .

Pti experimentalnim studiu rozptylu se zpravidla nesleduje individualni roz-
ptyl jedné castice, ale rozptyl svazku stejnych ¢astic dopadajicich na silové
centrum (ter¢ik) se stejnou rychlosti v, Proudovou hustotou j svazku rozumime
podet &astic dopadajicich za jednotku ¢asu (1 s) na jednotkovou plochu (1 m?)
postavenou kolmo k dopadajicimu svazku. Svazek ma jistou kone¢nou tloustku
(prufez), proto riiznym Castim tohoto svazku piislusi rzny srazkovy parametr
0, a tudiz i rizny rozptylovy uhel 9. Symbolem dN oznadime pocet astic
rozptylenych za jednotku ¢asu (jednim) silovym centrem do uhlu mezi § a
3 + d. Tato veli¢ina je pfimo umérna intenzité (proudové hustoté) dopadaji-
ciho svazku, ponévadz kazda castice je rozptylovana (vychylovana) nezavisle.

Veli¢inou charakterizujici intenzitu rozptylového procesu je podil

do =2 6(3.11)

3

J

zvany diferencidlni ucinny prifez. Termin diferencialni obrazi tu skutec-
nost, ze se jednd o charakteristiku rozptylu do thlu d3. Nazev prufez
souvisi s tim, e dN ma rozmér s~ ', j méa rozmér m %', takZe podil dN/j ma
rozmér m?, tj. plochy. Ze zplsobu zavedeni do je ziejmé, Ze ulinny prifez
charakterizuje interakci édstic, nikoli jejich geometrické rozméry.
S ohledem na zavaznost a ¢asté pouziti pojmu u¢inného prifezu uvedeme jesté
jeho slovni formulaci. ‘

Diferencialni Géinny prifez do pro rozptyl udava pocet &astic rozptylenych
jednim silovym centrem (jednou ter¢ikovou ¢astici) za jednotku ¢asu do hlu
mezi & a & + d3 pii jednotkové proudové hustoté dopadajiciho svazku.
(Jednotkové proudové hustoté odpovida dopad jedné Castice za 1 s na 1 mz.)
Celkovy pocet dv ¢astic rozptylenych za ¢as At do thlu d9 tedy dostaneme tak,
ze do vynasobime podétem rozptylovych center, ¢asovym intervalem At a prou-
dovou hustotou j dopadajiciho svazku. Touto ,,zpétnou rekonstrukci® se tiéinny
prurez urCuje experimentalné. Pozoruje se pocet dv ¢astic rozptylenych do tihlu
d¥ na n teréikovych &asticich za ¢as At pii dopadajici proudové hustoté ;. Dife-
rencialni acinny prifez do dostaneme tak, Ze dv vydélime ¢asem At, proudovou
hustotou j a poétem rozptylovych center postavenych do cesty svazku.

Zde jsme pro konkrétnost ve vyjadiovani mluvili o diferencialnim uc¢inném
prifezu pro (elasticky) rozptyl. Definice diferencialniho uéinného prafezu pro
jiné typy procesi (nepruzny rozptyl, reakce) je obdobna.
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Integraci diferencialniho u¢inného prifezu pies celou oblast rozptylovych
ahld & dostaneme celkovy neboli totdlni uéinny prifez daného procesu.

Po téchto vsuvkach a vysvétlivkach prejdeme k odvozeni vztahu mezi diferen-
cidlnim Gginnym prifezem a srazkovym parametrem . Rozptylovy uhel 9 byva
monotonné klesajici funkci srazkového parametru o; v takovém piipadé je vztah
mezi ¢ a & vzajemné jednozna¢ny. Do (thla mezi 3 a 3 + d3 budou pak
rozptyleny pouze ty &astice, jez nalétivaji se srdZkovym parametrem mezi
o(9)a o(9) + do(9). (Pripomerime si, ze riznym asticim svazku pfislusi rizne
srazkové parametry, a tudiz i riizné rozptylové uhly.) Pocet téchto rozptylenych
&astic je roven soudinu proudové hustoty j dopadajicich ¢astic a plosky mezikru-
# s poloméry pa ¢ + do, tj. dN = j.2mg do. S ohledem na definici 6(3.11)
odtud plyne hledany vztah pro diferencialni u¢inny prifez

do = 2modg. - 6(3.12)

Zavislost diferencialniho G¢inného priifezu do na rozptylovém uhlu 9 najdeme
takto: Ze zavislosti ¢ = ¢(9) vyjadiime dg = (dg/d9) d9. Derivace do/d$
byva zpravidla zipornou (uvidime to'na pfikladech), aviak do je podle definice
velidinou nezdpornou, proto polozime

do

do = 2mp

dg. 6(3.13)

3

ST v w

Pfipometime si jesté, Ze zde 3 znadi rozptylovy tihel 9, v C-soustavé. Piechod
k laboratorni soustavé se provede pomoci vzorclt 6(2.21) nebo 6(2.22). .

Diferencialni u¢inny prifez do se obvykle vyjadfuje pomoci prostorového
Ghlu dQ = sin 8 d9 dp (viz matematicky dodatek D.1). Po integraci pfes
azimutalni Gthel dostaneme dQ = 2x sin 3 d3, takze je

9) |d
do — 2% H e . 6(3.14)
sin 3 {d3

Celkovy G&inny priifez o daného procesu dostaneme integraci ptes cely prosto-
rovy thel, tj.

o = fdo*. 6(3.15)
Tim je uloha nalezeni téinného prifezu elastického rozptylu Castic v principu
feSena. Postup je tento. P¥i zadané interakci W, (r) najdeme z 6(3.10) vzddlenost

r, Integraci 6(3.9) dostaneme zavislost ¢,(¢) @ z ni pomoci 6(3.7) zavislost
3 = 90), resp. o = o(9). Tuto vyslednou zavislost ¢ = ¢(9) dosadime do
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6(3.13) nebo 6(3.14). S konkrétnim vypoétem uc¢inného priifezu elastického
rozptylu pro dva dulezité pfipady se seznamime v nasledujicich ¢lancich.

Poznamka. Zde jsme predpokladali znamou zavislost interakéniho zdkona
W, = W,(r) a pomoci tohoto jsme uréili u¢inny prifez do. Je mozno fesit také
obrdcenou ulohu teorie rozptylu: urdit interakéni zakon W,(r) na za-
kladé (experimentaln&) znamé zavislosti diferencialniho u¢inného prifezu do na
rozptylovém uhlu 9. Redeni této inverzni illohy (O. B. FIRsOV, 1953) viak
presahuje ramec této tivodni ucebnice. Pro mimofadnou krasu feSeni této
inverzni lohy uvadime Firsoviv postup v feSenych tlohach jako lahidku
pro ndroéné Ctendre.

6.4 Rozptyl na absolutné tvrdé sfére

Absolutné tvrdou sférou rozumime nedeformovatelnou kouli (0 poloméru a).
Zadna &astice se nemilze priblizit k tétossfére na vzdalenost » < a. Tomu
odpovida nekonecné vysoka potencialova odpudiva bariéra

W=+ pii r<a,

W, = 0 pii r>a. 6(4.1)

V takovém potencidlovém poli se ¢astice vné sféry (r > a) pohybuje volng.
Trajektorie Castice kolidujici s danou sférou se sklada ze dvou pfimek (viz
obr. 6.3) rozloZenych symetricky vzhledem k iiseéce (poloméru) vedené ze stiedu
sféry k nejbliz§imu bodu na trajektorii. Tento nejbliz$i bod trajektorie kolidujici
Castice ziejmé lezi na povrchu sféry.

Obr. 6.3 Rozptyl na absolutné tvrdé sféfe
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Srazkovy parametr ¢ souvisi s ihlem ¢, o¢ividnym vztahem ¢ = asin ¢, .
Jelikoz 0 < ¢y < /2, je podle 6(3.7) 3 = J1c = © — 20, tj.

3
@ = acos —;—: . 6(4.2)

Zde 9, je uhel rozptylu dopadajici ¢astice v C-soustave.
Diferencialni u¢inny priifez do rozptylu pak vypodteme pomoci 6(3.13), coz
da vztah

do = in a®sin §;c d9c . 6(4.3)
Zavedeme-li element prostorového uhlu v C-soustave ‘
dQ,. = 2n sin 9, dI, 6(4.4)
je |
do = 1d?dQ,c. - 6(4.5)

Diferencialni 0¢inny prifez nezdvisi na energii nalétavajicich Castic, a
(do/dQ,c) = a*/4 nezavisi na rozptylovém uhlu, rozptyl je tedy izotropni.
Integraci pfes Q¢ v intervalu 0 < Q- < 4n ziskame celkovy Ucinny prifez
rozptylu na absolutné tvrdé sféfe

o = nd. 6(4.6)

To odpovida plosce kruznice, do niZ se musi nalétavajici ¢astice trefit, aby doslo
k rozptylu.

Transformaci (thlového rozdéleni 6(4.3) z C-soustavy do laboratorni soustavy
provedeme takto: V 6(6.21) poloZime

p=-—t 6(4.7)
m,

Il

a vzniklou rovnici

U+ cos 9 .
(1 + 12 + 2p cos 9,¢)"?

cos 9, =

povysime na druhou, ¢imz dostaneme kvadratickou rovnici pro cos 3¢
cos? Yic + 2u sin? Sy cos 9o — cos? 9, + ,u2 sin? 3L =0.

V feSeni

112

cos o = —usin® 9 + (1 — ¥ sin® 9;1)" cos ;. 6(4.8)
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vybereme znaménko tak, aby bylo Icos 91cl = 1, coZ zavisi na hodnoté u. Pri
u <1, % =0 musi byt také 9, = 0, coZ znadi, Ze v 6(4.8) nutno vzit
znaménko plus. Diferencovanim rovnice

cos 9,0 = —psin® 9 + (1 — g2 sin® 9;;)"* cos 9y
dostaneme

1 + 42 cos 28, . |
7 sin 9;; ddy; .

sin 19](: d"glC = |:2,u COS lglL + (1 - 'uz Sinz P
- 1L

Oznacime-li dQ,; element prostorového thlu, do n€hoz je rozptylena prvni
Castice v L-soustavé

dQ, = 2nsin 9, dI , 6(4.9)

transformace 6(4.5) do laboratorni soustavy bude

2 2
a 1 + pfcos 28, :l

do = — 2u_cosL9" + de,; . -~ 6(4.10
4[ o (1 ,u sin? 9, )" e ( )

Obdobne dostaneme pfi # > 1, kdy je nutno v 6(4.8) vzit soucet obou vyrazu
pro d cos 9, 4.

2 1 + u?cos 29y,

a
2 (Aly — 4 sin? 9,)"

- Pii m; = m, je vypocet prosty. Podle 6(2.30) v tomto pFipadé je dic = 29,
takze sin 9;c = 2 cos 9 sin §; . V pfipadé¢ u = 1 tak mame
do = @ [cos 9;;| Q. . 6(4.12)

Uhlové rozdéleni do, odraZené neproniknutelné sfery dostaneme tak, ze
v 6(4.3), popt. 6(4.5) pouzueme 6(2.26). Vysledkem elementarnich uprav je
uhlové rozdelem

da, = @ |cos 9, | dQy; , 6(4.13)
kde | o | |
- dQ, = 2msin §, dI,; . ' ' 6(4.14)

Zde 3, znadi rozptylovy uhel ter¢ikové Castice (nepromknutelne sféry) v labo-
ratorni soustave, - :
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6.5 Rutherforduv vzorec

Interak¢ni energie dvou gravitujicich Castic s hmotnostmi m,;, m, je
W, = xmmy/r, kde x je Newtonova gravitatni konstanta. Obdobnym vyrazem
je urcena interak¢ni energie dvou nabojit Q,, O, kdy je Wp = Q,0,/(4neyr) ;
symbol g, oznacuje univerzalni konstantu zvanou permitivita vakua. Oba pfipa-

dy shrneme do rovnice

W) == 6(5.1)

Nejdiive najdeme kofen r, rovnice 6(3.10), Po dosazeni 6(5.1) do 6(3.10)
dostaneme kvadratickou rovnici
,  2ar

P -8 =0,
mvo

. L2 ; 12 v
ro = — + — + 0 . 6(52)
mvg muj , ‘

Druhé feSeni se znaménkem minus nevyhovuje, jelikoz by bylo r, < 0, Nyni
dosadime 6(5.1) do 6(3.9), ¢imZ ziskame pro thel ¢, vyjadfeni

ktera ma feSeni

or~%dr

o [T = @777 = 2u(miy) ]2

Py =

Jednoduchym vypoétem se presvéd¢ime, Ze primitivni funkce je
or™! + a(muf 0)”!
[1 + oX(mid o) 2]

arccos

Po dosazeni mezi r, , oo dostaneme pro ¢, vyjadfeni

o)
@, = arccos — L,
[1 + o(mug o)~ *]"
resp. T
ofmge)”t
[+ 2mig) )2
Odtud plyne pro ¢ vyjadieni
o2 , o
==t 6(5.3)

mUO
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Po zavedeni rozptylového iihlu 9,c vztahem ¢, = (1 — 9;¢)/2 dostaneme

2

o
0’ = — ctg? (& 9y¢0) - 7 6(5.4)
m°v;

Diferencovanim tohoto vztahu dostaneme 2g dg, coZ ve spojitosti se 6(3.13) da
diferencialni éinny prifez

2 1
do = m (—“-) cos (9he) 4g 6(5.5)

i) sind (& 9,0)

Zavedeme-li element prostorového Gthlu dQ,c = 2= sin ;¢ d9¢, pak dosta-
neme slavny Rutherfordiw vzorec (E. RUTHERFORD, 1911)

2
do =( ? ) dc 6(5.6)
2mv}) sin® (& 9y¢)
resp.
o\ de
do = (—) — 6(5.7)
4w/ sin* (39,c)

kde W = mv(z)/z je energie relativniho pohybu obou ¢&astic. Transformaci do
L-soustavy provedeme pomoci vzorci odvozenych v ¢lanku 6.4.

Vsimnéme si nékterych zvlastnosti a charakteristickych rystt pruzného roz-
ptylu v Coulombové poli (Rutherfordova rozptylu). Diferencidlni t¢inny priifez
6(5.7) je nepfimo imérny druhé mocniné energie ¢astic, takZe s rostouci energii
silné klesa. To je zpusobeno relativni slabosti Coulombovy interakce: pfi vysoké
energii nalétavajici ¢astice predstavuje Coulombova interakce pouze malou
poruchu, ktera pfili§ neovlivni pohyb &astice. V Coulomboveé poli pievlada
rozptyl na malé uhly 8, — 0, kdy je diferencialni ¢inny prifez veliky. Tato
zavislost je charakteristickd pro Coulombovo pole a podobné pomalu se vzdale-
nosti ubyvajici (tzv. dalekodosahové) potencialy.

Ctenaf zajisté vi, Ze ve slavnych Rutherfordovych pokusech s rozptylem alfa
¢astic na atomech byly pozorovany také pfipady rozptylu na velké uhly, z cehoz
Rutherford usoudil na existenci centralni ¢asti atomu, atomového jadra, v némz
je soustiedéna pievazna ¢ast hmotnosti atomu. Ponévadz opakovani je matkou
moudrosti, pfipomeneme si pfislusny sled myslenek, jez pfivedly k tomuto
zaveéru.

Bylo znamo, Ze elektricky neutralni atom obsahuje kladné a zaporné elektric-

- ké naboje, které se ve svém thrnu kompenzuji. Vznikl tak problém zjistit, jak
jsou tyto kladné a zaporné naboje v atomu rozloZeny. Jednoduchymi vnéjSimi
zasahy, napf. zahfatim nebo ozafenim se podafilo uvolnit z atomu lehké zapor
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né nabité &astice — elektrony. Hmotnost elektronu je zhruba 2 . 10° a7 4 . 10°
(v zavislosti na druhu atomu) krat mensi neZ hmotnost atomu. Z toho se da
usoudit, Ze pfevazna ¢ast hmotnosti atomu nese kladny elektricky naboj (popf.
je elektricky neutralni). PHi rozptylu alfa ¢astice na lehkém elektronu se tato
prakticky nevychyli ze své trajektorie, takze bude pievladat rozptyl alfa Castic
na velmi malé uhly. Teprve pii srazce s téZkou kladné nabitou Castici do-
jde ke znatelngj§imu vychyleni alfa ¢astice. V naprosté vétSiné piipadit dochaze-
lo k rozptylu na velmi malé uhly, rozptyl na vétsi ihly nastiva pouze ve velmi
vzacnych pfipadech (zhruba v poméru 1:105). Z toho plyne, Ze alfa Castice pfi
prichodu atomem pfevazné ,,potkavala‘ lehké elektrony, takze kladn€ nabita
¢ast atomu je zkoncentrovana do velmi malé centralni ¢asti atomu. Tuto kladné
nabitou malou centralni ¢ist atomu, v niZ je soustfedéna pievazna ¢ast hmot-
nosti atomu, nazval Rutherford atomovym jadrem. Méfenim diferencidlniho
i¢inného prifezu do lze z 6(5.6) urcit o. Naboj ¢astic obvykle métime v nasob-
cich elementarniho naboje le = 1,602 . 10~ C. Naboj alfa castice Q; = 2e,
néboj jadra Q, oznatime Q, = Ze, takZe je « = 2Ze*/(4 me,). Zméiénim o se
uréi Z. Z experimentl vyplynulo, Ze Z je celé Cislo a je rovno pofadovému Cislu
prvku v Mendélejevové tabulce.

Poznamka. K objeveni atomového jadra pfispély i nékteré §tastné ndhod-
né koincidence, které se vyjasnily zhruba o 15 let pozdgji. Ctenaf zajisté vi,
7e v oblasti mikrosvéta je nutno Newtonovu klasickou mechaniku nahradit tzv.
kvantovou mechanikou. Tato kvantova mechanika vSak nebyla zndma v roce
1911, kdy Rutherford provadél své pokusy. Ta $tastna koincidence je v tom, Ze
kvantova mechanika poskytuje pro uéinny prufez elektricky nabitych Castic
(Rutherfordiv rozptyl) pFesné stejny vzorec, k jakému vede klasicka me-
chanika. Druhou pfiznivou okolnosti byla platnost Coulombova zakona. Tento
zakon ziskany plvodné méfenim na makroskopickych vzdalenostech
(r 2 107> m) se ukazal byt spravnym i pfi atomdrnich vzdalenostech
(r = 1071° m, popt. mensich), tedy i pfi extrapolaci do oblasti nejméné o sedm
f4di mensich. (Dnes je Coulombiv zikon provéfen do vzdalenosti
r =~ 10715 m.) Bez téchto $tastnych koincidenci by se hledani struktury atomo-
vého jadra podobalo [u§téni nezndmého pisma v neznamé Fedi.

6.6 Rozpad castic

V tvodnim ¢lanku této kapitoly jsme se zabyvali rozpadem klidové ¢astice na
dvé gastice. (Tomu odpovida napf. alfa rozpad klidového jadra.) Rozdé€leni
produktii rozpadu je vizano pouze tim, Ze produkty rozpadu vyleti libovolnym
smérem se stejné velikymi, aviak opaénymi hybnostmi.

V praxi se asto setkdvame s rozpadem &astice, jez se vi¢i dané (laboratorni)
soustavé pohybuje rychlosti V. Budeme opét pfedpokladat rozpad na dvé
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Castice. Symbolem v}, oznac¢ime rychlost jedné z ¢astic produktu rozpadu
v L-soustavé. Rychlost v{- této c¢astice v C-soustavé je urdena vztahem
Vie = v;. — V¥, z néhoz povySenim plyne

v =02+ V2~ 20 Veos 8y , 6(6.1)

kde 3,, je Gihel mezi V a v, . Rychlost v|; je dana vektorem vedenym z bodu 4,
leziciho ve vzdilenosti 1 od stfedu koule O do libovolného bodu na povrchu

a Vv b Vv

Obr. 6.4

koule o poloméru vj.. V fezu je situace znazornéna na obr. 6.4. Pfi tom je nutno
rozliSovat dva piipady: V < vj¢c a V' > vje. V prvnim ptipadé (V < v{c). kdy
bod A4 lezi uvniti koule, miiZe ¢astice vyletét pod libovolnym ahlem §;; vaci
rychlosti V. Druhému pfipadu (V' > ¢';) odpovidd bod A leZici vn¢ koule.
Z obr. 6.4 b je vidét, Ze v takovém pFipadé muze Castice vyletét pouze pod ostrym
Ghlem (tj. vpied), pficemz maximaini hodnota (3 )yax = Fnax j¢ Ghel mezi
rychlosti V a te¢nou vedenou z bodu 4 na povrch koule. Z odpovidajiciho
pravouhlého trojuhelniku dostaneme pro tento uhel podminku

max

vl
sin 8, = & ~ 6(6.2
. (6:2)

Vztah mezi ahly 9, a 3¢ snadno odvodime z obr. 6.4. Ocividng je

ne sin 9
tg 9, = —CM e 6(6.3)
V 4+ vjc cos 9

Obraceny vztah najdeme tak, ze v 6(6. .)) polozime sin 9, = (I ~ cos® §,)"2
Resdenim vzniklé kvadratické rovnice je

cos Yo = —fsin® $; + (1 = Bsin® 9;;) cos &, , 6(6.4)
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kde B = Vvje. PH V < v} kazdému Ghlu 9,; odpovida prave jeden uhel §c.
coZ je vidét z obr. 6.4 a. Jelikoz pii 8, = 0 musi byt také ¢ = 0. nutno
v 6(6.4) vzit pfi B < 1 znaménko plus. V piipadé V> v leZi bod A vné koule.
Vektoru v} odpovida bud OC nebo OB, a tedy i dva ihly reprezentované
obéma znaménky v 6(6.4).

Resené ulohy

1. Najdéte uhlové rozdéleni odraZenych (ter¢ikovych) Eastic pfi Rutherfordo-
vé rozptylu.
Reseni. V 6(5.7) uzZijeme 6(2.26). coz da

L 4o
do, = (L) A%
2W/ cos’ 8y

kde dQ,, = 2r sin 3, dJ,; jeelement prostorového thlu, do néhoz je odraze-
na (piivodné klidova) terCikova &astice.

2. Vysetiete Rutherfordiiv rozptyl dvou identickych ¢astic.
Reseni. Podle 6(2.30) ptipadu m; = m, odpovidd $¢ = 28, . co7 po
dosazeni do 6(5.7) da

? cos & |
do, = (_"L) g0, . (1)
2 sin® -9, _

kde d@,; = 2msin 9, dJ,; . Pii identickych ¢asticich neni tieba rozliSovat
mezi nalétavajici a teré¢ikovou ¢astici. Ucinny priiez je pak souétem da, 2z pie-
deslého prikladu a dg;. Zaménime-li 9 a 9, spoletnym oznacenim ;. bude

2
) 1 1
da=<—g——>[ + ]cos& dQ, . 2)
2 sin* 9, cos* 9, Lo . (

3. Castice letici rychlosti V se samovolné rozpada za letu na dvé Castice.
Najdéte vztah mezi Ghly rozletu 9, 9, téchto €astic v L-soustave.
Reseni. Rovnici 6(6.3) pfepiSeme ve tvaru

V + vjc cos e = vjc sin i ctg g . (1)
Pro druhou ¢astici je
V + 0y €08 S = 03¢ sin Gy g Iy -
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Po dosazeni 9,0 = n — §,- dostaneme
V — vy €08 91 = vj sin Gy ctg Iy . (2)

Z rovnice (1) a (2) potiebujeme vylougit 9, . Za tim ti¢elem vynasobime rovnici
(1) v3c a rovnici (2) vynasobime vj; odeétenim vzniklych rovnic dostaneme

vic Vic (ctg Sy + otg 9y ) sin $ic = (vic + vie) V. (3)

Dale rovnici (1) vynasobime vy ctg 9y, , rovnici (2) vynasobime v} ctg 9, ;
po odecteni vzniklych rovnic dostaneme

victic (otg i + ctg 8y ) cos 9y = (v otg 9y — vy ctg 9y ) V. (4)

Rovnice (3) (4) povy51me na druhou a sefteme. Nasledkem trigonometrické
identity sin®> $+ cos> $ = 1 vypadne thel 9o Pii Gpravé jesté uzijeme
(v3¢/vic) = (my/my). Vysledkem je hledana rovnice

mi sin® §; + m5 sin® Sy — 2mym, sin 9y sin 9y cos (3, + %) =

2m A |
= sin® (9,1 + &),

kde m = mlmz/(m1 + my), 2m A = pi2 = miv)Z a A je stejné jako v rovnici
6(1.3).

4. Castice letici rychlosti ¥ se samovolng& rozpada za letu na dvé &astice.
Najdeéte celkovy uhel rozletu 9 = 9;; + 9,;.
Regeni. Podle 6(6.3) je

..
vic Sin 3

V + vjc cos ¢

Obdobné je tg 9, = vjc sin o/(V + vi cos §5c), odkud po dosazeni
e = T — 91 plyne

..
Uyc Sin 90

tg 3y = .
V — vy cos 3¢

Pomoci rovnice tg (« + f) = (tg« + tg B)/(1 — tg o tg f) dostaneme pro
thel rozletu :
(vic + vyc) V sin 8¢

2 ? ’ ' ! ’ )
Ve — vicvae + (vic — i) Veos 9y

tg 9 =
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Pro konkrétnost zvolime vjc < vj3c . Jednoduchym rozborem rovnice (1)
najdeme, Ze

0 <3< pii e < V < v,
0< 8 <y pii V> vy,
T—9% <8 <nm pfi V < vice,

kde §, je feSenim rovnice
jin g, = Gle+ i) ¥
Ve + vicvye

5. Necht g je (celkovy) uéinny prifez absorpce &astic pii prichodu latkovym
prostfedim. Najd&te souvislost s (makroskopickym) koeficientem zeslabeni in-
tenzity prochazejiciho svazku Castic.

Reseni. Nechf se svazek pohybuje v kladném sméru osy x. Vezmeme svazek
o prifezu ¢. Je-li j proudova hustota &astic svazku (pocet ¢astic dopadajicich na
1 m?za 1 5), pak intenzita I svazku (podet &astic za 1 s) je I(x) = gj(x). Ucinny
prufez ¢ urcuje pocet Castic -absorbovanych jednim rozptylovym centrem za
1 s pfi jednotkové proudové hustoté dopadajicich ¢astic. Ozna&ime-li n hustotu
prostiedi (podet atom@ v’ objemové jednotce), pak na useku Ax je ng Ax
absorpénich center. Pocet absorbovanych ¢astic za 1 s na tomto useku (zeslabeni
intenzity svazku) bude

Al = jong Ax = 'nal Ax .

Zde AI' = I(x) — I(x + Ax) @ — (dI/ dx) Ax . Srovninim obou vyrazi pro
AI a pfechodem k limité Ax — 0 dostaneme diferencialni rovnici

dr 1 :
Ta 0
jejiz feSenti je

I(x) = I, exp (- %) . | (2)

Zde I, je intenzita prochazejiciho svazku pfi x = 0 a
1

h=—. 3)

Pii vzdalenosti x = h klesne intenzita svazku na 1/e pivodni hodnoty. Méfe-
nim zéavislosti (2) pfi riznych tloustkach x se urci 4, a tudiz i o.
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6. Experimentalné byla zjisténa zavislost diferencialniho &inného prifezu
do na rozptylovém thlu 9 pfi dané energii W dopadajicich ¢astic. Pfedpokladej-
te, Ze pfitazliva interaklni energie W( ) je monotonné klesajici funkci r, pficemz
W(0) > W, Wp(x) = 0. Najdete rovnici, pomoci niZ lze z experimentalni
zivislosti da(&) uréit rozptylové pole W(r). (Uloha pouze pro ndroéné
- viz poznamku na konci ¢lanku 6.3).

Reseni. Ulohu prvné fesil O. B. FIRSOV (1953) jehoz elegantniho postupu se
v dalsim pfidrZime. Rozptylovy thel 9, ozna¢ime struéné 3. Integraci rovnice

6(3.12). popt. 6(3.13) dostaneme

do
~— do = mo? . 1
f'di_ " (1)

Touto rovnici se ze znamého vztahu do/d3 uréi zavislost ¢ = ¢ (9), resp.
3 = 9{g) . V rovnici 6(3.10) zavedeme oznadeni

1/2.
1 I 2W
5= -, X = 5 w = (] - _p) s (2)

ol

take je

xw¥(sy) — sz = 0. (3)
Tato rovnice uréuje zavislost s, = so(x) . Misto vzdalenosti r, mame urdit
s = 1/ry .

Podobné upravime rovnici 6(3.9) pro %a v niz zaménime g, rozptylovym
thlem $ pomoci’ vztahu *6(3.7). Dostaneme tak

%[“'9(X)]=J.O &;%{)]75'

Hledana funkce W, (r) je obsaZena ve w(s), vyskytujici se v integrandu rovnice
(4), takZe (4) je integrdlni rovnici pro w(s), a tedy i W,(r). Rovnici budeme
fesit takto: Po vydéleni rovnice (4) vyrazem (a — )’/2 a mtegraci pfes x v me-
zich 0 £ x £ a dostaneme

e AN e

2a = x)'” o [6w =) (a—x)]"

Levou stranu prointegrujeme po &astech, co? da

(4)

Lo [ spr L, ©
o 2(a— x)? 0 - dx
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Na pravé strané rovnice (5) je oblast integrace 0 = x = a., 0 =5 = 5(x).
Po zaménd potadi integrace bude 0 =s = sola), xo = x = a, kde
Xy = x(sy) . Je tedy

ja Jﬂ()(x) ds dx - JSO(G) J\a dx ds
0 Jo [(xw2 - s (a — x)]l/2 0 () wl(x — s*/w?) (a — x)_]l*/2

Vznikly integral pfes x je standardniho typu

J d arccos - re
S = e ’
[b* — (x + ¢)]" b
kde 2b = a — */w?, 2c= —a — s*/w* . Po dosazeni mezi x(so), a se
presvédcime, Ze integral je roven , takZe po dosazeni do (5) a (6) dostaneme
a sola)
) dlg ’ dS
na'? — j (@ — x)* —dx = nJ‘ — (7)
0 dx 0 w )

Parametr a je zatim libovolny, je to pouze horni mez integrace pfes x. PonévadzZ
podle (3)je x = si/wi(s,) , zvolime a = s)/w’, kde misto 5, piseme prosté
s. Rovnice (7) tak nabude tvaru

()

Diferencovanim vzniklé rovnice obdrZime

a2 -] o P s,
w w) o 2[lsw) = x]P w

popt. po dosazeni d(s*/w?) = 2(s/w) d(s/w)

) s2/w2 i
tdlnw= —d (iw (49 dx)dx (8)

w/ Jo [(s/w)z‘—— \]12 '

s2/w? s
f [(s/w)* — X]I/zg‘?—dx = nJ &
dx oW

0

P¥i tipravé jsme uZili identity
d(s/w) — w™ ! ds =
= (s/w) [(s/w) " d(s/w) — shds] =
= (s/w) [dIn (s/w) — dIn s]=— (sw)ydlnw.

Rovnici (8) lze jiz pfimo integrovat. Nejdfive se v (8) vratime od x k piivodni
proménné g vztahem (2), ti. x = 1/o* . Mame tak (d9/ dx) dx = (d9/ de) de .
Integra¢ni meze jsou 0 £ x = sw?, . rw S @ £ o . Mistos/w zavedeme

183



= s/w, pfiCemZmeze jsou 1 < y < (1/rw) . Reseni rovnice (8) je pak dano
dvojnym integralem - :

== [ [0 _eirae
rw V1] dQ (Q2y2 - 1)1/2
Nejdiive provedeme integraci pies y pomoci vztahu
o dy 2.2 1/2
fmzln[@er(Qy ~ 1)"7],

coZ po dosazeni mezi da

© 2 172
dg
Tlnw= — | (L do . (9)
rw do rw r’w?

Tuto rovnici lze Jesté upravit integraci per partes, pfiCemZz se uzije
e = ©) = 0. Vysledkem Jjednoduchych Gprav je hledana rovnice

7lnw =’ N _M_
" (Qz _ r2w2)1/2 o

Pfi experimentalni znamé zavislosti 9(e) Ize pravou stranu uréit integraci, coz da
funkci f(rw). ReSenim rovnice m lnw = f (rw) se ziska w(r) a pak pomoci
defini¢niho vztahu w = (1 — W,/W) také hledana funkce W.(r) v oblasti
I > ry, v niZ dochazi k rozptylu. ’
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Kapitola 7

Mechanika tuhého télesa

7.1 Kinematika tuhého télesa

Pojem tuhé t&leso vznikne abstrakci realného télesa. Pfi této abstrakei se zacho-
Vava tvar a rozloZeni hmotnosti realného télesa, piedpoklada se vsak, podobné
jako pro tuhou soustavu hmotnych bodi (viz rov. 5(1.5)), Ze vzajemné vzdale-
nosti jednotlivych bodii télesa zistivaji neproménné pfi libovolnych silach
plsobicich na téleso. Abstraktni pojem tuhé téleso umozni vysetfit predeviim
podstatné otazky spjaté s rotaci realného télesa a dale da zakladni pfedstavy pfi
vysetfovani problémi, v kterych nelze zanedbat kone¢né rozméry realnych téles.
Obg tyto otazky nebylo mozno vyfesit, bylo-li realné téleso nahrazeno hmotnym
bodem. Avak ani tuhé téleso ned4 spravny obraz o chovani redln¢ho télesa
v ptipadech, kdy podstatnou roli hraji pruzné nebo obecné reologické vlastnosti
(viz kapitola 8) realného télesa.

Tuhé téleso je uréeno, udame-li jeho hustotu ¢ jako funkci soutadnic x;, x,,
X3

o(xps X5 X3) = o(x;) - 7(1.1)

Hustotou ¢ zde rozumime limitni hodnotu poméru hmotnosti m obsaZené
v objemu ¥ k objemu ¥, zmenSujeme-li objem ¥ obklopujici bod, v némz
hustotu chceme stanovit;

¢ = lim (—’?) . 7(1.2)

y—0 \V,

Pfitom pfedpokladame spojité rozloZeni hmotnosti, tj. zanedbavime atomickou
strukturu realného télesa. Na obr. 7.1 je znazornéno téleso T'a v ném bod A se
zvolenou posloupnosti obklopujicich krychlicek o objemu V, V3, ¥, ..., které
Ize pouzit, Zjistime-li jejich hmotnosti my, m,, ms, ..., ke stanoveni limity 7(1.2),
tj. hustoty v bodé A. Limitu podilu 7(1.2) Ize psat jako derivaci dm/dV = ¢ .
Tuto derivaci miiZeme piepsat jako vztah mezi diferencialy

dm = ¢ dV. ' 7(1.3)
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Zadanim vyrazu 7(1.1) je soucasné uréena i hranice tuhého télesa. Téleso se
nachazi tam, kde ¢ # 0. Mimo téleso je ¢ = 0.

Jak bylo ukézano v ¢l. 5.1, soustava hmotnych bodd je uréena. udanim
hmotnosti m, a polohovych vektorii r, jednotlivych hmotnych bodi soustavy,

Obr. 7.1 Stanoveni hustoty v bodé A

Na zaklad$ téchto idaji byl definovan hmotny stfed soustavy rovnici 5(1.9)

-~

3

=
=
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o
!

’35

iMzli=

=
—

Pro tuh¢ t€leso definuje polohu rg hmotného stiedu. podil objemovych integrall

f ro dV
v

rg = 7(1.4)
jg dv
: 14
kde obor integrace zahrnuje cely objem t&lesa V. Podle rovnice 7(1.3) integral
ve jmenovateli zlomku 7(1.4) je zfejm& roven celkové hmotnosti télesa M;
fyedV=f,dm = M.
Porovname-li vyrazy pro hmotny stfed soustavy hmotnych bodu (5(1.9))
a tuhé t&leso (7(1.4)), vidime, 7e soudet ) r,m, , resp. y m, nahradime v tuhém
telese integralem frdm = fro dV, resp. {dm = [o dV. Tento postup je typicky

pro pfechod mezi vzorci odvozenymi pro soustavu hmotnych bodll a pro tuhé
téleso. Vyrazy pro soustavu hmotnych bodi ziskdme ve tvaru

N
X am,, 7(1.5)

n==
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kde a, je n¢jaka velicina vztahujici se k n-tému hmotnému bodu. Analogicky
vyraz pro tuhé téleso mé tvar integrilu fa dm spojité funkee « = a(r) ptes
hmotnost télesa. JelikoZ je nevhodné integrovat pres hmotnost télesa, prevede
se integral fa dm podle vztahu 7(1.3) na integral

J ap dV 7(1.6)
v

pies objem tilesa V. Analogie mezi vyrazy 7(1.5) a 7(1.6) je velmi Casto uZivana
pii odvozovéni zavéra platnych pro tuh¢ téleso. Vétsinu dalsich vypoctl prove-
deme pro soustavu hmotnych bodi a analogii 7(1.5) < 7(1.6) vysledky pievede-
me na tuhé téleso. Piitom na tuhé téleso budeme pievadét jen takove zavery,
které maji smysl pro tuhou soustavu hmotnych bodti.

Jak bylo ukazano v ¢l. 5.1, chceme-li popsat pohyb volné soustavy hmotnych
bodt, musime znat Gasovy pribéh viech N polohovych vektoru

rn = rn(t) 7(17)
popisujicich soustavu.

Volna soustava hmotnych bodd ma 3N stupfiit volnosti. ;

Tuhé soustava hmotnych bodii a tuhé t&leso maji pouze 6 stupiill volnosti.
Z geometrického nézoru je ziejmé, Ze udanim polohy tif hmotnych bodl tuhé
soustavy, které viechny nelezi v jedné piimce, je jednoznaéné urcena poloha
véech bodt soustavy. Udani polohy tfi bodl znamena stanoveni hodnot tii
polohovych vektorit r,. Oznacime je ry, r; a r,,, kde k, /. m jsou pevné dana,
vzajemné riizna cela Cisla z intervalu (1, N) . Tfi vektory ri. r,a r, maji devét '
soutadnic x;, X;, X;,. Vzdalenosti :

dkl = |rk - rll 4 dkm = |rk - rml a dlm = ‘rl — Iy 7(18)

hmotnych bodi m,, m, a m,, jsou viak pevné dany (srovnej 5(1.5)). a proto neni
viech devét soutadnic x,, X;, X;, nezavislych. TFi vztahy 7(1.8) redukuji pocet
nezavislych soufadnic nutnych k stanoveni polohy tuhé soustavy hmotnych
bodt, a tedy i tuhého télesa, z deviti na Sest. Takto jsme ukazali, Ze tuhd
soustava hmotnych bodit a tuhé téleso vskutku maji 6 stupfit volnosti; jejich
pohyb je stanoven, udame-li asovy pribéh Sesti nezavislych soufadnic. Budeme
nyni hledat vhodnou volbu téchto soufadnic. Bylo by mozné pfimo uzit vektori
r, = r(t), r = r(t) a r, = r,(t). Potet nezavisle volitelnych funkci by byl
redukovan z deviti na Sest tim, ze by musely byt dodrzeny vztahy 7(1.8), kde
vzdalenosti dy, d,,, a d,, jsou s ¢asem konstantni. Takovy postup se viak pro
jeho nepfehlednost zpravidla v kinematice tuh¢ho télesa neuziva.

Misto stanoveni polohy t¥i pevnych bodi v télese , vazanych relacemi 7(1.8),
Ize stanovit polohu télesa v prostoru i jinymi Sesti udaji. Pro vychodisko kinema-
tickych avah je nejvhodngjsi, kdyZ stanovime polohu jednoho bodu, timto
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bodem prochazejici osy a urime natoceni t&lesa. Postup Jje znazornén na
obr. 7.2, kde bod je oznaden A, osa o a natodeni je charakterizovano vihlem
¢ mezi pfimkou pevnou v t&lese (znatenou pln€) a pfimkou pevnou v prostoru
(znacenou c¢arkovang). Obg pfimky vymezujici tthel ¢ jsou kolmé k ose 0. Poloha

(o]

/>

Obr. 7.2 UrCeni polohy t&lesa v prostoru

bodu 4 je uréena tfemi udaji (napf. kartézskymi soufadnicemi x;bodu A4), smér
osy je urcen dvéma Gdaji (napt. slozkami Jednotkoveho vektoru v(vl, vy, V3) ve
sméru osy o; mezi slozkami plati vztah vi + v3 + 12 = 1, ktery redukuje
pocet nezavislych dajii na dva) a thel ¢ reprezentuje jeden udaj Dohromady
mame opét Sest udajit odpovidajicich Sesti stupfiam volnosti t&lesa.

Piejdeme od stanoveni polohy k vySetieni pohybu télesa. Nejprve vySetiime
specialni pfipad, kdy bod 4 a osa o prochéazejici bodem 4 zachovavaji po celou
dobu pohybu v télese i v prostoru stalou polohu. Pak jedinou &asové promen-
nou veli¢inou je tthel ¢ a udiame-li jeho asovou zavislost

9 = o(t), - 7(19)

bude pohyb plné kinematicky uréen. Popsany pohyb se nazyva otdcent (rotace)
tuhého télesa kolem pevné osy. Otaceni kolem osy lze popsat jedinou parametric-
kou rovnici 7(1.9). Je to tedy pohyb s jednim stupndm volnosti. Otadi-li se tuhé
téleso kolem pevné osy, konaji viechny jeho body (s vyjimkou pevnych bodi na
ose) v roviné kolmé k ose o kruhovy pohyb se spolecnou uhlovou rychlosti
@ = dgp/dt . Zavedeme jako v €l. 1.3 vektor (ihlové rychlosti  jakoZto vektor
velikosti o, jehoZ smér je shodny se smérem osy otadeni. Pak mizeme rychlost
v libovolného bodu t8lesa otadejiciho se kolem osy vyjadfit jako

V=w Xxr, 7(1.10)

kde r je vektor vedeny z jednoho pevného bodu na ose otaceni (napf. z bodu A4)
do mista, v némzZ se nachazi bod, jehoZ rychlost v chceme uréit. Aby vyraz
7(1.10) byl spravny, je nutno jeité predpokladat, Ze orientace vektoru @ na ose
o byla zvolena tak, aby vektory o, r, v v uvedeném potadi tvofily pravotocCivy
systém, tj. pfi pohledu ve sméru a smyslu vektoru @ probih4 pohyb ve sméru
hodinovych rucicek. Vektory r, o, v, pfimka p pevna v prostoru a proménny
tihel p (t) jsou znazornény na obr. 7.3. Pro velikost » vektoru rychlosti v dostava-
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me ze 7(1.10) v = or sin a, kde « je thel mezi vektory ra . Vyraz r sin o je
véak roven kolmé vzdalenosti bodu od osy otaéeni, v némz rychlost v pocitdme.
Tato vzdalenost je polomérem kruZnice, po které se zminény bod otaci; na

Obr. 7.3 Rychlost v bodu o polohovém vektoru r, ktery se otaci kolem osy o uhlovou
rychlosti @ )

obr. 7.3 je oznaCena R. Pro velikost rychlosti kruhového pohybu bodu tak
dostavame ze 7(1.10) znamé vyjadieni

v=Ro, 7(1.10')

kde @ podobné jako v nerovnomérném kruhovém pohybu je obecnou funkci
casu o = o(t).

d

Obr. 7.4 Posuvny pohyb (translace) tuhého télesa

Slozit&jsi je pohyb télesa, pfi kterém jeden jeho bod — miizeme si jej predstavit
jako bod 4 z obr. 7.2 — zachovava po celou dobu pohybu v télese i prostoru
stalou polohu. Takovy pohyb nazveme otdceni tuhého télesa kolem pevného
bodu. Je moZno dokazat, Ze otadeni tuhého télesa kolem pevného bodu lze
v kazdém okamziku vyjadfit jako otaCeni tuhého telesa kolem pevné osy pro-
chazejici pevnym bodem. V pribéhu asu se méni jak poloha osy otaceni
v prostoru a v télese, tak velikost rychlosti otaceni kolem osy. Rychlost libovol-
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ncho bodu télesa otacejiciho se kolem pevného bodu pak lze vyjadiit vzorcem
7(1.10) v = @ x r, kde viak nyni nejen velikost vektoru o, ale i jeho smér
se méni s Casem, tedy cely vektor uhlové rychlosti je funkei Casu

0= o). 7(1.11)

Pravé vyslovené tvrzeni je obsahem Eulerovy véty, jejiz ditkaz spolu s diikazy
nékterych dalSich zde vyslovenych tvrzeni mize ¢tendf najit napf. v knize
Trkalove nebo Goldsteinové (viz seznam literatury).

Pro pohyb, pfi kterém v kazdém okamziku viechny body t&lesa maji stejny
vektor rychlosti v = vy(t), uZivime nékterého z nazvi posuvny, postupny
poliyb nebo iranslace. Jelikoz Casovy pribéh rychlosti viech bodl télesa je
stejny, maji trajektorie viech bodl p¥i posuvném pohybu shodny tvar a lii se
pouze v disledku razné pocateéni polohy bodl. Trajektorie nékolika bodi
tuhého télesa konajiciho posuvny pohyb jsou znazornény na obr. 7.4.

Libovolny pohyb tuhého telesa Ize slozit z posuvného pohybu (translace)
a otdceni (rotace) télesa kolem pevného bodu. Toto tvrzeni byva nazyvano
Chaslesovou vétou. Rychlost v libovolného bodu tuhého télesa uréime jako
soucet rychlosti v, jednoho libovolng zvoleného bodu A télesa a rychlosti Vot
otaceni kolem tohoto zvoleného bodu. Rychlost v, bodu 4 pokladdme za
rychlost posuvného pohybu télesa a rychlost v, rotace kolem bodu 4 uréime
podle vzorce 7(1.10) stejné jako v piipadé rotace kolem pevného bodu. Pro
rychlost v libovolného bodu télesa dostavame tak vyjadieni

v(t) = VA(Z) + {(ofr) x r) 3 7(1.12)

Obr. 7.5 Rychlost v bodu tuhého €lesa o polohovém vektoru r jo souctem translagni rychlosti
v, a rotacni rychlosti v,
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kde r je vektor vedeny z bodu 4 do bodu, jehoZ rychlost v uréujeme (viz
obr. 7.5). Popis pohybu, jak je formulovan rovnici 7(1.12), vychazi z urCeni
polohy tuhého télesa zplisobem naznacenym na obr. 7.2. Ur¢ime rychlost
pohybu bodu A4 a rotaci kolem osy 0. Osu o viak v rovnici 7(1.12) nevolime

Obr. 7.6 Nacrt k urdeni zavislosti posuvné a rotaéni rychlosti libovolného bodu telesa X na
volbé vztazného bodu A '

libovolné jako p¥i popisu polohy télesa, ale je to okamzitd osa otaceni télesa.
Osa otadeni j& vyznacna tim, Ze body télesa leZici na ose otaceni zachovavaji
svou polohu v prostoru. Vzhledem k pohybu bodu 4 a ¢asové zavislosti vektoru
o je viak tato vyznaénd vlastnost osy otaceni splnéna pouze v diferencialnim
Sasovém okoli uvazovaného okamziku.

Zjistime, jak zavisi vyjadieni rychlosti libovolného bodu t&lesa na volbé bodu
A. Zvolime v télese dva body: bod A, ktery se pohybuje rychlosti v (1) a bod 4’
ktery se pohybuje rychlosti v/,(¢) (obr. 7.6). Urcime rychlost v libovolného bodu
télesa, ktery na obr. 7. 6 je oznaden X. Pokliadame-li bod A za bod, vudi kterému
je uvazovana rotace télesa, je

| v=v, + (o xr). o (112)
Pokladdme-li bod A’ za stied rotace, dostavame pro rychlost v vyjadfeni
v=v,+ (0 xr). 7(1.13)

V rovnici 7(1.13) je ¢’ vektor s pocatkem v bodé A’ a koncem v bodé X a o'

vektor thlové rychlosti rotace télesa viici bodu A'. Vyjadiime rychlost v’y bodu
A’ podle vzorce 7(1.12), dostdvame

vi=v, + (o x a). 7(1.14)

Vektor a méd pocatek v bodé A a konec v bodé A'. Mezi vektory r,r' a a plati

vztah
r=a+r. 7(1.15)

Dosadime-li toto vyjadieni vektoru r do rovnice 7(1.12), dostavame

v=v,+ (0 x a)+ (@ xr).
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Podle 7(1.14)je v, + (0 x a) = v/, a tedy

v=v,+ (0 xr). 7(1.16)
Porovnanim rovnice 7(1.16) a 7(1.13) dostavame diileZitou rovnost
0=0. 7(1.17)

Uhlovd rychlost otdceni télesa @ nezdvisi na volbé bodu, viiéi kterému otdceni
uvazujeme. Rychlosti dvou riiznych bodii télesa zde oznadené v, a v’y jsou
obecné ruzné. Velikost posuvné rychlosti uvazované v rovnici 7(1.12) na volbé
bodu A zdvisi.

Rovnice 7(1.12) je zakladni rovnici kinematiky tuhého t&lesa. Urcuje vyznam-
nou kinematickou veli¢inu — rychlost libovolného bodu tuhého télesa — z aso-
veho pribéhu dvou vektorovych funkci

vy =vyt) a o=o). - 7(1.18)

'V tomto smyslu jsou rovnice 7(1.18) analogické kinematickym rovnicim 1(2.15),
resp. 1(2.19) hmotného bodu. Casové zavislost polohy, tj. trajektorie hmotného
bodu, je pIn¢ uréena udanim polohového vektoru r(z). Trajektorii jednotlivych
bodi tuh¢ho télesa nelze snadno stanovit, i kdyZ zname funkce 7(1 .18). Pomine-
me-li obtiZe pfi integraci-rovnice 7(1.12), podstatnou piekazkou stanoveni
trajektorii je urceni vektoru r, ktery vystupuje v rovnici 7(1.12). V inercialni
soustave souradnic nelze jednoduse stanovit uréity bod tuhého télesa. Poklada-
me-li r za vektor, jehoz smér je staly, budou se v jeho koncovém bodé v priibéhu
Casu nachazet rizné body tuhého télesa. Budeme-li vektor r pokladat za vektor,
Jjehoz koncovy bod se nachazi ve zcela uréitém bodé tuhého télesa, stava se
rovnice 7(1.12) neuréitou. Casovou zavislost r = r(¢) nezname totiz dfive, nez
ur¢ime trajektorie bodii tuhého tlesa. Nékteré zpuisoby feSeni uvedeného pro-
blému ukdZeme v zavérenych &lancich této kapitoly. Ukazali jsme nedostatky
rovnice 7(1.12). Pfesto je tato rovnice nejpfehledngjsim zavérem kinematiky
tuhého t€lesa. Naznacuje hlavni ukol dynamiky tuhého télesa, kterym je stano-
veni dvou vektorovych funkci 7(1.18) ze znalosti sil piisobicich na téleso.

7.2 Dynamika tuhého télesa

V ¢clanku 5.2 byly odvozeny véty 5(2.9) a 5(2.18) o hybnosti P
dp

—=F , : 2.1
" (2.1)
a momentu hybnosti B
dB
— =M, 7(2.2)
dt
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soustavy hmotnych bodi. Pro tuhé téleso tvoii tyto dvé vektorové rovnice
vychozi bod pro stanoveni jeho pohybovych rovnic, tj. rovnic, kterymi ze
znalosti vyslednice F vnéjsich sil a vysledného momentu M vnéjich sil uréime
typ pohybu tuhého télesa. Sest skalarnich rovnic, které tyto dvé vek-
torové rovnice reprezentuji, tvoii iplny systém rovnic pro urceni Sesti (pocet
stupfit volnosti) funkei kinematicky urCujicich pohyb tuhého télesa. Za téchto
Sest funkci volime dvé vektorové funkce 7(1.18) v, = v (t) a o = o).
Upravou véty 7(2.1) o hybnosti soustavy pro stanoveni funkce v, = v,(¢) je

véta 5(2.32)
Mag = F 7(2.3)

o pohybu hmotného stiedu soustavy. V rovnici 7(2.3) je M hmotnost télesa a ag
zrychleni hmotného stfedu télesa. Pfi kinematickych uivahach piedchazejiciho
¢lanku jsme bod télesa na obr. 7.3 oznaceny A volili zcela libovolné. Vybereme-li
za tento bod hmotny stfed télesa, je rovnice 7(2.3) jeho pohybovou rovnici.
Rychlost v (), jedna-li se o rychlost hmotného stiedu télesa, oznacime vg(t)
a rovnici 7(2.3) zapiSeme ve tvaru

dvg

—F. 7(24
py (24)

Formalni shodnost rovnice 7(2.3), resp. 7(2.4) s rovnici 2(1.4) dovoluje vyslovit
zavér: Hmotny stied télesa (ovem téZ soustavy hmotnych bodit) se pohybuje
Jjako hmotny bod, ktery md hmotnost rovnu hmotnosti M télesa a na néjz piisobi
vpslednice vnéjsich sil piisobicich na téleso. Pohyb hmotného stiedu télesa (sou-
stavy hmotnych bodii) Ize tedy studovat metodami dynamiky hmotného bodu.
Nachazi-li se napftiklad téleso v tithovém poli, vyslednice vnéjsich sil pisobicich
na téleso je rovna tize télesa Mg a rovnice 7(2.3)

Mag = Mg 7(2.5)

ma shodny tvar, a tedy i feeni, s rovnici 4(2.14). Hmotny stfed télesa se
pohybuje po draze nékteré¢ho z vrhi, jeho rychlost je

Vg = Vg o — gl, 7(2.6)

kde v  je vektor rychlosti hnmotného stfedu v Case t = 0 . Uprava rovnice
7(2.2) na rovnici pro stanoveni druhé z funkci 7(1.18), tj. asové zavislosti
vektoru rotace ® = o(t), je podstatné obtizngjsi. V zjednodusSené formé se ji
budeme zabyvat v ¢&l. 7.3, kde odvodime pohybovou rovnici pro otaceni tuhého
télesa kolem pevné osy, v obecné forme v ¢l. 7.4, kde budeme vysetfovat rotaci
télesa kolem pevného bodu.
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Zjednoduseni soustav sil pisobicich na téleso.
V rovnicich 7(2.1) a 7(2.2) je silové piisobeni na tuhé téleso vystizeno vysledni-
ci vngjsich sil piisobicich na téleso

F=13 Fg, 7(2.7)

a vyslednym momentem vnéjsich sil pisobicich na téleso

N N
M = Z (rn x FE,n) = Z ME,n ‘ 7(28)
n=1 n=1 .
Ruzné soustavy vnéjsich sil pusobicich na téleso, jejichz vyslednice F a vysledny
moment M vzhledem k témuZ bodu jsou stejné, maji na t€leso stejny dynamicky
ucinek. O takovych soustavdch sil Fikdame, Ze jsou dynamicky ekvivalentni.

Obr. 7.7 Preneseni pisobisté sily podél piimky

Vysledny moment vnéjSich sil zavisi na volbé bodu, viici kterému jej pocitame.
V rovnici 7(2.8) je vysledny moment sil M pocitan viiéi pocatku soustavy
soufadnic. Snadno lze ukazat, Ze vysledny moment vné&jsich sil M’ vii¢i bodu
o polohovém vektoru I bude vazan s momentem M vztahem

M =M — (I xF), 7(2.9)

kde F je vyslednice vnéjich sil plisobicich na téleso.

Mi&jme tuhé téleso a na néj v mistech r, (n = 1, 2, .., N) pusobici vng&jsi sily
Fg, . Piimy a také casto nejjednodussi postup, jak zjistit dynamicky téinek
téchto sil, je vypocitat podle 7(2.7) vyslednici F sil Fg . a podle rovnice 7(2.8)
vysledny moment M sil F , vzhledem k zvolenému pocatku soustavy soufadnic.
Jelikoz stanoveni uinkd sil pusobicich na téleso ma fadu technickych aplikaci,
predevsim pfi feSeni statickych uloh, kde ¢asto neni tfeba fesit problém stanove-
ni F a M v plné obecnosti, rozvinula se fada metod, jak nahrazovat slozZitgjsi
sysiémy sil pisobicich na téleso dynamicky ekvwalentmml soustavami jedno-
dus§imi. Uvedeme nékteré z nich.
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Pisobi-li v mist& 4 o polohovém vektoru r na téleso sila F, lze Ji pfenést do
libovolného jiného plisobisté podél primky p, ktera prochazi bodem A ve sméru
vektoru sily F (viz obr. 7.7). Rikame, ze G¢inek sily na téleso se neméni, posune-
me-li jeji ptisobiité podél vektorové piimky p sily. Posuneme-li silu F do mista
A’ 0 polohovém vektoru r’, piispévek sily do souctu sil 7(2.7) ani jeji piispévek
do soudtu momenti sil 7(2.8) se nezméni. Vektor F je v obou polohach stejny
a plati i rovnost momentit

rx F=r xF, 7(2.10)

nebot podle elementarni definice momentu sily je velikost momentu rovna
velikosti sily nasobené kolmou vzdalenosti bodu, ke kterému moment pocitame,
od piimky, v niz pusobi sila F. V nasem piipadé je uvazovanou vzdalenosti
vzdalenost bodu O od piimky p, a ta je pro oba momenty stejna. »

Na obr. 7.8 je znazornéna dalii Casto uvazovana konstrukce pro skladani
dvou sil piisobicich na téleso, jejichz vektorové ptimky p; a p, jsou ruznobézné.
Sily F, a F, ptsobici v bodech A4 a B muZeme, jak bylo ukazano, posunout do
prasediku P jejich vektorovych ptimek p; a p,. V priseciku P sily vektorove
slozime. Ziskame silu F = F, + F, , kterou mizeme libovolné posunout podél
jeji vektorové ptimky p, napf. do bodu C, ktery je naznalen na obr. 7.8,
Nahradime-li sily F, a F,silou F = F; + F,, nema tato zameéna ziejmé zadny
vliv na soucet 7(2.7). Moment sily r, x Fy , je-lisila F, v bodé 4, je stejny jako
moment rp x F; sily F, v bod& P, jak jsme jiz zdivodnili u rovnosti 7(2.10).
Obdobné moment rz x F, = rp x F,. JelikoZ pro vektorovy soucin plati
distributivni zakon, je Fp X F; + 1p x Fy =1y X (F{ + F)) =rp x F.
Posuneme-li silu F do bodu C, musi znovu platit rp x F = rc x F . Shrneme-
-li ziskané vysledky, dostavame

rAxFl-i—erFZ:erF.

Obr. 7.8 Skladani riznob&znych sil
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Soucet momenti sil F; v bodé 4 a F, v bod¢ B vii¢i bodu O je stejny jako
moment sily F v misté C vici témuz bodu O. Nahrazeni dvou sil F 1 a F, jednou
silou F postupem naznacenym na obr. 7.8 nema tedy Zadny vliv ani na soucet
momentu sil 7(2.8). Sila F v bod& C a dvé sily F, v bodé 4 a F, v bodé B jsou

-

¥

-

F
Obr. 7.9 Dvojice sil -

dynamicky ekvivalentni. Podobnym zpfisobem lze vysvétlit opravnénost dalsich
vam znamych konstrukci, napt. konstrukce pro skladani dvou souhlasné a ne- °
souhlasné rovnobéznych sil.

Konstrukéné netesitelny ptipad skladani dvou sil nastane, je-li tieba slozit
dve stejné velké sily stejného sméru, ale opa¢ného smyslu (nesouhlasné rovno-
béZné) pusobici v riiznych mistech tuhého télesa (viz obr. 7.9). Pfi konstrukci
nahrazujeme dvé sily F | & F, jednou, vhodné poloZenou silou F, ktera je rovna
souctu sil Fy a F, . Jsou-li dvé sily stejn€ velké a nesouhlasné rovnob&zné, je
jejich soucet nulovy, F + (—F) = 0, a obvykly konstrukéni postup nelze
provest. Takové dvé sily, nepiisobi-li podél stejn¢ vektorové pfimky p, jsou
nejjednodussi soustavou sil, pro kterou soudet 7(2.7) je nulovy, ale souccl

7
A
7 i=d

0 7 /B
-F

Obr. 7.10 Moment dvojice sil nezavisi na volbé pocatku soustavy soufadnic

momentll 7(2.8) je nenulovy. Pisobi-li takova soustava sil znazornéna na
obr. 7.9 na téleso, fikime, Ze na téleso piisobi dvojice sil. Spocteme prispévek
dvojice sil do souétu momentt 7(2.8). Nachazi-li se sila F v misté 4 o polohovém
vektoru r ,, jeji moment vii¢i po¢atku O soustavy soufadnic je r, x F a obdo-
bné moment sily —F v bodé Bje ry x (—F) (viz obr. 7.10). Tyto dva sitance
piispivaji do souctu 7(2.8) vyrazem

4

r44><F+rB><(—F):(rA-—rB)><F,
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ktery nazveme momentem MP dvojice sil. Vektor r, — r oznadime d. Vektor
d spojuje plisobisté obou sil, pficemZ jeho smysl volime tak, aby sméfoval
k piisobisti té z obou sil, s niZ vektorovym nasobenim v potadi

d x F=M" 7(2.11)

vytvofi moment dvojice sil. Zménime-li pocatek soustavy soufadnic, tj. zaméni-
me-li bod O n&jakym jinym bodem O’, vektor F ani vektor d se nezméni. Na
rozdil od momentu sily nemusime u momentu silové dvojice uvazovat o bodu,
vigi kterému je po¢itan. Z rovnice 7(2.11) elementarné plyne, Ze velikost MP
momentu MP je rovna soucinu absolutni hodnoty F jedné ze sil tvoficich dvojici
a kolmé vzdalenosti / rovnob&Znych vektorovych pfimek obou sil

MP = IF . 7(2.12)

Po zavedeni pojmu dvojice sil mizeme vyslovit dalsi pravidlo o skladani sil
piisobicich na téleso. Pfeneseme-li silu F z mista 4 do mista B, jeji dynamicky
udinek na téleso se nezméni, pfidame-li k sile F v mist¢ B silovou dvojici
o momentu MP = (r, — rg) x F, jak plyne ze zfejmé identity

ryx F=ryxF+ (ry,—rg) xF.

Timto postupem miiZzeme pienést viechny sily plisobici na téleso do hmotného
sttedu télesa. V ném pak bude pusobit vyslednice vnéjsich sil ) F, (s¢itaci meze
podobné jako v kap1tole 5 vynechavame) a vysledny moment vnéjsich sil M mi-
zeme psat jako

M=mM° +rg xF. , 7(2.13)

Moment M je souétem momenti silovych dvojic pfidanych pfi pfenaseni sil do
hmotného stiedu a nazveme jej vysledny moment silové dvojice. Je-li specialné
vysledna vnéjsi sila ) F, rovna nule, je podle 7(2.9) vysledny moment vnéjsich
sil M nezévisly na volbé bodu, viiéi kterému jej pocitime a podle rovnice 7(2.13)
je roven momentu vysledné silové dvojice. ’

Uzijeme-li vztah 7(2.13) pro soustavu hmotnych bodi v tihovém poli, dosta-
neme

M=mM" +rg x Mg, 7(2.14)

nebot vyslednice vngjsich sil plisobicich na soustavu je jeji tize Mg. Vypocteme-li
vysledny moment tihovych sil m, g jednotlivych hmotnych bodl soustavy,
dostaneme podle 7(2.8)

M=)>r xmg. 7(2.15)
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Vyraz 5(1.9) pro hmotny stfed soustavy napiSeme v tvaru
rsM =% rm, 7(2.16)
a rovnici 7(2.15) podle n&j upravime
M=3%rm xg=r; x Mg . 7(2.17)

Porovname-li rovnice 7(2.14) a 7(2.17), vidime, Ze vysiedny moment silové
dvojice MP tihovych sil je nulovy. Soustavu sil, kterd ptsobi na tuhé téleso
v tihovém poli, lze tedy nahradit jedinou silou — tihou télesa — umisténou
v hmotném stiedu t&lesa. Hmotny stied byvdi nazyvdn 16#istém, protoze je piso-
bistém sily pisobici na téleso v tihovém poli.
Rovnovdha tuhého télesa.

Jsou-li vyslednice vnéjsich sil piisobicich na téleso

F=0 7(2.18)
a vysledny moment vnéjiich sil plisobicich na téleso

M =0 7(2.19)

nulove, fikame, Ze téleso je v rovnovaze. Z rovnice 7(2.9) plyne v ptipadé, kdy
je splnéna podminka 7(2.18), ze¢ moment sily nezavisi na volbé bodu, vidi
kterému je pocitan. Je-li viic¢i nékterému vztaznému bodu M = 0, jemM=0
vici kazdému vztaznému bodu. Podminku 7(2.19) mizeme tedy vyslovit bez
idaje, vii¢i kterému bodu je moment M poéitan. Jak jsme uvedli jiz dfive, je pii
spInéni podminky 7(2.18) vysledny moment M vngjsich sil pisobicich na téleso
roven momentu MP vysledné dvojice sil. Podminky rovnovahy mizeme pak
formulovat téz takto: Téleso je v rovnovdze, kdy? vyslednice vnéjsich sil F pusobi-
cich na téleso a moment M vysledné dvojice sil jsou rovny nule. ‘

- Jak se miiZe chovat téleso, které je v rovnovaze? Je-li pred aplikaci vnéjsich sil,
ktereé spliiuji podminky 7(2.18) a 7(2.19), v klidu, ztistane v klidu i nadéle. Neni-li
téleso pfed aplikaci sil splfiujici podminky rovnovahy v klidu, miize konat fadu
riznych pohybt. Podminka 7(2.18), jak plyne z véty 5(2.32) o pohybu hmotného
stfedu soustavy, dovoluje, aby hmotny stfed télesa byl bud v klidu, anebo konal

T
rzztzzzzza P
Obr. 7.11 Téleso na vodorovné podlozce
piimoc¢ary rovnomérny pohyb v libovolném sméru. Na pohyb télesa kolem hmot-
ného stfedu neméd podminka 7(2.18) Zadny vliv. Podminka 7(2.19) omezuje zpi-

sob otaceni tuhého télesa kolem hmotného stfedu, dovoluje vSak fadu pohybii az
po sloZity pohyb volného setrvacniku, ktery rozebereme v ¢l. 7.5.
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Zatim jsme podminky rovnovahy uvazovali pro volné tuhé (€leso. Casto viak
je téleso ve styku s jinymi objekty, které omezuji jeho pohyb. Rikame, jak bylo
uvedeno v ¢lanku 5.6, Ze téleso je podrobeno vazbam. Spociva-li t€leso 1" na
podlozce P zplisobem naznadenym na obr. 7.11, miiZe se pohybovat pouze podél

P
Obr. 7.12 Téleso volné otaéné kolem pevné osy

podlozky nebo nad podlozkou. Podlozka P tvofi pro t€leso 7 vazbu. V ¢l. 7.1
jsme popisovali otageni tuhého télesa kolem pevné osy. Musi-li jista osa télesa
zachovavat v prostoru pevny smér, coZ lze realizovat napf. zplisobem znizorng-
nym na obr. 7.12 (ty¢ o, ktera je soucasti télesa T, je vedena loZisky L spojenymi
s n&jakym télesem P pevnym v prostoru), je tim pohyb t€lesa omezen. upevnéni
osy predstavuje vazbu, které je téleso podrobeno. nachézi-li se téleso 7, znazor-
néné na obr. 7.11 v tihovém poli, je tiha télesa vyrovnana silou, kterou na ngj
pusobi podlozka P. Vysledny moment vnéjsich sil piisobicich na téleso je take
nulovy. Pfedpokladime, ze mezi podlozkou a télesem nepiisobi tfeni. Nejobec-
néjsi pohyb télesa T v uvaZzovanych podminkach je rovnomérny pfimocary
pohyb jeho t&zité ve vodorovné roving spolu s rovhomérnym otacenim télesa
kolem svislé osy. Mozny pohyb pii splnéni podminek 7(2.18) a 7(2.19) je tedy
jednodusi nez rovnovazny pohyb volného télesa.

ls

M;{

Obr. 7.13 Schematicky pohled na téleso z obr. 7.12 ve sméru osy otaceni

Téleso T z obr. 7.12 se nachazi v tihovém poli a ty¢ o je vodorovna. Pohled
na téleso ve sméru tyée o je znazornén na obr. 7.13. Jak jsme ukazali dfive,
piisobeni tihového pole na téleso mize byt vystizeno tihou télesa Mg umisténou
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v hmotném stfedu S télesa. V poloze znazornéné na obr. 7.13 nejsou podminky
rovnovahy splnény, moment sily Mg viiéi bodu na ose, ktery volime za vztazny
bod, neni nulovy. Ma-li téleso 7 znazornéné na obr. 7.13 byt v rovnovaze, musi
jeho hmotny stfed S leZet na svislé ptimce s prochazejici osou 0. Podmink y

S S s

0,54

~————_o

a b c

Obr. 7.14 Rovnovazné polohy tlesa otoéného kolem osy:
a) stala, b) vratka, ¢) volna

rovnovahy a vazby omezuji pohyb télesa jest& vice nes pro téleso znazornéné na
obr. 7.11. Dovoluji mu pouze klidné setrvavat v dané poloze, a jen kdyZ hmotny
stied t€lesa lezi na ose otddeni, miZe se téleso rovnomernd otacet kolem osy.
Rozebereme nyni podrobnéji rtizné rovnovazné polohy uvazovaného télesa:
1. Hmotny stfed S lezi na pfimce s pod osou otadeni o (obr. 7.14a). Otogime-li
ponekud téleso tak, Ze hmotny stted S piejde do nové polohy S, téleso piestane
byt v rovnovaze a vznikly nenulovy moment vnéjsi sily Mg se snaZi téleso vratit
do rovnovazné polohy. Rikame, e rovnovdsnd poloha t€lesa je stdld (stabilni) .

g ey

Obr. 7.15 Rovnovazné polohy koule K: a) stala — koule v misce, b)vratkd — koule X na kouli
K’, ¢) volna — koule na vodorovné desce

2. Hmotny stfed S leZi na p¥imce s nad osou otadeni o (obr. 7.14b). Otogime-
-li ponékud téleso, hmotny stied S piejde do polohy S, téleso prestane byt
v rovnovaze a vznikly nenulovy moment vn&jsi sily Mg se snazi téleso dale
vzdalovat od rovnovazné polohy. Rikame, Ze rovnovdind poloha je vratkd
(labilni).

3. Je-li osa oticeni v t&lese polozena tak, Ze prochézi hmotnym stfedem té&lesa
(9br. 7.14c), jsou podminky rovnovahy splnény pro kazdé natodeni t&lesa.
Rikame, ze rovnovdznd poloha je volnd (indiferentni). V tomto p¥ipadé se téleso
pii splnéni podminek rovnovahy miZe té% rovnomérné otacdet kolem osy stalou
uhlovou rychlosti o.
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Na obr. 7.15 jsou jako dalsi priklad znazornény rtizné rovnovazné polohy
koule v tihovém poli.
Potencidlni energie télesa v tihovém poli je dana vyrazem

kde W, je libovolna konstantni hodnota energie a hg vySka hmotného stiedu
télesa v tthovém poli. Vidime, Ze v uvedenych pfipadech stalé rovnovazné poloze
odpovidd minimum potencialni energie a vratké rovnovazné poloze maximum
potencidlni energie ve srovnani s okolnimi, vazbami pfipustnymi polohami
télesa. Pohybuje-li se téleso v souhlase s vazbami pfi volné rovnovazné poloze,
potencialni energie se neméni. Uvedeny vztah mezi druhem rovnovazné polohy
a prub&hem potencialni energie v jejim okoli ma obecny charakter. Casto byva
rovnovdzny stav riznych systému hledan jako extrém jejich potencidlni energie.
Stdly (stabilni) rovnovdzny stav nastane, kdyz potencidlni energie ma minimum.

7.3 Otadeni kolem pevné osy

V ¢lanku 7.1 jsme nazvali otaenim tuhého télesa kolem pevné osy pohyb, pfi
kterém jedna pfimka pevna v télese zachovava po celou dobu stalou polohu
v prostoru. Této pfimce fikame osa otaceni. Pohyb télesa otaCejiciho se kolem
osy je popsan, kdyZ je zndma &asova zavislost uhlu ¢ = ¢(t) zavedeného
rovnici 7(1.9). Najdeme rovnici, podle niZ Ize neznamou funkci ¢ = ¢(t) urcit,
tj. pohybovou rovnici télesa, které se otaci kolem pevné osy.

Vyjdeme z rovnice 5(2.18), resp. 7(2.2). Pravotocivou kartézskou soustavu
soufadnic pevnou v prostoru zvolime tak, Ze jeji pocatek bude leZet na ose
otadeni a tfeti osa bude mit smér osy otac¢eni. Hledanou pohybovou rovnici
ziskdme upravou treti slozky

—3 = M, 7(3.1)

rovnice 5(2.18). Podle 5(2.19) je tfeti slozka B, celkového momentu hybnosti
soudtem tietich slozek vektorovych soucintt r, x myv,

By =Y [r, x myv,]5. 7(3.2)
RozepiSeme tfeti slozku vektorového soudinu r, x m,v,
[rn X mnvn]S = XgnMypUop — XopMpUpy - 7(33)
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Na obr. 7.16 je pohled ve sméru a proti smyslu tieti osy soufadnicové. Je na ném
znazornén hmotny bod m,, jeho soufadnice x,,, X,,, slozky jeho rychlosti v, ,, v,,,,
kolma spojnice bodu a osy otaceni R, a uhel ¢,, ktery svirda R, s kladnym

Rq | X2n
¥ -,
X1n

Obr. 7.16 Otacent kolem tieti osy soufadnicové

smyslem prvni osy soufadnic (jedna se zpravidla o (thel mimobézek). V tuhe
soustavé hmotnych bodi, kterou modelujeme tuhé téleso, je délka Usecky R,
polomérem kruznice, po které se hmotny bod m, pohybuje. Ziejmé

X, = R, cosp,,

X,, = R, sin ¢, ’ 7(3.4)

n

a slozky rychlosti #-t¢ho hmotného bodu jsou

d de, .
vlnzﬂz —R, (p"sin(pn,
dt :
dx de
Uy, = d;" = R, —d?" cos ¢, . 7(3.5)

Vyraz dg,/dt je uhlova rychlost @, otaceni n-t¢ho hmotného bodu. U tuhé
soustavy hmotnych bodi jsou vSak thlové rychlosti w, vsech bodu stejné, tuha
soustava otacejici se kolem osy ma jednu tthlovou rychlost w. Plati

d d

=2, 7(3.6)

dt , dt
kde ¢ = ¢ (1) je hledana funkce charakterizujici otideni soustavy, za kterou
muzeme volit napf. nékterou z funkei ¢, = ¢,(r) . Funkce ¢,(¢) se vzajemng lisi
o konstantni hodnoty odpovidajici riznym poloham bodd m, na poéatku
pohybu, tj. v ¢ase ¢ = 0. UZijeme-li rovnic 7(3.4) a 7(3.6), mizeme vyraz 7(3.3)
upravit ‘ '

_ 2
XinMploy — XoyMyly, = mana) :
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Pro teti sloku B, celkového momentu hybnosti danou rovnici 7(3.2) tak
dostaneme vyjadieni

5 ) . )
B, =YmRw=0YymR, . 7(3.7)
Hodnota souétu 'm, R: zavisi pouze na velikosti hmotnosti m, jednotlivych
hmotnych bodi soustavy a na jejich vzdalenosti R, od osy otaceni. Pro tuhou
soustavu hmotnych bodi, kterd se otaci kolem pevné osy, je uvazovany soucet
konstantni a nazyvame jej momentem setrvacnosti J. Definiéni rovnici

N '
J =Y mR; 7(3.8)

n-'n
n=1
prevedeme podle analogie, ktera byla vysvétlena pfi ipravé rovnice 7(1.5) na
rovnici 7(1.6), na tvar vhodny pro vypocet momentu setrvaénosti tuhého télesa

J=[,Rodv. o B9)

Integralem 7(3.9) je zaveden moment setrvacnosti tuheho télesa viéi pevné ose.
Integruje se pres objem télesa V, R je proménna vzdalenost jednotlivych bodu
télesa od osy otadeni a ¢ obecné proménna hustota t€lesa. Momenty setrvacnosti
nékterych homogennich (konstantni hustota o) teles vii¢i vyznaCnym osam jsou
vypoéteny v fefené uloze ¢. 1. Se zavedenym pojmem momentu setrvacnosti
mizeme rovnici 7(3.1) s pfihlédnutim k 7(3.7) psit ve tvaru

dJw

= M, . 7(3.10
2y (.10

Slozku vysledného momentu vnéjsich sil M do sméru osy otaceni nazyvame
vpslednym momentem vnéjsich sil vici ose a budeme ji oznacovat M 0. Otagi-li se
téleso kolem tfeti osy soufadnicové, je tieti slozka vysledného momentu vnéjsich
sil M, vysiednym momentem vn&jsich sil vici ose, miizeme ji oznadit M°
a rovnici 7(3.10) psat ve tvaru nezavislém na specifické volbé soustavy souradnic

—— = M". ' 7(3.11)

Moment setrvacnosti J hutého télesa a tuhé souétavy hmotnych bodd nezavisi
na ¢ase. Rovnici 7(3.11) mizeme tedy psat tez
dw
J—=M". 7(3.12)
dt
Rovnice 7(3.11) a 7(3.12) jsou dva ekvivalentni tvary hledané pohybové rovnice.
Pohybovd rovnice tuhého télesa, které se otdci kolem pevné osy, uddvd, Ze soucin
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momentu setrvacnosti J télesa viici ose otaceni a tthlového zrychleni dew/ds rélesa
Je roven vyslednému momentu viici ose M° vnéjsich sil piisobicich na téleso.

Vsimneme si analogie mezi rovnici 2(1.4) ma = F a rovnici 7(3.12). Obé& maj
tvar

fm) g [r)] = hE). - 73.3)

kde f (m) je s Casem konstantni, rozloZenim hmotnosti dana vlastnost hmotného
objektu, g[r(t)] je charakteristika pohybu hmotného objektu a funkce h(F)
vystihuje vn&jsi silové pisobeni. V rovnici 2(1.4) vlastnosti f(m) hmotného
objektu je pfimo hmotnost m hmotného bodu, v rovnici 7(3.12) je ji moment
setrvacnosti J t&lesa. Charakteristikou pohybu g[r(t)] v rovnici 2(1.4) je
zrychleni @ hmotného bodu, v rovnici 7(3.12) uhlové zrychleni dw/dt t&lesa.
Silové plisobeni 4(F) v rovnici 2(1.4) je ddno p¥imo silou F, v rovnici 7(3.12) je
funkci A(F) vysledny moment vngjsich sil viici ose M°. Rovnice 2(1.4) je vektoro-
vou rovnici a rovnice 7(3.12) rovnici skaldrni, ale tento rozdil neni pro uvazova-
nou analogii podstatny. ‘

Pohybova rovnice 7(3.12) J(d%p/dtY) = M° (podle  7(3.6) je
(dw/dt) = (d*p/dt?)) je diferencidlni rovnici pro uréeni nezniamé funkce
¢ = ¢(t) . Moment setrvaénosti J je konstantni a Ize jej pro dané téleso a danou
osu stanovit dfive, neZ zacneme vysetfovat pohyb t&lesa. Vysledny moment
vnéjsich sil viici ose M ® urdime tak, ze vypocteme vysledny moment sil ptisobi-
cich na téleso '

M=3r xFg, 7(2.8)

viici pocatku soustavy soutadnic, ktery volime na ose otaent, a ziskany vektor
M vynasobime skalarné jednotkovym vektorem v, jenZ ma smér osy otaceni,
tedy

M’ =v.m. ' 7(3.14)

Tim, jak volime smysl vektoru v na ose otadeni, uréime, co budeme nazyvat
kladnym smyslem ota¢eni. Smysl ota¢ent je kladny, kdyZ ve vztahu @ = ky je
k kladna konstanta, k > 0. Uvedeny postup stanoveni momentu M° Ize
provést pro libovolnou orientaci osy otadeni viiéi soustavé soufadnic. Pro vyse
uvazované otaceni télesa kolem tieti osy soufadnic ma jednotkovy vektor ve
sméru osy slozky v; = v, = 0, v3 = 1, zvolime-li smysl v shodny s kladnym
smyslem tieti osy soufadnic. Z rovnice 7(3.14) pak dostavame

coZ jest vztah, ktery jsme jiz uvazovali pfi odvozeni rovnic 7(3.1 1) a 7(3.12).
V jednoduchych piipadech byva vyhodngjsi stanovit moment M° konstruk-
tivné nez pravé uvedenym analytickym postupem. Moment sily F vuci pocatku
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O soustavy soufadnic, ktery leZi na ose otaceni o, je M =r x F, a tedy
moment této sily viiéi ose je podle 7(3.14)

M® = v(r x F). 7(3.15)

SmiSeny soucin na pravé strané posledni rovnice je podle D(4.27) ekvivalentni
vyrazu F(v x r), ktery lze interpretovat jako primét F, sily F do sméru kolmého

Obr. 7.17 N&grt k objasnéni vyznamu momentu sily viiéi ose

k roviné dané vektory v a r vynasobeny velikosti r sin a vektorového soucinu
v x r. Pro moment sily F vii¢i ose o tak dostavame vyjadieni

M® = Fgprsina, 7(3.16)

kde « je Uhel mezi vektory r a v (viz obr. 7.17). Vyraz r sin « je viak roven
vzdalenosti R pusobisté P sily F od osy otaceni o. Moment sily F vici ose
o ziskame tedy tak, Ze promitneme silu F do roviny kolmé k ose otaceni
— primét oznac¢ime F) —a v této rovin€ jest€ Fy promitneme do sméru kolmého
k poloméru R (obr. 7.18). Ziskame priimét Fy, ktery vynasobime velikosti
R. Stejny vysledek ziskame, vynasobime-li priumét F, vzdalenosti d od osy
otadeni ptimky p, ve které lezi F. Z obr. 7.18 znazoriiujiciho pohled ve sméru
osy o je totiz zfejmé, ze F,/Fx = R/d, neboli F,d = FgR . Moment sily
F vuci ose lze tedy vyjadrit jednoduse

M° = FRR = F,d . 7(3.17)
Mame-li vice sil F, lze jejich pfispévky k vyslednému momentu M 0 yn&jsich sil

vici ose séitat. Musime pfitom dbat toho, aby prispévky, které se snazi otacet
télesem v razném smyslu, byly brany s opaénym znaménkem.

Obr. 7.18 Velitiny Fy, Fy, R, d, kterymi lze vyjadfit moment sily vici ose M% M°=FyR=Fd

205



Pohybova rovnice 7(3.12) pro otadeni tuhého télesa kolem osy je velmi ¢asto
uzivana k feSeni konkrétnich uloh. Jejim uzitim napf. ziskame pohybovou
rovnici
' d
(F, — F,)R = J—d‘—" 7(3.18)
; ,

pro pohyb téZké kladky zndzornéné na obr. 7.19 a podrobné feSené v Uloze
- 2. Tézka tikame takové kladce, u niZ nezanedbavame jeji hmotnost, a tim ani

m

Obr. 7.19 Tézka kladka

jeji moment setrvacnosti J. Druhy pfiklad, feSeni pohybu fyzického kyvadla, zde
pro jeho duleZitost probereme podrobné.

Fyzické kyvadlo je téleso, které se v tthovém poli otaci kolem pevné vodorovné
osy neprochdzejici jeho hmotnym stfedem.

Na obr. 7.20 je schematicky znazornén pohled na fyzické kyvadlo ve sméru
osy otaceni o. Hmotny stfed kyvadla je oznacen S a jeho vzdalenost od osy

ki

Mgt |
l
Obr. 7.20 Fyzické kyvadlo

otadeni R. Svisla pfimka vedend osou otaceni je znaCena k. Podle vysledku
uvedeného v ¢l. 7.2 lze silové plisobeni na téleso v tthovém poli nahradit tihou

t8lesa Mg pusobici v hmotném stfedu (t&Zisti) télesa, a tedy, s piihlédnutim
k 7(3.17), velikost momentu sily viici ose

M® = MgR sin ¢ . 7(3.19)
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Uhel ¢ mezi svislou pfimkou k a kolmici spusténou z hmotného stfedu S t€lesa
na osu otadeni o je thlem mezi ptimkou pevnou v prostoru a pfimkou pevnou
v télese, jakym se zpravidla popisuje pohyb télesa otacejiciho se kolem pevne
osy. Uhlova rychlost otaceni kyvadla je dg/dr. Dosadime-li do rovnice 7(3.12)
dp/dt za w a za M° vyraz 7(3.19), dostavame
2
J d_(g = —MgR sin ¢ . 7(3.20)
dr

Znaménko minus v rovnici 7(3.20) vyjadiuje skutecnost, Ze moment tihové sily
se snazi télesem otacet tak, aby zmenSoval absolutni hodnotu uhlu ¢. Rovnice
7(3.20) je diferencidlni rovnice pro neznamou funkci ¢ = ¢(t). Funkce
¢ = (t) tesici rovnici 7(3.20) neni zadna z béZnych funkci. Jeji hodnoty mohou
byt tabelovany nebo je mozno funkci vyjadfit ve tvaru nekonecné fady (viz
napf. knihu Kittelovu z doporudené literatury). Omezime-li se na malé absolutni
velikosti tthlu ¢, miiZeme pouzit pfiblizné rovnosti ¢ = sin ¢ a rovnici 7(3.20)
pfepsat na tvar

J— = —MgRyp. 7(3.21)

Rovnice 7(3.21) je rovnice formalné shodna s pohybovou rovnici 3(1.11) harmo-
nického kmitu. Resenim rovnice 7(3.21) je tedy funkce

g = @ sin (Qr + a), 7(3.22)
kde
1/2
MgR
Q= <—J2—> : 7(3.23)

Konstanty & a « z rovnice 7(3.22) je nutno urcit z pocitecnich podminek
pohybu. Uhel @ ur¢uje maximalni velikost (amplitudu) ahlu ¢ a thel @ sin «
hodnotu thlu ¢ v dase ¢ = 0. Je-li @ malé, jsou po celou dobu pohybu, tj. pro
viechna ¢(t), splnény podminky pro platnost pfiblizné rovnice sin ¢ = ¢ uZité
pii odvozeni pohybové rovnice 7(3.21). Rovnovazna poloha fyzického kyvadla
nastane (srovnej obr. 7.14) pro ¢ = 0. Pfi malych vychylkach z rovnovazné
polohy tihel ¢ uréujici pohyb fyzického kyvadla je dan harmonickou funkci
7(3.22). Kyvadlo kmitd kolem své rovnovdzné polohy s frekvenci Q danou rovnici
7(2.23). Je tieba dobie rozlifovat konstantni frekvenci kmitld € a proménnou
tthlovou rychlost @ = dg/dt , jakou se kyvadlo otaci kolem osy. Stejné tak je
si tteba uvédomit, Ze harmonicky proménnou veli¢inou pii pohybu kyvadla je
thel ¢ a pouze pfiblizné primét bodu S do vodorovné roviny. Ve shodé
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s vysledky kap. 3 nazveme dobou kmitu 7 kyvadla ¢asovy interval, po kterém
se cely pohyb kyvadla opakuje. Podle rovnic 7(3.22) a 7(3.23) ziejmé

12

2 J

T=— = 2n( > . 7(3.24)
Q MgR

Porovna-li se feseni 7(3.22) rovnice 7(3.21) s fedenim piesné rovnice 7(3.20), Ize
zjistit, Z¢ doba kmitu kyvadla je dana vyrazem 7(3.24) s presnosti v&t$i nez
0,1 %, kdyz amplituda @ uhlu ¢ nepfesahne hodnotu 5°. Vyraz 7(3.24) je na
amplitudé & nezavisly, doba kmitu odpovidajici feSeni pfesné rovnice 7(3.20)
mirné s amplitudou @ roste.

Obr. 7.21 Matematické kyvadlo

Predpokladame-li, Zze téleso ma celou svou hmotnost soustfedénu v bodé,
Jehoz vzdalenost od osy otaceni je /, moment setrvaénosti télesa vuci ose otadeni
J = M avzdalenost hmotného stiedu télesa od osy otadeni R = [. Pro dobu
kmitu takového systému, ktery nazyvame matematickym kyvadlem, dostdvame
dosazenim do vzorce 7(3.24) vyjadfeni

PM 1/2 12
T = 2n<——> = 2n<£) . 7(3.25)
Myl g

Matematické kyvadlo piiblizné realizujeme, zavésime-li v tihovém poli téZkou
kouli na lehke vldkno, a pocate¢ni podminky pohybu volime tak, aby koule a jeji
zavés se stale pohybovaly v jedné svislé roving (viz obr. 7.21). Vyraz
J
l —

= 7(3.26
- (320

zrovnice 7(3.24) ma rozmér délky a byva nazyvan redukovanou délkou fyzického
kyvadla. Uzijeme-li v rovnici 7(3.24) oznaceni 7(3.26), dostivame pro dobu
kmitu fyzického kyvadla vyraz
I\2
T = Zn(—r> .
g
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formalng& shodny s rovnici 7(3.25). Jak Ize experimentalné stanovit redukovanou
délku fyzického kyvadla, je uvedeno v feSené wloze €. 3. V tlloze €. 4 je feSen dalsi
dilezity pohyb télesa, ktery lze vySetfovat podle rovnice 7(3.12) — valeni télesa
po naklonéné roviné.

Viimneme si nyni soustavy, ktera se otaci kolem pevné osy, ale jejiz moment
setrva¢nosti se mize v ¢asovém prubehu ménit. Takovou soustavou muze napf.
byt osoba sedici na otacivé zidli, ktera rozpazuje a pfipaZzuje ruce s ¢inkami.
Pied rozpazenim rukou mizeme cloveéka, ¢inky a zidli pokladat za tuhou
soustavu otadejici se spole¢nou thlovou rychlosti w; a pro tuto soustavu milze-
me i vypoditat moment setrvaénosti, ktery oznac¢ime J,. Pfi rozpaZovani rukou
neni soustava tuha. Ma-li jiz ¢lovék rozpazeno, znovu miZeme soustavu pokla-
dat za tuhou s thlovou rychlosti otaceni w, a momentem setrvaCnosti J,.
Piedpokladame-li dale, Ze moment vnéjsich sil vici ose otaceni M % je nulovy,
plyne z rovnice 7(3.11)

Jiw, = Jyw,, 7(3.27)

uvédomime-li si, Ze rovnice 7(3.11) byla ‘'odvozena z rovnice 7(3.1). Rovnici
7(3.1) podle vykladu provedeného v tomto ¢lanku miZeme pfepsat na tvar
d(B dB
d(v) _ dB, _ MO, 7(3.28)
dt dt

kde B, je slozka momentu hybnosti do osy otaceni a M % je vysledny moment
vnéjsich sil vici ose. Pfi predpokladaném M° = 0 plyne z rovnice 7(3.28)
N
‘B, = Y m,R2w, = konst . 7(3.29)

v
n=1
Pii otadeni kolem pevné osy zustava slozka momentu hybnosti do této osy
s ¢asem konstantni, kdyz vysledny moment vné&jsich sil vici ose je nulovy.
V okamzicich, kdy soustavu Ize pokladat za tuhou, mizeme ¢asové konstantni
moment hybnosti B, vyjadfit jako soucin momentu setrva¢nosti a uhlove rych-
losti otaceni, tj. jako J,®,, resp. J,m,. Rovnice 7(3.27) je obvyklou formulaci
zdkona zachovdni momentu hybnosti 5(2.18 ) pro soustavu, kterou v prave vyloze-
ném smyslu Ize chapat jako soustavu otdcejici se kolem pevné osy.. Podle rovnice
7(3.27) 1ze napf. vysvétlit zmenSeni uhlové rychlosti otaCeni, roztahne-li clovek
na otacivé Zidli ruce nebo zvétSeni tthlové rychlosti krasobruslafe pii pirueté,
kdy krasobruslaf se snazi co nejvice zmensit sviij moment setrvacnosti vici ose
rotace. Clovék s roztaZzenyma rukama ma vét§i moment setrvacnosti J,, nez je
jeho moment setrva¢nosti J;, ma-li ruce pfipazené. Z rovnice 7(3.27) pak plyne,
zepro J, > J; je w, < @ .
Uvedli jsme i obecnéjsi tvar 7(3.29) zdkona zachovdni momentu hybnosti pro
soustavu otdcejici se kolem pevné osy, ktery umozniuje fesit i pfipady, kdy riizné
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¢asti soustavy se pohybuji riiznou tthlovou rychlosti v jednom okamziku. Pikla-
dem miiZe byt roztodeni rota¢né uloZzeného kotouce pohybem po tomto kotouci
a rizné rotadni a protirotacni pohyby uzivané v gymnastice, lyzaistvi a akroba-
cii. PFi rozpisu slozky momentu hybnosti B v 7(3.29) jsme uzili rovnici 7(3.7),
pficemz jsme uvazili tvar, ktery by plynul ze 7(3.5), kdyby nebylo uzito zjedno-
duseni 7(3.6).

7.4 Tenzor setrvatnosti, Eulerovy pohybové rovnice

Rovnici 7(3.8), resp. 7(3.9) jsme zavedli moment setrvacnosti jako charakteristi-
ku télesa pro otaceni kolem pevné osy. Po zavedeni momentu setrvacnosti se
nam podafilo prepsat vétu 5(2.18) o momentu hybnosti soustavy na tvar 7(3.13).
Rozsifime nyni pojem momentu setrvacnosti tak, aby vystihoval vlastnosti
télesa pii otaceni kolem pevného bodu. Zkusime, zda je mozno piepsat rovnici
5(2.18) na tvar 7(3.13) i pro otaceni télesa kolem pevného bodu. Pocatek
soustavy soufadnic vlozime do bodu, kolem kterého se téleso reprezentovane
tuhou soustavou hmotnych bodii otaci, Potom podle 7(1.10) rychlost n-tého
bodu soustavy

vV, =0 X I, 7(4.1)

[

kde o je okamzitd uhlova rychlost otadeni télesa a r, je polohovy vektor n-tého

bodu soustavy. Dosadime-li vyjadfeni rychlosti 7(4.1) do 5(2.19), dostavime pro

celkovy moment hybnosti B soustavy (oznadeni vzdy stejnych scitacich mezi
= 1 az N uznak( ), v celém ¢lanku vynechavame)

Zrn X mn n Zmn n (Cl) X rn) . 7(42)

Rovnici 7(4.2) rozepiSeme do slozek, pticemz pofadoveé &islo n jednotlivych
hmotnych bod budeme u jejich soufadnic psat nahofe. Vypocteme-li slozky
dvojitého vektorového soudinu r, x (@ x r,), dostivame

B = ym,[xi(wx) — w,x]) = xj(wx] ~ w,¥5)]
By = Ym,[x3(wx] — wxy) = xj(wx; — 0xx{)],
By = Ym,[x](0x] — 0,x3) = Xh(wxf — w3x3)] .

Po vytknuti sloZek vektoru tthlové rychlosti @, ktery je Spole(,ny pro celé téleso,
muzeme posledni rovnice piepsat na tvar

B, =  w, Ym,[(xi + (¥3F] — wy YmxXixs — w3 YmxNy
Bz=‘—w12m’€”’:§+szM[(d) ()] — 3 Em, %
B, = —w, Ym XXt — wy Ymxixh + oy Ym,[(x]) + (%3] 7(4.3)



Koeficienty u sloZek vektoru tthlove rychlosti maji rozmér shodny s rozmérem
momentu setrvac¢nosti, oznacime je

Ill - Zmn[(xg)z + (’XQ)Z] » Il2 = 121 = - Zmnx?xg >
122 = Z"n”[(xYll)z + (\;)3] ’ Il3 = 131 = - Zmnx’llxg » ’
I; = 2’71;1[(x’f)2 + (\’21)2] ’ Iy = Iy = — 2mx 7(4.4).

S pravé zavedenym oznacenim mizeme rovnice 7(4.3) pfepsat na tvar

B, = oIy + opdy + w3li3,
B, = o1, + ]y + w31y,
By = oy + wyly + o315 7(4.5)

Ve slozkové symbolice s uzitim sumacniho pravidla D(2.4) miizeme celou
soustavu 7(4.5) vystihnout jednoduchym zapisem
B = ol . 7(4.6)

1

Z rovnice 7(4.5) nebo z jeji struéné formy 7(4.6) plyne, ze obecn& nelze najit
konstantu k takovou, aby platilo B = ke, tj. B; = ke, . Pt otaceni tuhého
télesa kolem pevné osy obecné neni celkovy moment hybnosti télesa B rovno-
bézny s vektorem Uhlové rychlosti otaceni o.

Dosadime-li za B vyraz 7(4.6) do rovnice 5(2.18), dostavame

(d@jl,j> M, | 7(47)

dt

Rovnice 7(4.7) formalné ponékud piipomina rovnici 7(3.11). Analogie viak
nema hlubsi smysl. Rovnice 7(4.7) plati v inercialni soustavé soutadnic. V té se
viak s ¢asem méni soufadnice jednotlivych bodl otacejictho se télesa a koefi-
cienty I;; dané rovnici 7(4.4) obecné méni svou velikost s Casem. {Moment
setrvacnosti vadi pevné dané ose uzivany v piedchazejicim ¢lanku zavisi pouze
na vzdalenostech bodi télesa od osy, coZ je neproménna veli¢ina nezavisla na
volbé soustavy soutadnic, a proto i moment setrvacnosti je s asem konstantni.)
Kromé toho vyrazy w;l; jsou souétem tii s¢itancti. Rovnici 7(4.7) nelze upravit
na tvar 7(3.13), ktery ma pohybova rovnice 2(1.4) hmotného bodu i pohybova
rovnice 7(3.12) pro otaceni tuh¢ho télesa kolem pevné osy a na ktery lze upravit
vétu 5(2.9) o hybnosti soustavy jejim prevedenim na tvar 5(2.32). Rovnici tvaru
7(3.13) pro otaceni tuhého telesa kolem bodu napsat nelze. Rozbor pohybu se
tim stava znacné obtizny.

Rovnici 7(4.2) pro urceni momentu hybnosti B nemusime chépat jen jako
rovnici uréujici B v inercialni soustave soutadnic nebo, jak budeme dale fikat,
v soustave soufadnic pevné v prostoru, ale i jako vyraz, kterym muzeme urcit
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vektor B v soustavé soufadnic spjaté s otacejicim se télesem. Jedna se o prosté
vyjadteni vektoru B definovaného v inercialni soustavé soufadnic v jiné sousta-
vé soufadnic. Jinak by totiz, vzhledem k tomu, Ze rychlosti jednotlivych bodi
~ télesa viici soustavé pevné spjaté s télesem musi byt nulové, moment hybnosti
definovany vii¢i soustavé soufadnic spjaté s t&lesem nemél smysl. V soustavé
soufadnic spjaté s télesem oznacime By, By, By slozky vektoru B, &, 5, &4 slozky
polohového vektoru ra Q, 2,, Q; slozky vektoru thlové rychlosti w. Nahradi-
me-li v rovnici 7(4.3) x; = ¢, a w, > 2, dostaneme

181 = ‘QI Zmn[ég)z + (62)2] - ‘Q2 Zmn ’115121 - ‘QB Zmné?fg ’
/3)2 = _‘QI Zmné?ég + ‘QZ Zmn[(é,{)z + ( ’31)2] - ‘QB Zmn‘fg ’31’
By = =& Ym &5 + 2, ¥mE + Q3 Ym [(EF + (GP]. 7(458)

Koeficienty u ©, ozna¢ime nyni J,, tedy

i

Ju = Zmn[(fg)z + (53)2] > Jp=Jy = — Zmnflffg

-

Iy = Zmn.[(f?)z + (ég)z] > Jiy=J3 = - Zmnf?fg ’
I3 = Zmn[(f’f)z + (53)2] > Jyy =Jp = — Zmnégég . 7(4-9)

Potom rovnice 7(4.8) mizeme stru¢né zapsat jako
Bi=2J;. 7(4.10)

V soustavé soufadnic spjaté s télesem (tuhou soustavou hmotnych bodu) jsou
soufadnice &7 (n =12, .,N;i,j=1,2, 3) s&asem stalé, a tedy i koeficien-
ty J; na rozdil od koeficientu I;; jsou s ¢asem stalé, tj. konstantni, velidiny.
Koeficientim J ; budeme ftikat slozky momentu setrvacnosti. Vyraz
(&) + (&) je roven &tverci vzdélenosti 'R" n-tého hmotného bodu od prvni
osy soufadnic. Kdyby se téleso otacelo kolem prvni osy soufadnic, ktera by byla
v té€lese i prostoru pevnd, slozka momentu setrvacnosti

JII = Zmn[(ég)z + (ég)z] = Zmn(IRn)z

je rovna rovnici 7(3.8) zavedenému momentu setrvaénosti. Obdobny vyznam
maji slozky J,, a J;; pro otadeni télesa kolem druhé a tfeti osy soufadnic pevné
spjaté s télesem. Slozky se shodnymi indexy J,, J,,, J;; budeme nazyvat momen-
Ly setrvacnosti vici osdm soufadnic a slozky se smiSenymi indexy J,,, Jj;, Jos
nazveme deviacni momenty. PHimym vypocétem (viz fes. 0l & 5) Ize ukazat, 7e pfi
zméné kartézské soustavy soufadnic v télese, tj. pfi transformaci soufadnic
'popsané rovnicemi D(2.3)

&= a3y
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slozky momentu setrvacnosti v ¢arkované soustavé soufadnic budou dany
vyrazy

Ji = agapJy, - 7(4.11)

Slozky momentu setrvacnosti 7(4.9) jsou tedy podle definice D(3.3) slozkami
tenzoru druhého fadu. Jelikoz plati relace

Ty = Jii»

7(4.12)

je to symetricky tenzor. Slozky 7(4.9) tvofi symetricky tenzor druhého fadu, pro
ktery budeme uzivat nazev tenzor momentu setrvacnosti nebo strucné€ fenzor
setrvacnosti.

Eulerovy rovnice

Prevedeme rovnici 5(2.18) dB/dt = M do soustavy soufadnic spjaté s télesem.
Budeme piedpokladat, Ze soustava soufadnic pevna v télese a soustava soufad- '
nic pevna v prostoru maji spoleény pocatek v bodg, kolem kterého se téleso
otadi. Vektor M pfevedeme do soustavy soufadnic spjaté s télesem jednoduse
tak, Ze v této soustavé vyjadiime jeho slozky; oznacime je 4, i, a u3. Cheeme-hi
vyjadfit ¢asovou zménu vektoru B vici soustavé soufadnic spjaté s telesem
(dB/dt)y, je vyjadreni derivace (dB/dt); pomoci derivace dB/dt vektoru B v pro-
storu obtizn&jsi. Polohovy vektor r ur¢itého pevného bodu télesa je v soustavé
soufadnic spjaté s télesem konstantni vektor. Polohovy vektor r t¢hoz bodu
v prostoru se s ¢asem méni. Rychlost bodu (dr/dz); vici soustavé soufadnic
spjaté s télesem je nulova. Rychlost bodu v = (dr/dt) viici soustavé soufadnic
pevné v prostoru je dina vyrazem 7(1.10)

V=owXr. 7(1.10)

Tedy derivace polohového vektoru (dr/df); vici soustavé soufadnic spjaté
s t&lesem a derivace téhoz vektoru vidi soustavé soufadnic pevné v prostoru
dr/dt se lisi o vyraz @ x r

U jinych vektorti, napt. u vektoru B, derivace vektoru vici t€lesu nemusi byt
nulova. Rozdil 7(4.13) mezi derivaci d/d¢ v prostoru a derivaci (d/dt); vektoru
vidi soustavé spjaté s télesem viak ziistava. Mezi obéma derivacemi plati vztah
(viz citované ucebnice teoretické mechaniky)

(d/dt) — (d/dt); = @ x . 7(4.14)
Specialné pro vektor celkového momentu hybnosti télesa B miZeme psat
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(dB/dt) — (dB/dt); = @ x B a po pievedeni derivace (dB/dt), na druhou
stranu rovnice mame

(dB/dt) = (dB/dt); + © x B 7(4.15)

Dosadime-li vyjadfeni 7(4.15) do 5(2.18), dostavame vyjadieni véty o momentu
hybnosti télesa v soustavé soufadnic pevné spjaté s télesem

(dB/dt)y + & x B = M. 7(4.16)

Po rozepsani rovnice 7(4.16) do slozek, uZijeme-li oznadenti y,, p,, 115 pro slozky
vektoru M v soustavé soufadnic spjaté s télesem a pro slozky ostatnich vektori
stejného oznaceni jako v rovnici 7(4.8), dostaneme

dp,/dt + Q,p, — Q.f, =y, ,
dp,/dt + 8, — Qi3 = p,,
dﬁ3/dt + Qf, — Qf = uy, 7(4.17)

Dosadime-li do rovnice 7(4.17) vyjadfeni §; podle 7(4.10), ptejdou rovnice
7(4.17) (J; jsou konstanty) na tvar

de de dQ
. Ju(‘“". l) + le(___z) + J13(—3> + 2,205 + 2,02,J5, +
dt dt dt

+2,2:3053 — Q02,05 — Q32,0 — Q323055 =y . T(4.18)

Druhé dvé rovnice systému 7(4.18), které Ize ziskat analogickym zpiisobem,
nevypisujeme. Rovnice 7(4.17), resp. 7(4.18) jsou Eulerovy rovnice pro rotaci
tuhého télesa. Tyto rovnice jsou pro stanoveni pohybu tuhého télesa otacejiciho
se kolem bodu vhodné€jsi nez formalné jednodussi rovnice 7(4.7). V rovnicich
7(4.18) jsou totiz J;; konstantni veliciny, jejichz hodnoty, pfi dané volbé soustavy
soufadnic v télese, miZzeme stanovit je$té pred feSenim pohybové tlohy. Téchto
Sest cisel, tj. Sest nezavislych slozek symetrického tenzoru setrvacnosti
i Ias I35 Iy = Jy Ji3 = I3,y = J3y . které v rovnicich 7(4.18) cha-
rakterizuji vlastnosti télesa, spocitdme podle defini¢nich rovnic 7(4.9). Pii zada-
nych hodnotich y; je soustava rovnic 7(4.18) soustavou tii diferencialnich
rovnic pro tfi neznamé funkce Q,(t); takova soustava je principialné fesitelna.
Soustava rovnic 7(4.18) nema jednoduchy tvar 7(3.13), ptesto viak je hledanou
Upravou rovnice 5(2.18) na pohybovou rovnici tuhého t&lesa, které se otaci
kolem pevného bodu. _

Zname-li tenzor setrva¢nosti J,j a vektor tthlové rychlosti otaceni Q; telesa,
muiZeme podle rovnice 7(4.10) f; = Jj@2; ur¢it slozky f; momentu celkové
hybnosti t€lesa v soustavé soufadnic spjaté s télesem. Znalost vektoru £, zname-
na, Ze zname smér osy otaceni v télese a rychlost rotace kolem ni. Pfedpokladej-
me, Ze osou rotace proloZime tfeti osu soustavy soufadnic spjaté s télesem, pak
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Q =9,=0, Q # 0. Prosloiku B, momentu hybnosti dostivime podle
7(4.10) obecné vyjadteni

By = QJy + Q) + 2353,

ze kterého, je-li pouze Q, nenulove, plyne f; = Q.,J,; . Obdobné vypocteme
slozky f, a B, momentu hybnosti a dostaneme

Br = 2313, By = 2375 By = Q335 7(4.19)

Jsou-li nenulové deviadni slozky tenzoru setrvacnosti Ji3 a Jy;, ma celkovy
moment hybnosti tlesa néjen slozku B, do sméru osy otaceni, ale i nenulove
slozky f, a B, Vektor ff; nema tedy smér osy otaceni. Je-li osa rotace pevna,

X1

Obr. 7.22 Soufadnicové soustavy — cfi pevna v télese a x. pevna v prostoru — vzité k popisu
otadeni télesa kolem spoletné tieti osy

odpovida vysetfovany pfipad rotaci télesa kolem pevné osy, kterd byla podrob-
né probirdana v minulém ¢lanku. Osou rotace o prolozime také tfeti osu x,
soustavy soufadnic pevné v prostoru (obr. 7.22). To lze, nebot osa rotace je
spole¢nou piimkou obou soufadnicovych soustav. Moment setrvaénosti defino-
vany rovnici 7(3.8) je pak roven jak koeficientu Iy definovanému prisludnou
rovnici ze 7(4.4), tak slozce J3; tenzoru setrvacnosti

Rovné? slozky fi; a By momentu hybnosti se sobé rovnaji
B3 = By . 7(4’21)

Zbylé dvé slozky 8, B, a By, B, se sobé rovnat nemusi, ale je-li nékterd ze slozek
By, B, nenulova, musi byt nenulové alespon jedna ze slozek By, B,. Znovu vidime,
%e celkovy moment hybnosti B neméa smér osy otaceni, kdyz devia¢ni momenty
J,; a J 5 jsou nenulové.
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Z pohybovych rovnic 7(4.18) pro rotaci tuhého t&lesa kolem tieti osy
(2, =92,=0, Q; #0) plyne

de

J13(—3> - Qngs = Hi>
dt
dQ

J23(_—3> - Q§J13 = K

J33(—> = u§ : 7(4.22)

Posledni rovnice soustavy 7(4.22) m4 stejny vyznam jako rovnice 7(3.12) pro
otaceni tuhého télesa kolem pevné osy. Podle rovnice 7(4.20) I3 = Jy3 = J
a jelikoz tieti osy soustavy soufadnic pevné v prostoru a soustavy souradnic
pevne v t€lese splyvaji, je té2 2, = w; = w a M3 = M; . Slozka M,
vysledného momentu vnéjsich sil ma pro rotaci kolem tieti 0Sy Vyznam momen-
tu M° vysledné vn€jsi sily viaéi ose. Rozborem prvnich dvou rovnic soustavy
7(4.22) objasnime vyznam deviacnich moments. Jsou-li deviacni momenty J,,
a J,; nenulove, je i pfi rovnomérné rotaci télesa, tj. kdyz (d2,/dt) = 0, nutno
na téleso piisobit nenulovym momentem vnéjsich sil o slozkach U a u,, aby se
rotace kolem pevné osy udrzela. Podle principu akce a reakce je potom ziejmé,
ze téleso rotujici kolem osy, vici niz deviaéni momenty jsou nenulové, pusobi
na upevnéni osy v prostoru nenulovym momentem sily o slozkach — Ky — s .
V technickych aplikacich soustav rotujicich kolem pevné osy, napf. u kol, se
snazime, aby pfi rotaci nepfistoupila k tize télesa zadna dalsi sila plisobici na
loZiska. Proto volime za rotaéni takové osy, viii kterym jsou devia¢ni momenty
nulové a které prochdzeji hmotnym stiedem t&lesa. U automobilovych kol se
pfesné splnéni téchto podminek nastavuje tzv. vyvazovanim. Podminka vedeni
osy rotace hmotnym stfedem télesa zarudi, Ze pii roztodeni nezaéne na osu
plsobit odstiediva sila (soustava spojena s otacejici se soustavou je neinercialni,
a proto oznaceni odstfediva sila je spravné). Nepokladame-li osu rotace za osu,
ktera je vazbami udrZovina v pevné poloze, nenulové hodnoty devia¢nich
momentil v rovnici 7(4.22) zplisobi, Ze osa rotace nebude mit vid télesu ani
v prostoru stalou polohu. Osa za¢ne télesem i prostorem putovat, a to i v pfipa-
dé, kdy vysledny moment vngjsich sil pisobicich na téleso je nulovy. Tento
posledni pfipad podrobngji rozebereme pfi vysetfovani pohybu volného setr-
vacniku.
Hlavni osy setrvacnosti

Zodpovime nyni otazku, zda jsou v télese osy, vidi kterym jsou deviaéni
momenty nulove. Najdeme v télese sméry os, pro které pii otadeni télesa
moment hybnosti je rovnobé&zny s osou otaceni. Pak vektor hybnosti B lze psat
Jako skalarni nasobek vektoru whlové rychlosti otaceni w, B = kw (k je
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konstanta), coZ v soustavé soufadnic spjaté s télesem zapiSeme ve slozkovém
tvaru

B = JQ, . 7(4.23)

V rovnici 7(4.23) jsme konstantu Umérnosti k oznadili J, nebot ziejmé ma
rozmér momentu setrvacnosti. Dosadime-li pozadovanou vlastnost 7(4.23) vek-
toru §; do obecné rovnice 7(4.10), dostavame

JQ, = J0;. 7(4.24)

Soustavu rovnic 7(4.24) rozepiSeme a viechny Cleny pievedeme na levé strany
rovnic, dostaneme

Vi = )R + Jp02, + J132, =0,

IR + (U — J)2, + 32y = 0,

J3 Q2 + 32, + (Jg3 — J)2;, = 0. 7(4.25)
Rovnice 7(4.25) tvoti homogenni soustavu linearnich algebraickych rovnic pro
neznameé slozky €2; vektoru uhlové rychlosti otaceni. Aby soustava rovnic
7(4.25) méla netrivialni feSeni, tj. takové feSeni, kdy alesporfi jedna ze slozek Q,

je riizna od nuly, je nutné a stadi, aby determinant soustavy byl roven nule (viz
napf. Rektorys: Pfehled uzité matematiky), tedy

Ju—J, Jins Jis
Jon Ip =I5 Jy =0.
I3 Iy J33 —J 7(4.26)

RozepiSeme-li determinant v rovnici 7(4.26), ziskame kubickou rovnici pro
neznamou konstantu J. Bez dikazu uvedeme, Ze pro realné hodnoty J; ma
rovnice 7(4.26) vSechny tii kofeny realné, a tedy pro tfi hodnoty konstant, které
oznaCime J,, J, a J,, lze splnit rovnici 7(4.26). Kazdé z konstant J,, J,, J,
odpovida jedno feSeni rovnice 7(4.25), tedy jedna trojice slozek Q; vektoru
ihlové rychlosti otaceni. Rovnicemi 7(4.25) jsou vSak vektory Q, uréeny az na
libovolnou konstantu, jak se lze presvédcit pfimym dosazenim do soustavy
rovnic 7(4.25). Je-li £; jejim FeSenim, je FeSenim také k€, nebot po dosazeni do
rovnic 7(4.25) Ize konstantu k ve vech rovnicich soustavy zkratit. Jako charak-
teristické vektory feSeni rovnice 7(4.25) vybereme jednotkové vektory v; ve
sméru vektora ©,. Vektory v, jsou jednotkovymi vektory ve sméru hledanych os
otaceni. Lze ukazat, Ze jsou-li vSechny konstanty J,, J, a J; od sebe riizne, jsou
jim odpovidajici vektory v; vzajemné kolmé. Podminku 7(4.23), aby vektory
@ a B byly rovnobézné, lze tedy splnit alespoit pro jednu trojici vzajemné
kolmych vektort. V libovolném télese existuji pro kazdy bod nejméné tfi timto
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bodem prochazejici osy takové, ze pii rotaci kolem nich celkovy moment
hybnosti télesa je rovnobézny s osou otaceni, Tyto osy jsou vzijemné kolmé.
MuzZeme tedy jimi proloZzit osy kartézské soustavy soufadnic s pocatkem v uva-
Zovaném bodé. Uvazujme, Ze téleso rotuje kolem jedné z os takto zvolené
soustavy souradnic. Budeme ji pokladat za tfeti osu. JelikoZ moment hybnosti
v uvazované soustaveé soufadnic musi byt rovnobézny s osou otaceni, tedy s tieti
osou, jsou prvni a druha slozka momentu hybnosti nulové, g, = f, = 0. Z
prvych dvou rovnic 7(4.19) potom plyne, 7e ve zvolené soustavé soutadnic musi
byt Jy; = J,3 = 0. NapiSeme-li rovnice typu 7(4.19) pro rotaci kolem dru-
hych dvou soufadnicovych os a uvédomime-li si, Ze pfi rotaci kolem kazdé osy
uvazované kartézské soustavy soufadnic ma moment hybnosti smér osy, do-
staneme podminky J;;, = J53 = 0 rozborem rotace kolem druhé osy
a J;, = J;; = 0 rozborem rotace kolem prvé osy. Prolozime-li osy kartézske
soustavy soufadnic témi sméry, ve kterych pfi rotaci moment hybnosti ma smér
os otaceni, devia¢ni momenty vymizi. V takové soustaveé soufadnic jsou nenulo-
vé pouze slozky J,,, J,, a Jy; tenzoru setrvacnosti a jeho slozky se smiSenymi
1ndexy tj. deviacni momentyJ 125 138 Iy vymizi. Momenty setrvacnosti vidi
osam jsou rovny kofeniim rovnice 7(4.26)

Osam, vi¢i nimz smiSené (deviacni) slozky tenzoru setrva¢nosti vymizi, fikame
hlavni osy tenzoru setrvacnosti a momentum setrvacnosti J, J,, J; vii¢i témto
osam fikame hlavni momenty setrvacnosti. Naznacili jsme, jak lze fesit rovnici
7(4.24). Resenim rovnic tohoto typu, které se oznacuji jako sekularni rovnice,
urcime hlavni osy libovolného symetrického tenzoru druhého fadu, nejen tenzo-
ru momentu setrva¢nosti. V ¢asti D4 matematického dodatku je tento postup
nazvan diagonalizaci tenzoru. Re$eni sekuldrni rovnice je podrobné popsano
napf. v knize Brdi¢kové nebo Goldsteinové, kde jsou objasnéna ta tvrzeni, kterd
zde byla uvedena bez dikazu (viz doporudend literatura).

Utziti hlavnich os tenzoru jako kartézské soustavy souradnic k vyjadieni jeho
slozek byva vyhodné. U fady téles nalezeni hlavnich os tenzoru setrvacnosti neni
obtizné. Osa rotaéni symetrie homogenniho (hustota ¢ = konst), rota¢né symet-
rického télesa je hlavni osou setrvacénosti. Jelikoz v rota¢né symetrickém télese
vSechny osy kolmé k ose symetrie a riznob€zné s ni jsou identické, momenty
setrvacnosti viiéi nim jsou stejné a vsechny tyto osy jsou hlavnimi osami setrvac-
nosti. Kartézskou soustavu soufadnic, ve které devia¢ni momenty vymizi, miiZe-
me tedy v rotaéné symetrickém homogennim télese volit tak, Ze jednu osu prolozi-
me rotacni osou symetrie a sméry druhych dvou os volime v roviné¢ kolmé
k rotacni ose libovolné. U homogenni koule vSechny osy prochazejici jejim hmot-
nym stfedem jsou hlavnimi osami setrva¢nosti. Symetrie homogennich téles umoz-
ni i v dalsich pripadech najit smér hlavnich os tenzoru setrva¢nosti bez obtizného
feseni sekularni rovnice. Sméry hlavnich os tenzoru setrvacnosti pro hmotny stred
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nékolika homogennich téles jsou naznaceny na obr. 7.23. V homogenni krychli
viechny momenty setrva¢nosti vii¢i osaim prochazejicim hmotnym stiedem
a kolmym ke sténam krychle jsou ziejmé stejné. Déle ukazeme (viz rov. 7(4.36)),
e potom momenty setrva¢nosti vi¢i viem osam prochdzejicim hmotnym stie-
dem krychle jsou stejné. Pro homogenni krychli stejné jako pro kouli viechny
osy prochazejici hmotnym stfedem jsou hlavnimi osami setrvacnosti.

Zvolime-li soustavu soufadnic pevnou v télese ve sméru hlavnich os tenzoru
setrvaénosti, deviacni momenty jsou nulové a Eulerovy rovnice 7(4.18) se zjed-
nodusi na tvar ‘

dQ
Jl(Ei) + Q,(J5 — Jy) =,

dQ
J2<_d;‘2‘> + (0~ J3) =1y

dQ :
J3<—d—té) + Q- ) = 7(4.28)
KVADR
v
| 4
I v

TROJOSY ELIPSOID

Obr. 7.23 Hlavni osy tenzoru setrvadnosti pro homogenni télesa jednoduchych tvart
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V rovnicich 7(4.28) jsme momenty setrvaénosti J,;, J,,, J;; oznadili podle
7(4.27) J}, J,, J5. Rovnice 7(4.28) uddvaji vyjadieni véty 5(2.18) o momentu
hybnosti télesa v soustavé soufadnic zvolené v télese tak, 7e osy soufadnic
splyvaji se sméry hlavnich os tenzoru setrvaénosti.

Stanoveni momentu setrvacnosti J viéi libovolné ose télesa
Ukazeme, jak lze uréit moment setrvacénosti J viiéi libovolné ose prochézejici
bodem, pro néjz zname tenzor setrvaénosti. Momentem setrvacnosti J rozumi-
me veliCinu definovanou rovnici 7(3.8) a znalost tenzoru setrvaénosti znamena,
Ze zname jeho slozky J;. Vyjdeme z rovnice 7(3.28)

d(vB)__ 0
=M 7(3.28)

respektive (porovnanim se 7(3.11)) z ni plynouciho vztahu
vB = Jo . 7(4.29)

Prumét vektoru celkového momentu hybnosti B do osy otadeni je roven soudinu
momentu setrvacnosti J a velikosti uhlové rychlosti otaceni télesa . Primét
momentu hybnosti do osy otadeni je stejna velidina, af primét popisujeme
v soustave souradnic pevné v prostoru, nebo v soustavé soutadnic pevné v télese.
Plati tedy téz

v, = Jo, 7(4.30)

kde v; jsou nyni slozky jednotkového vektoru ve sméru osy otideni v soustavé
soufadnic pevné v télese. Do rovnice 7(4.30) dosadime vyjadieni §; podle 7(4.10),
dostaneme

vl Q= Jo . 7(4.31)
Pti otaceni kolem pevné osy ma vektor 2, smér této osy, tedy
Qj = Vja) . 7(4.32)

kde w je stejné jako na pravé strané rovnice 7(4.31), Ghlova rychlost rotace.
Dosadime-li Q; vyjadfené podle 7(4.32) do rovnice 7(4.31), dostavame

vl 0 = Jo . 7(4.33)

Po zkraceni nenulové hodnoty w v rovnici 7(4.33) ziskame hledané vyjadieni
momentu setrvacnosti J podle sloZek tenzoru setrvaénosti J; (srovnej s D4
~ UiZeni tenzoru)

J = ViVjJij . 7(434)
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Podle rovnice 7(4.34) miiZzeme urcit moment setrvacnosti J t€lesa viici libovolné
ose o prochézejici bodem, pro ktery zname tenzor setrvacnosti. Na obr. 7.24 je

Obr. 7.24 Téleso s osou o prochazejici bodem A4, smér osy je urden jednotkovym vektorem v

uvazovany bod oznacden A a je do néj polozen pocatek soustavy soufadnic, ve
ktere vyjadrime slozky tenzoru setrvacnosti J,.. Smér osy o je urcen jednotkovym
vektorem v (v, v,, v3). Rozpisem rovnice 7(4.34) dostaneme pro J vyjadreni

J =V 4+ vy + Vi + 2vnad s + 20y + vy . 7(4.35)

V rovnici 7(4.35) jsme uzili symetrie tenzoru, tj. vztahi J,, = J,,
Jis = Ja, Jy3 = J35, a poradi sitancl jsme oproti sledu naznacenému
rovnici 7(4.34) piehazeli. UZijeme-li k popisu kartézskou soustavu soufadnic
s osami v hlavnich smérech tenzoru setrvacnosti, zjednodusi se posledni zapis na
tvar

J =V 4+ I, + vy, 7(4.36)

nebot smiSené (devia¢ni) slozky tenzoru setrva¢nosti v této soustavé soufadnic
jsou nulove.

Zname-li tenzor momentu setrvacnosti v jednom bode¢ télesa, mizeme vypoci-
tat moment setrvacnosti i vaci osam prochazejicim jinym bodem télesa. Tento
zaver je jednoduchym dusledkem Steinerovy véty: Moment setrvacnosti J télesa
vitci libovolné ose o je roven souctu momentu setrvacnosti J g vii¢i ose og prochdzeji-
ci hmotnym stiedem S télesa rovnobézné s osou o a soucinu hmotnosti télesa M se
Ctvercem vzddlenosti d obou os

J=Jg+ Md*. 7(4.37)

Dokazeme platnost vyslovené véty. Zvolime kartézskou soustavu soutradnic
s pocatkem v hmotném stfedu .S soustavy a tieti osou ve sméru osy og. Prvni osu
soufadnic zvolime tak, aby protinala osu 0. Pohled ve sméru a proti smyslu tfeti
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osy soufadnic je na obr. 7.25. V obrazku je znazornén n-ty hmotny bod o hmot-
nosti m, tuhé soustavy hmotnych bodu reprezentujici téleso. Jsou znazornény

2
mn
R: x)
/Rn
358206 drv—"’ 1
i

Obr. 7.25 Nacrt k odvozeni Steinerovy véty

soufadnice x} a x§ bodu m,, vzdilenost R, bodu m, od osy o a vzdalenost R,
bodu m, od osy og. Zfejmé plati

(R = (1) + (<3 | 7(43%)

Ry = (X} —df + (x3) = () + (<) + &* — 2x}d . 7(4.39)
Podle defini¢ni rovnice 7(3.8) moment setrvacénosti J télesa vici ose o je dan

vyrazem J = Ym,R2. Dosadime-li do tohoto vyrazu za R: dle 7(4.39),
dostavame

J o= YmRy = Y [(xif + (3] + Tmd® — Ym2xid . 7(4.40)

hn

Prvni ¢len na prave strané rovnice 7(4.40) lze s pfihlédnutim k rovnici 7(4.38)
psat jako Y'm,(R})*, a je to tedy moment setrvacnosti Jg télesa viici ose og

S [ + (<3P = Js. 7(4.41)

V druhém ¢lenu na pravé strand rovnice 7(4.40) je d* konstantni veli¢ina a miZe-
me ji ze soudtu vytknout, Y md* = d* Y'm, . Jelikoz Y m, je celkova hmotnost
télesa M, lze psat ,

Ymd® = Md® . | 7(4.42)

Tiet ¢len na pravé strané rovnice 7(4.40) Ym2xYd = 2d Ym x| . Vyraz
Y'm,x] jepodle 5(1.9) roven prvni soufadnici x} hmotného stiedu télesa vynaso-
bené hmotnosti télesa M. Pocatek soustavy soufadnic, ve které je provadén
vypocet, je viak zvolen v hmotném stfedu soustavy (télesa), a proto vSechny
soufadnice hmotného stfedu jsou nulové, specialné xf = 0. Tedy

Sm2xid = 2d Ym x! = 2xiMd = 0. 7(4.43)



Uzijeme-li rovnic 7(4.41-3), miZeme moment settvacnosti J dany rovnici
7(4.40) zapsat jako

J = Jg+ Md*,

co? je znéni Steinerovy véty 7(4.37).

Zname-li tenzor setrvaénosti pro hmotny stred télesa, miizeme podle rovnice
7(4.34) urcit moment setrvacnosti vici libovolné ose prochazejici hmotnym
sttedem télesa. Podle Steinerovy véty miizeme pak najit moment setrvacnosti
viiti libovolné ose prochazejici télesem. K uréeni momentu setrvacnosti télesa
viici libovolné ose staéi znat Sest konstant, Sest slozek J; symetrlckeho tenzoru
setrvaénosti pro hmotny stied télesa. Znalost Sesti s]ozek tenzoru setrvacnosti
Ize té7 nahradit znalosti hlavnich momenti setrvaénosti J,, J,, J; a sméru
hlavnich os pro hmotny stied, coz opét predstavuje Sest udaju.

Kinetickd energie otdcéejiciho se télesa.

Podle Konigovy véty 5(3 9) kinetickou energii W) soustavy hmotnych bodu lze
rozlozit na clen ~Mvg odpovidajici pohybu hmotneho stiedu soustavy a na
vnitini kinetickou energii soustavy W, = } Ymus, . kde vy, je rychlost
n-ttho hmotného bodu soustavy vi¢i hmotnému stfedu. Pro tuhou soustavu
hmotnych bodi reprezentujici tuhé téleso lze podle 7(1.10) vy, vyjadrit jako

Vg, =0 X Ig,, 7(4.44)

kde o je okamzity vektor thlové rychlosti otadeni télesa a rg , polohovy vektor
n-tého bodu vici hmotnému stiedu télesa. Podle 7(1.17) uhlova rychlost otaceni
nezavisi na bodu, vi& kterému ji uvaZzujeme, a proto otaceni télesa urCené
vektotem @ mizeme pokladat za otadeni kolem osy prochdzejici hmotnym
stiedem télesa. Smér osy je dan smérem vektoru e. Velikost rychlosti vg , je
rovna soucinu vzdalenosti R, n-tého hmotného bodu od uvaované okamzité
osy otacenti télesa a velikosti @ thlové rychlosti otaceni

vs, = R . 7(4.45)
Vnitini kinetickou energii télesa W, Ize pak upravit

P¥i rotaci kolem bodu se okam?zitd osa otadeni s ¢asem méni a méni se tedy jak
J. tak . Cheeme-li vnitini kineticknu energii W,; mit vyjadienu pouze v zavi-
slosti na zméné vektoru thlové rychiosti, musime ¢asové proménné J vyjadfit
podle ¢asové neproménnych slozek J;; tenzoru setrvacnosti pro hmotny stfed
télesa. Podle 7{4.34) J = vy;J; a doqadlme li toto vyjadteni za J do 7(4.46),
dostavame

= 172 =
= Lo = ~v,v1JUa)
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Ctverec w? velikosti uhlové rychlosti otadeni je veli¢ina nezavisla na volb&
soustavy soufadnic, tedy w? = ww, = 22, = Q% kde Q, jsou slozky vekto-
ru uhlové rychlosti @ v soustavé soufadnic spjaté s télesem. Veliinu W
muzeme tedy dale upravit

W = vy J,08 =3 J, Q0 = vy, J,.QQ
a jelikoz podle 7(4.32) @, = vQ, plati
Wy =+,20, . 7(4.47)

Posledni rovnice je jiz hledanym vyjadienim wvnitini kinetické energie Wy, pro
otdceni télesa kolem hmotného stiedu. Zvolime-li soustavu soufadnic v télese tak,
Ze jeji osy splyvaji se smérem hlavnich os tenzoru setrvacnosti, Ize vyraz 7(4.47)
rozepsat na relativné jednoduchy tvar

Wy = 51,97 + +1,05 + 11,03 . 7(4.48)

Stejné jako v rovnici 7(4.36) i zde jsme uzili zkraceného oznaceni J,, J,, J; pro
hlavni momenty setrvac¢nosti.

Je-li hmotny stfed télesa rotujiciho kolem bodu v klidu, je energie W),
celkovou kinetickou energii télesa W,. Pro téleso, které se otaci kolem pevné
osy, je vyraz 7(4.46) celkovou kinetickou energii W, télesa,

Jo? 7(4.49)

3

I/I/l'(:

N]»—s

pfiCemzZ J je moment setrvacnosti vii¢i pevné ose otaceni. KdyZ osa otadeni
prochdzi hmotnym stfedem télesa, plyne vysledek 7(4.49) bezprostiedné z Kéni-
govy véty 5(3.9), nebot rychlost hmotného stfedu vg =0, a potom
We = W - KdyZ se téleso otaci kolem osy, ktera neprochazi jeho hmotnym
stfedem, je celkova kineticka energie W télesa podle 5(3.9) dana souctem

W, = tMv: + W, . 7(4.50)

Hmotny stied télesa je jednim z bodu télesa, a tedy jeho rychlost pfi otaceni
kolem osy je dana vyrazem vg = Ry , kde Ry je vzdalenost hmotného stfedu
S od osy otaceni a w tthlova rychlost otaceni. Potom 1M v§ = 1M R§w2 . Vyraz
7(4.46) pro W, napiieme nyni jako 1J st ,abychom zduraznili, Ze moment
setrvacnosti uvazovany pro vnitini kinetickou energii je momentem setrvacnosti
vii¢i ose prochazejici hmotnym stfedem télesa. Vyraz 7(4.50) miZeme pak
piepsat na tvar

W, = IMR3w* + Jg0” = {MR; + Jg)o’ .

Moment setrvacnosti Jg je momentem setrvacnosti vuci ose, ktera prochazi
hmotnym stfedem t€lesa rovnobéZné s pevnou osou oticeni télesa, Ry je vzdale-
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nost obou os. Podle Steinerovy véty 7(4.37) je vyraz M R% + J, roven momen-
tu setrvaénosti J vadi ose otaceni télesa, a tedy vyraz 7(4.49) je obecnym
vyjadienim kinetické energie télesa, které se otdci kolem pevné osy.

7.5 Volny symetricky setrvacnik

Téleso, které se otaci kolem pevného bodu se nazyva setrvaCnikem. Proto,
mluvime-li o vySetfovani pohybu setrvacniku, myslime tim studium pohybu
t€lesa, které se otaci kolem pevného bodu. Pohybové rovnice takového pohybu
jsme odvodili v predchazejicim clanku. Jejich feSeni je vSak znacné obtizné
a v uzavieném tvaru je Ize podat jen v nékolika mélo pfipadech. S jednodussimi
feSenimi se dale seznamime.

Téleso otacejici se kolem bodu, tj. setrvacnik, miize mit bud vechny tfi hlavni
momenty setrvacnosti Jy, J,, J; navzajem riizné, pak se nazyva asymetrickym
setrvacnikem, nebo mohou dva z hlavnich momentl setrvacnosti byt stejné,
takovy setrvacnik nazyvame symetricky setrvacnik. Jsou-li vSechny tfi hlavni
momenty setrvaénosti stejné, mluvime o kulovém setrvacniku. B&€zny hovorovy
nazev ,,setrvacnik *“ uzivame pro rotaéné symetrické téleso, které vici rotacni ose
ma vyrazné nejvétsi moment setrvacnosti. Takové ,,setrvacniky** zname napf.
z riznych détskych hradek. Hovorovy ,setrvacnik® je podle vySe uvedené
klasifikace zvla$tnim pfipadem symetrického setrvaéniku. Kulovy setrva¢nik
nemusi mit nutné tvar koule. V pfedchazejicim ¢lanku jsme uvedli (viz téZ obr.
7.23), Ze momenty setrvacnosti homogenni krychle viici vSem osam prochdzeji-
cim hmotnym stfedem jsou stejné. Tedy homogenni krychle otacejici se kolem
hmotného stfedu je kulovym setrvacnikem. Setrvacniky rozliSujeme téZ podle
sil, které na né pusobi. Je-li vnéjsi silové piisobeni nulové, nazyvame setrvacnik
volnym nebo téz bezsilovym. Setrvaénik pohybujici se v tihovém poli upevnény

a

Obr. 7.26 Zplisoby upevnéni volného setrvaéniku: a) podepfeni v hmotném stiedu, b) Kardanfv
Zaves

v bodé rlizném od hmotného stfedu se nazyva tézky setrvacnik. Pro jina silova
pusobeni zviastni nazev nezavadime. V tithovém poli Ize volny setrvacnik reali-
zovat tak, Ze jej upevnime v hmotném stiedu S napf. zpiisobem znazornénym
na obr. 7.26a. Tiha setrva¢niku je vyrovnana podlozkou P a jak jsme dfive
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odvodili (viz rov. 7(2.17)), vysledny moment vnéjsich sil pusobicich na téleso je
v tihovém poli vuci hmotnému stiedu télesa nulovy. Vysledna sila a vysledny
moment sil pusobici na setrvacnik jsou nulové a setrvacnik je tedy volny. Jiny
zpusob realizace volného setrvacniku v tihovém poli je zndzornén na obr. 7.26b.

P

Obr. 7.27 Tézky symetricky setrvacénik

Symetricky setrvacnik je upevnén v Kardanové zdvésu. Ten umozniuje libovolné
natoceni télesa, pficemz stfed kruhll zavésu zastava pevny. Je-li hmotny stred
setrvacniku ve stiedu kruhit Kardanova zavésu, muze se setrvaénik pohybovat
jako volny. Predpokladame ziejmé, Ze tieni v loZiskach L Kardanova zavésu
pohyb setrvacniku neovlivituje. Neni-li hmotny stied télesa v klidu a moment
vnéjsich sil vii¢i hmotnému stiedu télesa je nulovy, pohyb télesa viici hmotnému
stredu odpovida téz pohybu volného setrvacniku. Podepfeme-li v tthovém poli
otacejici se téleso v jiném bodé nez v hmotném stiedu, ziskame tézky setrvaénik.
Na obr. 7.27 je znazornén tézky symetricky setrvaénik podepfeny v bodé P.

Pro pohyb volného setrvacniku (vysledny moment vngjsich sil M = g = 0)
maji Eulerovy rovnice 7(4.28) tvar

Jl( ) + 205 — J)) =0,

dQ
J2<d >+QQ(J J) =0,

de
J3<d—t3> + 02,0,(J, - J)=0. 7(5.1)

Mame-li kulovy setrvacnik, je J; = J, = J; = J arovnice 7(5.1) se redukuji

na tvar
dQ dQ de
J<__1) =0, J<—2> =0, J(-%) =0. 7(5.2)
dt dt dr

Z rovnice 7(5.2) plyne, Ze viechny slozky Q, uhlové rychlosti otaceni jsou
s casem konstantni. Osa otaceni volného kulového setrva¢niku ma v télese, tj.
v setrvacniku, stalou polohu a setrvacnik kolem ni rotuje se stalou velikosti
hlove rychlosti. Moment hybnosti §; je podle 7(4.10) f; = 2,J; . Pro kulovy
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setrvacnik je Jy; = J, = J3; = J a ostatni sloZky tenzoru setrvacnosti J,
jsou nulove, tedy

B =2, B=J, =0, 7(5.3)

Z rovnic 7(5.3) plyne, Ze moment hybnosti B je skalirnim nasobkem vektoru
uhlové rychlosti otaceni @

B=Jo. 7(5.4)

Rovnici 7(5.4) jsme odvodili v soustavé soufadnic spjaté s télesem. JelikozZ je to
rovnice mezi vektory, je jeji obsah nezavisly na volbé soustavy soufadnic, plati
tedy i v soustavé soufadnic pevné v prostoru. Z véty 5(2.18) dB/dt = M pro

volny setrvac¢nik plyne

dB

(——-) =0, 7(5.5)
dt

nebot vysledny moment vné&jSich sil M pusobici na volny setrvacnik je nulovy;
M = 0 . Podle rovnice 7(5.5) je moment hybnosti B volného setrvacniku
v prostoru s asem konstantni vektor. UvaZime-li rovnici 7(5.4), je také o kon-
stantni vektor v prostoru. MUzeme shrnout: Volny kulovy setrvacnik rotuje
kolem libovolné své osy stalou uhlovou rychlosti, piicemz osa je v prostoru i v télese
po celou dobu pohybu stdla.

Slozitéjsi je pohyb obecného volného symetrického setrvacniku. Budeme pied-
pokladat, Ze osa rota¢ni symetrie setrvacniku je tfeti osa soufadnic, tedy
Jy # J, = J,. Rovnice 7(5.1) se pro volny symetricky setrva¢nik, oznacime-li
stejné hodnoty J, = J, symbolem J,, zjednodusi na tvar

ite]

J1<——> + Q02,5 — Jy)
ds _

0,

o\
J1< 2) + 2.0, —-J;) =0,

dt
<d523)
Tl —2) = 0.
dr 7(5.6)

Z posledni rovnice systému 7(5.6) plyne
Q, = konst . 7(5.7)
Casovou zavislost druhych dvou slozek Q, a €, vektoru Q, ziskdme feSenim
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soustavy prvych dvou diferencialnich rovnic 7(5.6), které snadno pfepiseme na

tvar
dQ, Jy —J,
— )+ 2,0, — =0,
dr Jy

dQ. J,—J
(—2\ - 0,0,2 -1

= 0. ‘ 7(5.8
dr Jy : (58)

. Vyraz Q4(J5 — J,)/J; je, ptihlédneme-li k 7(5.7), konstantni a mé& rozmér
- thlove rychlosti. Oznacime jej 2. Z prvé rovnice 7(5.8) vypodteme 2,

1<dQ[>
Q)= ——|—],
- o\ dt

(sz\ 1 <d2§21>
d ) o\d? /)
Podle posledni rovnice dosadime za d€2,/dt do druhé z rovnic 7(5.8) a dostane-
me diferencialni rovnici pro hledanou funkci 2, = Q,(t)

a tedy

d’Q
(d—21> + Q%0 =0. 7(5.9)
t

Rovnice 7(5.9) je pro urceni funkce Q,(t) diferencialni rovnici stejného tvaru
Jako rovnice harmonického kmitu 3(1.11) s thlovou frekvenci Q pro urdeni
funkce x = x(r). Uzijeme-li feSeni rovnice 3(1.11), miZeme jako feSeni rovnice
7(5.9) psat

Q = Asin (Qt + . 7(5.10)

Dosadime-li feSeni 7(5.10) do prvé z rovnic 7(5.8), dostavame po provedeni
derivace a drobné Gpravé

Q, = —Acos (2 + a). 7(5.11)

Konstanty 4 a o Ize urcit z pocatecnich podminek pohybu, tj. obvykle udanim
vektoru wy(Q9, Q5. Q%) v ¢ase 1 = 0.

Rozebereme nejprve obecny piipad ziskaného feseni, kdy viechny tii slozky
vektoru @ jsou nenulové. Potom ani jedna ze slozek vektoru o(Q,, Q,, Q)
nemiize po celou dobu pohybu byt nulova. Polozime-li po¢atek vektoru @ do
pocatku soustavy soufadnic, tj. do hmotného stfedu setrvaéniku, lze rovnice
7(5.7), 7(5.10) a 7(5.11) pokladat za parametrické rovnice trajektorie koncového
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" bodu vektoru @ v soustavé soufadnic spjaté s télesem. Uvazujeme-li ve fyzikal-
nim rozméru Ghlové rychlosti, jsou rovnice 7(5.7), 7(5.10) a 7(5.11) parametric-
kymi rovnicemi kruznice o poloméru A4 (rozmér [A] = s~ 1), jez ma stied na tfeti
ose soufadnic &, a ktera lezi v roving & = 25, tj. v roviné kolmé k ose ¢;

{3

Q

€}

0 £2

{i

Obr. 7.28 Polhodiovy kuzel

vzdalené Q; od pocatku soustavy soufadnic. Vektor (thlové rychlosti @ opisuje
tedy v télese plast kuzele znazornéného na obr. 7.28. Kuzel, ktery opisuje vektor
o v télese, se nazyva polhodiovy kuZel. Koncovy bod vektoru o se otaci kolem
osy &, ihlovou rychlosti €2, jak plyne z rovnic 7(5.10) a 7(5.11). Uhlova rychlost
Q byla zavedena v textu k rovnici 7(5.8) jako
Jy —J
Q=02-"1 ‘ 7(5.12)
Jy

a udavé rychlost otacent, oli, jak fikame, precesi vektoru @ po polhodiovem
kuZeli. Uhlovou rychlost Q nazyvame rychlosti precese osy otdleni v telese.
Z provedeného rozboru pohybu vektoru @ v télese plyne téz, Ze jeho velikost
o je s ¢asem konstantni.

Zname-li tenzor momentu setrvaénosti télesa a vektor uhlové rychlosti €,
muizeme podle 7(4.10) stanovit slozky f; vektoru celkového momentu hybnosti
B v soustavé soufadnic spjaté s télesem. Vzhledem k volbé soustavy soufadnic
ve sméru hlavnich os setrvacnosti télesa maji rovnice 7(4.10) §; = J,€2; jednodu-
chy tvar

Jeliko? setrvacnik je symetricky, J, = J,, z rovnice 7(5.13) pak plyne, Ze pomér
B,/82, je stejny jako pomér f,/£2,. Geometricky to 7. 'mena, Ze vektory B a o,

polozime-li jejich poc¢atky de pocatku soustavy souiadnic, leZi v jedné roviné

229



s tieti osou soufadnic &;. Na obr. 7.29 jsou naznaceny polohy vektorti B a @ ve
zminéné roving. Konstantni vyraz (27 + ©3)' je ve shodé se 7(5.10) a 7(5.11)
oznacen 4. Pomér tangent uhld § a o je dan pomérem momenti setrvaénosti J |
alJ

3

€h_

7(5.14)
tga  Jy

Obr. 7.29 odpovida ptipadu, kdy J; > Jy . Je-li J, = J3, jesetrvacnik kulovy
aziejmé B | w. Pro J; > J; lezi vektor B bliZe k ose ne7 vektor w. Vektor
o se otaci kolem osy &, ithlovou rychlosti 2. Maji-li osa ¢y a vektory  a B stale
lezet v jedné roviné, musi se vektor B otadet viici soustave pevné v télese se
stejnou Gthlovou rychlosti 2 jako vektor w. Vektor B se v télese také pohybujc

LA

[s<])

A

o
Y38l ( B

0
Obr. 7.29 Osa symelrie {,, uhlova rychlost otadeni @ a moment hybnosti B symetrického volné-
' ho setrvaéniku

po plasti kuzele, ktery viak ma obecné jiny vrcholovy thel (viz rov. 7(5.14)
a obr. 7.29) neZ polhodiovy kuzel. Podle rovnice 7(5.5) je vektor B pevnym
vektorem v prostoru. Na obr. 7.30 je naznacen moment hybnosti B jako vektor
ve sméru teti osy x; soustavy soufadnic pevné v prostoru. Dale je na obrazku
naznacen

X3

_ X1
Obr. 7.30 Odvalovani polhodiového a herpolhodiového kuZele
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kuzel pevny v télese s vrcholovym tihlem 28, jehoz osou je osa <y soustavy
soufadnic pevné v télese. V plasti tohoto kuzele musi podle vySe provedenych
Gvah leZet vektor B. Ziejmé tedy, jak je vidét i z jednodussiho obrazku 7.29. osa
&, musi po celou dobu pohybu volného symetrického setrvacniku svirat staly
thel se smérem vektoru B, ktery je pevny v prostoru. Jak rychle se osa &5 kolem
0sy X, v prostoru otaci, nelze vSak piimo z provedené uvahy urcit. Vime sice. Ze
vektor B se otaci kolem osy &, uhlovou rychlosti 2, nevime vSak. ktery bod
plasté kuzele pevného v télese kdy splyva s osou X3, nebot nevime. jak vypada
klouzani plasté kuzele po ose x;. Na obr. 7.30 jsou naznaceny dalsi dva kuzele,
polhodiovy kuzel a kuzel, jehoZ osa prochazi vektorem B a jehoz vrcholovy tihel
y = f — «. Tento v prostoru pevny kuzel se nazyva kuzel herpothodiovy.
Dokéazali jsme jiz, Ze osa &y a vektory @ a B lezi v jedné roviné. Tedy polhodiovy
a herpolhodiovy kuzel se dotykaji podel primky. ve které lezi vektor o, tj. podeél
okamzité osy otadeni setrvaniku. Okamzitd osa otaceni je piimka v (€lese
i prostoru pevna. Podél dotykove primky polhodiového a herpolhodioveho
kuzele nemuze tudiz dojit k podklouzavani, polhodiovy a herpolhodiovy kuzel
se po sobé vali bez klouzani. Rychlost rotace @ kolem okamzité osy otaceni. .
rychlost odvalovani, je stala. Uhly «, f, a tim i Ghel 7, Ize urcit. zname-li
momenty setraénosti J, a J; symetrického setrvacniku a pocatecni hodnotu e,
vektoru @. Pohyb volného symetrického setrvacniku lze nazorné popsat odvalo-
vanim polhodiového a herpolhodiového kuzele.

Uréime dale, jak rychle se otaci osa &5 setrvacniku v prostoru, neboli, jak
tikame, uréime rychlost precese €, setrvacniku v prostoru. Podle rovnice 7(4.44)

0=S

Obr. 7.31 Naért k odvozeni rychlosti precese setrvacniku v prostoru

rychlost libovolného bodu tuhého télesa vaci hmotnému stfedu Ize urcit jako
Vg, = © X rg . Bodem tuhého t&lesa je i libovolny bod osy setrvacniku, napf.
bod P znazornény na obr. 7.31. Pocatek soustavy soutadnic je zvolen v hmot-
ném stiedu télesa. Déle budeme u polohového vektoru a u oznaceni rychlosti
bodu index S vynechavat. Soutadnice &; bodu P je oznacena d. Velikost rychlos-
ti bodu P je

v=|oxr=dosna. 7(5.15)



Vyjadiime-li rychlost bodu P jako rychlost rotace kolem v prostoru pevné osy
X3, muzeme pro jeji velikost psat vyjadieni
| v =dQ sinfp. 7(5.16)
Porovnanim rovnic 7(5.15) a 7(5.16) dostavame pomér velikosti precesni rych-
losti €, a thlové rychlosti otadeni w t&lesa
Q, sina

P _ . 7(5.17
w sin f§ (317)

Zadanim pocateéni hodnoty o, vektoru @ v soustavé souradnic spjaté s télesem
jedan thela, nebot tg & = A4/Qy, kde 4 = (22 + ©2)'2, atim podle 7(5.14)
je dan i hel B. Rovnici 7(5.17) je potom uréena velikost precesni rychlosti Q.

Shrneme: Symetricky volny setrvacnik se pohybuje tak, Ze jeho osa symetrie
svira konstantni tihel se smérem v prostoru pevného vektoru celkového momen-
tu hybnosti B setrvaéniku. Osa symetrie setrvaéniku se otaci kolem osy proloze-
né vektorem B stalou precesni rychlosti €, Setrvacnik pfitom rotuje kolem své
osy symetrie stadlou thlovou rychlosti £2;, jeZ je rovna pramétu ahlové rychlosti
otaceni setrvacniku « do sméru osy symetrie setrvacniku. Uvedeny pohyb se
nazyva reguldrni precese setrvacniku. Pro dany volny symetricky setrvaénik
(zndmé J, J ;) je konkrétni pribéh regularni precese uréen po¢ateéni hodnotou
, vektoru o.

Dale odvodime vztahy mezi velikostmi rychlosti precese Q v télese, rychlosti
precese v prostoru £ a rychlosti vlastni rotace setrvaéniku ;. Abychom se
vyhnuli zdlouhavéj§im Gpravam trigonometrickych funkei, budeme predpokla-
dat, Ze uhly o, 8, y jsou malé. JelikoZ Q, je tieti slozka vektoru @ v soustavé
soufadnic spjaté se setrvanikem, zfejmé plati

Q; = wcos . 7(5.18)

Dosadime-li vztah 7(5.18) do rovnice 7(5.17), dostdvame (@, cos a)/Q, =
= sin o/ sin # = a/f . Podle 7(5.14) J5/J; = tg o/ tg f = o/f, pro mala
o cosa = 1, atedy

i S | ' 7(5.19)
Q3 Jl

Dosadime-li do posledni piiblizné rovnice za Q; podle 7(5.12), dostaneme
2 = —L 7(5.20)
Q5= Jy

Jsou-li hodnoty J;a J, navzajem blizké, je Q= Qa2 « Q) = Q, Precese
Vv prostoru je pfiblizné stejné rychla jako rychlost vlastni rotace sitrvaéniku
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a rychlost precese v télese 2 je velmi mala. Je-li J; = 2J,, je velikost precesni
thlove rychlosti €, dvojnasobkem velikosti rotacni rychlosti setrvacniku Q,
a precesni rychlost v prostoru € je dvojnasobkem precesni rychlosti v télese
Q. Oba uvazované pfipady se podstatné lisi od vztaha, které v pfiStim Clanku
ziskdme pii vySetfovani pseudoregularni precese tézkého symetrického setrvac-
niku. Pro t&Zky setrvacnik budeme vzdy pfedpokladat, Ze vlastni rotacni rych-
lost setrvaéniku je podstatné vys$§i nez thlova rychlost precese setrvacniku
v prostoru. Rychlost precese v télese nebudeme uvaZovat viibec.

Nyni probereme zvlastni piipady volby pocate¢ni thlové rychlosti otace-
ni (@9, 95, Q9. Jsoudi Q) =0 =0, Q) #0, pak z rovnic 7(5.10)
a7(5.11) plyne A = 0 a hodnoty 2, a ©, jsou nulové po celou dobu pohybu
setrva¢niku. Z rovnic 7(5.13) dostavame f; = f, = 0, 3 = J;©2; . V uvazo-
vaném specialnim pfipadé je moment hybnosti B rovnobézny s ithlovou rychlos-
ti w. Osa otadeni ma v télese i prostoru staly smér a setrvacnik kolem ni rotuje
konstantni uhlovou rychlosti @ = £;. Roztoéime-li symetricky setrvac¢nik
kolem jeho osy symetrie, rotace kolem této osy se jak v prostoru, tak v télese
udrzuje. Je-li Qg = 0 a alespon jedno z Qg a QY rizné od nuly, je podle 7(5.7)
hodnota Q; nulova po celou dobu pohybu. Ze 7(5.8) pak dostavame
dQ,/dt = 0 a d@,/dt = 0; slozky Q, a Q, uhlové rychlosti @ maji po celou
dobu pohybu stejnou hodnotu jako v ¢ase t = 0. Osa otiCeni ma v télese
stalou polohu v roviné kolmé k ose symetrie setrvacniku. Z rovnice 7(5.13) plyne
B =42, pp=J,2,, B; = 0; vektory B a @ jsou rovnobézné. T¢leso se
otadi kolem osy, jejiz poloha v prostoru je stala. V obou uvazovanych zvlastnich
piipadech rotuje symetricky volny setrvacnik kolem hlavnich os setrvacnosti
prochazejicich jeho hmotnym stiedem, které v télese i prostoru zachovavaji sviyj
SMET. ,

Volnd osa _

Osa télesa, vaéi niz mize téleso udrzovat stalou rotaci, anizZ je osa rotace
udrzovana vazbami, se nazyva volna osa. U kulového setrvacniku vSechny osy
prochazejici hmotnym stfedem jsou volné osy. U symetrického setrvacniku jsou
volnymi osami osa symetrie a viechny osy k ni kolmé prochazejici hmotnym
sttedem. VySetiime stabilitu rotace kolem volnych os symetrického setrvacniku.
Mé&jme setrvaénik rotujici kolem volné osy. Osa stala v télese i prostoru ma smér
celkového momentu hybnosti B. Chceme-li osu vychylit, musime na ni plisobit
nenulovym momentem M sil, napf. dvojici sil F, — F zndzornénou na obr. 7.32.
Smér momentu M je kolmy k vektoriim B a F. Podle véty 5(2.18) dB/dt = M. Pro
kratkodobé plisobeni miizeme pokladat moment M za konstantni a psat

AB = M At . 7(5.21)

Piirastek momentu hybnosti AB za ¢as At je rovnobéZzny s M, a tedy kolmy
k B. Je-li AB kolmé k B, neméni se v prvnim pfiblizeni velikost vektoru B, ale méni
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se pouze jeho smér. Podle rovnice 7(4.15) dB/dt = (dB/dt); + @ x B . Pied
piisobenim momentu sily M, tj. na za¢atku casového intervalu At, je @ rovnobézné
sB,atedy o x B = 0. V uvaZzovaném piibliZeni je pak zména AB momentu
hybnosti B v prostoru a v télese stejna. Na konci ¢asového intervalu At novy
moment hybnosti By = B + A B nebude jiz mit smér voln¢ osy, tj. nckterc

a8

€ wy

£

7

Obr. 7.32 Staceni osy setrva¢niku pusobenim dvojice sil F, —F

z hlavnich os setrvac¢nosti télesa. Osa symetrie setrvacniku po odstranéni vngj-
Sich pusobicich sil za¢ne konat kolem sméru nového momentu hybnosti By
reguldrni precesi. O impulsu momentu sily M At predpokladame, Ze je maly,
a tedy i vychyleni okamzité osy otaceni setrvac¢niku jim zpusobené je malé.
Nejprve predpokladejme, Ze setrvacnik pred aplikaci impulsu M At rotoval
kolem své osy symetrie. Po aplikaci impulsu M At zacne osa symetrie setrvacni-
ku precedovat s malym thlem # (viz obr. 7.30) vi¢i sméru vektoru By. Jelikoz
precesni thel f a odklon B a B; jsou malé, budou se i po aplikaci impulsu M At
osa symetrie setrvaCniku a okamzita osa otaceni setrvacniku pohybovat v bliz-
kosti plivodni osy otaceni setrvaéniku. Byla-li hlavni osa, viici které setrvacnik
rotoval pred aplikaci momentu M, osa kolma k ose symetrie setrvacniku,
setrvacnik také za¢ne konat regularni precesi kolem sméru B,. Regularni precesi
v§ak kona osa symetrie setrvaéniku a ne osa, vici které setrvacnik pfed aplikaci
impulsu momentu M At rotoval. Proto v tomto druhém pripadé aplikace i malé-
ho impulsu M At zplsobi, Ze okamzita osa otaceni setrvacniku se od ptivodni
o8y otaceni bude v dal$im pribéhu pohybu znaéné vzdalovat. Uvedené zavéry byvaji
nékdy formulovany tak, 7e rotace kolem osy symetrie setrva¢niku je stabilni, zatim-
co rotace kolem hlavni osy kolmé k ose symetrie setrvac¢niku je nestabilni.

Stabilitu rotace symetrického setrvacéniku kolem hlavnich os vySetfime jesté
z hlediska energie. Pfi rozboru rovnice 7(5.21) jsme ukazali, 7e kratkodobé
pusobeni momentu sily M kolmého k ose otaceni setrvacniku neméni velikost
B celkového momentu hybnosti setrvaéniku. Ctverec B® velikosti momentu
hybnosti na zacatku ¢asového intervalu At, po ktery plisobi moment M, je J %coz;
na konci intervalu At je B?> = 7 + ﬁ% + /)’f . Posledni vyraz pro B?> mizeme
upravit podle 7(5.13), 7(5.10) a 7(5.11), dostaneme

B2 = JA? + JA2 + JA03 = JiAE + 305

[QS]
9%}
+



Ma-li byt moment hybnosti zachovan, musi platit
JA 4 I3 = St ' 7(5.22)

Podle vyjadfeni 7(4.48) dvojnasobek kinetické energie na zacatku intervalu At
je
W, = Jy’ 7(5.23)

a na konci ¢asového intervalu At nova hodnota dvajnasobku kinetické energie
setrvaéniku je ‘

W, = J, AT + 1,95 7(5.24)

Vynasobime-li vyraz 7(5.23) momentem setrvacnosti J5, dostaneme pravou

stranu rovnice 7(5.22), vynasobime-li hodnotou J; rovnici 7(5.24), dostaneme
Wy = JyAT + T3 Q7 7(5.25)

Vyraz 7(5.25) je vétsi neZ leva strana rovnice 7(5.22). kdyz J5 > J; . a mensi,
kdyz Jy < J;, tedy

W > W pro Jy > J, 7(5.26)

Wep < W, pro Jy < J;. 7(5.27)

Podle véty 5(3.7) (viz téZ text k rovnici) préace vykonana vnéjsimi silami na téleso
je rovna pfiriistku kinetické energie télesa. V pripadé 7(5.26) je tato prace
kladna. Abychom vychylili setrvaénik z rotace kolem jeho osy symetrie, musime
vynalozit kladnou préci, kdyZ moment setrvacnosti kolem osy symetrie J5 je
vét§i nez druhy hlavni moment setrvacnosti J,. V piipad¢, kdy J; > J, . je
rotace setrvaéniku kolem jeho osy symetrie z energetického hlediska stabilni.
V piipadé 7(5.27) je prace vykonana vnéjsimi silami na vychyleni setrvac¢niku
zaporna, a tedy, kdyz J; < J; , rotace setrvatniku kolem jeho osy symetrie je
z energetického hlediska labilni. Rotuje-li setrva¢nik kolem volné osy kolmé
k ose symetrie setrva¢niku, lze analogicky ukazat, Ze rotace je stabilni pro
J, =J, > Jyalabilnipro J, = J, < J;. Z energetického hlediska stabilni
rotace symetrického setrva¢niku nastane, kdyz setrvacnik rotuje kolem hlavni
osy, viiéi které ma nejvétsi moment setrvacnosti. Tento zavér byva demonstro-
van pokusné. Rotaéné symetrické homogenni téleso roztocime kolem libovolné
osy. Vlivem nahodilych vngjsich silovych impulsi zacne po jisté dobe téleso
rotovat kolem volné osy, vii¢i niz ma nejvétsi moment setrvacnosti. Napi. disk
zaéne rotovat kolem osy rota¢ni symetrie, podlouhly uzky valecek kolem osy
kolmé k ose rotaéni symetrie. Demonstracni pokusy uvedencho typu byvaji
ozna¢ovany jako pokusy na volnou osu t€les.

[N
(9]
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Rovnice 7(5.1) jsou fesitelné i pro asymetricky volny setrvaénik, tj. pro setrvac-
nik, ktery ma vSechny tfi hlavni momenty setrvacnosti J,, J,, J5 vzajemné rizné.
Reseni Ize nalézt v citovanych udebnicich teoretické mechaniky.

Vsechny pohyby volnych setrvac¢nikt jsou pohyby tuhého télesa, pro néz
vyslednice vnéjsich sil a vysledny moment vnéjsich sil ptisobicich na téleso jsou
nulové. Takové téleso je v rovnovaze. Hmotny stied télesa, které je v rovnovaze,
muze byt v klidu nebo v rovnomérném piimocarém pohybu, jak jsme uvedli v ¢l.
7.2. Kolem hmotného stfedu muze téleso, které je v rovnovaze, konat néktery
z pohybl popsanych v tomto ¢lanku. Ma-li tenzor momentu setrvacnosti télesa
pro hmotny stied vSechny tii hlavni momenty setrvaCnosti vzajemné riizné,
miiZe to byt i zde podrobné nepopsany pohyb asymetrického setrva¢niku. Tedy
i kdyZ jsou splnény podminky rovnovahy, muze téleso, které nebylo puvodné
v klidu, konat znacné sloZité pohyby.

7.6 Téiky symetricky setrvacnik

V piedchazejicim ¢lanku jsme zavedli nazev tézky setrvacnik pro téleso otacejici
se v tthovém poli kolem bodu, ktery neni hmotnym stfedem télesa. Piehled
piipadu, kdy lze podat pfesné feSeni pohybu tézkého setrvacniku, je podan
v citované knize Trkalove. NejCastéji je uvazovan pohyb tézkého symetrického
setrvacniku, jehoz pevny bod leZi na ose symetrie setrvacniku. Pfesné feSeni lze
nalézt v citovanych ucebnicich teoretické mechaniky; zde se omezime na pfibliz-
né feSeni. Budeme pfedpokladat, Ze setrvacnik se velmi rychle otaci kolem své
osy symetrie. Druhym predpokladem pfiblizného feSeni bude, Ze moment setr-
vaCnosti J; vii¢i ose symetrie je podstatné vét§i nez druhy hlavni moment

X3 /fa

[l

Obr. 7.33 Pohyb tézkého symetrického setrvacniku

J = J, setrva¢niku. V minulém ¢lanku jsme ukazali, Ze osa otaceni volného
setrvacéniku, ktery se ota¢i kolem nékteré ze svych hlavnich os setrvac¢nosti,
zachovava v télese i v prostoru svou polohu. Dale jsme ukazali (viz rov. 7(5.26)),
Ze pro symetricky setrvaCnik za predpokladu J; > J; je rotace kolem osy
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symetrie setrva¢niku energeticky stabilni. Pfi rychlém otéceni je stabilita natolik
velka, 7e v dobrém pfibliZeni lze pokladat osu symetrie setrvacniku za v t€lese
pevnou osu otadeni, i kdyZ na setrvaénik puisobi ne pfili§ velky moment vnéjsich
sil.

Na obr. 7.33 je znazornén t&zky symetricky setrvacnik s podeptenym bodem
na ose symetrie setrva¢niku. Pro rychle se otacejici setrva¢nik mizeme moment
tihovych sil pasobici na téleso pokladat za ne pfili§ velky moment vné&jsich sil.
Potom podle uc¢inénych piedpokladi moment hybnosti B a thlova rychlost
otadeni @ maji smér osy symetrie setrvacniku, kterou jako treti osu soustavy
soufadnic spjaté se setrvacnikem znacime &;. Podle véty 5(2.18) je

dB
— =M. 7(6.1)

dt
Jak jsme ukazali v €l. 7.2, silové plisobeni na téleso v tthovém poli lze vystihnout
tihou Mg télesa umisténou v jeho hmotném stiedu S, tedy vysledny moment
vnéjsich sil pisobicich na uvazovany setrvacnik

M =rg x Mg. 7(6.2)

V rovnici 7(6.2) je rg oznacen polohovy vektor hmotného stfedu setrvacniku.
Pocatek soustavy soutadnic pevné v prostoru i soustavy soufadnic pevné v t€le-
se pokladame do pevného bodu setrvaéniku. Dosadime-li za M vyraz 7(6.2) do
7(6.1), dostaneme

dB
— =rg X Mg. 7(6.3)
dt

Podle rovnice 7(6.3) je dB/dt kolmé k rga k Mg. Uvazime-li, Ze B je rovnob&Zne
srg, je Gasova zména dB/dt kolma t€z k celkovému momentu hybnosti setrvacni-
ku. Jak jsme jiz uvazovali pfi rozboru rovnice 7(5.21), i zde ¢asova zména B je
kolma k B, a tedy velikost B momentu hybnosti ziistava zachovana, s Casem se
méni pouze smér vektoru B. Ma-li dB/dt byt kolmé k B a také k Mg, musi se
B pohybovat po plasti kuZele naznageného na obr. 7.33. Vzijemny vztah vekto-
ru B a dB/dt je stejného druhu jako vzajemny vztah vektoru r a dr/dt pii otaceni
bodu kolem osy. Pfi otaéeni kolem osy jsme vztah vektoru rychlosti v = dr/d¢
a polohového vektoru r bodu vyjadfili podle 7(1.10) (viz téz obr. 7.3) jako

V=w Xr. 7(6.4)

V rovnici 7(6.4) je @ vektor uhlové rychlosti otaceni hmotného bodu, tj. vektor
ve sméru osy, kolem které se bod ota¢i (pozor na formalni shodu s oznacenim
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o vektoru okamZité rychlosti otdceni setrvacniku). Analogicky k rovnici 7(6.4)
muZeme pro rychlost zmény dB/dt vektoru B psat vyjadieni

dB/dt = @, x B, 7(6.5)

kde 2, je vektor ve sméru svislé osy x; naznadené na obr. 7.33. Velikost Q,
vcktoru £, je rovna thlové rychlosti otac¢eni koncového bodu vektoru B, a tedy
i celeho vektoru B, viici ose x;. Porovnanim rovnic 7(6.3) a 7(6.5) dostavame

rg x Mg =@, xB. 7(6.6)

Vektory rg a B jsou souhlasné a vektory Mg a 2, nesouhlasné rovnobézné (viz
obr. 7.34). Rovnaji-li se vektory na obou stranach rovnice 7(6.6), rovnaji se
1 jejich velikosti, tedy

r¢Mg sin ff = QB sin o .

Uvédomime-li si (viz obr. 7.34), 22 f =mn — «, potom sinp = sin o
a z posledni rovnice plyne vyjadfeni pro velikost Q, vektoru 2
reMg

Q = . 7(6.7
, = (67)

Vektor B se otaci kolem svislé osy x, uhlovou rychlosti @2, danou rovnici 7(6.7).
Podle pfedpokladu o stabilité rotace je vektor B rovnobezny s osou symetrie ¢,
setrvacniku. V uvazovaném pfiblizeni miZeme nyni popsat pohyb t&zkého
symetrick€ho setrvacniku s pevnym bodem na ose symetrie: Osa symetrie setr-
vacniku se otdci kolem svislé pFimky proloZené pevnym bodem setrvacniku vhlovou
precesni rychlosti

Q =rg My . 7(6.8)

- Jyw

Jednotlivé polohy osy symetrie setrvacniku vytvdi pldst kuzele s vrcholem v pev-
ném bodé setrvacniku a svislou osou (viz obr. 7.33). V rovnici 7(6.8) je rg vzdale-

3

Obr. 7.34 Nacrt k odvozeni rychlosti precese tézkého setrvaéniku
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nost hmotného stiedu setrvaéniku od pevného bodu, M hmotnost setrvacniku.
¢ tihové zrychleni, J; moment setrvacnosti vici ose symetrie setrva¢niku
a o hlovéa rychlost otadeni setrva¢niku kolem jeho osy symetrie. V rovnict
7(6.8) jsme B z rovnice 7(6.7) nahradili vyrazem Jo, nebot piredpokladame, Ze
B je rovnobéZné s @ a ma smér osy symetrie ;.

Rovnice 7(6.8) udava rychlost precese tézkého symetrického setrvacniku
v prostoru. Vidime, Ze pro dany setrvacnik a zpusob upevnéni je precesni
rychlost nepifmo tmérna rychlosti w otaceni setrvacniku kolem své osy. Zacne-
-li se setrvaénik brzdit, @ klesa a rychlost precese €2, stoupa. Pii vétsim zbrzdéni
nemiZeme jiz pokladat osu otaceni setrvacniku za osu pevnou v télese, predpo-
klady u¢inéné pii odvozeni precesniho pohybu piestanou platit, setrvacnik se
zagne pohybovat slozit&jsim pohybem, pfi kterém jeho osa za¢ne periodicky
ménit svou vysku v tihovém poli a nakonec setrvacnik spadne. Naznacime, jak
se li§i presné feseni pohybu tézkého symetrického setrvacéniku od vyse uvedené-
ho piiblizného fefeni. V minulém ¢lanku pii rozboru stability rotace jsme
ukézali, 7e piisobenim momentu sily na osu otaceni setrva¢niku se poloha osy
otaceni v setrvacniku méni. Zaéne-li na symetricky setrva¢nik roztoceny kolem
své osy symetrie puisobit moment sily, napf. moment 7(6.2) tihy setrvacniku
rg x Mg, osa otaeni piestane mit smér osy symetrie setrvacniku. Smér osy
symetrie setrva¢niku &; se odchyli od sméru momentu hybnosti B a od sméru
vektoru okamzité rychlosti otaceni @ setrvacniku. Osa symetrie setrvacniku se
zacne otadet kolem sméru momentu hybnosti B zptisobem popsanym v minulém
&lanku pii vykladu regularni precese volného setrvacniku. Precesni pohyb osy
&, kolem sméru B byva oznacovan jako nutace osy setrvacniku. Celkovy pohyb
osy symetrie setrvacniku vznikne spojenim nutace kolem sméru B a precese
momentu hybnosti B po kuZeli naznaceném na obr. 7.33. Myslime-li si na ose
setrvacniku bod riizny od pevného bodu setrvacniku, kresli tento bod na kulove
plose kiivku analogickou cykloidé. Pohyb tézkého symetrického setrvac¢niku,
ktery se nutaci osy setrvacniku lisi od ciste precese, se nazyva pseudoreguldarni
precese. Za predpokladi u¢inénych na zacatku tohoto ¢lanku (rychla rotace a
J; > J,) je odchyleni osy otaceni setrvacniku od osy symetrie setrvacniku
zptisobené momentem tihovych sil malé. Nutaci osy setrvacniku lze pak zaned-
bat a pohyb tézkého symetrického setrvacniku muiZeme pokladat za Cistou
precesi.

Za miru pro posouzeni, jak velkou odchylku od ¢iste precese zpusobi moment
tihovych sil 7(6.2) rg x Mg, muZe pfiblizné slouzit pomér kinetické energie
W, setrvacniku a potencidlni energie W, setrvac¢niku v tihovém poli. Polozime-li
nulovou hladinu potencialni energie do pevného bodu O setrvacniku, je podle
obr. 7.34 potencilni energie setrvacniku W, = Mgrg cos a . Kinetickou ener-
gii setrvacniku Ize v dobrém pfiblizeni (viz 7(4.46)) vyjadfit jako W = 3 Jyo .
M¢éjme setrvaénik valcového tvaru, jehoz rozméry jsou znazornény na obr. 7.35
a ktery ma hmotnost M = 1 kg. Moment setrvacnosti viucéi ose symetrie
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Jy =1MR?>=125.10"4 kg m? . Predpokladame-li, 7e velikost ihlové rych-
losti otaceni setrvaniku w = 100 s™!, je kineticka energie setrvaéniku
W, = 1 Jy0® = 6,25 . Uvazujeme-li nejvetsi hodnotu potencialni energie
(cos & = 1) setrva¢niku, dostaneme W, = Mgrg = 3.107!'J. Kinetick4

S0mm

30mm

Obr. 7.35 Vilcovy setrvaénik uzity k odhadu poméru potencidlni a kinetické energie

energie W, i pfi ne piili§ rychlé rotaci, je podstatng vétsi nez potencialni energie
W, Pomér kinetické a potencidlni energie uruje téZ pomér precesni rychlosti Q
a rychlosti vlastni rotace w téZkého symetrického setrvacniku. Vydélime-li
rovnici 7(6.8) hodnotou e, dostaneme

2 Mg
= FS——Z.
w Jyo

7(6.9)
V Citateli na pravé strané rovnice 7(6.9) je hodnota, kterou jsme brali jako miru
potencidlni energie setrvacniku, a ve jmenovateli je dvojnasobna hodnota kine-
tické energie setrva¢niku. Kineticka encrgie W, musi byt podstatné vyssi nez
potencialni energie W, abychom pohyb tézkého symetrického setrvaéniku mo-
hli pokladat za istou precesi. Z rovnice 7(6.9) plyne, Ze pro W, > W, je

> Q. 7(6.10)

Cistd precese t&7kého symetrickeho setrvacniku, pro n&z Jy > J;, je
piiblizné vyjadfeni pohybu, ktery setrvaénik kona, je-1i rychle roztoden kolem
sve osy symetrie &;. Pfitom podle 7(6.10) vlastni rotace setrvacniku je podstatné
rychlejsi neZ precesni rychlost €, Regularni precese volného symetrického
setrvacniku popsana v minulém élanku je pohybem, ktery volny symetricky
setrvacnik kon4, je-li roztoden libovolnou rychlosti kolem nékteré své osy, ktera
neni hlavni osou setrvacnosti. Pfitom 7adna nerovnost typu 7(6.10) neplati,
rychlost rotace kolem osy symetrie volného setrvaéniku &asto byva i mensi nez
precesni thlova rychlost £, jak plyne z rovnice 7(5.19).

Zduraznime charakteristicky rys pohybu setrvacniki, o kterém jsme se jiz
zminili pfi vySetfovani stability rotace kolem hlavnich os setrvacénosti (viz
obr. 7.32) a pfi rozboru rovnice 7(6.3). M&me symetricky setrvaénik, jeho
moment setrvacnosti J; vi¢i ose symetrie je vétsi nez druhy hlavni moment
setrvaCnosti J;, tedy hovorovy ,,setrva¢nik*. Roztocime jej rychle kolem osy
symetrie a zacneme na né&j pusobit dvojici sil F, —F, které Jjsou kolmé k ose
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symetrie setrvaéniku. Moment M sil F je kolmy k rovnobéznym silam F, —F.
Podle rovnice 7(6.1) dB/dt = M, a tedy zména celkového momentu hybnosti
B je téZ kolma ke sméru pusobicich sil. Jelikoz pfedpokladame stabilitu rotace
kolem osy symetrie setrva¢niku, zlstavaji vektor B, vektor tthlové rychlosti

Obr. 7.36 Gyroskopicky efekt

otadeni setrvacéniku @ a smér osy symetrie setrvaéniku rovnobézné i pti plisobe-
ni sil F, —F. Kolma ke sméru sil F, —F je tedy nejen zména dB vektoru B, ale
i zména dw vektoru @ a zména dv sméru v osy symetrie setrva¢niku v prostoru.
Pohyb setrvaéniku vyvolany dvojici sil F, —F je znazornén na obr. 7.36. Pisme-
nem o je oznadena osa, kolem které se osa symetrie setrvacniku zacne otacet.
Takto lze vysvétlit podivné chovani ,,setrvacnik*: zaCneme-li pfevracet ,,setr-
va¢nik*, napf. rychle se otadejici kolo, které drzime za jeho osu (mezi osou
a kolem jsou lozZiska), necitime odpor proti sméru naSeho silového piisobeni, ale
osa kola se nam snaZzi vykouznout kolmo na smér, ve kterém na ni rukama
pusobime. Uvazovany efekt, fika se mu gyroskopicky (gyroskop je mezinarodni
nazev pro hovorovy ,,setrvaénik*‘), je tfeba brat v ivahu pfi konstrukcich stroji,
ve kterych jsou rychle se otadejici soudasti s velkym momentem setrvacnosti,
napf. v jednomotorovém letadle rotujici vrtule zvedd nebo stlacuje Spicku
letadla podle vzajemného poméru smyslu rotace a sméru zatacky. Obdobné
problémy nastavaji pfi konstruovani lodi a automobili.

Stabilita rotace ,,setrvaéniki‘‘ kolem jejich osy symetrie byva technicky vyuzi-
vana. Rychle roztogeny ,setrvaénik pohanény elektromotorem slouzi jako
piistroj zvany umély horizont k urcovani polohy letadla pfi létani za snizené
viditelnosti. Stabilita rotujicich kol umoznuje jizdu na kole a motocyklu. Stfely
se roztaceji v hlavnich zbrani, aby po dobu letu 1épe zachovéavaly smér své osy
v prostoru. Do osobnich namofnich lodi se montuji velké ,,setrvacniky*, aby
udrzovaly polohu lodi pfi vinobiti. Ponékud jiny je princip pfistroje zvaného
gyrokompas, kterym byva nahrazovan klasicky magneticky kompas. P¥estoze
vyklad pohybu gyrokompasu, tj. rychle se otacejiciho ,,setrva¢niku®, jehoZ osa
se smi pohybovat pouze v horizontalni roviné, vyZaduje zapocteni precesniho
pohybu, vysledek je jednoduchy: gyrokompas rotuje stéle kolem osy rovnobéz-
né s osou rotace Zemé a urcuje tak smér poledniku.

241



Resené ulohy

1. Vypoctéte hlavni momenty setrvacnosti viiéi osdm prochazejicim hmot-
nym stfedem homogennich (hustota ¢ = konst) téles: a)kvadrua tyce, b)vélce,
¢) koule a elipsoidu. (Srovnej s obr. 7.23.)

Reseni. Ve viech pfipadech budeme k vypoctu uzivat rovnici 7(3.9), kterou
pro homogenni téleso lze upravit na tvar

J=QJR2dV. (1)

a) Pro vypocet momenti setrvaénosti kvddru uzijeme kartézskou soustavu
soufadnic s osami rovnobéznymi s hranami kvadru, x|a, y||b, z|c as poat-
‘kem v hmotném stfedu kvadru. Pro moment setrvaénosti J, viici ose z plyne z (1)

J, = gf (x* + y*)dv. )

(€/2) p+(b/2) ot+(af2) 3 5

2 Ve
Jx dVv = J‘ j J xzdxdydz=cb~(g) =2
(24 =) Y —(ap2) 3\2 12

a analogicky

Plati

2
jy dVﬁzf)—A
v 12

Po dosazeni do (2), uvédomime-li si, Ze hustota ¢ vynisobena objemem V da
hmotnost télesa M, dostaneme
J, = M(a® + b?)/12.. (3)

z

Cyklickou zaménou lze ziskat vyjadfeni pro dalsi dva hlavni momenty setrvac-
nosti J,yaJ,.

Limitnim postupem plyne z (3) vyraz pro moment setrvaénosti tyce délky / viici
ose prochazejici jejim stiedem kolmo k délce

J, = M12 | (4)

" b) Pro vypocet hlavnich momenti setrvacnosti vdice o poloméru r a vysce
v uzijeme cylindrické soustavy soufadnic D(1.22) s poGatkem v hmotném stfedu
valce. Osu z prolozime osou rota¢ni symetrie valce a polarni soufadnici
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(v D(1.22) ¢) oznacime u. Pro hlavni moment setrvaénosti J, vudi ose valce pak
z (1) s uvazenim vztahl u = R a (viz D(1.33))

dV = ududg dz (5)
dostaneme
+(v/2) p2n pr 4
J, = QJ J Juzu dudep dz = noor .
—(v2) Yo Yo 2
Tedy
Mi? '
J, = T . (6)

Hlavnimi momenty setrvaénosti jsou téZ momenty setrvacnosti vidi osam kol-
mym k ose rota¢ni symetrie. Vii¢i vSem osam prochézejicim jednim bodem osy
symetrie jsou tyto momenty stejneé. Je-li bodem osy symetrie hmotny stfed
télesa, oznadime tento moment setrvacnosti Ji a vypocteme jej. Pro vzdalenost
R uvazovanou v rovnici (1) nyni dostavame vztah

R = 2> + u’sin’ g, ’ (7)

kdyz tihel pocitame vidi ose, pro kterou hledame J;.

Potom
Jp = QJ(ZZ + u?sin? ¢) dV. ‘ (8)
%
Analogicky jako v a)
W 2
jzz dvV = 2
12
v

+(v/2) p2r pr e
qusinzde=J J Juzsin2¢udud(pdz=—~.
v —@2) Jo Jo 4

(Pfi posledni fipravé jsme uZili vztah { 02” sin? p d ¢ = m.) Po dosazeni do (8) -
dostavame kone¢né vyjadteni Co

2ed)
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¢) Hlavni osy setrva¢nosti homogenniho elipsoidu pro hmotny stfed jsou
totozne s osami eiipsoidu a, b, c. Prolozime jimi kartézskou soustavu soufadnic
X, y, z. Pro moment setrvacnosti J, viiéi ose z (c osa elipsoidu) z (1) dostavame

J. = Qﬁx2 + ¥ dv. (10)

Vypoéteme nejprve [, x> d¥; upravime jej

J x*dV = 2fas(x) x*dx . (11)

0

V rovnici (11) $(x) je velikost plochy kolmé k ose x v mist& o soufadnici x. Tato
plocha je elipticka, jeji osy v misté x oznacime b,ac,

S(x) = mb.c, . | (12)

Elipsoid mé rovnici x%/a® + y*/b* + 2%/c* = 1. Osa b, leZivroviné z = 0.
Potom z rovnice x*/a* + b%/b> = 1 plyne
M ply
2 2
5 , a4 — X
b= (13)

a analogicky
2 2

r% = ¢? a4 a_z—x~ (14)

Po dosazeni {13} a (14) do (12) dostavame

2 2

S(x) = mhe =~ (15)
a
a po dosazeni (15) do (11)
2 ¢ va®
fx2 dV = niyc j xa® — x?) dx = “ (16)
4 a Jy 5

Analogicky
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a po dosazeni poslednich dvou rovnic do (10) dostavame konecné vyjadieni pro
moment setrvacnosti elipsoidu vii¢i své ose ¢
2 2
a + b
U =M . (18)
5

Cyklickou zaménou lze dostat zbyvajici hlavni momenty setrvaénosti elipsoidu
JoaJdy.

Koule je zvlastni pfipad elipsoidu pro a = b = ¢ = r. Pro vSechny osy
prochazejici hmotnym stiedem koule o poloméru r je moment setrvacnosti

J _2Mr2
0 s

(19)

2. Stanovte pohyb t&7ké kladky (viz obr. 7.19). Pfedpokladejte, Ze tieni mezi
vlaknem spojujicim zavazi m; a m, a kladkou zamezi klouzani viakna po kladce.

ReSeni. Pohybova rovnice té7ké kladky je uvedena v textu jako rovnice
7(3.18)

dw
FR — F,R = J (—) : (1)
dt

Sila velikosti F, je pfenasena ¢asti vlakna, na kterém visi zavazi o hmotnosti m,
sila F, druhou ¢asti vlakna. Kladka ma polomér R a moment setrvacnosti J vici
ose otadeni 0. Oznacime-li a zrychleni zavazi o hmotnosti m,, dostavame podle
2(1.4) pro silu F; vyjadieni

Fy =m(g — a) (2)
a pro silu F,, kde orientace a je opacna, vyjadieni
F, = my(g + a). 3)

Uhlova rychlost w otadeni kladky a postupna rychlost v zavazi m; jsou vazany
vztahem v = Rw , z néhoz derivovanim podle Casu plyne

a=R<%E:—>. (4)

Dosadime-li (2), (3) a (4) do (1), ziskame po jednoduché algebraické uprave

_ g(ml B mZ) ) (5)
J/R? + m; + m,
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Zrychleni a je konstantni, tedy podle (4) téz thlové zrychleni
dw/dt = d’p/d’* = a/R je konstantni. Pro asovou zavislost Ghlu ¢ = g(t)
popisujiciho otaceni kladky pak integraci dostavame

“

at*

kde w, je thlova rychlost kladky a ¢, (thel ¢ v Case t = 0 .

3. Najdéte rovnobézné osy, kolem kterych fyzické kyvadlo kyve se stejnou
dobou kmitu.
Reseni. Doba kmitu fyzického kyvadia je podle 7(3.24)

7o\
T =2n , (D)
MgR

kde R je vzdalenost hmotného stiedu kyvadlé od osy otaceni. Stejnou dobu
kmitu ma tedy kyvadlo (hmotnost kyvadla M a tihové zrychleni g jsou konstan-
ty) kolem os, pro které plati rovnost ‘

JI

J—
R R’

(2)

Jsou-li osy rovnobéZné, miizeme podle Steinerovy véty 7(4.37) psit
J=Jg+ MR*, J =Jg+ MR?, (3)

pfi€emzZ J je moment setrvacnosti kolem osy o, J' kolem osy o’ a Jg kolem osy

0g prochazejici hmotnym stfedem télesa. Dosazenim (3) do (2) dostaneme po
upraveé kvadratickou rovnici

J MR> J
R s (4)
MR M ;

Rlz —_

pro hledanou vzdalenost R hmotného stiedu od osy otadeni. Jednim FeSenim
rovnice (4) je R’ = R ; fyzické kyvadlo kyva se stejnou dobu kmitu kolem
vSech rovnobéznych os stejné vzdalenych od hmotného stéedu. Oznacime-li R,
druhé feSeni (kofen) rovnice (4), dostavame

Jg + MR?

=R, + R, 5
=R ©)
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nebot soucet kofenti kvadratické rovnice je roven zaporné vzatému koeficientu
u linearniho ¢lenu. Podle (3) J = Jg + MR? apodle 7(3.26) J/MR je rovno
redukované délee fyzického kyvadla /. Plati tedy

I = R, + R. (6)

UvaZujeme-li pouze osy o, o’ takové, Ze hmotny stfed S kyvadla lezi v roving jimi
uréené, plyne z (6), ze kromé pfipadu R = R’ kyve kyvadlo se stejnou dobou

Obr. 7.37 Valeni rotaéné symetrického télesa po naklonéné roving

kmitu t&7 kolem os o, o’ vzdalenych o redukovanou délku kyvadla /.. Najdeme-li
tedy v kyvadle dvé osy se stejnou dobou kmitu, v jejichZ roving, rizné vzdalen
od obou os, leZi hmotny stfed, je vzdalenost os rovna redukované délce fyzicke-
ho kyvadla. Jak lze tuto skutecnost uzit k presnému méfeni tihového zrychleni
g. je uvedeno v citované ucebnici Brozove.

4. M4 vétdi zrychleni téleso, které se po naklonéné roviné vali nebo t€leso,
- které se po ni smyka bez tieni? '

Reseni. Valenim (srovnej s ¢l 7.5) rozumime pohyb rotaéné symetrického
t&lesa, pii kterém styéna pfimka mezi t&lesem a podlozkou je pevna, nepodklou-
74va a tvoii okamZitou osu otadeni. Pro zodpovézeni zadané otazky budeme
predpokladat, Ze osa rotalni symetrie télesa je po celou dobu pohybu po
naklonéné roving vodorovna (viz obr. 7.37). Je-li téleso homogenni, coz budeme
té7 predpokladat, leZi jeho hmotny stied S na ose rota¢ni symetrie. Sila smyko-
vého tfeni T mezi podlozkou a valicim se télesem musi byt dostate¢né velka, aby
téleso nepodklouzavalo. Spliiuje-li T tuto podminku, nedochézi k disipaci ener-
gie Wa ta je po celou dobu rovna konstantni hodnoté k

2 2
Wz—%v—s—}—{i;—+Mgh=k. (1)

V souhlase s Konigovou vétou 5(3.9) (viz téz 7(4.50)) vyjadiujeme kinetickou
energii valiciho se t&lesa jako soucet kinetické energie Muv%/2 piisluiné pohybu
hmotného stfedu S télesa (M — hmotnost télesa, vg — rychlost hmotného stiedu)
a jeho vnitini kinetické energie, kterou podle 7(4.46) vyjadiujeme jako Jg /2
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(Js— moment setrvacnosti vii&i ose prochazejici hmotnym stfedem S). Zastava-li
smér rotacni osy symetrie rovnobéZny s okamzitou osou otadeni, kterou je
styCna pfimka t€lesa a naklonéné roviny, je moment setrvacnosti J ¢ momentem
setrvacnosti vii¢i rotadni ose symetrie télesa a rychlost hmotného stiedu

vg = wR.. (2)

(R zna¢i vzdalenost obou rovnobéznych os.)
Za uvedenych podminek pro vélec plati (rov. (6) ul. 1)

S MR? , 6)
sV 5
a pro kouli (rov. (19) ul. 1)
2M7?
J SK = s (4)

(Pfitom napf. s kuZelem uvedené podminky nelze splnit, valeni kuzele je slozitéj-
$i.) Potencialni energie Mgh (h... vyska hmotného stiedu v tihovém poli) pfi
uvazovaném valeni s ¢asem klesa; h = h(t) , dh/dt < 0. Mezi rychlosti Vg
a derivaci dh/dt plyne z geometrie pohybu vztah (o... Ghel sklonu naklonéné

roviny)

.

dh
vgSin o = — — 5
s - g

Do rovnice (1) dosadime z (2) a vypocteme

u§ = M _ (6)
M + Jg/R?

Derivujeme-li rovnici (6) podle ¢asu, dostaneme

dvg —-Mg dh
e My dh o)

dt M + JJR? dt

a po dosazeni z (5) miZeme napsat hledany vyraz pro zrychleni valivého pohybu

Mg sin o
ag = — 0% (8)
M + JyR
Pro Jg = 0 pfechazi vyraz (8) ve znamé zrychleni

a = gsino 9)
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pohybu hmotného bodu po naklonéné roving, které je stejné jako zrychleni
télesa smykajiciho se po naklonéné roviné bez tfeni. JelikoZ vSechny cleny
v rovnici (8) jsou kladné, je ziejmé, Ze

a>ag, kdyz Jg#0; (10)

zrychleni pfi valeni je mensi neZ zrychleni pfi smykani bez tfeni. Dosazenim (3),
resp. (4) do (8) dostavame pro valec agy = 2ay/3 a pro kouli agx = 5a,/7 ,
tedy agx > dagy - Vypustime-li z jednoho mista naklonéné roviny soucasné
kouli a valec, koule valec pfedbéhne. Tento zavér si kazdy miize pokusné ovéfit.

5. Dokaite, Ze koeficienty J; definované rovnicemi 7(4.9) se pii transformaci
soufadnic

& = aydy (1)
transformuji jako slozky tenzoru. Tedy podle D(3.3)

Ty = agapJy - (2)

y

Regeni. Vyjdeme z rovnice 7(4.10)
Bi = 5 - (3)

Tato rovnice mezi vektory f;, £; miZe byt spInéna, jen kdyz vyraz J;; je tenzor.
Ukézeme to podrobnéji. Mezi slozkami f; a ', resp. £, a Q' plati podle definice
vektoru D(3.2) vztahy

Bi=ayf a £ = a2, 4)
uvazujeme-li inverzni transformaci (viz D(2.8))
éj = aijé ’i (5 )
k transformaci (1). Dosadime-li (4) do (3), dostadvame
a;p = a; 217 - (6)
Posledni rovnici vynasobime koeficientem transformace a,,
Aitly; B = amiaka;cJ ij (7)
a po uziti vztahu D(2.9) a,,; a; = J,, a ziejmé identity 9, = f,, ziskidme
rovnici
By = £ K] i - (8)



Posledni rovnice je vyjadfenim vztahu (3) v arkované soustavé soufadnic. Musi
tedy mit tvar

B = 24k - ' ©)
Porovnanim (8) a (9) dostavame
Sk = G5 5 (10)

coZ je (az na nepodstatné oznaceni indexil) dokazovany vztah.

6. M¢jme vilec poloméru r = 0,3m, vysky » = 0,l m a hustoty
o = 7.10° kg m™? . Vypoététe moment setrvacnosti J tohoto vélce vii&i ose,
ktera s osou rota¢ni symetrie valce svira thel o = 30 °, Stanovte také deviaéni
slozky momentu setrvacnosti a velikost silové dvojice pusobici na osu, kdyz se
valec kolem zvolen¢ osy rovnomérné otaci thlovou rychlosti 10 otadek za
sekundu.

Reseni. Momenty setrvaénosti viiéi ose symetrie valce

a ose k ni kolmé
Iy =M ( 2 4 ”2> @)
= — T —
2y 3

zname z vysledku feSené ulohy 1. Na obr. 7.38 je znazornéna kartézska soustava
soufadnic x,, X,, x3, v které pravé uvedené momenty setrvacnosti jsou slozkami
J1 a Jy, tenzoru setrvacnosti. Nové zvolenou osou prolozime osu x'; ¢arkované
soustavy soufadnic, osy x; a x'; ztotoZnime, takZe osy x;, x,, x';, x’, lezi v jedné
roving.

Transformacni rovnice D(2.4) pro tuto transformaci maji tvar

X; = X cosd& + Xx,sina,

Xy = —Xx;sina + Xx,cosa,

’__ .
X3 =X . (3)

Y :
/1
r
o

— X

\

Obr. 7.38 Vélec a soustavy soufadni¢ uvaZované v fesené tloze &. 6
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Tedy transformaéni koeficienty jsou
a;; = cosa,  dp = sina, a, = —sina, )
: _ 4
ay, = COS a, ap =1, ostatni a; = 0. (

Hledany moment setrvacnosti J je roven slozee Ji; tenzoru setrvacnosti v nove
soustavé soufadnic. Podle 7(4.11), resp. D(3.3) mame

/ .
Ji = ayaJy (5)
Potom s pfihlédnutim k (4) a ke skutecnosti, Ze ne¢arkovand soustava soufadnic

ma osy v hlavnich osach setrvacnosti (J j = 0proi # j , tieti hlavni moment
setrvacnosti Jy; = J,), dostavame

J

Il

! —
1= apapdy + apapdy, +oapads =
2 -2
= cos*a Jyy + sin“a Jo, . (6)

Vysledek (6) by bylo mozno najit rychleji uZitim rovnice 7(4.34), zvoleny postup
viak umozni stejnym zpiisobem jako J urcit i deviacni momenty, tj. slozky Ji,
a Ji, tenzoru setrvacnosti v carkované soustavé soutadnic. Plati

/ _— — ——
Ji = aliaZjJij = ayayJy + apdpndy + a3y =

= — cos asinaJy; + sinacos aJy,
~0. (7)

[—
Ji3 = ay a3y i
Slozky momentu sily g, ktery plsobi na osu otadeni pfi rovnomérné rotaci
fthlovou rychlosti o, vypocteme podle soustavy rovnic 7(4.22). Cyklickou zamg-
nou je upravime na tvar popisujici otaceni kolem prvni osy soufadnicové

a dostaneme
— =y, = =0 (8)

Dosadime-li do (6) a (7) hodnoty momentd setrvaénosti (1) a (2), hodnoty
cosa = ./3/2, sina = 1/2 pro uvazovany uhel o = 30° a posléze dalsi
diselné hodnoty , dostaneme

217 + v 2077 + 0
J:M—r—i—v—sm‘zug—L——E—=7,83kgm2,

48 48

23—
=AML = —186 kgm?®. : 9
N v ©)

Z druhé rovnice (9) je ziejmé, ze pro vilecs v = \/gr deviaéni moment J';,
vymizi. To je viak piipad, kdy momenty setrvacnosti (1) a (2) jsou stejné a valec
se stava kulovym setrvacnikem.
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Pro zadanou rychlost otdeni 10 ot./s, j. w = 20 s™!, plyne z (8)a (9)

) V3 — 2
ﬂ3=—w\/§MT=733ONm, M=ty = 0. (10)

Uvédomime-li si orientaci os na obr. 7.38, muzeme fici, Ze v nasem pripadé
moment sily 4, jehoz velikost je znacna, se snaZi stodit osu otaCeni od osy
rotacni symetrie vélce, v pfipadé valce s v > \/gr Je osa otadeni stacena k ose
rotacni symetrie.



Kapitola 8

Mechanika spojitych prostfedi — Reologie

8.1 Kinematika spojitého prostfedi — kontinua

Pro vySetfovani pohybu kapalin, plynd a pro vySetfovani mechanickych déja,
pii nichZ se méni vzajemna vzdalenost jednotlivych bodil pevné latky, se zavadi
pfedstava spojitého prostiedi — kontinua. NaSe predstavy o struktufe latek
neodpovidaji spojitému rozloZeni hmotnosti, které v kontinuu predpokladame.
Ptesto lze makroskopicky popis pohybu kapalin i plynit a popis deformacniho
chovani pevnych latek dobie provést na zakladé predstavy o spojitém prostiedi
—kontinuu. V mechanice kontinua pfipisujeme charakteristické veli¢iny prostie-
di k jednotlivym geometrickym bodim. Tuto skutecnost je nutno chapat jako
matematickou pomucku, ktera nam umozni vyuzit rozpracovanou teorii spoji-
tych funkci vice proménnych. Z fyzikalniho hlediska je nutno chapat veliiny
pfipisované jednotlivym bodim kontinua jako nejlépe vyhovujici primérné
hodnoty z tak velkého okoli bodu, aby se v tomto okoli jiz neprojevovala
nespojita struktura skutec¢né latky.

Popis pohybu kontinua mizeme provést tak, ze sledujeme pohyb castic, které
v ase t = 0, kdy zahajujeme pozorovani, se nachazeji v mistech o soufadni-
cich x;. Soufadnice téchto Castic v Case ¢ oznacime y; a piSeme

v =y (x 1) - 8(1.1)

Rovnice 8(1.1) se lisi od rovnic uzivanych pro popis pohybu hmotného bodu
(viz rovnice 1(2.15)) pfitomnosti soufadnic x; jako dalsich nezavisle promén-
nych. Soufadnice x; vymezuji Castici, jejiz pohyb sledujeme. Obdobné jako
v kinematice bodu uzivame pro kfivku popsanou rovnicemi 8(1.1) pfi pevné
zadanych x; ndzev trajektorie Castice kontinua. V mechanice kontinua piedpo-
kladame spojité rozlozeni bodl x;, a tedy pro kazdou konecnou oblast kontinua,
jejiz pohyb vySetfujeme, pfedstavuje rovnice 8(1.1) nekone¢ny podet rovnic.
Casto je viak mozno vybrat z nich koneény podet, tj. koneény podet trajektorii,
ktery umozni dobrou pifedstavu o pohybu celého kontinua.

Druhym ¢asto uzivanym popisem pohybu kontinua je udari rychlosti vsech
jeho &astic. Castice, ktera se v okamziku ¢ nachazi v misté ¥, ma rychlost

v = v (¥ 1) 8(1.2)
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V kazdém okamziku ¢ z uvazovaného ¢asového intervalu udava rovnice 8(1.2)
rozloZeni rychlosti v celé vySetfované oblasti (oboru uvazovanych yj) kontinua.
Budeme piedpokladat, Ze rychlosti castic v sousednich mistech kontinua nejsou
pfili rozdilné, piesnéji vyjadieno budeme piedpokladat, Ze funkce 8(1.2) nena-
byvaji souCasné nulovych hodnot a jsou jednozna¢né a spojité i se svymi
parcialnimi derivacemi podle soufadnic. Potom v kazdém okamziku ¢ Ize konti-
nuem prolozit kfivky, jejichZ teCny v kazdém bodé maji smér rychlosti v,
Takovym kiivkam fikame proudnice. Rovnici proudnice, jakoZto rovnici kiivky,
lze v pevné daném case ¢ zapsat v parametrickém tvaru

i = ils), - g(13)

kde s je libovolny parametr. Ma-li kiivka 8(1.3) byt proudnici, musi jeji te¢ny
vektor dy;/ds mit smér shodny s rychlosti v, tedy

dy,

i gy, 8(1.4)
ds .

kde k je konstanta. Rovnice 8(1.4) jsou diferencialnimi rovnicemi uréujicimi tvar
proudnic y; = y,(s) pfi zndmém poli rychlosti 8(1.2), které v pevné zvoleny
Casovy okamzik miiZeme psat jako v; = v(y;) . Parametr s je libovolny, a proto
rovnice 8(1.4) byvaji pro vypocet upravoviny na tvar

d d d

dyy _dyy _ iy (1.5

Uy Uy U3

Za vyse ucinénych pfedpokladii o funkcich 8(1.2) prochazi kazdym bodem ve
zvoleném okamziku ¢ jedina proudnice.

Uvazime-li casovou zavislost pole rychlosti 8(1.2), je ziejmé, Ze rovnice 8(1.4)
a 8(1.5) jsou v riiznych okamzicich rzné. Tedy i obraz proudnic se s ¢asem
méni. Obraz proudnic je dan rychlostmi rtiznych ¢astic v jednom daném okam-
ziku. Trajektorie jsou drahami pohybu jednotlivych ¢astic. Obecné trajektorie
a proudnice jsou riizné kiivky. Pouze v pfipad¢, kdy rychlosti 8(1.2) jsou na ase
nezavislé, a lze je tedy psat ve tvaru v; = v;(y;), oba druhy kiivek splyvaji.
Takovy Casto uvaZovany pfipad nazyvame staciondrnim nebo té€Z ustdlenym
pohybem kontinua. Uréujeme-li pohyb kontinua rovnicemi 8(1.1), mluvime
o Lagrangeové metodé popisu, uzivame-li rovnic 8(1.2), mluvime o Eulerové
metode.

Uvedeme nyni ptipady, kdy se kontinuum pohybuje jako tuhy celek. Nezavi-
si-li tvar trajektorii 8(1.1) na pivodni poloze x; &astic, tj. kdyz

rychlosti v; = [dy,/dt](t) jsou v kazdém okamziku stejné pro vSechny &astice
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a kontinuum koné translaini pohyb. Dalsi mozny pohyb kontinua jako tuhého
celku (tuhého télesa) je jeho otaceni. Pti otdceni kontinua jako tuhého celku jsou
vyrazy 0v,/0y; + dv;/0y; nulové a vyrazy 0v/0y; — dv,/dy; nenulové. Dukaz
tohoto tvrzeni a podrobngjsi rozbor viech zde uvedenych vysledki lze nalézt
v knize Brdi¢ka M.: Mechanika kontinua (viz seznam doporucené literatury).

Pohybuje-li se kontinuum jako celek, jedna se o pohyb tuh¢ho télesa, ktery
jsme podrobné vysetfovali v €. 7.1. Vlastni oblasti zajmu mechaniky kontinua
jsou p¥ipady, kdy dochazi ke zméné vzajemnych vzdalenosti castic. Vyjdeme
z rovnic 8(1.2), které udavaji rychlost jednotlivych ¢astic kontinua a budeme
vysetfovat pole rychlosti v okoli libovolného bodu o soufadnicich y;. Je-li
vy, t) rychlost v bodé y; dostavame pro rychlost vy, + dy t) v misté
y; + dy; v diferencialnim priblizeni .

v,
oi(y; + dypt) = viypt) + (a—*> dy; - 8(1.7)
Yj

Vyraz dv,/0y;, ktery jakozto derivace vektoru podle soufadnice je tenzorem
2. fadu (viz D(5.15)), rozepiSeme podle ziejmé identity

%:l(%+%)+l(%_%> 8(1.8)
dy;  2\dy; 0y 2\dy; 0y
Rozpis 8(1.8) je rozkladem tenzoru na symetrickou &ast 0v,/dy; + 0v;/0y,;

a antisymetrickou cast dv,;/dy; — 0v;/0y; (srovnej s D(4.16)). Vyjadfeni 8(1.8)
dosadime do 8(1.7), dostaneme

1 /ov, Ov, 1 /ov, ov,
o (v, + dy, 1) = vy, 1) + - (—’ - —f) dy; + —(~—’ + —f> dy;. 8(1.9)
J ] J 2 6yj ay,- i 2 @yj 3y, J

Prvni dva &leny na pravé strané rovnice 8(1.9) odpovidaji pohybu kontinua jako
celku, prvni je rychlosti translace a druhy rychlosti rotace. Posledni c¢len
ov,;/0y; + ij/('iy,-) dy; , ktery pfi rotaci kontinua jako celku je nulovy, udava
rychlost, s jakou se méni vzdalenost ¢astic v okoli uvazovaneho bodu y;. Obsah
rovnice 8(1.9) Ize vyslovit jako /. Helmholtzovu vétu: Pohyb kontinua v okoli
urcitého bodu lze rozloZit na pohyb translacéni (posuvny ), na pohyb rotacni (otdci-
v$) a na pohyb deformacni. Pro mechaniku kontinua je podstatny posledni ¢len
rovnice 8(1.9). VySetfovani zmén vzdalenosti éstic neboli deformaci a rychlosti,
s jakou se tyto zmény dé&ji, bude pfedmétem nasich uvah v nasledujicich dvou
¢lancich.
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8.2 Deformace

Uvedli jsme, ze vyrazy 4(0v;/dy; + 0v,/dy;) z rovnice 8(1.9) popisuji rychlost,
s jakou se méni vzdalenost jednotlivych ¢astic kontinua. Nyni si viimneme, jak
Je mozno urcit kone¢nou zménu vzdalenosti, ke které dojde za uréity ¢asovy
interval. Vyjdeme z popisu kontinua podle rovnic 8(1.1) y; = y;(x, t). Pro
jednoduchost budeme pokladat zacatek zminéného ¢asového intervalu do
okamziku t = 0, kdy, vzhledem k tomu, Ze x; pokladame za soufadnice ¢astic
véase t =0, plati

Y = ¥(x, 0) = Xj -

Soufadnice ¢astic v Case At, y; = y;(x;, At), budeme dale struéné oznadovat
y; V tomto ¢lanku nas nebude zajimat Casova zavislost deformace, tedy ani
velikost intervalu At, a pro y; budeme strucné psat

v = yilx) . 8(2.1)

Castice z mista o soufadnicich x; se pfemisti do mista o soufadnicich ¥j- Vzhle-
dem k tomuto smyslu rovnic 8(2.1) budeme ptedpokladat, Ze pfifazeni jimi
zavedené je vzajemné jednoznacné, jednomu bodu x; odpovida jeden bod Y
a jednomu bodu y; odpovidd jeden bod x;. Dale zavedeme vektor posunuti

ui == yi — xi 5 8(22)

JehoZ pocatek je v misté, kde se ¢astice nachazela na zadatku uvazovaného déje
a konec vektoru je v misté kone¢né polohy &astice. S uzitim vektoru posunuti
u; lze funkci 8(2.1) rozepsat na tvar

y = yj(xi) = x; + uj(xi). 8(2.3)

Rovnice 8(2.1) nebo 8(2.3) uréuji jednoznaéné, kam se ktera astice kontinua
piivodné se nachdzejici v misté x; na konci uvazovaného déje dostane. Zahrnuji
v sob€ posunuti kontinua a jeho otaceni jako celku i jeho deformaci. Abychom
z téchto rovnic izolovali jejich deformacni &ast, budeme sledovat, jak se méni
vzdalenosti €astic v okoli libovolné zvolené¢ho bodu x;. Bod x;, vektor posunuti

Obr. 8.1 Rozdilna posunuti dvou sousednich bodit x; a x; vedou ke vzniku deformace
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u; a kone¢na poloha y, Eastice pivodné se nachdzejici v bodé€ x; jsou znazornény
na obr. 8.1. Piivodni soufadnice libovolného bodu v okoli xj budeme psat jako
x; + dx;. Jeden z bodu x; + dx; je na obr. 8.1 oznaCen x'. Vektor posunuti
OdeVldaJICI tomuto bodu j Je oznacen u; + du;. Bod x/; ; se posune do bodu y'.
UvaZzujeme-li pouze diferencialni okoli bodux muzeme slozky vektoru y’; — y;
pokladat za diferencialy dy; funkci 8(2.3) a psat pro né vyjadieni

ou,
dy; = dx; + dy; = dx; + (—;) dx; . 8(2.4)

i

Velikost vektoru dx;, a tedy vzdalenost bodi x; a x’ na zaCatku déje je
(dx; dx; )1/ 2. Velikost Vektoru dy] a tedy kone¢na vzdalenost ¢astic ptivodné se
nachazejlclch v mistech X; a X' je (dy dy))‘/ 2 | Rozdil téchto dvou vzdalenosti
(x';je libovolny bod z okoli bodu x; ;) by bylo pfirozené zvolit k popisu deforma-
ce kontinua v okoli bodu, jehoZ puvodni soufadnice jsou x; a konecné y;.
Z pocetnich divodu je vyhodnéjsi pouzit k popisu rozdil ctvercu téchto délek,
tj. vyraz

dy; dy; — dx; dx; . 8(2.5)

Vypocteme jej jako funkci vychozich poloh x; €astic a zvoleného diferencialniho
vysunuti dx; z t&hto poloh. Z rovnice 8(2.4) dostavame

dy, dy; = [dx; + du] [dx; + du;] =

Ou; Ou,
= [dx}- + (—ui> dxl:I |:dxj + (—uL) dxk] .
0x; 0x;,
Vyraz dx; + (du;/0x;) dx; lze uZitim Kroneckerova symbolu J; (viz D(2.6))

pifepsat na tvar (0; + Oudx) dx; a obdobné dx; + (6u /0x,) dx;, =
= (0y + On;/0x,;) dxk ; tedy

u. ou.
dy, dy, = <5j, + 5’&) dx, <5jk + éi‘L> dx, =

X} Xk

ou. ou, ou.\ (0
o (o (o (e
0x; 0x;, 0x,/ \0x,
Uvazime-li, 7e 8,0, dx, dx, = dx; dx; a (0u;/0x;)0, = Ou,/0x,, (Ou;/0x,)0; =
= Ou,/0x,, je moZno psat

0 0 ou;\ (0
dy; dy; = dx; dx; + |: % + T + <—ui>< u>}dx,dxk
0x;  0x; 0x;/ \0x,
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a pro hledany vyraz 8(2.5) dostavame vyjddieni
dy; dy; — dx; dx; = 2¢, dx, dx; , 8(2.6)

kde jsme pro vyraz 0w, /0x; + 0w /0x, + (0u;/0x)) (0u;/0x,) zavedli oznaceni
2¢y,. JelikoZ prava strana defini¢ni rovnice

‘ ou ou ou.\ [ du,
& = = [—k + — 4+ (—1> (*“L):I 8(2.7)

2L0x;, 0x, 0x,/ \0x,
vyrazu g, je sloZena z derivaci vektoru podle soufadnic, je vyraz &y, tenzorem.
Z definice 8(2.7) dale plyne, Ze ¢, = ¢, , a tedy &y, Je symetricky tenzor. Tento

symetricky tenzor druhého fadu popisuje deformaci.
Podle zplisobu odvozeni je ziejmé, Ze tenzor deformace &y, je funkei soutadnic

X
e = eyx;) - 8(2.8)
Zname-li funkce 8(2.8) pro oblast kontinua, jeho? deformaci vySetiuje-
me, zname pro kazdy bod x; kontinua Sest disel 11> €295 335

&1 = &1 &3 = &3y, &3 = &, které udavaji, jak se zméni délky v diferencial-
nim okoli tohoto bodu. Zvolime-li vektor dx,, ¢imZ volime smér vychylky
z bodu x;, rovnice 8(2.6) udd zménu &tverce délky piislusnou danému sméru.

Zatim jsme pocitali zménu délky 8(2.5) jako funkei ptivodnich poloh astic x,.
Nyni vypocteme zménu této délky jako funkci koneénych poloh castic y.. J ehkoz
funkce 8(2.1) je vzajemné jednoznaéna, miZeme psat x; = x, {(¥;) arovnici 8(2.2)
upravit na tvar

X =y = wy),

kde vektor posunuti pokladame za funkci ;- Postupem analogickym, jaky byl
pouzit pfi odvozeni rovnice 8(2.6), dostaneme

dy, dy; — dx; dx; = 2§, dy, dy,, 8(2.9)

0 0 0 Ou,
By = [ By S ( “) (—”—)] 8(2.10)
L 200y, 0x dy,/ \ox;

JelikoZ vektor posunuti u; pokladidme nyni za funkci soufadnic ¥, Je ziejme, Ze
i tenzor & je funkci y;

kde

&y = Ekl(yj) : 8(2.11)

Rovnici 8(2.10) je definovan tenzor deformace vyjadieny vzhledem k deformo-
vanému stavu — soufadnicim V- kontinua. Zname-li funkce 8(2.11), muzeme
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podle rovnice 8(2.9) pro kazdy bod deformovaného télesa urdit, jak se deformaci
zméni délka elementu v jeho okoli. Smér vychylky z uvazovaneho bodu uréime
volbou vektoru dy,,, délka vychylky je stanovena vzhledem k rozmérim defor-
movaného télesa. Slozky tenzort &, a &, jsou obecné rlizné i pro vzajemné si
odpovidajici par bodu x;, y; . Vzajemné si odpovidajicimi rozumime ty body,
v nichz se nachazi pted deformaci a po ni stejna Castice.

Tenzory 8(2.8) nebo 8(2.11) popisuji obecné, tedy i velké deformace. Uziva se
pro né oznaleni tenzory velkych deformaci. Dale budeme piedpokladat, Ze
deformace jsou malé. Potom jsou malé i zmény vektoru posunuti u; se soufadni-
cemi x;, parcialni derivace Ou;/0x; nabyvaji malych hodnot. Vzajemné nasobky
parcialnich derivaci (fu;/0x)) (9u;/0x,) z rovnice 8(2.7) jsou malymi veli¢inami
druhého fadu a Ize je zanedbat proti €leniim Ou,/0x; a du)/0x; , kde se parcialni
derivace vyskytuji samostatné. Deformaci lze popsat tenzorem

1 /0u, Ou,
e = - (ﬁ + —"1>, 8(2.12)
2 éxj 0x;

ktery se nazyva tenzor malych deformaci. Pro malé deformace tedy predpoklada-
me, Ze vyraz 8(2.5) mlzeme v dobrém pfiblizeni vyjadfit jako

dy, dy, — dx; dx; = 2¢ dx; dx, . 8(2.13)

Vychazime-li z deformovaného stavu, mizeme zavést tenzor malych deformaci

vztahem .

1 [/0u;, Ou; '

& = - (ﬁ + ﬂ) - 8(2.14)
2 \0y; 0y

a vyraz 8(2.5) vyjadfit jako
dy, dy, — dx; dx; = 2¢, dy, dy, . 8(2.15)

Piedpokladame-li malé deformace, jsou velikosti posunti dx; v nedeformova-
ném stavu a jim odpovidajici dy; v deformovaném stavu v dobrém pfiblizeni
stejné. Porovnanim rovnic 8(2.135 a 8(2.15) potom plyne, Ze nemusime rozli§o-
vat tenzory malych deformaci ey (x;) a ey(y;) . Zanedbani rozdilu posuvu
v nedeformovaném a deformovaném stavu neboli zanedbani rozdila metrik
nedeformovaného a deformovaného stavu je typické pro celou teorii malych
deformaci. Nadale budeme tedy oboji vyjadfeni tenzoru malych deformaci
8(2.12) a 8(2.14) povazovat za ekvivalentni. Budeme pro néj uzivat jedine
oznacleni e;;. : ‘
Tenzor malych deformaci odpovida svym tvarem ¢lenu 3 (0v;/0y; + O, /0y;)
zrovnice 8(1.9). Tento ¢len udava v rovnici 8(1.9) rychlost, s jakou se pfi pohybu
kontinua méni vzajemné vzdalenosti ¢astic. Abychom nasli vztah mezi tenzorem
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malych deformaci a tenzorem (dv, /(?yj + 8Lj]~ /8y;) , budeme, podobné& jako na
zaCatku tohoto ¢lanku, uvaZovat o pribézné se ménici deformaci. Koneénou
polohu ¢astice y; budeme pokladat nejen za funkci piivodni polohy x;, ale i za
funkci Casu

Y; = yj(xja t) . 8(1.1)

V rovnici 8(2.3) je potom nutno vektor posunuti také pokladat za funkci
soufadnic a ¢asu '

yp=x + ux; t). 8(2.16)

Jelikoz puvodni poloha x; Castice neni funkci ¢asu, plyne z rovnice 8(2.16) pro
rychlost v; Castice vyjadreni

0

ot

: 8(2.17
P (2.17)

J

Derivujeme-li tenzor malych deformaci 8(2.14) parcialné podle ¢asu 7, dostava-

me
2 2

‘3%:}(5% N 6uj>.

ot 2 \otoy;  0tdy,
O funkcich u; budeme, jak je obvyklé, predpokladat, Ze jejich prvni parcialni
derivace jsou spojité. Potom je moZno zaménit pofadi derivaci u druhych
parcialnich derivaci funkci u;, a parcialni derivace dey/0t piepsat s uZitim
rovnice 8(2.17) na tvar

Oe. 1 /[dv, Ov,
Oy _ 1 (Jﬁ . j) , 8(2.18)
ot 2\dy; oy

Z rovnice 8(2.18) plyne, Ze tenzor (0, /ayj + 5vj /3y;) je roven ¢asové derivaci
tenzoru malych deformaci. Budeme jej dale nazyvati tenzorem rychlosti defor-
mace a znacit D,

Ukazeme nyni, jaky vyznam maji jednotlivé slozky tenzoru malych deformaci

ou. .
e; = l(—ﬁ + %> . 8(2.12)

2 6xj 0x;

1

Nejprve budeme uvazovat zménu délky elementu, ktery v nedeformovaném
stavu byl rovnobézny s osou x,. Element dx,, ve sméru osy x, je vektor o sloz-
kich (dx), 0, 0). Podle rov. 8(2.13) zména &tverce jeho délky je dana vztahem

dy; dy; — dx; dx; = 2e;, dx; dx, , 8(2.19)
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nebot ve viech ostatnich &lenech 2e,; dx; dx, na pravé strané rovnice 8(2.13)
se vzdy vyskytne néktery nulovy vyraz dx, nebo dx; a rovnéz tak na leve strané
z vyrazu dx; dx; = dx; dx; + dx, dx, + dx; dx; zlstavd nenulovy pouze
dx, dx; . Vyraz dx; dx; zna¢i ¢tverec délky zvolen¢ho elementu pied deforma-
ci, oznacime jej lg. Vyraz dy, dy; znamena ¢tverec délky elementu po deformaci,
oznadime jej /. Rovnici 8(2.19) pak piepiseme na tvar

0 = 2¢,, . 8(2.20)
o

Jelikoz uvaZujeme o malych deformacich, ! = [;, levou stranu rovnice 8(2.20)

mizeme postupné upravit

P =k +1)  (=k)2 2 —1k)

ls s Iy ly

a misto rovnice 8(2.20) psat pfibliznou rovnici

I — 1
ey = 9, 8(2.21)

ly

Slozka e, tenzoru malych deformaci znaci relativni zménu délky elementu, ktery
byl piwodné rovnobéiny s osou x, kartézské soustavy souradnic. Vyznam slozek
ey a €33 J€ analogicky. o
Jaky je vyznam sloZzek se smiSenymi indexy e, = €, €53 = €3 a
e,; = €3, 7 Pro jednoduchost vykladu budeme uvazovat rovinnou deformaci, j.
deformaci popsanou rovnicemi
v = yix),
kde i a j nabyvaji pouze hodnot 1 a 2. Potom tenzor malych deformaci e;; ma
jenom slozky e, €, @ €j, = €,; . Abychom nasli vyznam slozZky se smiSenymi
indexy e;, = e,; , budeme uvazovat deformaci, pfi které ostatni dvé slozky
tenzoru jsou nulové. Je-li e;; = e, = 0 a e, # 0, zrovnice 8(2.12) plyne
ou,  Ou,

—=—==0

ouy O,
> — + —
0x;  0x, ox, 0x;

#0. 8(2.22)

Vritime se k rovnici 8(2.4). Budeme uvazovat, kam pifi deformaci popsané
tenzorem e;; = 0,e,, = 0,¢, # 0 piejde element pivodné rovnobéZny
s osou x;. Takovy element dem ma slozky (dx{, 0). Slozky jemu po deformaci
odpovidajiciho elementu dyfn vypocteme podle rovnic 8(2.4). Dostaneme

; 2
dyl = dx! + <~0ﬂ> dx! + (ﬂ> dxl .
0x4 0%,
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Podle 8(2.22) je  (0u;/0x;) = 0 a podle volby elementu dx, = 0, tedy
dy; = dx{ . Pro druhou slozku dy! elementu dy/, z 8(2.4) plyne

9 9
dh = dd + (22} axt 4 (Z2) axl.
2 2 1 2
0x, 0x,

Jelikoz dxj =0 a duy/ox, = 0, je dy} = (Ju,/dx,) dx! . Element dy!
odpovidajici po deformaci elementu dx,’n(dx{, 0) ma  slozky
dy;(dx{, [0u,/dx,] dx}). Analogicky zjistime, kam pfi uvazované deformaci
piejde element dx!! piivodné rovnobézny s druhou osou kartézské soustavy
soufadnic, tedy element dx2/(0, dx3'). Z rovnice 8(2.4) nyni dostavame uzitim
hodnot 8(2.22) a konkrétniho tvaru dx!l pro slozky elementu dy!/ vyjadfeni

dx!’ + (%) dxil + (éh) dxj = <8u1> dxit,
0x4 0x, 0x,
0 0

dxg + (ﬂtz) dx{l + (ﬁ) dx) = dxél .
0x, 0x,

Element dy”! odpovidajici po deformaci elementu dx! ma slozky
([6u1/6x2] dx,, dx,). Na obr. 8.2 jsou naznadeny viechny ¢&tyfi vektory

dxm, dxfnl, dym, dyfn] . Pro thel o; mezi sméry vektort dx;'n a dy,’n ziejmé plati

dy{l

d yé’

0
tgoy = 2 8(2.23)

0x,

0] X4

Obr. 8.2 Nacrt k objasnéni vyznamu smisené sloZky e, tenzoru deformace
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a pro tthel a, mezi sméry vektori dxTa dyl

9
tga, = =L, 8(2.24)

0x,

Predpokladame-li, ze deformace jsou malé, miiZzeme uzit pfiblizné rovnice
tg o = o a psat

Ouy,  Ouy
+ — =0 + %.
ox,  0x,

1 (aul , 6u7)
ep =\t )
2\0x, 0x{/

2e, = o + 0y .

Jelikoz

dostavame konecné

Smisend sloska tenzoru deformace e, je rovna poloviné uhlu (0; + ), o ktery
se deformaci zméni pravy uhel mezi elementy piwodné rovnobéinymi s proni
a druhou osou kartézské soustavy soufadnic. Uhel (¢, + o) se nazyvd thel
smyku.

Zavér, ke kterému jsme dosli, neni podstatné ovlivnén tim, Ze jsme se pfi jeho
odvozeni omezili na rovinnou deformaci. Kdybychom vychazeli z prostorového
pfipadu a pokladali ej; = ey = €33 = €;3 = €3 = 0, e, # 0, elementy
pivodné rovnob&zné s prvni a druhou osou soufadnic by po deformaci mohly
mit nenulové slozky ve sméru tfeti osy. Tyto diferencialni slozky jsou vsak
natolik malé, 7e podstatn& nezméni uhel mezi elementy po deformaci, a tedy ani
zaver, Ze sloZka ¢, je rovia polovicnimu Ghlu smyku mezi pryni a druhou osou.
Obdobné slozka e, ; je rovna polovi¢nimu {ihlu smyku mezi prvni a tieti soufad-
nicovou osou a slozka e,; polovi¢nimu ahlu smyku mezi druhou a tfeti osou.

8.3 Rychlost deformace

Rychlost deformace poprvé uvazovana v rovnici 8(1.9) je daldi zakladni veli¢i-
nou uvayovanou v mechanice kontinua. Rovnice 8(2.18) udava, ze tenzor rych-

losti deformace

1 /ov. ov; .

Dy =~ <ﬂ + —Ui), 8(3.1)
2 \dy; 0y,/
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ktery v Helmholtzové rovnici 8(1.9) uréuje deformaéni pohyb, je mozno vyjadfit
jako €asovou derivaci tenzoru malych deformaci e;. Vyznam pojmu rychlost
deformace si pfiblizime na jednoduchém prlkladu Budeme uvazovat pohyb
kontinua zadany rovnicemi

Vi = kxyt + x;,
Vo = X5,
V3 = X3 . 8(3.2)
Vektor posunuti 8(2.2) pfislusny pohybu 8(3.2) ma slozky
U =y — x; = kxyt = ky,t,
U =y, —x, =0,

Uy = Y3 — x3 = 0 8(3.3)
a rychlost 8(1.2) tohoto pohybu je
' dy, Oy

v = —"—=—=kx, = ky,,

Yo ot 2 2
0

b= 2= 0. 8(3.4)
ot

Z parcialnich derivaci dy; /0x; a 0u;/0y; jsou, jak plyne z 8(3.3), nenulové pouze
w0
e WL C o 8(3.5)
ox, 0y,
Tenzor deformace 8(2.7) méa potom slozky

& = &3 = &3 = &3 =0,

2,2 .
& = % >t = % 8(3.6)
a tenzor deformace 8(2.10) slozky
by =83 = &3 =83 =0,
22
&y = — ]fzi s Ep = k ) 8(3.7)
Slozky tenzoru malych deformaci 8(2.12) nebo 8(2.14) jsou
ey =ep = ey =e3=¢;=0, e,= % 8(3.8)

264



Pouze pro velmi mala ¢ Ize deformaci pii pohybu 8(3.2) popsat tenzorem malé
deformace, v obecném piipadé vede pohyb 8(3.2) k velkym deformacim kontinua.

Z rovnice 8(3.4) dostavame pro slozky tenzoru rychlosti deformace 8(3.1)
vyjadfeni

k
Dy = Dy = Dyy = Di3 = Dy; = 0, ,D12'= 5 8(3-9)

Pro malj ¢ je adekvatni popis deformace tenzorem 8(3.8) a ziejmé plati vztah

dey/0t = Dy . Pii vétsich ¢ nemuzeme deformaci popsanou rovnicemi 8(3.2)
pokladat za malou a tenzor 8(3.8) ji nevystihuje, pak nemd ani smysl uvaZovat
o platnosti vztahu de;/0t = D; . Rozpor vznika tim, Ze pii popisu deformace
rovnicemi 8(3.2) srovnavame stav kontinua v ¢ase ¢t = 0 s jeho stavem
v néjakém konecném &ase #,. P vySetfovani pohybu kontinua Casto nebyva
podstatné (napf. pfi jednoduchém pohybu kapalin), ktery stav bereme za vycho-
zi. Potom pro libovolny ¢as ¢, miizeme pohyb kontinua misto rovnicemi 8(3.2)
popsat rovnicemi stejného tvaru, v nichZ ¢as ¢ nahradime ¢asovym intervalem
(t —t;), tedy

yi = kxt — ) + xq,

Yo = X5
y3 = X3 . 8(3.2’)

Rychlost p¥i takovém pohybu je dana shodnymi rovnicemi s 8(3.4) a slozky
tenzoru rychlosti deformace jsou dany rovnicemi 8(3.9). Tenzor malych defor-
ma01 ma nenulovou pouze slozku e;, = k(t — t;)/2 a jeho derivace podle Casu

/0t jedinou nenulovou slozku Je;,/0t = k/2 . Plati tedy vztah ael]/at = D,
a v uvedeném popisu ma vyznam pro malé hodnoty casoveho 1ntervalu
(t —t), tj. pro ¢ blizka ¢;, kdy tenzor malych deformaci dobfe popisuje
deformaci kontinua. Vztah Oe; /Et D; plati, uvazujeme-li deformaci konti-
nua v diferencialnim casovém okoh uvazovaného okamziku.

Sledovani deformace pti pohybu kontinua 8(3.2) neni obvyklé a bylo zde
provedeno predevsim pro procviteni dfive zavedenych pojmi. Pfi vySetfovani
pohybu 8(3.2) se zpravidla vychazi az z rovnic 8(3.4), které jsou stejné pro pohyb
popsany rovnicemi 8(3.2) a 8(3.2"). Tyto rovnice popisuji velice Casto uvazovany
piipad proudéni tekutiny, pii kterém rychlost vzriistd rovnomérné ve sméru
kolmém ke sméru pohybu tekutiny. Takové proudéni vznikne mezi dvéma
rovnobéznymi deskami P, a P,, z nichZ jedna je pevna a druhd se pohybuje
rychlosti V, jestliZe rychlost v vrstev tekutiny bezprostiedné pfilehlych k deskam
je shodna s rychlosti desek a mezi deskami se rychlost vrstev méni rovnomeérné.
Proudéni tohoto typu znazornéné na obr. 8.3 se nazyva Couettovo. Na obrazku
jsou naznadeny téz sméry prvni a druhé karétzské osy soufadnic uzivané v rov-

265



nicich 8(3.2) az 8(3.11). Couettovo proudéni se uvazuje pfi elementarnim odvo-
zeni Newtonova zdkona pro proudéni viskoznich tekutin (viz rov. 8(6.35)).

2
¢

|-

<

il

L P s
Obr. 8.3 Couettovo proudéni

Ukazali jsme, Ze zména rychlosti kontinua se soufadnici urcuje rychlost,
s jakou se kontinuum deformuje. Pfesny tvar zavislosti udava tenzor rychlosti
deformace 8(3.1). Pfi uvaZovaném proudéni mezi dvéma deskami md tento
~ tenzor jedinou nenulovou slozku

1 /o k
D, = - (—”—1) -, 8(3.10)
2 \0y, 2

Jak jsme ukazali, plati pro ni, uvazujeme-li malou deformaci kolem okamzitého
stavu kontinua, vztah

0
D, = ﬁz-
ot

8(3.11)
Slozka D, pfi proudéni z obr. 8.3 bude dale ¢asto slouZit jako charakteristickd
hodnota pro veli¢inu rychlost deformace. Budeme vynechavat znaceni slozek
a misto rovnice 8(3.11) napi§eme symbolickou rovnici

p-2 8(3.12)

.; ot

ktera vystihne skutecnost, Zze v rozmérovém pojeti lze psat

8(3.13)

V rovnici 8(3.13) je v rychlost, x soufadnice, u posunuti, ¢ ¢as a e deformace.
Rychlost v 1ze pokladat za derivaci posunuti podle ¢asu, » = du/0t , a defor-
maci e za derivaci posunuti podle soufadnice, e = du/dx . Vztah 8(3.13), ktery
dava do vztahu derivaci rychlosti podle soufadnice s rychlosti deformace, je
vychozim vztahem pfi popisu viskozniho, viskoelestického a plastického chova-
ni latek.
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8.4 Napéti

Doposud jsme pouze popisovali pohyb kontinua a neuvazovali jsme o silach,
které na né puisobi. Tuhé téleso, na které v riznych mistech pusobi sily, jejichz
vektorovy soudet a vysledny moment jsou rovny nule, je v rovnovaze (viz ¢l 7.2).
Pro stav tuhého télesa neni podstatné, jak velké jsou sily,.ktere téleso udrzuji
v rovnovéaze. V kontinuu vede rizna velikost sil, které na né v jednotlivych

F L F
A ALL_B B
F v F
A B
Obr. 8.4 Pfenageni sil, které jsou v rovnovaze, tyci

mistech puisobi, i kdyz kontinuum jako celek je v rovnovaze, k riznému stavu
kontinua. Podle velikosti sil dochazi k riizné velkym deformacim, ptipadné
rychlostem deformaci kontinua. Stav kontinua podrobeného vnéjsimu silovemu
piisobeni charakterizujeme veli¢inou, kterou nazyvame napéti.

Nejjednodussi piipad télesa v rovnovéze, na néz pusobi vnéjsi sily v riiznych
bodech, je ty¢ /, na kterou v koncovych bodech 4, B piisobi ve sméru tyce stejné
velké sily opaéného smyslu F a —F (viz obr. 8.4). Déle budeme ptedpokladat,

e re—
A FPF B
Obr. 8.5 Stav napjatosti v bod¢ P tyce

7e libovolny tisek 7’ tyde je v rovnovaze. V koncovych bodech A’, B’ tiseku /' pak
pisobi stejné sily F a —F jako v koncovych bodech 4, B ty¢e [ V limitnim
piipadé nekone&né kratkého useku /' miZeme pfipsat sily F a —F jako dvé sily
charakterizujici stav napjatosti v bodé. Na obr. 8.5 jsme tento bod oznacili
P. Bod P je libovolny bod tyce, a proto v uvaZzovaném ptipadé je stav napjatosti
stejny v kazdém bodé tyce. Doposud jsme neuvazovali o pfi¢nych rozmérech
tyce, a proto mluvime o stavu napjatosti a ne pfimo o napéti v bodé P.

Na obr. 8.6 je znazornéna ty¢ délky /, jejiz prifez ma velikost S. Opét
piedpokladame, Ze na koncich tyCe pusobi sily Fa —F a stejné dvé sily plisobi
na libovolny tsek 7 ty&e. V limitnim pfipad€ nekonecné kratké tyce I’ dochdzime
k predstavé sil F a —F pusobicich na jedinou plochu p. Jelikoz plocha p vznikla
limitnim zkracovanim tye, mohli bychom téZ mluvit o dvojplose p. Pro stav
kontinua v jednotlivych bodech plochy p je jist€ dulezite, jak velkym priifezem
S jsou sily F a —F pfenaseny. Veli¢inu napéti zavedeme proto tak, Ze délime
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velikost piisobicich sil velikosti pritFezu S. Pro uvaZovanou plochu p prochazejici
libovolnym bodem tyce je si pak mozno pfedstavit napéti jako dvojici vektort
¢ a —a, jak je zndzornéno na obr. 8.7. Velikost o vektorli ¢ a —6 je rovna F/S.

]
Y S Y A S B BN .
-F |- W /PI F/ I F sl F
L o B — | - -o-‘-.____o_— —— ——
fa DA i i
/
/ / / /
/ / / /
|
: i
£ L1 [P 7
] 1::0_—;:___ —
/)_ //
// /
-
-F F

Obr. 8.6 Napéti na plose p kolmé k ose tyce
Piedpokladame, Ze v dostatecné vzdalenosti od koncil tye je silové piisobeni

rovnomérné rozprostieno podél celého priéného prifezu tyce, a tedy nezavisi na
konkrétnim zptsobu, jakym je sila F na konci tyCe realizovana. Uvedenému,

Obr. 8.7 Cisty tah
experimentalné ovéfenému predpokladu se fika Saint-Venantiw princip. Napéti

na plochach kolmych k ose ty¢e ma potom pfesné tvar znazornény na obr. 8.7
pouze pro body dostate¢né vzdalené od konci tyce.
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Tim, Ze silové pusobeni F vydélime velikosti prifezu S a zavedeme pojem
napéti ¢ — rozmér veliéiny je zfejmé sila/délka?, tj. v SI soustavé N/m? = Pa
(pascal) - piestavame byt vazani na konkrétni pficny priifez tyce a pro stanove-

¥

r4
- —

U
Obr. 8.8 Smykové namahani kvadru

ni napéti je dilezita pouze orientace plochy a ne jeji velikost. Napéti na riizné
orientovanych plochach prochazejicich danym bodem je obecné riizné. Napéti
na plose kolmé k ose tyce z obr. 8.6 znazornéné na obr. 8.7 je velmi jednoduchym
typem napéti, kdy vektor ¢ je kolmy k uvazované ploSe. Takovému napéti
budeme tikat cisty tah.

|

L JF

s J—— A

e F

.E s )_: r—
===

I Ay

~— A

Ve
7/

Obr. 8.9 Pienaseni smykového namahani kvadrem

Jinym jednoduchym a ¢asto uvazovanym pfipadem napéti je Cisty smyk.
Uvazujeme kvadr namahany zplisobem znazornénym na obr. 8.8. UloZeni
U kvadru je takové, aby zabranilo jeho pfevrhnuti. Sily pusobici od uloZeni na
kvadr vyrovnaji nenulovy vysledny moment sil F a —F na nulovou hodnotu,
takze kvadr jako celek je v rovnovaze. Obdobné jako v pfipad¢ tahu budeme
pfedpokladat, ze na kazdy mensi kvadr — na obr. 8.9 je jeden z takovych kvadrii
znazornén $rafovanim — znovu pusobi sily F a —F. Jestlize vySka Srafovaného
kvadru konverguje k nule a pfedpokladame-li, Ze vznikla plocha (dvojplocha)

g 6

Obr. 8.10 Cisty smyk
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je natolik vzdalena od spodni i vrchni podstavy kvadru, aby silové pisobeni
podél plochy bylo rovnomérné, dochazime k pfedstavé smykového napéti zna-
zornéného na obr. 8.10. Velikost ¢ vektoru napéti ¢ je rovna velikosti F sily
F délené plochou S podstavy kvadru; o = F/S.

Obr. 8.11 Napéti na ploSe p prochézejici bodem P kontinua, které je namahano silami F;

Mgjme kontinuum libovolného tvaru, na néz pisobi v riznych bodech sily
F,F, ... F, .. Fy (obr. 811). Potom na plochu p proloZenou libovolnym
bodem P kontinua plsobi vektor napéti e, ktery svira néjaky obecny tUhel

e
4

-6 a -0 b

Obr. 8.12 Obecné tahové napéii (Sast a obrazku) a jeho symbol (b)

-

—
[ 6

s normalou v ploSky. Je-li takové napéti typu znazornéného na obr. 8.12a,
nazyvame je obecné tahové napéti. Struéné je budeme graficky znacit zplisobem
oznadenym na obr. 8.12b. Pusobi-li sily na ty¢ zpiisobem naznacenym na obr.
8.13a, fikame, Ze ty¢ je vystavena tlakovému namahani. Na plochach kolmych
ke sméru sil F a —F pusobi pak v dostate¢né vzdalenosti od konct tyCe ¢isté
tlakové napéti, struéné cisty tlak, ktery je schematicky znazornén na obr. 8.13b.
Sméfuje-li vektor napéti ¢ k uvaZované plose, ale neni-li k ni kolmy, mluvime
0 obecném tlakovém napéti. Na obr. 8.14 jsou schematicky znazornény vSechny
pravé popsané druhy napéti. '

F 3

S

Obr. 8.13 Ty¢ namahana tlakem (a) a symbol éistého tlaku (b)
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Obdobné, jako jsme se v &l. 1.2 snazili zavést rychlost a v pfedchézejicich dvou
lancich deformaci a rychlost deformace jako charakteristiky bodu, je z poCet-
nich dtivodii velmi vyhodné zavést i napéti jako veli¢éinu udanou pro kazdy bod
kontinua. V piipadé rychlosti jsme problém vyiesili tak, Ze jsme hmotnému

vt ./ N\
I = 1t/ N\

Obr. 8.14 Schematické znazornéni riznych typd napéti: a) Cisty tah, b) &isty smyk, c) Cisty tlak
d) obecné tahové napéti, ¢) obecné tlakové napéti

bodu pfifadili vektorovou veli¢inu charakterizujici jeho rychlost v v kazdém
okamziku. V piipadé napéti, stejn& jako jsme to provedli pro deformaci a rych-
lost deformace, pfifadime kazdému bodu kontinua symetricky tenzor druhého
tadu, ktery popiSe stav napéti v daném bodé. Kazdym bodem kontinua lze
prolozit nekone¢né mnoho riizné orientovanych plosek. Napéti na kazdé plosce

2
6
: :
S I
x4 P
\L o 'L_{
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3 1]
7 VLA LT
1
2
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3
Obr. 8.15 Napéti na plochach prochézejicich bodem P kolmo k osam kartézské soustavy

soufadnic

mutZe byt obecné rizné. Zjistime nyni, do jaké miry mohou napéti na riznych
plochich prochézejicich danym bodem byt riznd a zda je mozné, zname-li
napéti na nékterych z nich, vypocitat napéti na plochach zbyvajicich.

V bodé P kontinua budeme uvaZovat napéti na plochach kolmych k osam
kartézské soustavy soufadnic (viz obr. 8.15). Na obr. 8.15 kreslime tato napéti
jako obecna tahova napéti. Napétovy vektor plisobici na plochu kolmou k i-té
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ose soufadnicové znalime o-f*). Kladnou hodnotu napéfového vektoru kreslime
na sténach ploch privracenych ke kladnému smyslu pfislu$nych kartézskych os.
Kartézské slozky napétového vektoru 6! budeme znaéit a,,, g,,, 7,5 a obdobné
znaceni uzijeme i pro daldi dva vektory, tedy

o' (alp Ty 013) »
o’ (@21 T2 ‘723) >
o (0319 032 J33) . 8(4-1)

Zjistime nyni, zda na zakladé znalosti téchto deviti slozek vektora &' lze uréit
sloZky o} vektoru napéti ¢”, ktery ptisobi na plose prochizejici bodem P, jejiz

3

Obr. 8.16 Cty¥stén uzity k vypoctu napéti ¢” na plose o normale v prochazejici bodem P

normalovy vektor v ma s]oiky v Budeme uvazovat v okoli bodu P elementarni
Ctyfstén tvofeny tfemi plochami kolmymi k soufadnicovym osam a jednou
plochou, jejiz normala je v. Ctyfstén je znazornén spolu s nap&tovymi vektory
-, 502, —6> a ¢’ na obr. 8.16. Predpokladame, ze Ctyistén je v rovnovaze.
Pro rovnovahu jsou podstatné vnéjsi sily psobici na &ty¥stén. Na obr. 8.16 jsou
to ze sil pisobicich na jeho stény — takovym silam tikame plosné sily — sila 6*S
a sily na plochich odvracenych od kladného smyslu kartézskych os, tj. sily
— alSl, —62S2 a —0'3S3. Velikost plochy kolmé k prvni ose soutadnic je oznade-
na S, a analogicky vyznam maji vyrazy S, a S;. Velikost plochy s normalou v je
oznacena S. Kromé plosnych sil pisobi na Ctyistén jesté objemovd sila G.

*) Na obrazcich misto pravého horniho indexu Jje uzitindex nad stfedem pismen oznacujicich napéti.
V textu nebylo mozno z technickych diivodit takové znadeni uzit. V pfipadé, kdy napéti se vyskytuje
ve vy$8i mocning, je cely symbol napéti uzavien zavorkou a vrchni index za zivorkou pak oznacuje
stupeft mocniny. Napt. (0_2)2 znamena ¢tverec napéti, které piisobi na plose kolmé k 2. soufadnicové
ose. i
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Objemovou silu zavadime obdobng jako hustotu (viz 7(1.2)) limitnim vzta-
hem

= lim F/V, 8(4.2)
. V-0

kde F je sila pisobici na koneény objem V obklopujici bod, v némz vztahem
8(4.2) uréujeme objemovou silu. Nejast&ji uvazovanou objemovou silou je tiZe.

" Obr. 8.17 Pohled na plochy S a S; étyisténu ve sméru jejich prisecnice

Ctyfstén z obr. 8.16 pokladame za elementarni. Potom napétove vektory o'
a ¢’ pokladame za konstantni podél pfislusnych stén Ctyfsténu a silu G za
- konstantni v celém objemu &tyfsténu. Oznaéime-li ¥ objem Ctyfsténu a uvédo-
mime-li si, Ze S je velikost plochy, na niZ piisobi vektor 6", a S; velikost ploch,
na né&Z pusobi vektory —a’, mizeme podminku rovnovahy Ctyfsténu zapsat
v tvaru

¢S — 6'S; — ¢’S, — S, + VG = 0. : 8(4.3)
Objem Ctyfsténu vyjadiime jako
h .
V== 3(44)

kdyz plochu S pokladame za jeho zdkladnu a A za jeho vySku kolmou k plose
S. Plocha S, je rovna plose S nasobené kosinem Uhlu % ktery sviraji roviny
Sas. Na obr 8.17 je pohled na roviny S a S; ve sméru jejich prisecnice.
Z obrazku je patrno, Ze uhel , je totozny s ihlem, ktery svird normala v plochy
S s i-tou osou soufadnic. Slozky jednotkového vektoru, a tedy i normalového
vektoru v, jsou rovny kosiniim (thld, které vektor svira s osami soufadnic. Tedy
y, = cos a, a jelikoz §; = S cos o, miZeme psat

S, =vS. 8(4.5)

Pouzijeme vztahii 8(4.4), 8(4.5) a rovnici 8(4.3) pfepiSeme na tvar
ShG
"S—~o'v1S-—o'sz—~0'v3S+—3——=0. 8(4.6)
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Rovnici 8(4.6) vykratime nenulovym vyrazem S. Déle budeme piedpokladat, ze
objem Ctyfsténu, a tedy i jeho vy$ka A konverguji k nule. V limité vymizi
posledni Clen rovnice 8(4.6) a rovnici miZeme prepsat na tvar

6" = a'v, + o%, + o'y, . 8(4.7)

Pii konvergenci objemu ¢tyfsténu k nule piedpokladame, Ze jeho tvar, tj.
orientace jeho stén, zlstdva zachovany. Pak plocha § &tyfsténu konverguje
k poloze, kdy prochazi bodem P a jeji smér je dan stejnym normalovym
vektorem v jako dfive. Pro stanoveni napéti na ploSe neni rozhodujici velikost
této plochy, ale pouze jeji orientace. Proto lze rovnici 8(4.7) urcit napéti na plose
s normalou v, i kdyz velikost odpovidajici plochy &tyfsténu v limité konverguje
k nule. Rovnice 8(4.7) fik4, Ze nap&fovou silu na plose prochazejici bodem P,
kterd ma normalu v (v, v,, v), miiZeme urdit, zname-li napétové sily ¢' plisobici
na plochédch kolmych ke kartézskym soufadnicovym osam, a dava predpis, jak
tuto napéfovou silu vypoditame. Ve slozkové symbohce § uZitim scitaciho
pravidla miZeme rovnici 8(4.7) piepsat na tvar

a = o , . 8(4.8)

kde o7 znadi slozky vektoru 6" a g;, jsou v tabulce 8(4.1) udané slozky vektord
@’. Z. rovnice 8(4 8) je zfejmé, Ze k uréem napéti na libovolné plose prochazejici
bodem P — jeji orientaci udava normalovy vektor v, — stadi znat devét slozek
a; napétovych vektoru a’. Téchto devét slozek urduje stav napéti v daném bods.

Pii odvozeni vztahu 8(4.8) jsme vyli z podminky, e pfi rovnovaze musi
vysledna sila piisobici na koneény objem kontinua byt nulova. Co plyne z druhé
podminky, kterd pravi, Ze vysledny moment sil pisobici na kone¢ny objem
kontinua je nulovy? Kolem bodu P z obr. 8.15 si budeme myslet v kontinuu

L
Eau,
2 !
VAL
‘Fa -621 f 3/4
ﬁ P‘\Z i
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2K
Obr. 8.18 Nacrt k odvozeni vztahu a; = g,
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vymezenou krychli o hrané a se stfedem v bodé P. Stény krychle jsou kolmé ke
kartézskym osdm soufadnic (viz obr. 8.18). Budeme pfedpokiadat, ze cela
krychle se nachazi v diferencidlnim okoli bodu P, neboli budeme predpoklidat,
e stav napéti v kazdém bodé& krychle je stejny jako v bodé P. Je-li v néjaké
oblasti kontinua stejny stav napéti v kazdém bodé, mluvime o homogennim
napéti. V celé uvazované krychli je homogenni napéti, coZ znamend, Ze napéth
v kazdém jejim bodé vetné stén je urceno stejnymi vektory napéti &, g. stejnymi
slozkami g;; téchto vektorii. V uvazovaném diferencialnim objemu i objemové
sila G ma v kazdém bodé siejnou hodnotu, a tedy vysledny moment této sily viici
bodu P je nulovy. Vysledny moment M vnéjSich sii je potom dan pouze vysled-
nym momentem vn&jsich plosnych sil. Vnéjsi plodné sily na sténich kolmych
k i-té ose soufadnic jsou a’¢’ pro sténu, jejiz norméla ma smysl shodny s klad-
nym smyslem i-té osy a —d%6’ pro sténu, jejiz vnéjsi normala ma opacny smysl,
nez je kladny smysl i-té osy. Vzhledem k homogenité napéti je mozno plsobisté
sil a%6", respektive —a’a’, poloZit do stiedu pfistuSnych stén krychle. Polohovy
vektor stény, na niz pusobi sila 26, viiti bodu P oznaéime r,, polohovy vektor
sily —d’¢’ je potom —r;. S timto oznatenim dostavame pro vysiedny moment
M vnéjsich sil pisobicich na uvaZovanou krychli vyjadfeni

M=r x a'd® + ry, X o’d* + r, x e + é—-ﬁ) x (—-glaz) +
(cr) x (-P@) + () x (~o°F) =
=21, x 6'd + 26, x &?d + 2; X &°F . 8(4.9)

Z obr. 8.18 je ziejmé, Ze vektory r; maji sloZky

r (f, 0, 0’),
2 /

-
™
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8(4.10)

Uvazime-ki, ¥e slozky vektorl ¢’ jsou dany vyrazy 8(4.1), dostavame piimym
vypoctem z 8(4.9) pro jednotlive slozky momentu M vyjadfeni

- 3 3
M, = a0y — aocy,
_ .3 3
M, = —ao;; + aoy;

N
=~
%3



Jelikoz pfedpokladame, Ze krychle je v rovnovaze, musi vysledny moment
M vnéjsich sil byt nulovy. Z rovnice 8(4.11) potom plyne

O0y3 = O3 »
013 = 031

nebot zfejmé a # 0. Slozky napétovych vektord 8(4.1) nejsou nezavislé, ale
musi splfiovat vztahy 8(4.12). Devét slozek vektorii ', ze kterych 1ze podle 8(4.8)
vypocitat napéti na libovolné plosce, neni nezavislych, ale musi spliovat vztahy
8(4.12), které miZeme stru¢né zapsat ve tvaru :

o; = 05 . 8(4.13)
Pro i # j je rovnice 8(4.13) obecnym vyjadienim rovnic 8(4.12) a pro i = j je
samoziejmou identitou. Vzhledem k platnosti vztahi 8(4.12), resp. 8(4.13) staci
k Giplnému urdéeni stavu napéti v libovolném bodé P kontinua znalost esti &isel
011> O 033, 01y, 013 & Oy. Slozky vektort nap&tovych sil 8(4.1) na plochéch
kolmych ke kartézskym osim soufadnic se transformuji podle rovnic D(4.4),
tedy jako slozky tenzoru druhého fadu.

MuZeme shrnout: Stav napéti v kazdém bodé kontinua je popsdin symetrickym
tenzorem napéti o, Slozky tenzoru odpovidaji (viz 8(4.1)) slozkam vektord
napétovych sil 6 pusobicich na plochach proloZzenych danym bodem kolmo ke
sméru kartézskych os soufadnic. Vektory ¢’ nejsou vzijemné zcela nezavislé,
jejich slozky musi spliiovat vztahy 8(4.13).

Ze zpusobu zavedeni sloZek tenzoru o;; je zfejme, Ze slozky se shodnymi
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Obr. 8.19 Rozklad vektoru napéti ¢' na tahovou slozku a, = ‘7,], a smykovou slozku 7'

N

indexy o), 05, a 033 znadi Cisté tahové (pfipadné &isté tlakové, kdyz maji
~zapornou hodnotu) slozky napétovych vektort. Slozky tenzoru se smiSenymi
indexy o,, ;3 a 0,5 skladaji smykové slozky vektoru napéti; napf. slozky o/,
a o) skladaji smykovou slozku 7! vektoru ¢! (Pro oznadeni smykové slozky

276



napéti, tj. pro te¢na napéti, se uziva pismene 7). Na obr. 8.19 je znazornén
rozklad vektoru napéti ¢! na tahovou & tlakovou slozku o, = ¢, a smykovou
slovku 7! . Na obrazku jsou téZ naznaeny kartézské slozky vektoru ¢! neboli
slozky @,,, 6, @ 0,5 tenzoru napéti. Index n v symbolu o) znadi slozku vektoru
¢! do sméru normaly plochy.

V ¢lanku 7.4 jsme zavedli symetricky tenzor momentu setrvacnosti a naznacili
jsme, jak lze nalézt jeho hlavni osy (srovnej s D.4). Jsou-li hlavni osy zvoleny za
osy kartézské soustavy soufadnic, slozky tenzoru se smiSenymi indexy jsou
v této soustavé soutadnic nulové. U tenzoru momentu setrvacnosti jsme slozky
se smiSenymi indexy nazyvali devia¢nimi momenty. Hlavni osy lze nalézt pro
kazdy symetricky tenzor druhého fadu, tedy i pro tenzor deformace a tenzor
napéti. Podminka analogicka rovnici 7(4.24), tj. podminka pro diagonalizaci
tenzoru, je pro tenzor napéti velmi nazorna. Hledame-li osy, vidi kterym jsou
nulové slozky tenzoru o; se smifenymi indexy, znamena to najit plochy, na
kterych napéti je bud istym tahem, nebo Cistym tlakem. Slozky vektoru napéti
o) prochazejici danym bodem udava rovnice 8(4.8)

0; = aﬁvj :

Ma-li napéti na urcité ploge byt ¢istym tahem nebo Cistym tlakem, musi vektor
napéti na této plose mit stejny smér jako normala v, plochy; vektor ¢} musi byt
skalarnim nasobkem normaly

o’ = ov,. 8(4.14)

1 11

V rovnici 8(4.14) jsme skalar oznadili o, abychom naznadili, Ze ma fyzikalni
rozmér stejny jako o, tedy rozmér napéti. Dosadime-li pozadavek 8(4.14) do
rovnice 8(4.8), dostavime rovnici :

oV, = oy . 8(4.15)

jejimz feSenim najdeme smér v;, v kterém je podminka 8(4.14) splnéna. Rovnice
8(4.15) je formalné shodna s rovnici 7(4.24), ‘a proto i jeji feSeni bude stejné.
Prohlédneme-li v &l. 7.4 naznadeny postup feSeni sekularni rovnice 7(4.24),
vidime, 7 i rozdil mezi hledanym vektorem ahlové rychlosti €2, v rovnici 7 (4.24)
a hledanym bezrozmérnym normalovym vektorem v, v rovnici 8(4.15 ) je nepod-
statny. Zopakujeme v 7.4 uvedeny vysledek feSeni sekularni rovnice a vyslovime
jej v pojmech rovnice 8(4.15). Existuji tii navzajem kolmé sméry, ve kterych je
rovnice 8(4.15) spinéna. ProloZime-li témito sméry kartézskou soustavu soufad-
nic, budou napéti na plochach kolmych k osim soufadnic Gistymi tahy nebo
gistymi tlaky (na n€které ploSe miZe byt &isty tah, na jiné &isty tlak). Vzhledem
k vyznamu sloZek tenzoru napéti budou v této soustavé soucadnic nenulové
pouze slozky a,;, 05, @ 033. Budeme je nazyvat hlavni napéti a uzivat pro né
zkracené oznadeni o, 0, a 05. Rovindm, na kterych tato napéti piisobi, budeme
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fikat hilavni roviny napéti a osam kolmym k témto rovinam, tj. osam kartézské
soustavy soufadnic, jejichZ smér je dan feSenim rovnice 8(4.15), budeme Fikat
hlavni osy napéti nebo hlavni sméry napéti.

Pii feSeni konkrétnich problémi ¢asto nastane pfipad, kdy viechny napétové
sily ¢ v riznych bodech kontinua lezi ve vzajemné rovnobéZnych rovinach.
PoloZime-li do jedné z téchto rovin prvni a druhou osu kartézské soustavy
soufadnic, budou tfeti slozky tenzoru deformace ve viech bodech uvazovaného
kontinua nulové. Napéti tohoto druhu oznacujeme jako rovinné. Ve zvolené
soustave soufadnic je rovinné napéti popsano tiemi slozkami tenzoru deformace

Gy Oy A& Oy = 0y . - 8(4.16)

8.5 Rovnice rovnovahy a pohybova rovnice kontinua

O kontinuu v rovnovaze mluvime tehdy, je-li v rovnovaze kazda jeho &st. P
odvozovani rovnice rovnovahy vyjdeme z avah tykajicich se kone¢ného objemu
kontinua, jako pfi odvozeni rovnic 8(4.2) a 8(4.13). Vyhodné je zvolit objem ve
tvaru kvadru, jehoZz hrany o délkach a, b, ¢ jsou rovnobézné s osami soufadnico-
vymi (obr. 8.20). Podminka rovnovahy o nulové vyslednici vngjsich sil pro
uvazovany kvadr zni : :

(0'1” - O'Ik)bc + (O'Zb:—‘ o'z)ac + (0'36 - 0'3)ab + Gabc =0. 8(5.1)

V rovnici 8(5.1) stejné jako v &lanku 8.4 znadime o’ vektor napéti piisobici na tu
stranu plochy kolmé k i-té ose soufadnicové, ktera je obracena k jejimu kladné-

(Ofy/’ \\_b

3

Obr. 8.20 Nacrt k odvozeni rovnice rovnovahy kontinua

mu smyslu. Postupujeme-li ve sméru rostoucich soufadnic x,, napéti na prvni
ploSe kvadru kolmé k prvni ose soufadnic znadime —o', napéti na druhé plose
kvadru kolmé k prvni ose znaé¢ime ¢'%. Obdobny je vyznam symboli —a?, 6%,
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~6*, 6% (viz obr. 8.20). Plo¥né sily ol%be, —a'be, sPac, —o&ac, 6 ab, —a ab
a objemova sila G . abc jsou vSechny vndjii sily, které pisobi na uvaZovany
kvadr, a proto jejich soudet klademe v 8(3. 1) roven nule. Ve smyslu vét o stied-
nich hodnotach diferencialniho po¢tu pokladame o' za vhodng volenou hodno-
tu napéti v jednom bodé piislusne stény kvadru a G za hodnotu ve vhodné
voleném bodu uvnitt kvadru. Podle 8(4.1) slozky vektorii-a’ jsou slozkami oy
tenzoru napéti. Prvni slozku vektorové rovnice 8(5.1) mizeme tedy zapsat

v tvaru
(0"111 -— O'“)bc + (012’1 — 021)ac "'|“ (Ugl e 0‘31)615 ‘+‘ Glabc == 0 . 8(5.2)

Podle Givah uZivanych ve vétach o stiedni hodnoté lze rozdily hodnot slozek
napéti na dvou protilehlych sténach vyjad¥it jako nésobek vzdalenosti obou
ploch a derivace slozky podle soutadnice kolmé k uvaZovanym plocham, pfi-
demz hodnota derivace ptislusi nékterému vnitinimu bodu kvadru. Tedy

S uvézenim rovnice 8(5.3) piepiseme rovnici 8(5.2) na tvar

(o) ave + (G2 e + (F2) e Gube 0. s)

0%, 0x, 0x;

Provadime-li limitni zmen3ovani objemu kvadru, hodnotu objemu abc mitzeme
v rovnici 8(5.4) vykratit a hodnoty 90, /0%y 5 004,/0%y, 063,/0x; a Gy, plivodns
piisluiné riznym vnitinim bodim kvadru, v limité pFejdou na hodnoty pfislus-
né stejnému bodu, ke kterému limitnim postupem kvadr stihneme. Pro tento
bod pak plati rovnice

0 0 0 '
I, Dy TG =0, 8(5.5)

0x4 0x,  0x,

Volba polohy kvadru v kontinuu i poloha bodu, ke kterému tento kvadr
limitnim postupem stihneme, je libovolna, a proto rovnice 8(5.5) plati pro
kazdy bod kontinua, ktere je v rovnovaze.
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Stejnym postupem, jakym jsme z prvni slozky vektorové rovnice 8(5.1) odvo-
dili rovnici 8(5.5), miZeme z druhé slozky rovnice 8(5.1) odvodit rovnici

i, 0 0
T2 By Dn 6o 8(5.6)
0x, 0xy,  0x4y
a z tieti slozky rovnice 8(5.1) rovnici
0 0 0
T3y Dy Dm0, 8(5.7)

0x, 0x, 0x4

‘Rovnice 8(5.5), 8(5.6) a 8(5.7) tvofi hledanou rovnici rovnovdhy kontinua, kterou
s uZitim sloZkové symboliky a sitaciho pravidla stru¢né zapiSeme :

oo,
Diyg-0. 8(5.8)

6xj

Sily uvazované v rovnici 8(5.1) pfedstavuji viechny vn&jsi sily pisobici na
kvadr, i kdyz kontinuum neni v rovnovaze. Pro kvadr pak miZeme napsat vétu
o pohybu hmotného stfedu soustavy (rovnice 5(2.32))

(0'1“ — al)bc + (0'2b - az)ac + (0'30 — 0'3)ab + G abc = May, '8(5.9)

ve které M je hmotnost kvadru, ag je zrychleni hmotného stfedu kvadru.
Hmotnost M vyjadtime jako ¢ abc, kde g je hustota v nékterém vnitfnim bodé
kvadru. Vektor posunuti je 4; = x; — y; (viz 8(2.2)). Pti pohybu kontinua se
s Casem méni pouze konena poloha &astice ¥; a ne vychozi poloha x,. Tedy
zrychleni ¢astice a; = d?y/de® = d%u/di® . Zrychleni ag = dlug/ds® , kde ug
Je vektor posunuti konéici v hmotném stiedu, tj. vnitinim bodu kvadru abe.
Rovnici 8(5.9) mizeme pak piepsat na tvar

d2
(6! — 6')oc + (0 — 6*)ac + (6 — ¢*)ab + Gabc = Q(d—L;S>abc .8(5.10)
‘ t

UZijeme upravy 8(5.4) levé strany rovnice 8(5.10) a pro jeji prvni slozku dostane-
me

2

d d d d
(e () (2o oo
axl 6_)(2 5x3 d[2

Limitnim zmenSovéanim kvadru ziskame z 8(5.11) rovnici
2
d-u,

+ G =o—2t 8(5.12
x o ox, ox, AP >12)

oo oo oo
1, 991, 9%
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platnou v kazdém bod& kontinua. Rovnice 8(5.12) spolu s rovnicemi

o Jo. Jdo d%u
2, %92, 993 G, = o _22
0x 0x, 0x5 . dt
a
dc,, 080, 0o du
13, 993 , 993 G, = _73 ,
0x4 0x, 0% dt

které plynou z druhych dvou slozek rovnice 8(5.10), tvoii pohybovou rovnici
kontinua. Struéné ji v slozkové symbolice zapiSeme

oo d%u,
i R 8(5.13)
0x; de?

Rovnice 8(5.13) je vychozi rovnici dynamiky kontinua. UZiva se napfiklad pfi

vysetfovani pohybu tekutin (viz ¢l. 10.3) a pfi sledovani vIn $ificich se kontinu-
em (srovnej kap. 11).

8.6 Reologicka Klasifikace latek, zobecnény Hookiiv zakon

Na zadatku této kapitoly jsme zavedli pojmy deformace, rychlost deformace
a napéti popisujici stav kontinua. Vzajemny vztah mezi nimi zavisi na charakte-
ru kontinua neboli na vlastnostech latky, kterou jako kontinuum vySetifujeme.
Jiny bude pro plyn, kapalinu a pevnou latku a v ramci tohoto hrubého déleni
bude riizny napt. pro vodu a med, pro kovy, krystaly, dfevo a gumu. SloZité
vztahy nastavaji u latek leZicich na pomezi mezi kapalnymi a pevnymi latkami,
jakymi jsou napf. asfalty, laky, hlina, riizné stavebni, potravinaiské materialy
apod. Stanovit vztah mezi napétim, deformaci a rychlosti deformace pro jedno-
tlivé latky je ukolem reologie. Pfesné feseni tohoto tkolu je zpravidla nemozne,
proto reologie zavadi modely pfiblizné vystihujici charakter deformacniho
chovani riznych skupin latek. Z Hookova zakona je zndmy nejjednodussi
model pfedpokladajici pfimou umérnost mezi napétim a deformaci. Tento
model dobie vystihuje chovani fady kovovych materiali pfi nepfili§ velkych
napétich a je zakladem klasické teorie pruZnosti (viz kap. 9). Obecnéjsi je
piedpoklad, Ze deformace je sloZit&jsi funkci napéti, ktery se uziva v teoriich
nelinearni elasticity. Nejjednodussi model viskozni tekutiny (ndzev tekutina
budeme dale uzivat jako spoleéné oznadeni pro kapalinu a plyn) pfedpoklada
pfimou imérnost mezi napétim a rychlosti deformace. Tento predpoklad je
obsazen v Newtonové viskoznim zdkonu, a proto latku, kterd jej spliiuje,
nazyvame newtonovskou tekutinou. Je-li vztah mezi napétim a rychlosti defor-
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mace slozit€jsi, mluvime o nenewtonovskych tekutinach. Latky vykazujici jak
elastické, tak i viskozni vlastnosti, jsou popisovany viskoelestickymi modely.
Obecnéjsi reologické modely popisuji latky, u nichz se kombinuje elastické,
viskozni i plastické chovani. Dale v tomto ¢lanku se budeme zabyvat podrobnéji
jednotlivymi typy latek a jejich reologickymi modely.
Ptedpoklad o pfimé umérnosti mezi napétim a deformaci, znamy z elemen-
tarniho Hookova zakona pro tah nebo smyk, lze zobecnit a vyjadfit vztahem
95 = Cyu ey » 8(6.1)
ktery udava, Ze slozky o; tenzoru napéti jsou linedrni kombinaci slozek e,
tenzoru deformace. Rovnice 8(6.1) je nejobecnéjsim tvarem Hookova zdkona.
Koeficienty Cy, v rovnici 8(6.1) vystihuji vlastnosti latky, budeme jim Fikat
elastické koeﬁc1enty Rovnice 8(6.1) plati v kazdém bodg& uvazované latky. Je-li
latka homogenni, tj. ma-li ve vSech svych bodech stejné vlastnosti, budou pfi
dané orientaci os soufadnicovych hodnoty jednotlivych koeficient Ciju v cele
latce stejné. SloZky o a ey, jsou slozkami tenzoru, potom téz koeﬁc1enty Ciju
musi byt slozkami tenzoru a to tenzoru ¢tvrtého fadu (viz mat. dodatek, cl
D.4). Kdyby byly viechny slozky vzijemné nezavislé, bylo by jich 34, tj. 81.
Symetrie tenzora a;» € @ dalsi podminky redukuji pocet nezavislych elastickych
koeficientl Cj;, na 21 pro vystiZeni elastického chovani krystald triklinické
(trojklonné) soustavy, tj. soustavy, kterd ma nejmensi pocet prvki symetrie.
Pocet nezavislych elastickych koeficientdi krystalovych soustav vys$ich symetrii
je nizsi, napt. elastické vlastnosti krystalit krychlové soustavy jsou popsany
ttemi elastickymi koeficienty. Pro izotropni (ve viech smérech stejné vlastnosti)
téleso se pocet nezdvislych elastickych koeficientii redukuje na dva. V teoretickych
uvahach byvaji jako nezavislé voleny Laméovy konstanty A a u. V mérné praxi
se spiSe uziva modulu pruznosti v tahu (Youngova modulu), oznadovaného E,
a modulu prufnosti ve smyku G, ktery je totozny s Laméovou konstantou
u. Vyznam moduli £ a G bude podrobné vysvétlen v &l 9.2 a 9.3. UZijeme-li
Lameéovych konstant pro charakteristiku elastickych vlastnosti izotropni latky,
redukuje se rovnice 8(6.1) na tvar

o; = Adye; + 2uey, 8(6.2)

kde e; = e;; + ey + ey je prvniinvariant (viz rovnice D 4.4) tenzoru malych
deformaci a J; Kroneckeriv symbol (viz D(2.6)). Rovnice 8(6.2), platna pro
izotropni latku, se nazyva zobecnény Hookiw zdkon.
- Jsou-li elastické vlastnosti latky popsany moduly E a G, zobecnény Hookiv
zékon je vyjadien rovnici

o = G(E — 2G) S

+ 2Gey . 8(6.3
 3G-E (63)
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Rovnice 8(6.2) a 8(6.3) lze napsat téZ jako zavislosti e; na oy, jak je ukazéno
v fesené uloze ¢. 1. C
Zobecnény Hookiiv zikon pro izotropni prostiedi lze odvodit téz z pfedstavy,
7e deformace izotropniho télesa se sklida ze dvou nezavislych Casti, z deformace
objemové a deformace tvarové. UkadZeme nejprve, jak 1ze tenzor malych defor-
maci e, rozdglit na ¢ast popisujici zménu objemu a &ast popisujici tvarové

N .. . v . sk .
zmény. Uzijeme-li invariant e;, 1ze tenzor e; rozloZit podle zfejmé identity

e; = 0 4 (eij — -el—é'l) 8(6.4)
3 3

na dvé &asti, z nichZ prvni oznaime

e0;;

ef) = L 8(6.5)
' 3
a druhou
o) = ¢, — -‘3331 | - 8(6.6)

Cast el(is) budeme nazyvat izotropni ¢dst tenzoru malych deformaci a Cast elgf’)
devidtor tenzoru malych deformaci. Podle schématu 8(6.4) lze rozloZit na izot-
ropni ¢ast a devidtor kazdy tenzor druhého fadu. Izotropni ¢ast tenzoru e,(;) ma
podle 8(6.5) v libovolné soustavé stejnou velikost rovnou e;/3;
eﬁ = eg = eg? = ¢,/3. Takovému tenzoru odpovida ve vSech smérech stejné
relativni prodlouzeni o velikosti e;/3, smykove uhly jsou nulové, tvar objemo-
vych elementi se deformaci neméni (viz avahy na konci ¢linku 8.2). Prvni
invariant ef) = ef}) + €& + elf) = 3e;/3 izotropni Casti e};) tenzoru e; je
shodny s prvnim invariantem ey celeho tenzoru e;

ef) = ¢ . 8(6.7)

Z 8(2.21) v8ak elementarné plyne (viz feSena Giloha €. 2), Ze v pfiblizeni malych
deformaci, které vzdy pfi uZiti tenzoru e; predpokladame, prvni invariant
V-V
o = ——, 8(6.8)
Yo

kde V, je objem libovolného télesa v diferencialnim okoli bodu, v némZ uvazuje-
me tenzor e pred deformaci a V' ijem téhoZ télesa po deformaci. Prvni
invariant e tedy popisuje relativni objemovou zménu, tj. objemovou deformaci.
Rovnice 8(6.7) tedy udava, ze objemova deformace odpovidajici izotropni ¢asti
egf) tenzoru malych deformaci e; je rovna objemové deformaci odpovidajici
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celému tenzoru e,. Prvni invariant devidtoru e( %) tenzoru e, ktery vypocteme
podle defini¢ni rovnice 8(6.6),
ey + en + ¢5)

40) =e + ey + e — 3 > 8(6.9)

Je nulovy. Relativni objemova zména odpovidajici deviatoru tenzoru malych
deformaci je nulova. Slozky se smiSenymi indexy deviatoru e,(jf’) jsou nenuloveé
a slozky se shodnymi indexy maji riiznou velikost. Uhly smyku deformace
popsané takovym zplisobem jsou nenulové, tvar objemovych element se defor-
maci méni. Shrneme: Izotropni édst e( popisuje objemovou deformaci a devidtor
el°) tvarovou deformaci odpovidajici tenzoru malych deformaci e

Obdobn¢ jako tenzor deformace rozloZime i tenzor napéti oy na izotropni ¢ast
a deviator

l

5. 5.
o; = 9.13_11 + (0,7 - 313-%) . ; 8(6.10)

Vektor napéti a{(s) na plose o normile v; odpovidajici izotropni &asti

0.
o) = ‘%z 8(6.11)

tenzoru napéti je dan podle 8(4.8) vyrazem
0. ,
i) = qffly, — f.;_z v = % 8(6.12)

Z rovnice 8(6.12) plyne, Ze pro libovolnou plosku ma vektor napéti g} /) smgr
normaly ploSky a na kazdé ploSce stejnou hodnotu oy/3. Izotropni rastl a()
tenzoru napéti o; odpovida Cisty tah nebo tlak stejné velikosti pro vsechny
orientace plosek prochazejlclch bodem, pro néjZ je tenzor o, zadan. Je-li
o; < 0, odpovida popisované napéti znamému piipadu tlaku v kapaling,
pfiCemz Velikost tlaku p je rovna

p=-a, 8(6.13)
3
Napéti odpovidajici deviatoru
0.
a,(j") =0, — %«’l 8(6.14)

tenzoru napéti ; ma obecny charakter.
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P#i odvozeni Hookova zakona pro izotropni latku pfedpokladame, ¥e izot-
ropni ¢ast tenzoru napéti je umérna izotropni €asti tenzoru deformace

0'5;) = Klel(j?) 8(6.15)
a devidtor tenzoru napéti je imérny deviatoru tenzoru deformace

oo = Koeld). 8(6.16)

Konstanty tmérnosti K; a K, jsou vzajemné rizné. Za té€chto predpokladi
dostavame pro tenzor napéti vyjadfeni

(0) 8(6.17)

o
it

oy = a,(js) + cr,(;’) = Kle,(js) + K,e

Dosadime-li za el(js) a e,(]f’) z 8(6.5) a 8(6.6), dostaneme po jednoduché tiprave

5
g; = (K — Kz)%gI + Ky 8(6.18)

Posledni rovnice je aZ na znaceni konstant totozna s rovnici 8(6.2) nebo 8(6.3),

a je tedy zobecnénym Hookovym zdkonem pro izotropni téleso. Porovnanim

rovnic dostavame vztahy mezi konstantami uZivanymi v rovnicich 8(6.18)
a 8(6.2)

' K, - K

—1-?—2 =2, K,=2u 8(6.19)

a mezi konstantami z rovnic 8(6.18) a 8(6.3)

K, — K, _G(E — 26)
3 3G — E

K, = 2G . 8(6.20)

Ukazali jsme, Ze pro izotopni téleso ziskame z pfedpokladi 8(6.15) a 8(6.16)
zobecnény Hooktiv zakon stejné, jako kdyZ upravujeme uzitim prvki symetrie
rovnici 8(6.1).

Objasnime nyni vyznam rovnic 8(6.15) a 8(6.16). Dosadime-li do rovnice
8(6.15) vyjadieni oY podle 8(6.11) a el podle 8(6.5), dostavime po zkriceni

o = Kye; . 8(6.21)

Invariant oy pro oy < 0 je podle rovnice 8(6.13) roven zaporné vzaté trojnasobné
hodnoté tlaku p. Pfi ; > 0 je invariant o; roven trojnasobné hodnoté velikosti
vektoru napéti 8(6.12), ktery v tomto pfipadé popisuje ve vSech smérech stejny
&isty tah, pro né&jz budeme uZivat nazvu izotropni tah. Velikost izotropniho tahu
miiZzeme, oprostime-li se od vzité pfedstavy, Ze pismenem p musi byt oznacen
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tlak, t& oznadit p. Tlak bude odpovidat hodnotam p > 0 a izotropni tah
hodnotam p < 0. Rovnici 8(6.13)

o, = —3p 8(6.22)
budeme pak pokladat za platnou pro kladné i ziporné hodnoty a;. Invariant ¢,
ma podle rovnice 8(6.8) vyznam relativni zmény objemu (V — ¥)/¥, . Dale

budeme pokladat piibliznou rovnici 8(6.8) za pfesn& splnénu a rovnici 8(6.21)
pfepiSeme na tvar

-2 8(6.23)

Rovnice 8(6.23) ma velmi nazorny vyznam,; iika, Ze relativni zména objemu je
umérna pusobicimu tlaku, pfipadné izotropnimu tahu p. Pfitom tlaku, tj. hod-
not¢ p > 0, odpovidd zmenSeni objemu a izotropnimu tahu (p < 0)
odpovida zvétseni objemu. Takovyto jednoduchy fyzikalni predpoklad je obsa-
hem rovnice 8(6 15) popisujici objemovou deformaci. Koeficient imérnosti 3/Kx
je roven pievracené hodnoté modulu stlacitelnosti £. Modul stlacztelnosn je
definovan vztahem

dp
k= —V 8(6.24
0 (624)

a o platnosti vztahu k = K,/3 se lze pfesvédcit, vypocteme-li podle defini¢ni
rovnice 8(6.24) modul pfislusny zavislosti p na ¥ dané rovnici 8(6.23).
Abychom objasnili vyznam rovnice 8(6.16}), obratlme pozornost na deformaci
vyjadienou tenzorem
ey =ep=eg=e3=¢e3=0, ¢, #0. 8(6.25)
Jak jsme ukazali na konci ¢l. 8.2, vyjadiuje takovy tenzor smyk o thel
o« = 2e, 8(6.26)
v roviné kolmé k tfeti ose soutadnic. Jeho prvniinvariant ¢; = ¢;; + €5 + é33
je ziejmé nulovy. Proto je nulova cela izotropni ¢ast tenzoru 8(6.25) a tenzor je
shodny se svym devidtorem e; = eg’) . Rovnice 8(6.16) pro tenzor 8(6.25) se
redukuje na jedinou rovnici .
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Smykové napéti o, je tmérné smykové deformaci e,. To je stejny vztah, jaky
uvazujeme v elementdrnim Hookové zdkonu pro smyk, ktery byvéa uvadén v tvaru

8(6.28)

Q-
v |

’}):

V rovnici 8(6.28) je uhel smyku « oznacen y, G je modul pruznosti ve smyku
a F/S je uvazovano jako smykové napéti, které v soustavé soufadnic, v niz
uvaZujeme tenzor 8(6.25), je vyjadfeno slozkou o, tenzoru napéti. Rovnici
8(6.28) muzeme tedy pfepsat na tvar

o, = Ga,
a uZijeme-li vztahu 8(6.26), dostavame dale
g, = 2Gey, . 8(6.29)
Porovname-li posledni rovnici s rovnici 8(6.27), dostivame vztah
K, = 26 = 2u ” 8(6.30)

mezi konstantou K, a modulem pruZnosti G, ktery je totoZzny s Laméovym
koeficientem . Ukazali jsme, Ze pro deformaci popsanou tenzorem 8(6.25),
rovnice 8(6.16) je aZ na uZité oznaleni totoZnd s elementarnim Hookovym
zakonem pro smyk. Pro obecnou deformaci rovnice §(6.16) udava, Zze pomér
slozek se stejnymi indexy deviatoru napéti a deviatoru deformace je stejny jako
pomér smykového napéti ke smykové deformaci dany Hookovym zakonem pro
smyk 8(6.28). -

V rovnici 8(6.16) nahradime viceindexové znaceni sloZek oznacenim, ve kte-
rém libovolnou slozku devidtoru napéti oznacime o a ji odpovidajici slozku
deviatoru deformace ¢, Déle v téZe rovnici nahradime podle 8(6.30) koeficient
~ K, dvojnasobnou hodnotou modulu smyku 2G. Dostaneme tak rovnici

Q
»

S
]
|

, 8(6.31)

&)
Q

kterou budeme uzivat pro reologickou charakteristiku chovani izotropni linear-
né elastické latky pii tvarové, tj. napf. smykové deformaci. Charakteristiku
doplnime rovnici 8(6.23) uréujici chovani latky pfi objemove deformaci. Rela-
tivni objemovou zménu (V — V)/V, . kterd pro uvazované malé deformace je
ve velmi dobrém pfibliZeni rovna invariantu e}, oznacime pro reologické uvahy
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ey a budeme ji nazyvat objemovd deformace. Se symbolem e, ma rovnice 8(6.23),
nahradime-li v ni konstantu K,/3 modulem stlacitelnosti k, tvar

ey = —L. 8(6.32)

Izotropni linearné elasticka latka, které v reologické klasifikaci fikame hookov-
skd ldtka nebo téZ klasickd elastickd latka, je charakterizovana dvéma rovnicemi
8(6.31) a 8(6.32), které udavaji zavislost tvarové a objemové deformace na
puasobicim napéti. Vlastnosti jednotlivych hookovskych latek se lisi velikosti
dvou charakteristickych konstant, kterymi v rovnicich 8(6.31) a 8(6.32) jsou
modul pruznosti ve smyku G a modul stlacitelnosti k. Kromé konstant G a k je
mozno urcit i jinou dvojici konstant, napf. Laméovy koeficienty 4, x, moduly E,
G a konstanty K, a K, z rovnic 8(6.15) a 8(6.16). Nékteré vztahy mezi uvedenymi
konstantami byly jiz uvedeny (viz napf. rovnice 8(6.19), 8(6.20) a 8(6.30)),
podrobna tabulka pfepoctii je uvedena napf. ve vyse citované Brdi¢kove knize.

Pti vySetfovani dalSich izotropnich linearnich latek budeme predpokladat, Ze
jejich objemova deformace je popsana stejnou rovnici 8(6.32) jako objemova
deformace hookovské latky. Jednotlivé modelové latky se budou lisit pouze
ruznou zavislosti tvarové deformace na napéti. V reologické klasifikaci je bude-
me klasifikovat jedinou rovnici, rovnici pro tvarovou deformaci. Pro hookov-
skou latku je to rovnice 8(6.31). Pro dalsi zjednoduseni zapisu pfepiSeme vztah
8(6.31) jako zavislost thlu smyku (viz rov. 8(6.26)) na smykovém napéti, tj. pro
charakteristiku latky uZijeme elementarni rovnici 8(6.28)

y=L. : 8(6.33
p (6.33)

Rovnice 8(6.33) plyne z 8(6.31), uvédomime-li si, Ze podle 8(6.26) « = y = 2e;,
a pro smykové napéti F/S = 1;, uzijeme obvyklé jednoduché oznaceni t. Gra-

¥

T
- Obr. 8.21 Zavislost deformace y na napéti T pro hookovskou latku

fické znazornéni pfimé umérnosti y na 7 charakteristické pro hookovskou latku
je na obr. 8.21. Podrobnéjs§imu rozboru chovani hookovske latky pfi riznych
typech namahani a téz odchylkam od pfimé imérnosti mezi napétim a deforma-
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ci, které u realnych latek zpravidla nastavaji, se budeme vé€novat v kapitole
9. Nyni si vSimneme nékterych dalsich modelovych latek s jinymi typy tvarové
deformace, nez ma hookovska latka. Za¢neme u tekutin.

Pii pohybu tekutin se jejich deformace mize ménit s Casem. Pfiklad pohybu,
pifi kterém se deformace neustile meéni, jsme probrali v ¢l. 8.3, kde jsme téz
ukazali, Ze k popisu takového pohybu je vhodnéjsi uzit tenzor rychlosti defor-
mace D, nez tenzor deformace e;. V ptedeslém studiu byl z tekutin podorbnéji
probran model dokonalé kapaliny a dokonalého plynu. O dokonalé kapaling se
pfedpoklada, Ze je nestladitelna, o dokonalém plynu, Ze je stladitelny. Pro obé
dokonalé tekutiny se pfedpoklada nulova viskozita. Pfedstava dokonalé tekuti-
ny je vhodna k popisu zakladnich mechanickych jevii v tekutinach. Podrobnéji
se timto modelem budeme zabyvat v kapitole 10. Podobné jako model tuhého
télesa probrany v kap. 7 ani modely dokonalych tekutin neberou v uvahu
materialové zvlaStnosti latek. V rovnicich odvozenych na jejich zdklade se
vyskytuje jen celkova hmotnost télesa nebo hustota latky. Materialové konstan-
ty urcujici deformaéni chovani latek chybi. Proto model tuhého télesa a modely
dokonalych tekutin do reologické klasifikace zpravidla neuvaZujeme.*)

Reologicky jsou zajimavé az ty modely, které uvazuji nenulovou viskozitu
redlnych latek. Mluvime o viskéznich ldtkdch. Vétsina viskoznich latek jsou
tekutiny a z nich vyraznéjsi viskozni vlastnosti maji kapaliny. Proto se uziva téz
nazvu viskozni tekutiny a viskozni kapaliny. .

Nejjednodussi je model, ktery predpoklada pfimou imérnost mezi libovolnou
slozkou D, deviatoru rychlosti deformace a odpovidajici sloZkou o, deviatoru
napéti '

D, = 2=, 8(6.34)

Rovnice 8(6.34), jejiz tvar je analogicky rovnici 8(6.31), se nazyva Newtoniiw
viskozni zdkon. Tato rovnice je charakteristickou rovnici newtonovské ldtky.
Konstantu 7 vystihujici visk6zni vlastnosti tekutiny nazyvame koeficient viskozi-
ty nebo struéné viskozita. Vyznam rovnice 8(6.34) byva zpravidla objasfiovan na
proudéni popsaném rovnicemi 8(3.4) a znazornéném na obr. 8.3, ktery zde
prekreslujeme, avSak s ponékud obménénym znadenim (obr. 8.22). Rychlost
dv/dy,, s jakou se méni velikost rychlosti v od desky P, k desce P,, je imérna
velikosti o vektoru napéti ¢ pisobiciho na desce P, (pevna deska P; musi byt
drzena nejméné vektorem napéti — o), pfiemz konstanta umérnosti je 1/y

*} U dokonalych plynd je hustota promé&nna a v jejich zménach se mohou projevit individualni
vlastnosti plynu. Jedné se vSak o objemové zmény, které ve zde uvedené jednoduché reologické
klasifikaci neuvazujeme.

289



dv 1 ,
—= =0, 8(6.35)
dy, 1
V soustavé soufadnic zvolené na obr. 8.22 je velikost v rovna sloZce v| rychlosti
a v = vy je funkci pouze soufadnice y,, tedy dv/dy, = dv,/dy, . Velikost
napéti o je rovna sloZce o, tenzoru napéti. Rovnici 8(6.35) mizeme pfepsat na
fvar
9 _ 9n

=2 8(6.36)

0y, n
Prihlédneme-li k rovnici 8(3.10), dostavame

1 (5_”_1)
=5 o)

a tedy

D, =22, 8(6.37)

2n

JelikoZ v uvazovaném piipadé proudéni je D,, jedinou nenulovou slozkou
tenzoru rychlosti deformace a o, jedinou nenulovou slozkou tenzoru napéti,
jsou slozky D, a o, také jedinymi slozkami deviatoru rychlosti deformace
a deviatoru napéti (viz ivahy mezi rovnicemi 8(6.26) a 8(6.27)). Rovnice 8(6.34)
je tedy rozsitenim rovnice 8(6.37) na obecny piipad proudéni, kdy predpoklada-
me, Ze vztah typu 8(6.37) plati mezi kazdou dvojici sloZek se stejnymi indexy
deviatoru napéti a deviatoru rychlosti deformace.

Ya ? ‘
=P i)
Obr. 8.22 Proudéni viskdzni newtonovské tekutiny mezi pohybujici se deskou P, a pevnou des-
kou P,

Daéle v této kapitole budeme pifi charakteristice latky vychdzet z rovnice
8(6.37), ve které vynechame index u D a smykové napéti o,, ozna¢ime obvyklym
7; dostaneme

D=—. 8(6.38)
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Ugitim vztahti 8(3.11), 8(6.26) y = 2e;, (xz rovnice 8(6.26) a y z rovnice 8(6.28)

jsou identické) a oy, = © muzeme rovnici 8(6.37) pfepsat t€Z na tvar

=L 8(6.39)
n

> l*ﬂ)

Posledni dvé rovnice vystihuji prehledné hlavni charakteristiku newtonovskych
tekutin, tj. pfimou (imérnost mezi rychlosti deformace a aplikovanym smyko-
vym napétim. P¥iméa umérnost mezi rychlosti deformace a napétim odpovidajici
rovnici 8(6.34) je v dobrém pfiblizeni splnéna jen pro plyny za béznych podmi-
nek, pro vodu, lih, benzén a mnoho daldich nizkomolekularnich latek. Takove
latky lze pokladat za newtonovské a k vystiZeni jejich viskoOznich vlastnosti staci

T

Obr. 8.23 Zavislost rychlosti deformace D na napéti T pro newtonovskou {kfivka ¢. 1) a riizné
druhy nenewtonovskych (kfivky ¢. 2 aZ 4) latek '

udat jedinou materidlovou konstantu — viskozitu 5. Pro roztoky a taveniny
vysokomolekularnich latek, pro riizné latky uzivané ve stavebnictvi a potravi-
nafstvi a fadu daldich latek viak pfima Gmérnost mezi napétim a rychlosti
deformace neni spinéna ani pfiblizné. Takovym latkam, kter¢ nespliluji Newto-
nitv viskozni zakon 8(6.34), fikame nenewtonovské ldtky. Na obr. 8.23 je kiivkou
& 1 znazornéna zavislost rychlosti deformace D na napéti 7 pro newtonovskou
latku, kfivky & 2, 3 a 4 udavaji stejnou zavislost pro riizné druhy nenewtonov-
skych latek. Rychlost deformace neni pro nenewtonovské latky imérna napéti
— nebo obecnéji neni linearni funkei napéti — a proto nenewtonovskym viskGz-
nim latkam fikame té7 nelinearné viskozni latky. Chovani nelinearné viskoznich
latek je pfesné popsano pouze, zname-li pribeh celé kitvky

D = D(r). 8(6-40)

Zavislost D = Dfr) nebo inverzni zavislost 7 = 7(D) se nazyvaji rovnicemi
toku dané latky. Pro praktické ucely je nutno skuteCnou rovnici toku 1 pro
nenewtonovské latky aproximovat jednoduchymi funkcemi, jejichZ konstanty
charakterizuji v daném pfiblizeni skutecnou latku. Jednou z nejznaméjsich
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rovnic aproximujicich rovnice toku nenewtonovskych latek je rovnice Ostwaldo-
va-de Waeleova

p- 8(6.41)

Tato rovnice vystihuje chovani latky dvéma konstantami » a n". Konstanta "
je opatfena hvézdickou, protoze pro n # 1 ma jiny fyzikdlni rozmér nez
viskozita 7. Pro n = 1 splyva rovnice 8(6.41) s rovnici 8(6.34). Mocninna
funkce 8(6.41) zfejm& umozni pfijatelné vystihnout chovani latek odpovidajici

Obr. 8.24 Hookova pruZina

kiivkam ¢. 2 a 4 na obr. 8.23. Pro kiivku &. 2 bude exponent # z rovnice 8(6.41)
vétsineZ 1, pro kfivku¢. 4 bude n < 1. Kfivku¢. 3 z obr. 8.23 ziejmé zavislosti
macni rovnice, nez je rovnice Ostwaldova—de Waeleova. To je vSak jiZ oblast
podrobnegjsi reologie kapalin, kterou zde probirat nebudeme.

i

Obr. 8.25 Newtoniv pist

Ostry prechod mezi kapalnou a pevnou fazi nastava pouze pro jednoduche
nizkomolekularni 1atky, které v pevné fazi vytvafeji pravidelnou krystalickou
strukturu. Avsak ani pro takové latky z reologického hlediska hranice mezi
kapalinou a pevnou latkou neni zcela ostra. Napf. voda pfi rychle probihajicich
dgjich vykazuje elastické vlastnosti a led pfi dlouhodobém plisobeni vétsi vnéjsi
sily trvale méni sviij tvar. Latky se sloZit&jsi molekularni strukturou, jakymi jsou
rizna skla, kauduky, plastické hmoty, laky, asfalty, malty apod., nemaji ostry
prechod mezi kapalnou a pevnou fazi ani z termodynamického hlediska. Pro
reologicky popis latek, které lezi na pomezi mezi kapalinami a pevnymi latkami,
je nutno zavést modely kombinujici vlastnosti obou druhi latek. Nejjednodus-
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§im takovym modelem je model viskoelastické ldtky, ktera vznikne kombinaci
vlastnosti newtonovské viskozni kapaliny a hookovské viskozni latky. Pro vetsi
nazornost pfitazujeme modelim reologickych latek grafické symboly. Vztah
mezi napétim a deformaci hookovské latky (rovnice 8(6.32) a obr. 8.21) je stejny

n

Obr. 8.26 Maxwelliiv model

jako vztah mezi silou protahujici kovové spiralové pero a relativnim prodlouze-
nim tohoto pera. Proto chovani hookovské latky symbolizujeme spiralovym
perem, pro n&jz uzivame graficky zdznam znazornény na obr. 8.24. Chovani
newtonovské viskézni latky Ize vystihnout pistem pohybujicim se ve visk6zni
kapaling; uzivané symbolické oznadeni pistu je znazornéno na obr. 8.25. Pred-
pokladame, Ze rychlost pohybu pistu je pfimo imérna sile na néj pusobici, coz
je zavislost odpovidajici vztahu mezi rychlosti deformace a napétim newtonov-

Obr. 8.27 Kelviniv (Voigtiv) model

ské latky (viz rovnici 8(6.34) a kiivku 1 z obr. 8.23). Nejjednodussi modely
ziskame, spojime-li sériové nebo paralelené modely hookovské a newtonovske
latky. Tak vznikne model Maxwelliw znazornény na obr. 8.26 a model Kelviniw
(uziva se téZ nazvu Voigtiv) znazornény na obr. 8.27. Hookovu pruzinu z obr.
8.24 ozna&ime pismenem H, newtonovsky pist pismenem N, Maxwelliv model
M, Kelvintiv model K, sériové spojeni vodorovnou &arou — a paralelni spojeni
$ikmou ¢arou /. Pro Maxwelliiv model M pak muzeme psat struéné oznaceni
M = H — N, které ukazuje, jak je model sestaven. Obdobné pro Kelvinuv
model dostavame vyjadieni K = H/N .
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KaZdému modelu odpovida reologicka rovnice urlujici ¢asovou zavislost
vztahu mezi napétim a deformaci. Pro model H je takovou rovnici rovnice
8(6.31), resp. 8(6.33), pro model N rovnice 8(6.34), resp. 8(6.39). Déle budeme
pro modely uzivat jednoduché rovnice 8(6.33) a 8(6.39), deformaci vystihneme
uhlem smyku y a napéti smykovym napétim 7. Rovnice H modelu pfedpoklada,
Ze deformace imérna napéti se ustavuje v latce okamzité. Zmény deformace
bezprostiedné sleduji zmény napéti a obracené, zmény napéti bezprostiedné
sleduji zmény deformace. Casové zavislost vztahu deformace a napéti v rovnici
8(6.39) je jiz sloZit&jsi. Deformace a napéti maji stejny vztah jako funkce a jeji
derivace. Napiiklad stalé deformaci odpovida nulové napéti, stalému napéti
odpovida deformace probihajici konstantni rychlosti. Jak ziskame reologické
rovnice odpovidajici Maxwellovu modelu M, znazornénému na obr. 8.26,
a Kelvinovu modelu K z obr. 8.27? Pfi odvozovani reologickych rovnic neuvazu-
jeme ani délku, ani pficné rozméry jednotlivych &asti modelu. Pfi¢itame-li
dvéma ¢astem modelu spojenym sériové deformace y, a y,, pfedpokladame, ze
celemu modelu pfislusi deformace y = y, + y, . Napéti  pfi sériovém spojeni
Casti modelu pokladame za stejné v celém modelu 7, = 7, = v . Pfi paralelnim
spojeni pfedpokladdme, Ze napéti 7, a 7, pusobici v jednotlivych ¢astech modelu
se sCitaji 7; + 1, = 7, deformaci v obou ¢astech modelu pokladame za stejnou
71 = ¥, = ¥ . Maxwelltiv model vznikne sériovym spojenim Hookova ¢&lenu H,
pro jehoZ deformaci y, z rovnice 8(6.33) dostavame

=1, 8(6.42
Y1 G - 8(6.42)

s Newtonovym clenem N, pro néjz z 8(6.39) plyne

M _ = 8(6.43)
ot n

V reologickych tivahach pfedpokladame homogenni deformace. NeuvaZujeme
tedy zavislost deformace y na soufadnicich, parcidlni derivaci nahradime totalni
derivaci a rovnici 8(6.43) pfepiSeme na tvar :

dn _ o

-2 8(6.44
&y (6.44)

Podle praveé vyloZenych pravidel pfi sériovém spojeni ¢asti modelu, tj. pii
sériovém spojeni H a N ¢lenu, plati
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Nt =T. | 8(6.45)

Abychom mohli vyuzit vztah 8(6.43), musime nejprve zderivovat rovnici 8(6.42)
podle Casu ¢; dostavame
d'})l _ 1 dTl

8(6.46)
dt G dt

Plati-li y, + y, = y, platitéz dy/dt = dy,/dt + dy,/dt a setenim rovnic
8(6.44) a 8(6.46) dostavame
d 1d
Dol 8(6.47)
dte Gdt ¢

kdyZ napéti 7, a 7, oznagime spole¢nou hodnotou 7. Rovnice 8(6.47) je hledani
reologickd rovnice odpovidajici Maxwellovu modelu. Reologickou rovnici Kelvi-
nova modelu ziskame, kdy? na rovnice 8(6.42) a 8(6.44) aplikujeme pravidla pro
paralelni spojovani ¢asti modelli; 7 = 7, + 7, ay; =y, = 7. Vynasobime-li
rovnici 8(6.42) vyrazem G a rovnici 8(6.44) vyrazem n a obg rovnice seCteme,
dostaneme

d
n 7y Gy = 1. 8(6.48)
dt

Rovnice 8(6.48) je reologickd rovnice Kelvinova modelu.

Podle reologické rovnice zjistime dasovy pribéh jedné z veliin 7, y, zname-li
asovou zavislost druhé. Je-li napt. dana &asova zavislost y = y(t) pro latku
popsanou Maxwellovym modelem, zderivujeme tuto zavislost a ziskame levou
stranu rovnice 8(6.47), kterou oznagime f (t). Rovnice 8(6.47) je pak diferencial-
ni rovnici

1 dr

St 8(6.49)

T
n
pro neznamy ¢asovy pribh ¢ = t(t) napéti. Pii konstantni deformaci y = %,
Maxwellova modelu f(t) = dy/dt = 0 a FeSenim rovnice 8(6.49) je

T = Ty exp (w%t) , 8(6.50)

kde 7, je napéti v ¢ase t = 0. Pfedpokladame-li, Ze deformace y, byla v ase
t = 0 zavedena skokem, je 7o = Gy, . Jei maxwellovska latka trvale defor-
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movana, napéti v ni klesa s ¢asem; mluvime o relaxaci napéti. Pro M-model je
relaxace napéti presné exponencialni, vyjadfend rovnici 8(6.50). Pisobi-li na
M-model stalé napéti 7 = 7,, dostivime po dosazeni do rovnice 8(6.47)

.4 il ¥

t Q t t4 b t
J 1 J
ty c t ty d t

Obr. 8.28 Modely a jim odpovidajici zavislosti deformace na ¢ase ¢ pfi konstantnim napéti pro
étyti zakladni typy viskoelastickych latek

dy/dt = 1o/n, atedy y = (ro/n)t + ¥, - Deformace y, je deformace v Gase
t = 0. Tato deformace, které fikime okamzita, je dana Hookovym clenem
M-modelu. Jeji velikost je tedy 7,/G. Pro celkovou deformaci y M-modelu pfi
stalem napéti 7 = 7, dostdvame koneCné¢ vyjadieni

y = TO<5 +1). 8(6.51)

n G

Podobné jako pro M-model lze nalézt zavislost t(t) pro y = 7, a y(t) pro
T = 17, i pro Kelviniv model, vyjdeme-li z jeho reologické rovnice 8(6.48).
Jak jsme jiz uvedli, Casovou zavislost napéti z(t) pfi konstantni deformaci
Y = 7y, nazyvame relaxaci napéti. Casovou zéavislost deformace y = y(t) pfi
konstantnim napéti nazyvame recenim (creepem). Jak probiha creep zplisobeny
konstatnim napétim 1t = 7, zavedenym v Case t = t; pro Maxwelllv,
Kelvinuv a dalsi dva ponékud slozitéjsi viskoelastické modely, je znazornéno na
obr. 8.28. Ctyfi modely z obr. 8.28 vystihuji zakladni rysy chovani étyf typt
viskoelastickych latek. Pfi creepu se tyto typy lisi tim, zda existuje okamzita
deformace a zda existuje neomezené teCeni. Okamzita deformace nastava u mo-
delii z Easti a) a b) obrazku, neomezené tedeni u modeld z ¢asti a) a ¢) obrazku.
Vsechny uvazované modely vystihuji pouze zakladni charakter chovani viskoe-
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lastickych latek. Lze napf. t€zko pfedpokladat, Ze creep u skutecné latky bude
probihat piesné podle kiivky znazornéné na obr. 8.28 a). Je-li viak creep
skute¢né latky dan k¥ivkou znazornénou na obr. 8.29, jeho zakladni rysy jsou
vystizeny hrubym modelem 8.28 a). Stejné tak pro malokterou realnou latku

t4 t
Obr. 8.29 Piiklad realné creepové kfivky

relaxace napéti bude mit presnd exponencialni pribéh dany rovnici 8(6.50), ale
u fady latek bude napéti s Casem relaxovat postupné od puvodni hodnoty az po
hodnotu nulovou, coZ je druh zavislosti vystizeny Maxwellovym modelem.
Vyznam obecnych reologickych modeld je vystihnout charakter zavislosti, ne
jeji detailni pribéh. Pfi tom je dilezité, Ze charakter zavislosti pfi riznych
druzich namahani modelu lze zpravidla podle tvaru modelu odhadnout i bez
fedeni prislusné reologické rovnice. V obecnych reologickych modelech je latka
charakterizovana nékolika malo konstantami. V modelech na obr. 8.28 jsou to
dvé az tfi konstanty. Chceme-li pfesn&ji vystihnout chovani realné viskoelastic-

Go
Gy Ny
i
6, n,
i
Gy Ny

1,

Obr. 8.30 Obecny viskoelasticky model
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ké latky, musime zvysit pocet konstant, kterymi toto chovani charakterizujeme,
Misto jednoduchych modell uzivame modelu s vice ¢leny, napi. modelu znazor-
néneho na obr, 8,30, ktery spojuje sériové N Kelvinovych a jeden Maxwelliv
model. Reologickd rovnice odpovidajici modelu z obr. 8.30 je sloZit&jsi neZ
rovnice 8(6.47) nebo 8(6.48) a pro v&t§i N je obtizné fefitelna,

Viskoeleasticitu neni nutno budovat na zaklad¢ modelil. Pro chovani viskoe-
lasticke latky je charakteristicky priibéh vzajemného poméru napéti a deforma-
ce pfi riznych druzich namdhani. Zname-li napf. dasovy pribéh 7 = 7(r)
napéti v latce pfi stalé deformaci (relaxace napéti), tento pribeh latku viskoelas-
ticky charakterizuje a pribéh vztahu napéti a deformace pi jinych druzich
naméhani vypocteme integralnimi transformacemi funkce 7(t). Takto budovana
teorie viskoelasticity se nazyva nemodelova a je analogicka obecné teorii elektric-
kych siti. Viskoelasticita vybudovana na zakladé Hookova modelu H a Newtono-
va modelu N, stejné jako zminénd nemodelova teorie, jsou teoriemi linearnimi; pii
stejném druhu namahani latky pfedpokladame, Ze n-krat vétdi hodnota napéti
zplisobi ve stejném Case ¢ n-krat vétsi deformaci, Ani tento predpoklad nebyva pro
realné latky splnén, K vystizeni nelinearniho chovani viskoelastickych latek se
buduje nelinearni teorie viskoelasticity. Pro matematickou obtiZznost viak zatim
tato teorie dava jen malo experimentalné pouzitelnych vysledki.

Plastickymi nazyvame latky, u nichZ te¢eni (teenim zde rozumime pohyb, pfi
kterém rychlost deformace D je rizna od nuly) nastava aZ po piekrodeni jisté
mezni hodnoty napéti. Plastické vlastnosti vykazuji kovy, mnohé makromole-
kularni latky, laky, stavebni materialy a fada dal§ich latek. V reologické syste-
matice charakterizujeme plastické chovani modelem Saint-Venantovym, jehoi

Obr. 8,31 Saint-Venantiiv model

graficky symbol je na obr. 8.31. Saint-Venantova ldtka (StV-latka) je modelova
latka, kterd pro napéti mensi, nez je mezni napéti 7, se chova jako tuhé téleso
a pro napéti 7 = 7, tefe nenulovou rychlosti. Dale se pfedpoklada, Ze pro
T plati 7 = 7,. Chovani StV-latky je popsano rovnicemi

y=10, atedytez D=0 pro 7 < 17,,
D#0 pro 7=r1,. 8(6.52)
Graficky symbol na obr, 8.31 zndzoriuje blok spodivajici na rovné podloZce,
pficemZ mezi blokem a podlozkou plsobi sila smykového tieni 2(5.7). Je-li
vngjsi sila mensi nez sila smykového tfeni, k pohybu bloku nedojde, prekro¢i-li

vnéjsi sila hodnotu smykového tfeni, dojde k pohybu. V StV-modelu budeme
zde pokladat za totozny staticky a dynamicky soudinitel smykového tieni.
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Kdyby vngjsi sila byla vétsi, neZ je sila tfeni, pohyb bloku by byl zrychleny.
Tento ptipad vyludujeme tim, Ze u St¥-modelu nepfedpokladame (viz 8(6.52)),
7e by napéti r mohlo byt vétsi nez 7. Pfipadu 7 = 7y odpovida rovnost vnéjsi
sily a sily tfeni; blok se pohybuje konstantni rychlosti, jejiZz velikost je urCena

a b
Obr. 8.32 Model Binghamiv (a) a model (b) odpovidajici rovnici 8(6.53)

podateénimi podminkami pohybu. Predpoklad, Ze pfi plastickém toku napéti
neprevySuje hodnotu © = 7,, je idealizaci, ale neni to predpoklad zcela umély.
Jakmile latka za¢ne plasticky téci, napéti se v ni uz nemusi dale zvysovat. Ve
skutenych plastickych latkach byvaji poméry po dosazeni mezniho nap8ti
slozit&jsi, ale presto i v nejpodrobnéji vypracované teorii plasticity, teorii plasti-
city kovi, je St¥-model jednim z uZivanych modell chovani latky.

D 1
2

T T
Obr. 8.33 Zavislost rychlosti deformace D na napéti t pro modely z obr. 8.32

StV-model je zakladnim modelem plastické litky podobné jako H-model
a N-model jsou zakladnimi modely elastické a viskozni latky. Spojenim H-
a N-modelii jsme ziskali reologické modely viskoelastickych latek, spojenim
StV-modelu s modely H a N ziskame reologické modely dalSich druhti latek.
Takovym modeliim budeme fikat obecné reologické modely. Spojime-li sériové
StV-model s modelem H, ziskame model, ktery nazveme Prandtliv (P); P = H-
.StV. Tento model vystihujici chovani latky, ktera pfed vznikem plastického
te¢eni se elasticky deformuje, byva uzivan teori plasticity kovii v oboru malych
plastickych deformaci. Pro vystizeni toku reologicky sloZitéjsich kapalin se
asto uziva model Binghamiw (B); B = H-(StV/N). Jeho grafické vyjadieni je
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na obr. 8.32 a). P¥i vypoétech pohybu kapalin byva nékdy Hookuv ¢len pokla-
dan za tuhy (modul G — o) a uvazuje se pouze model z obr. 8.32 b). Takovému
modelu odpovida reologicka rovnice

D=0 pro 1 <71y,

D = L pro 7> 7
2 - o 8(6.53)

Chovani latky je charakterizovano dvéma konstantami, hodnotou mezniho
napéti 7, a viskozitou #, kterd urcuje prubéh toku pro 7 > 1, .

Na obr. 8.33 je kfivkou 1 znazornéna zavislost rychlosti deformace na napéti
odpovidajici rovnici 8(6.53), a tedy i modelu z obr. 8.32b). Kfivkou 2 je znazor-
nén prubéh zavislosti pro realnou kapalinu, jejiz tokové chovani je vystizeno
Binghamovym modelem. Kapaliny, jejichZ reologické chovani se blizi chovani
B-modelu, oznac¢ujeme jako binghamské nebo téZ plastické kapaliny. Pti sledova-
ni slozitéjSich latek se zavadéji dalsi modely, napf. pro vystizeni vlastnosti
zelatiny byl zaveden model Schwedofiw (Schw); Schw = H-(StV/M); pro
moucné tésto byl pouzit model Schofieldiv a Scott-Blairiv (SSB);
SSB=Schw—K. Na obr. 8.34 podavame piehled reologickych modelu, které

H N Stv
81(6.31) 8(6.34) 8 (6.52)
Ty 7D 7,0,
M K é
816.47) 8 (6.48)
Tyt Tt 77.0.7
Schw SSB :éi B T%_
8(653)
TGt .27t g0

Obr. 8.34 Piehled reologickych modeli
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jsme zavedli v této kapitole. U modeld uvadime Cisla jim odpovidajicich reolo- ‘
gickych rovnic, pokud byly tyto rovnice v textu zavedeny, a symboly velicin,
které maji pro chovani modelu rozhodujici vyznam.

Resené ulohy

1. Vypocitejte z rovnic 8(6.2), resp. 8(6.3) slozky e; tenzoru deformace;
obrafte zminéné rovnice.
Reseni. Uzenim rovnice 8(6.2)

o; = Adye; + 2uey (1)
dostavame vztah mezi invarianty tenzorit napéti a deformace
' oy = 0; = Adye; + 2ue; = (34 + 2u)er . (2)
Dosadime (2) do (1) ‘

= L4 2ue 3
~ Y3+ v 3)
a vypodteme
— 16 1
R T (4)

€y i
2u(34 + 2u)  2u
Zcela analogicky z 8(6.3) plyne

26— E 1

e S, 00+ —a; . 5
ij Y1 G ij ()

v 2GE

2. Dokazte, Z¢ prvni invariant tenzoru deformace e; popisuje objemovou
deformaci, tj. Ze plati rovnice 8(6.8).

Reseni. V diferencialnim okoli bodu, v némZ zname slozky tenzoru ey, uvazu-
jeme kvadr, jehoz hrany délky /o, L, a L, jsou pted deformaci rovnobézné se
sméry hlavnich os deformace. P¥i této volbé soustavy soufadnic uvazovany
kvadr zistane kvadrem i po deformaci, pouze délky jeho hran se zméni na
hodnoty /,, I, a ;. V pfiblizeni maljch deformaci plati vztah 8(2.21) -

-1
ey = A ()
10

a analogické vztahy pro sloZky ey, a es; tenzoru deformace. Z (1) a z obou
analogickych vztaht plyne

L = Lo + Ley L = by + boey, » ly = Ly + Iyess . (2)
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Vyndsobenim rovnic (2) dostivame vyjadieni pro objem kvadru po deformaci
Vo= Lbly = Loholyy + loholsoler + e + e33) s (3)

kdyZ zanedbame jako malé vSechny séitance, ve kterych se slozky tenzoru
deformace vyskytuji vice nez jednou. Uvédomime-li si, Ze vyraz Lohaolso je Toven
objemu kvadru pied deformaci ¥, a e, + e,, + €5 je prvni invariant tenzoru
deformace e, plyne 2 (3) jednoduchou algebraickou upravou dokazovany vztah

8(6.8):

-V
o =L"10, @)
Vo

3. Pro pét vySetfovanych vzorki byly zjiitény nasledujici vztahy mezi smyko-
vym napétim 7, deformaci y a piipadné i rychlosti deformace D. V poslednich
fadcich uvedenych tabulek jsou uvedeny hodnoty velicin po odtizeni vzorki.

a) 7 (10° Pa) y b) t (10° Pa) P
1 0,5.10°° 1 10°¢
20 1073 20 25.107°
200 10°* 200 3,5.107°
2000 1073 0 0
0 0

Pfi druhém pokusu, ktery byl
provadén do vy$Sich hodnot na-
péti, byla ziskana tabulka

©) Pii prvnim pokusu, ktery
byl provadén az do napéti
t = 2.107 Pa, byly

z)istény hodnoty: hodnot:
#(10° Pa) y 7(10° Pa) y
1 0,5.107° . 1 0,5.107°
20 10-° 200 10°?
200 10-* 1 000 6. 107°
0 0 1 200 8. 107
1450 9.107% |
- 3.107%)
0 0 ~

* Po dosazeni hodnoty r = 1450 . 10° Pa zacal vzorek piiblizné konstantni rychlosti zvitSovat
svou délku aZ do okamzZiku, kdy byla sila plisobici deformaci odstranéna. Tomuto okam¥iku
odpovidd hodnota deformace y = 3. 1073,
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d) (pa) D(s"") | e) | (10° Pa) 7, rvz

1 10° 1 9 1074 103
5.10° 5 45.10°3 | 5.10°°

10 10* 10 9 .107° 1072
0 0 20 1,8.1072 | 2.10°?

Symbolem y , Je znacena deformace po
10s, symbolem y_ deformace po 60 s.

Uréete o jaky druh latek — podle reologického chovani — se jedna.Resent:

a) Deformace je umérna napéti a po odstranéni napéti vymizi. Jedna se
o hookovskou latku s modulem pruznosti ve smyku G = 2. 10! Pa.

‘b) Deformace latky neni imérnd napéti, po vymizeni napéti deformace vymi-
zi. Jedna se o nelinearné elastickou latku.

¢) Pti malych napétich se latka chovd elasticky. Po pfekroceni jistého mezni-
ho napéti za¢ne téci a po odtizeni deformace nevymizi. Jednd se o plastickou
latku.

d) Rychlost deformace D je imérna napéti. Jedna se o newtonovskou latku.

¢) Deformace je umérna napéti, ale Casové zavisld. Jedna se o linearni viskoe-
lastickou latku. Pro viskoelastickou latku neni podstatné, zda po odtizeni je
deformace nulova nebo neni, proto v tabulce posledni fadka s udajem pro
t = 0 chybi
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Kapitola 9

Pruznost

9.1 Zakladni uloha teorie pruznosti

Teorii pruznosti rozumime ten obor mechaniky kontinua, ktery zkouma rozlo-
Zeni deformace a napéti v elastické latce vystavené vnéj§imu silovému poli
obecného charakteru. Podrobné je tato teorie vysvétlena v fadé uéebnic, napf.
v Brdickové ucebnici uvedené v seznamu literatury. Zde uvedeme pouze obec-
nou formulaci problému pro izotropni hookovskou latku a feseni nékolika
jednoduchych piikladi. Cast z nich lze fesit i elementirnimi prostiedky, jak
bylo ukdzano na stfedni Skole. V ptedchazejici kapitole jsme zavedli fadu
zakladnich pojmu teorie pruznosti: tenzor napéti o (¢l. 8.4), tenzor malych
deformaci ¢; 8(2.1), pojem objemové sily G 8(4.2), vektor posunuti u; 8(2.2),
zobecnény Hookilv zakon pro izotropni latku 8(6.2) a pohybovou rovnici
kontinua (¢l. 8.5).

Z4kladni Glohou teorie pruznosti je najit napéti a deformaci v kazdém bodé
télesa, zname-li rozlozeni napéti nebo deformaci na povrchu télesa. Pfitom
predpokladime, Ze téleso je po deformaci v rovnovaze. V klasické teorii pru-
7nosti (hookovska latka) Ize tuto alohu pro izotropni télesa formulovat takto:
‘mame najit pro kazdy bod télesa sloZky tenzoru napéti o; a sloZky vektoru -
posunuti u;, které vyhovuji rovnicim rovnovahy 8(5.8)

0 0.
%y =0 9(1.1)
0 x;
a Hookovu zéakonu 8(6.2)
| oy = Adye; + 2ue; . 9(1.2)

Rovnice 9(1.1) a 9(1.2) reprezentuji devét rovnic pro devét neznamych funkci
oy(x) a wulx), uvaZime-li, Ze v rovnici 9(1.2) miZeme slozky e; tenzoru
deformace nahradit jejich vyjadfenim podle slozek vektoru posunuti 8(2.1)

2 6xj 0x;
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Objemové sily G, (x,;) jakozto vné&jsi sily pokladame za znamé. Aby tloha byla
jednoznaéné fesitelnd, je nutno zadat hodnoty funkci o; a 4; na okraji télesa,
neboli, jak se fika v teorii parcialnich diferencialnich rovnic, je nutno zadat
okrajové podminky. Jsou-li na povrchu télesa dana posunuti u, jsou tim také
hned dany okrajové podminky pro funkce u,(x;). Dosazenim do rovnic 9(1.3)
ziskame tenzor deformace e; pro body povrchu télesa a dalsim dosazenim do
Hookova zakona 9(1.2) i noanOty sioZek o, napéti v bodech povrchu télesa, tedy ,
okrajové podminky pro hledané funkce o, (x,) Zname-li vektory napéti ¢’ na
povrchu télesa, vychazi se pii stanoveni okrajovych podminek z rovnice 8(4.8)

o = oy, . 9(1.4)
ktera musi byt splnéna v bodech povrchu télesa. Pti feSeni tlohy klasické teorie
pruznosti vzhledem k pfedpokladu o malych deformacich neni tfeba rozlisovat
mezi deformovanym a nedeformovanym stavem telesa, ¢imzZ se problém zjedno-
dusi.

Rovnice 9(1.1) a 9(1.2) pokladame za rovnice urujici tenzor napéti o; a vek-
tor posunuti u, Uvazujeme-li je jako rovnice pro nezname slozky o; tenzoru
napéti a e; ten7oru deformace, mame pouze devét rovnic pro dvanact nezna-
mych funkci. Rovnicemi 9(1.3) je Sest funkci e;(x, ) uréeno na zakladé tfi funkci
u;(x;). Maji-li funkce e;(x;) popisovat deformaci spojitého télesa, které ziistane
spojitym i po deformaci, nelze je volit libovolné, ale musi spliiovat jisté podmin-
ky plynouci z rovnic 9(1.3). Témto podminkam se fika rovnice kompatibility
deformaci. Rovnice kompatibility (viz uéebnice Brdi¢kova), je nutno pfipojit
k rovnicim 9(1.1) a 9(1.2), chceme-li je fesit pfimo pro neznimé e; a g;.

Uvedenim rovnic 9(1.1) az 9(1.4) jsme naznagili, co je problém teorie pruznos-
ti. Pfi feSeni jednotlivych uloh se zakladni formulace upravuje na tvary pfihod-
néjsi ke konkrétnim vypoctim. Jak se takové upravy provadéji, zpisoby feseni
problemu dikazy jednoznacnosti feseni apod., 1ze nalézt ve spec1aln1ch ucebni-
cich teorie pruznosti.

Pro feseni konkrétnich tloh teorie pruznosti je velmi dllezity Saint-Venantiw
princip, ktery umoziuje zjednodusit pii analytickém zadani skutecné okrajové
podminky ulohy. Podle tohoto principu stav napéti a deformace v mistech télesa
dostatecné vzdalenych od povrchu, na kterém plisobi vnéjsi sily, je témer stejny,
nahradime-li jedno rozlozeni sil jinym o stejné vysledné sile a stejném vysledném
momentu sil. Napf. pfi bézné tahové zkousce, kdy na vzorek V upevnény
svorkami K plisobime tahovymi silami F a —F (viz obr. 9.1a), Ize podle Saint-
-Venantova principu zanedbat vliv svorek na zplisob, jakym jsou sily F, —F na
vzorek pfenaseny. Napéti ve vzorku V' v dostatecné vzdalenosti od jeho konct
pokladdme za stejné, jako napéti zpiisobené napétovym vektorem o', jehoz
velikost by v obou ¢&elnich plochach vzorku byla konstantni a rovna FJ/S.
Pismenem S je oznacena plocha priifezu vzorku. Smér a smysl vektoru ¢’ na
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kazdé z Celnich ploch splyva se skuteCné pusobicimi silami —F a F (viz
obr. 9.1b). Kdybychom skute¢né rozloZeni vnéjlich sil pii tahové zkousce,
z které je pro vzorek z hookovske latky odvozen elementarni Hooktv zékon pro

a b ‘
Obr. 9.1 Upevndni vzorku pH tahové zkoudce (a).a pfedpokladany stav napéti v ném (b)

tah, nemohli nahradit rozloZenim nap&lovych vektor znizornénym na obr.
9.1b, bylo by analytické zpracovani i tohoto nejjednodussiho elastického poku-
su zna¢né obtiZné,

9.2 Tah

Tahem rozumime naméhani vzorku zndzornéné na obr. 9.1b. VySetiime po-
drobné, jak vypada napéti a deformace ve vzorku pfi tomto jednoduchém typu
namahani. Soustavu soufadnic zvolime zplisobem naznafenym na obr. 9.2.
Q vzorku predpokladame, Ze je kolmym valcem (ty¢i) s obecnym tvarem podsta-
vy (kruh, obdélnik nebo i obecnéjsi plocha). Podatek soustavy soutadnic volime
v jednom bodé& vrchni podstavy. Predpokladame, Ze na valcovych plochach j¢

Bacd

Qbr. 9.2 Soustava soufadnic, ve které popisujeme tahové namahani vzorku
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cisté tlakové) napéti, které ma podél celé plochy konstantni velikost rovnou
poméru F/S, kde F je velikost vn&jsi napétové sily a S plocha prifezu valce.
Piislu$ny napétovy vektor oznadime ¢". Vzhledem k volbé soustavy soufadnic
a dfive uZivanému oznaCovani vektorl napéti na 1plochélch kolmych k osam
soufadnicje ¢ = —¢' navrchni podstavéa ¢ = e v bodech spodni podstavy
valce. ,
Pii vySetfovani tahu se zanedbava vliv vlastni tihy vzorku, vnéjsi objemovéa
sila G, se poklada za nulovou. Rovnice rovnovahy 9(1.1) Ize pak splnit, poklada-
me-li sloZky tenzoru g;; za konstantni v celém objemu vzorku

oylx) = ay. , 9(2.1)
Ve zvolené sestavé soufadnic vektor na vrchni podstaveé vilce ma slozky
o' = (—F/S.00)
a na spodni podstavé je
¢ = (F/S, 0,0).
Okrajové podminky 9(1.4)
¢ = g, 9(2.2)

J U]

pro vrchni podstavu, kde vektor vngjii normaly v ma slozky (—1, 0, 0), davaji
rovnice

F
g - T
11 S
o =0,

Stejny vysledek plyne z podminek 9(2.8) pro spodni podstavu, kde vngjsi norma-
la v ma slozky (1, 0, 0) a ¢ slozky (F/S, 0, 0). Na vélcové ploSe ma vektor
normaly v nulovou slozku v, a nenulovou alespont jednu ze slozek v,, vs.
Napétovy vektor ¢ ma na valcové plose nulovou hodnotu. Rovnice

0 = apvy + 33,

které pro body valcové plochy plynou z podminky 9(2.2), ukazuji, Ze nulovou
hodnotu must mit téZ slozky tenzoru napéti

Gy = Oy =033 = 0. 9(2-5)
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Musime totiZ uvazit, Ze rovnice rovnovahy chceme splnit konstantnimi hodno-
tami g;; (viz 9(2.1)) v celém vlci, a tedy i na jeho povrchu. V rovnicich 9(2.2)
v, @ v; maji ruzné hodnoty v riznych bodech valcové plochy, ale hodnoty
0,5y, 03y = 0,3 & 633 musi ve viech bodech byt stejné. Potom miizeme rovnice
9(2.4) splnit pouze, budou-li slozky tenzoru napéti uvedené v rovnicich 9(2.4)
nulové.

Polozime-li, jak ukazuji rovnice 9(2.3) a 9(2.5),

F .
oy = 3 a ostatni a; = 0 9(2.6)

v celém objemu vilce, bude splnéna jak rovnice rovnovahy 9(2.1), tak i okrajové
podminky 9(2.2). Obraz napéti dany rovnicemi 9(2.6) byva pfi tahovém nama-
hani vzorku rovnou predpokladan. Zde jsme si ukazali, Ze takovy obraz je ve
shodé s obecnymi podminkami feSeni Gloh teorie pruznosti, které jsme uvedli
v piedchazejicim ¢lanku.

Zjistime, jaké deformace odpovidaji napéti danému rovnicemi 9(2.6). Dosaze-
nim do Hookova zakona 9(1.2) dostavame

F/S = o, = Ae; + 2puey; ,

0 = de; + 2uey, ,

0 = Ae; + 2uess ,

0 = 2uey, ,

0 = 2ue;,

0 = 2ue,; . 9(2.7)

Z poslednich tii rovnic soustavy 9(2.7) plyne
e = €3 = ey =0. 9(28)

Osy rovnobézné se zvolenou soustavou souradnic jsou hlavnimi osami tenzoru
deformace pro kazdy bod télesa. Odecteme-li v soustavé rovnic 9(2.7) tieti
rovnici od druhé, zjistime, ze

€y = €33. 9(2.9)

Pouzijeme-li defini¢ni rovnice (viz D 4.4) e; = e;; + ey, + e3; prvnjho inva-
riantu tenzoru a rovnice 9(2.9), dostavame z druhé nebo tfeti rovnice soustavy
9(2.7) vztah mezi slozkami e,; a e,, tenzoru deformace

-
€ = .
22 2( ) 11

——— 9(2.10)
A+ p
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Jak jsme ukazali v &lanku 8.2 (rovnice 8(2.21)), slozky e, a ey tensoru
deformace maji vyznam relativniho prodlouzeni ve sméru prvni, resp. druhé osy
soufadnic. Je-li vzorek z obr. 9.2 naméhan tahem, je e;; kladné a podle 9(2.10)
je pak (4 a u jsou kladné konstanty) e,,, a tedy t€Z e, zaporné. Ve sméru tahu
nastava ve vzorku relativni prodlouZeni, ve sméru kolmém k tahu relativni
zkréaceni. Absolutni hodnota poméru relativniho zkraceni k relativnimu pro-
dlouzeni vzorku namahaného tahem je dalsi charakteristickou elastickou kon-
stantou. Tato konstanta se nazyva Poissonovo ¢islo nebo téZ Poissoniiv pomér.
Oznacime ji yp (aby nedoslo k zameéné s Laméovym koeficientem u, pfidame
index P k normou doporuéenému oznaceni) a z 9(2.10) pro ni dostavame
vyjadieni
= ———l . 9(2.11)

2(4 + u)

e
22
luP = |—

€y

Rovnice 9(2.11) dopliiuje v ¢l. 8.6 uvazované vztahy mezi charakteristickymi
elastickymi koeficienty hookovské latky. V ¢l 8.6 (rovnice 8(6.8)) jsme téz
ukazali, Ze invariant e; ma vyznam relativni zmény objemu vzorku. Pro nestlaci-
telné materialy je

ep = e, + en + e =0. 9(2.12)
Pfi tahovém namahani je podle 9(2.9) e, = €33 a z 9(2.12) plyne

_ L 9(2.13)

2

‘n

€11

Poissonovo ¢&islo up pro nestladitelné materialy ma hodnotu 1/2. U stlacitelnych
latek pii tahovém namahani dochazi ke zvétSeni objemu, potom

ell+2822=el>0.

Jelikoz e;; > 0 a e,, < 0, musi platit

2 lep| < ey
a tedy
1
fp = lexal <.
e 2

Pro b&rné hookovskeé stladitelné latky lezi naméfena hodnota gp v intervalu

9(2.14)

B
A
=
ja~
A
NI

309



UZijeme-li rovnic 9(2.9) a 9(2.10), ziskime pro prvni invariant tenzoru defor-
mace vyjadieni

@ =ens iﬂ. 9(2.15)

Dosadime-li tuto hodnotu za ¢; do prvni rovnice systému 9(2.7), dostavame

F 34+ 2
— =g = MQII . 9(2.16)
S A+ u

Rovnice 9(2.16), kterou, vyjadfime-li relativni prodlouZeni e, jako pomér pfi-
riustku délky Al k piivodni délce / vzorku, mlizeme psat ve tvaru

F 2 )
F_ u(3 + rt)g_l’ 9(2.17)

S A+u

je vyjadtenim elementdrniho Hookova zdkona pro tah. Porovname-li bézny zapis

(znamy napf. ze stfedoskolského studia) tohoto zakona
Al 1F ‘
ab_Lr 9(2.18)
i ES

s rovaici 9(2.17), vidime, Ze konstanta u(34 + 2u)/(A + u) je rovna modulu
pruznosti v tahu, neboli Youngovu modulu E;

34+ 2
E= /i(_’__+_") 9(2.19)
L+ u

Tak jsme ziskali vyjadfeni Youngova modulu podle Laméovych koeficientd.
Vektor posunuti u; v soustavé soufadnic zvolené zpisobem naznatenym na
obr. 9.2 je dan rovnicemi

Uy = €1 Xy
Uy = expnXy,
Uy = €33, , 9(2.20)

neuvazujeme-li, jak odpovida vySetfovani deformace, mozné posunuti a otodeni
télesa jako celku. Lze se snadno pfesv&dcit, Ze vektor posunuti vyjadfeny
slozkami 9(2.20) vyhovuje pro vySetfované tahové namahdani vzorku rovnicim
9(1.3).
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9.3 Smyk a torze

Vyjdeme-li p¥i popisu smyku z vektoru posunuti u,, je smyk v roviné kolmé
k treti ose soutadnic zadan rovnicemi

ult““kX2 )
Uy = 0 s
U= 0 . 9(3.1)

Na obr. 9.3 je znazornéno posunuti fezu kvadru kolmého k ose x, odpovidajici
rovnicim 9(3.1). Obdélnikovy prifez se deformuje na kosodélnik. Pro jeden bod,
piivodné leZici v roving prochazejici pocatkem kolmo k prvni ose soufadnic, je

Obr. 9.3 Deformace fezu kvadru pii smyku

naznaden vektor posunuti u. Z prvni Tovnice soustavy 9(3.1) plyne pro uhel
smyku y vyjadieni

tgy =L =k. 9(3.2)
X2

Vypodteme-li podle 9(1.3) slozky tenzoru deformace odpovidajici vektoru posu-
nuti 9(3.1), dostavame

0

= =0, ep=ey=0,
0x,
1/0u 0 1

612 B —‘1‘ -+ ““u“'2‘> == = k,
2\0x,  0x4 2

Pro dali rozbor smyku vyjdeme z tenzoru malych deformaci 9(3.3), ktery
budeme uvazovat ve tvaru

e, =17, ostatni e¢; = 0. 9(3.4)

V poslednim vyjadfeni jsme polozili k = tgy =7y, kdeyje uhel smyku.
Vzhledem k tomu, e deformace jsou podle piedpokladu malé, piseme rovnost
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9(3.4) jako pfesnou rovnici bez zdiraznéni jeji piibliznosti. Deformaci 9(3.4)
odpovida podle Hookova zakona 9(1.2) napéti

Oy = 2pe;, = py,  ostatni g; = 0. 9(3.5)

Napéti dané v kazdém bodé télesa rovnicemi 9(3.5) spliiuje podminky rovno-
vahy 9(1.1), kdyz zanedbame objemové sily G,. Za smykové namahané téleso
budeme pokladat kvadr z obr. 9.3 a vysetiime okrajove podminky 9(2.3) na jeho

2

AN

<y~

1

-

v
- [——

I

y

Obr. 9.4 Oznaceni normal na hraniénich plochich kvadru

povrchu. Pfi formulaci okrajovych podminek budeme vychazet z nedeformova-
neho stavu télesa, jak odpovid4 klasické teorii pruZnosti. Na obr. 9.4 jsou
zZnazornény normdly na plochiach kvadru kolmych k soufadnicovym osam.
Vektor normaly v' na plode kolmé k prvni ose, orientujeme-li jej ve sméru
rostoucich hodnot x;, ma slozky

vl = (1,0, 0).

Podobné slozky normal v*, v* na plochach kolmych k druhé a tieti ose soufadnic
pfi stejné orientaci jsou

= (01,0) = (0,0,1).

Rovnice 9(1 4) pro hrani¢ni plochu kvédru kolmou k prvni ose, jejiz vnéjsi
normala je v, uréuje slozky vektoru napéti ¢', ktery musi na plochu pii smyku
z vnéjska pisobit

_ L _
0y = OpVy = 0,
gy =0.

Okrdjove podminky na protﬂeh]e sténé kvadru (tato plocha ma vné&jsi normalu
v!) davaji

v o__ v o v o
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Na plochach kolmych k druhé ose soufadnic dostavame

pro plochu s vnéjsi normalou Va
v o_ y v _
gy = —0y oy =03 =0

pro plochu s vnéjsi normalou —v>. Obdobné lze vypoditat, Ze na plochach
kolmych k tieti ose soufadnic je vektor napéti ¢’ nulovy. Vektory 6" plsobici
pfi smyku na kvadr jsou naznadeny na obr. 9.5. Piisobime-li na vrchni podstavu
kvadru silou F a na spodni silou —F, jak je naznaceno na obr. 8.8, bude,
uvazime-li tvrzeni Saint-Venantova principu (konec ¢l. 9.1), smykové napéti
t = F/S. Zvolime-li v obr. 8.8 soustavu soufadnic tak, ze druha osa je kolma
k podstavam, na néz piisobi sily F a —F, a prvni osa ma smér pusobici sily F,
dostavame p¥ipad, ktery jsme pravé vysetiovali. Smykové napéti je rovno sloZce
o,, tenzoru napéti g, = F/S. Vypoctem jsme ukdézali, Ze k vytvofeni smyku je
kromé sil F a —F pusobicich na plochy kolmé ke druhé ose soufadnic nutno
pusobit i silami, které vytvaieji stejné velké smykové napéti g, i na plochach
kolmych k prvni ose soufadnic (viz. obr. 9.5). Pii vykladu k obr. 8.8 jsme
uvadali, Ze tyto sily prenese na vzorek uloZeni U zabrafujici pfevraceni vzorku
jako celku. Nyni vidime, Ze toto uloZeni musi byt takoveé, aby podle Saint-
-Venantova principu vytvofilo ve vzorku na plochach kolmych k druhé ose

2
X L .
0 (xp=b) lo'|=0—12=T
A Y
6“1’0)1 b lexﬁul
a .
1
-
U(xz:C!l

Obr. 9.5 Vektory napéti ¢’ piisobici na povrchu kvadru pfi smyku

soufadnic v ne piili§ velké vzdalenosti od upevnéni rovnomérné rozloZené
smykové napéti o velikosti g,,. V tomto odstavci v souvislosti s odkazem na
obr. 8.8 vyjadiujeme smykové napéti jako 7 = g, = F/S. Dosadime-li toto
vyjadfeni do rovnice 9(3.5), dostavame znovu elementdrni Hookiw zdkon pro
smyk 8(6.28)

T =

F 1F
— =yuy neboli y=——. 9(3.6)
S GS
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Torzi rozumime deformaci ty&e (obecného valce), pii niz dochazi k vzdjemnému
staCeni prufezu kolmych k podélné ose tyde. Rozebereme podrobnéji torzi tyce
kruhového priifezu neboli torzi p¥imého vélce s kruhovou podstavou (obr. 9.6).

™\
U

[

Obr. 9.6 Torze tyde kruhového priifezu

Mirou torze je thel « stoeni dvou prifezli vzdalenych od sebe o jednotkovou
délku. Je-li délka valce /, je tihel ¢ stodeni vrchni podstavy oproti spodni
podstavé dan vyrazem

lo = ¢. 9(3.7)
Obecny element valce je posunut (translace), otoden a deformovan. Na obr. 9.6

je znazornén jeden takovy element. Jeho postaveni pfed torzi je oznaceno K', po
torzi K. NeuvaZzujeme-li posunuti a otodeni kolem tfeti osy, prodéla kazdy

Obr. 9.7 Smykova deformace elementu valce podrobeného torzi

element valce prosty smyk znazornény na obr. 9.7. Vyska elementu zndzornéné-
ho na obr. 9.7 je dx,. Pootoleni roviny, ve které se nachazi vrchni podstava
elementu, proti roving spodni podstavy je tedy o dx;. Pro element vzdaleny r od
osy vélce lze posunuti du vrchni podstavy oproti spodni vyjadfit jako
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du = ro dx,. Pro uhel smyku y v uvaZovaném pribliZeni, kdy tg y pokladdme
roven y, dostavame

y = du/dx, = ro. 9(3.8)

7 elementarniho Hookova zakona 9(3.6) pak pro smykové napéti t pusobici na
podstavach elementu kolmych k ose valce plyne

T o= ure. . 9(3.9)

V soustavé soutadnic zvolené na obr. 9.6 je osa vélce tfeti osou soufadnic
a smykové napéti na plochach kolmych k této ose je tvofeno slozkami g4, @ o'y
tenzoru napéti, tedy (a3,)* + (03, = ()} . Rovina smyku viech elementi je
kolma k poloméru r, proto i smykové napéti 9(3.9) je kolmé k poloméru.
Skalarni nasobek jeho slozek o4, a a3, s vektorem o slozkach (x,, x,), ktery mifi
ve sméru poloméru, musi byt nulovy. Z podminek

(o) + (o) = @F = wirls 9(3.10)

031Xy + T35Xy = 0
dostavame pro sloZky oy, a o3, vyjadieni

031 = —HAXy

Oy = +HoX; - 9(3.11)

(Podminkdm 9(3.10) vyhovuje i feSeni o3, = +uoxy a o3 = —joxX, odpovi-
dajici opa¢nému smyslu torze. Toto feSeni viak z hlediska deformace neni tteba
rozliovat od feseni 9(3.11), a proto budeme déle rozebirat jen feSeni 9(3.11 ))
Pii torzi nepfedpokladame pusobeni jinych neZ pravé uvazovanych smykovych
napéti, proto poloZime viechny ostatni slozky tenzoru napéti rovny nule. Ten-
zor napéti pii torzi kruhového ptimého vilce ma slozky

0'11““022“0'33&“‘712%0,

0'31 = ‘Z/IOCXZ,

O3y == +,LLO€X1 . | 9(312)

e
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Z rovnic 9(3.12) uzitim Hookova zakona 9(1.2) dostavame pro slozky tenzoru
deformace
ey =ep=eyz=¢,=0,

—‘(xx2
ey = ,
31 2
ey = —1. 9(3.13)

Zanedbame-li pasobeni objemovych sil, vyhovuje napéti 9(3.12) podminkam
rovnovahy, jak se lze presvédcit dosazenim jeho slozek do rovnic 9(1.1). Napéti
na plasti valce pfi torzi ma byt nulové. Okrajové podminky 9(1.4) pro plast valce
po dosazeni slozek napéti 9(3.12) davaji

o33 =0,
Oyv3 = 0,

Normala k plasti valce ma nulovou tfeti sloZku v;, a proto prvni dvé rovnice jsou
trivialné splnény. Pro splnéni tfeti rovnice je nutno uvazit, Ze normala v na
valcové plose ma smér poloméru

v, = kx, a v, = kx,, 9(3.15)

kde k je konstanta volena tak, aby normala v méla jednotkovou velikost.
Dosadime-li z 9(3.15) a 9(3.12) do posledni rovnice 9(3,14), dostavame

— pox,kxy + poxikx, = 0,

coz je ziejmé splnéno. Nema-li ty¢ podrobena torzi kruhovy prifez, rovnice
9(3.15) neplati a splnéni tfeti podminky 9(3.14) na plasti valce puisobi obtize.
Ukazuje se, ze pro splnéni podminek ¢l. 9.1 v pfipadé tyce nekruhového priifezu
je tfeba uvazovat i posunuti ve sméru podélné osy tyce. Prifezy kolmé k ose tyce
prestavaji po torzi byt rovinnymi.

Na vrchni i spodni podstavé budou okrajové podminky 9(1.4) splnény, kdyz
vektor napéti o] = o;; bude v kazdém bodé podstavy roven z vngjsku
pusobicimu napéti. Pfesné by to znamenalo, uvazime-li zadani tenzoru napéti
rovnicemi 9(3.12), vytvofit na obou podstavach vnéjsi smykové napéti piisobici
ve sméru kolmém k polomértiim kruhovych podstav, pficemz velikost smyko-
vych napéti by podle 9(3.9) vzrustala se vzdalenosti od stfedu kruhu. Na
obr. 9.8 je smér a velikost takovych smykovych napéti 7 znadzornéna vektorovy--
mi Sipkami. Vzhledem k opa¢nému smyslu normal na obou podstavach bude na
nich i rozdilny smysl, ve kterém se smykova napéti snazi podstavou otocit. Pti
konkrétni realizaci torze nemusime. vytvofit na podstavach rozloZeni napéti
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presné odpovidajici obr. 9.8. Takové rozloZeni se podle Saint-Venantova prin-
cipu ustavi v dostatecné vzdalenosti od koncu tyce (valce), i kdyz torzni napéti
na konci tyde vytvofime jinym zpisobem. Musime vSak zachovat vysledné
silové puisobeni, v daném pfipadé musime zachovat velikost M vysledného

Obr. 9.8 Idealni rozlozeni napéti na podstavé torzné namahaného valce

momentu sil. Tuto velikost vypo&teme. Smykové napéti 7 je kolmeé k poloméru.
Elementarni piispévek dM k vyslednému momentu sil M je pak dan pfimo
soudinem elementu sily 7 dS a vzdalenosti r jejiho piisobisté od osy valce
dM = rzdS . Velikost M vysledného momentu sil piisobicich pfi torzi na
podstavu valce je tedy

M = Jrr ds . 9(3.16)
N

Dosadime-li do 9(3.16) velikost t danou rovnici 9(3.9) a provedeme-li vypocet
plo$ného integralu pres kruhovou plochu poloméru R podstavy valce, dostane-
me postupné

R « mR*
M = Jr/uroz ds = ,uocj J‘ rrdep dr = a S 9(3.17)
s 0 0 ‘

Dosadime-li za « podle 9(3.7) a za u piSeme v praxi ¢ast&ji uzivané oznaceni
G modulu pruznosti ve smyku, ziskame dulezity vzorec

Go nR*
M = (”2’; , 9(3.18)

ktery udava moment sily M potiebny ke stoceni o tuhel ¢ valce poloméru R
a délky /. Umérnost mezi ithlem stoCeni a momentem sily M platiipro torzi tyce
slozitgjsich prufezl. PiSeme

M = D¢
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a konstantu umérnosti D nazyvame direkénim momentem. Ty¢ kruhového pri-
fezu ma direkéni moment

4
p =K. 9(3.19)

21

jak plyne z rovnice 9(3.18). Odvozeni vztahu M = D¢ je provedeno v ramci
klasicke teorie pruznosti. Dochazi-li pfi torzi k velkym deformacim ty&e, mo-
ment M prestava byt umérny thlu ¢. Vztah M = D¢ plati pro kazdou ty¢ jen
do urcite hodnoty hlu stoeni ¢,. Pro kruhové ty¢e malého poloméru a znacné
délky (draty) je viak umérnost dobfe spln¢na do znaénych hodnot Ghlu p,. Uhel
¢ je veliina, kterou lze méfit s velkou pfesnosti. Pii malych prifezech a znac-
nych délkach tyce, které v tomto pfipadé nazyvame vlakny, direkéni moment
D muze byt velmi maly. Rovnice M = D¢ pak umoziiuje citlivé méfeni
momenti sil M. Torzné namahand vlakna se uZivaji v fadé citlivych méficich
pfistrojd, napf. v nejcitlivgjsich galvanometrech, v torznich vahich a podobné.
VeliCiny M, ¢, R a | pfi torzi vilcové tye jsou snadno méfitelné, na zdklade
rovnice 9(3.18) Ize tedy stanovit modul smyku G materialu, ze kterého je tyd
vyrobena. V BroZoveé knize (viz seznam literatury) lze nalézt popis citlivych
pfistroji a riznych metod méfeni uZivajicich torzné namahanych vlaken.

9.4 Ohyb

Ohybem rozumime deformaci ty¢i silami kolmymi k jejich podélné ose. Z prak-
tického hlediska je ohyb tyce velmi dilleZitym typem deformace. Tyée ohybove
namahang, fikdme jim v této souvislosti nosniky, jsou soudasti nejriznéjsich
konstrukei, Pfesné vySetfeni ohybu z hlediska zde vyloZené teorie pruznosti je
obtizné. Pfi vySetfovani ohybu se ¢asto uZiva zjednodusena teorie vychazejici

S

RN

2
Qbr. 9.9 Vetknuty nosnik

« nékterych ne zcela presné splnénych piedpokladii. Ukéazeme, jak se podle této
zjednodusené teorie vySetiuje ohyb vetknutého nosniku.

Vetknuty nosnik je na obr. 9.9. Ty¢, jejiz jeden konec je pevné spajeny se
sténou §, je na opacném konci zatizena silou F. Ve zjednoduseném rozboru se
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uvazuje pouze moment sily, vytvofeny silou F a ne jeji smykovy ucinek. Cini se
predpoklad, ktery ve skuteénosti neni spinén, Ze viechny body leZici pfed
deformaci v jedné roving kolmé k ose tyce ziistivaji body jedné roviny kolmé

Obr. 9.10 Usek obnuté ty&e

k ose tyce i po deformaci. Dale budeme stejné jako v predchazejicich tlohach
fefenych nezjednodusenou teorii pruznosti zanedbavat vlastni tihu nosniku.

Na obr. 9.10 je znazornén elementarni isek ohnuté ty¢e mezi dvéma rovinny-
mi priifezy. JelikoZ rovinné prifezy byly rovinnymi a kolmymi k ose tyce i pfed
ohnutim, je vrchni ¢ast tyée ohybem protaZena a spodni Cast stlacena. Mezi
obéma &astmi tyde leZi rovina, v niz podéina deformace je nulova. Tuto rovinu,
jejiz pramét je na obr. 9.10 zndzornén Carkovang, budeme nazyvat neutrdlni
rovinou. Pro elementarni usek tyée predpokladame, Ze je ohnut do kruhoveho
oblouku; polomér tohoto oblouku mé&feny k neutralni rovin€ znac¢ime R. Delka
elementu ds méfena v nedeformované neutrdlni roving je

ds = Rda.

Délka ds’ vlakna leZiciho v roving tyde vzdalené R + & od stiedu kiivosti
S elementu je

ds' = (R + &) da.,

Pred deformaci byla délka takového vlikna ds. Relativni prodlouZeni (pro
& < 0 se jedna o zkraceni) vlakna neboli jeho podélna deformace

[ R -4 — £
ezds dsx( + &) do Rda;%l o(4.1)

ds R duo

Pii vysetfovani deformace vztahujeme v klasické teorii pruZnosti v§echny tivahy
k nedeformovanému stavu télesa. V soustavé soufadnic zvolen¢ na obr, 9.9
budeme predpokladat, Ze prvni osa soufadnic lezi v neutralni roviné. Potom
deformace e dané rovnici 9(4.1) je slozkou e, tenzoru deformace a £ zndzornéne
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na obr. 9.10 je rovno — x,. Pro slozku e, tenzoru deformace v ohnutém nosniku
tak dostavame vyjadfeni

e, = —=. 9(4.2
11 R (4.2)

Podle Hookova zakona pro tah 9(2.16) s uvaZenim 9(2.19) piifazujeme defor-
maci 9(4.2) napéti

o, = Ee;y = —x,. : 9(4.3)
i 11 R
O ostatnich slozkach napéti budeme predpokladat, Ze jsou nulové i kdyZ na
konci nosniku tento predpoklad ziejmé odporuje okrajovym podminkam.
Sila F piisobici na konci nosniku, ktery ma délku /, vytvofi v priifezu tyce
vzdaleném x; od stény S moment o velikosti

M= F(-x,). 9(4.4)

Tento moment musi byt roven momentu sil, ktery v prifezu vytvaii napéti
9(4.3). Velikost momentu, ktery napéti o;; vytvaf, viici ose dané priisecikem
uvazovaného prifezu a neutralni roviny (rovina x, = 0) je

E
S R S

Integrace probiha ptes celou plochu S prufezu. Velikost vyrazu _[ng dS je urcena
velikosti a tvarem plochy priafezu. Tuto veliCinu nazveme plosnym momentem
a znacime ji I,

M =

%=fgw. 9(4.6)
3
S oznacenim I, je moZno rovnici 9(4.5) zapsat ve stru¢ném tvaru
E
M==1,. 9(4.7)
R

Z vyrazu 9(4.7) plyne, Ze pti dané hodnoté M a E je R tim vétsi, ¢im vétsi je L,
Je-li ploSny moment prifezu tyce vétsi, nosnik se méné ohne. V&tsi ploné
momenty maji pii stejné celkové velikosti plochy prifezy, jejichz plocha je
soustfedéna ve vétsich vzdalenostech od neutralni roviny. Proto byvaji v praxi
oblibeny nosniky s prifezem ve tvaru pismen T a 1.

Priseciku neutralni roviny s osou x fikame neutralni vlakno. V ramci uvazo-
vaného pfiblizeni ur¢ime tvar ohnutého nosniku, stanovime-li ohnuti neutralni-
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ho vlakna. Rovnici neutralniho vldkna zapiSeme jako funkéni zavislost (viz
obr. 9.11)

X, = X,(x;) . 9(4.8)
o dx,
Z
7
7 o
A H A&
doc
2

Obr. 9.11 Naért k odvozeni rovnice neutralniho vlakna nosniku

P¥i malém ohybu nosniku, ktery pfedpokladame, plati pfiblizny vztah

d? 1
s R 9(4.9)
dx} R
mezi druhou derivaci funkce 9(4.8) a polomérem kfivosti R kfivky. Vztah lze
objasnit z obr. 9.11, podle které¢ho plati

dx,
—= = tga = a;
dx,
Rda = ds = dx,, -~ 9(4.10)

neboli

1 da d (dxz) B d2x2

’Izzdxlzd—xlg;l‘ dx%

V rovnici 9(4.7) je M funkci x;. Dosadime-li do 9(4.7) vyjadfeni 1/R podle 9(4.9),
dostavame diferencialni rovnici

% Mx,) 9(4.11)

pro hledanou funkci 9(4.8). Rovnice 9(4.11) je zakladni rovnici zde vyloZené
zjednodusené teorie ohybu ty&i. Pro znamy prubéh momentu sily M podél délky
tye ziskame fesenim rovnice 9(4.11) tvar neutralniho vlakna v ohnuté tyci.
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Moment sily M(x,) vetknutého nosniku je dan funkci 9(4.4). Dosadime-li ji
do rovnice 9(4.11), dostaneme

d? 1
SR R - x). 9(4.12)
dxj  EI,
Rovnici 9(4.12) Ize p¥imo integrovat
dx, Fi Fx}
e ST . T RO 9(4.13)
dx, EI, 2EI,

Derivace dx,/dx, udava smér teny neutralniho vldkna. Ze zpiisobu vetknuti
nosniku (vizobr. 9.11) plyne dx,/dx; = 0 pro x; = 0, atedy C; = 0. Dalsi
integraci rovnice 9(4.13) dostavame
Fix}  Fx]
Xp= Ll T e, 9(4.14)
2EI,  6EI,

Konstantu C, opét polozime rovnu nule, protoZe pro x; = 0 musi byt
i x, = 0. Tvar neutrdlniho vlakna vetknutého nosniku je v uvazovaném
pfiblizném vyjadFeni dan rovnici

2 3
% = (i_’fi _ .ﬁ) _ 9(4.15)

Dosadime-li / za x; do 9(4.15), dostavame pro posunuti x; volného konce
nosniku ve sméru plsobici sily F vyjadreni

xl TR e, 9(4.16)

Obr. 9.12 Prihyb podepfeného nosniku zatizeného silou F,

Posledni vyraz lze uzit i pro vypocet prithybu 4 nosniku uloZeného na dvou
oporach vzdalenych od sebe o délku L, ktery je uprostied zatizen osamélou silou
F, {obr. 9.12). Na podpérnych hrotech H pisobi vzhledem k symetrii sily
o velikosti F,/2. V mistg, kde pisobi sila F,, ma nosnik vodorovnou te¢nu,
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a uvazujeme-li ptlku nosniku, jsou pro ni geometrické podminky stejné jako
u vetknutého nosniku. Pro vypocet prithybu d pak uZijeme vzorec 9(4.16), kam
za délku / dosadime L/2 a za velikost sily £ hodnotu F)/2; dostavame

R
48EI,

9(4.17)

Jak jsme jiz uvedli, lze vzorec 9(4.11) uzit i pro jiné zavislosti M (x,), nez je
zavislost dana rovnici 9(4.4). Pfedpokladame-li moment M = konst , mluvime
o &istém ohybu a z 9(4.11) dostavame pro tvar neutralniho vidkna rovaici

1 /1 n
X, = — («Mx] + Cix; + Cz) . 9(4.18)
Elp \2

Podle 9(4.9) parabolicka zévislost 9(4.18) vede na konstantni kfivost nosniku,
R = konst , co? oviem pii M = konst plyne téz pfimo z rovnice 9(4.7).
V obecném piipadé zahrnujeme do momentu M(x,) pfispévky rizné rozloze-
nych vngjsich sil piisobicich na nosnik i pisobeni vlastni tihy nosniku. Nékteré
pfipady ohybu lze presné fesit teorii pruZnosti, aniz uzivame zde vyloZenych
zjednodusenych predstav. Reseni &istého ohybu a ohybu vetknutého nosniku,
u kterého ve skuteénosti dochazi ke zborceni rovin pivodné kolmych k ose
nosniku, lze nalézt napf. v knize BrdiCkove.

9.5 Deformace valce vlastni tihou

Budeme nyni vySetfovat deformaci télesa, u aéhoz nezanedbame vlastni tihw.
Aby Feseni bylo jednoduché, zvolime kruhovy, homogenni {hustota ¢ = konst}
valec upevnény tak, Ze jeho osa ma smér tihove sily G a bod 8, kde osa protind
vrchni podstavu (stfed vrchni podstavy), je upevnén. Osou valce proloZime
1. osu soufadnic, pocatek soustavy soufadnic zvolime ve stiedu spodni podsta-

2

"Obr. 9.13 Upevnéni valce a volba soustavy sonfadnic pro vypodet jeho deformace vlastai tihon
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vy, smér druhé a tfeti osy soufadnic v roviné podstavy je libovolny (obr. 9.13).
Vngéjsi sily piisobici na valec jsou objemova tihova sila (viz 8(4.2)) G o slozkach

G,=G;=0. 9(5.1)
a plosné sily na povrchu vélce. Na spodni podstave a na valcové plose jsou vnéjsi
plosne sily, tedy i ptislusné vektory napéti 6”, nulové. Na vrchni podstavé piisobi
v bodé€ zavésu sila F mifici ve sméru a smyslu osy x;. Jeji velikost je F = GV, kde
V' je objem valce. Podle Saint-Venantova principu zaménime toto diskrétni
rozlozeni sil na vrchni podstavé rozloZzenim pro vypodet jednodus§im. Budeme
pfedpokladat, Ze na vrchni podstavé plsobi napétovy vektor konstantni veli-
kosti ¢" = ggl mifici vzhiiru. Velikost celkové sily piisobici na vrchni podstavu
¢'S = 9IS = ¢gV = GV je shodna s velikosti sily . Na povrchu valce tedy

pusobi napétové vektory o slozkach
o] = oygl, oy =05 =0 na vrchni podstave, 9(5.2)
o! =0  na zbytku povrchu. 9(5.3)

Okrajové podminky 9(1.4) o = gy¥; lze rozebrat podobné jako v €l. 9.2 a plyne
Z nich

Ty = 033 = 033 =0 na plasti valce,

Oy =0 =0;3=0 na spodni podstavé (x; = 0),

oy =e09l, 0, =0, =0 navrchni podstavé (x;=10). 9(54)

Rovnice rovnovéhy 9(1.1), dosadime-li do ni za G, z 9(5.1), zni

o Jo Jo
i, %%, 9%

eg =0,
0x, 0x, 0x5
0 0 0
2V i 0y n O3 _ ’
0x, 0x, 0x4
003 | Do | Qo _ 9(5.5)

0x, 0x, 0x4

Podle 9(5.4) ze viech slozek o, j na povrchu valce jediné slozka o,, na vrchni
podstavé je nenulova. Budeme tedy pfedpokladat, Ze vSechna o; s vyjimkou oy,
Jjsou nulova v celém objemu valce. Potom jsou druhé dvé rovnice soustavy 9(5.5)
splnény identicky a prvni rovnice dava

doy,

= 0g . 9(5.6
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Z rovnice 9(5.6) dostavame pro jedinou nenulovou slozku gy, tenzoru napéti
vyjadfeni '

oy = g%y + f(x, %3) - 9(5.7)

Podle 9(5.4) ma byt a;; = 0 pro viechny body spodni podstavy, tj. pro x; = 0
a libovolna x,, x; spliiujici podminku x% + x% < R?, kde R je polomér
podstavy valce. Na vrchni podstave, tj. pro body x; =l a x,, x5 spliujici
podminku x2 + x3 < R?, je ), = ¢gl . Méme-li vyhovét témto podmin-
kam, musime polozit v 9(5.7) f(x,, X;) = 0, tedy

o1y = Q9% - 9(5.8)
Napéti dané slozkami
011 = Q9% » Oy = 033 = 03 = 01y = 03 =0 9(5.9)

splituje podminky rovnovahy 9(1.1) a okrajové podminky 9(1.4). Bez diikazu
uvedeme, Ze splituje i podminky kompatibility. Jelikoz lze dokéazat, ze uloha
nalézt napéti ;; vyhovujici prave uvedenym podminkdm ma jednoznacné feSeni,
je 9(5.9) hledanym napétim ve vySetfovaném valci.

Najdeme deformace pfislusné napétim 9(5.9). Dosadime-li slozky napéti
9(5.9) do Hookova zakona 9(1.2), dostavame stejné rovnice 9(2.7) jako v pfipa-
dé& tahu. Pro ziskani slozek deformace neni podstatné, Ze nyni o, je funkci x;
a v rovnicich 9(2.7) bylo konstantni. Algebraicky postup, ktery jsme uZili pfi
feseni rovnic 9(2.7), z néhoz plynulo

ey = % J
€y = €33 = THy = _ﬂpgl_l )
E
e, =€ =63 =0, 9(5.10)

zistava v platnosti i nyni. Deformace vyvolané v uvazovaném valci jeho vlastni
tihou jsou dany tenzorovou funkci 9(5.10), ktera, dosadime-li do ni za o,
z 9(5.9), ma explicitni tvar

0. — 29Xy
1 £
. T He9%
€y = €3 = ’
E
e, =e3=¢;=0. 9(5.11)
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Ze sloZek tenzoru deformace stanovime vektor posunuti u; = u(x;) . Z rovnice

9(1.3)
1/0u, du;
iy
2\ox;  0x;
dostavame '
3, ol d
du_egx  w dwm
0x, E 0x,  0x
Quy _ —He9x  Ow uy
0x, E ox;  0x4 ’
ou — It 0gX du du
0x;5 E ox;  0x,
Z rovnic na levé stran€ soustavy 9(5.12) plyne
i
09Xy
U, = + filx, , x3),
1 2K %25 x3)

3

— J1,0g% X
uy = ‘*LE“”I‘E + filx; 5 x3)

u,::ﬁ%ﬂﬁé+ﬁ@“%y 9(5.13)

‘Dosud neurcené funkee fi(x,, x;), (X, X3) a f3(x,, x,) lze uréit fesenim rovnic
na pravé strané soustavy 9(5.12). Po podrobném feSeni, které neuvadime, dosta-
neme :

u, = %I:x% + ,up(x§ + x%)} + kyxy + kyxy + k;,

- XX
wy = I s b kx4 ks,
E

Uy = “_"Pzgﬂ — kexy + koxy + kg . 9(5.14)

Konstanty k,, k;, k, charakterizuji otoceni valce jako celku, a proto je poloZzime
rovay nule. Podle zadani tlohy (viz téZ obr. 9.13) pfedpokladidme u; = 0 pro
bod x; =1,x,=x3=0. Z této podminky plyne ks =k =0 a
—ogl/2E = k, , uvazime-li, Ze jsme jiz polozili k, = ky; = k, = 0. Koneéné
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vyjadieni pro vektor posunuti zde uvazovaného valce namahaného vlastni tihou
je

_ 89l » 2 2 2
u = ﬁ[xl - P+ pylx + xs)]»

b = — Hpl9X1%)
2 E ’

uy = THRIX XS 9(5.15)
E

Prvni z rovnic 9(5.15) ukazuje, Ze bod na ose valce (x5 = x5 = 0) klesne o uisek
delky

29 n 2
Al = = (I — x7). 9{5.16
- (5.16)

Priifez kolmy k ose valce se stane rotaénim paraboloidem, jehoZ body vzdalené
od osy lezi vy$e nez vrchol paraboloidu leZici na ose valce. Z druhych dvou
rovnic plyne, Ze posunuti ve smeéru radidlnim

u, = :—Lg’—ggxlr 9(5.17)

sméfuje k ose valce s vyjimkou bodd ve spodni podstavé, kde je nuloveé. Valec
se ve své vrchni &asti zuzi. Z rovnice 9(5.17) plyne, Ze piimky rovnob&zné s osou
(r = konst) zistanou piimkami i po deformaci, nebot u, je pfimo Umérne

1

Obr. 9.14 Tvar valee (pina ¢ara) po jeho deformaci viastni tthou

soutadnici x,. Na obr. 9.14 je osovym fezem znazornén tvar, ktery valec zaujme
po deformaci. Jeho tvar pred deformaci je znazornén arkovang. Nevy3etiuje-
me-li podrobné& poméry v pficnych pritfezech tyge (napf. n drath) a zajima-li nas

327



pouze jeji osové prodlouzeni vlastni tihou, miizeme k vyrazu 9(5.16), ktery pro
X; = 0 dava celkové prodlouZeni ty¢e Al = ggl*/2E, dojit jednodussi tvahou,
jak je ukazano v feSené uloze ¢&. 6.

Resené ulohy

1. Jaké jsou hlavni sméry tenzoru napéti o; pfi smyku?
Reseni. V ¢&l. 9.3 je smyk popsan v soustave soufadnic, v niZ pouze jedina
slozka tenzoru napéti je rizna od nuly (viz rov. 9(3.5))
O =0y =71, ostatni o; =0. (1)

Na plose kolmé k hlavnimu sméru tenzoru napéti musi napéti byt bud éist)'/m
tahem, nebo Cistym tlakem (piipadné mize vymizet), tedy napétovy vektor a
musi mit smér normaly k plose

o = ov,. (2)

i 1

Vyjadtime-li vektor g podle vzorce 9(1.4), dostavime podminku pro jednotko-
vy vektor normaly v, leZici ve sméru hlavni osy tenzoru napéti

oy = ov;. (3)
Dosadime-li z (1) do (3), dostavame
OV = VG,  Oyv =vo, 0= V30 . (4)

Ze (4) plynepro v; =0 a ¢ # 0

2_ 4
W ©
apro 0 =0
=1, v =v=0. (6)
Rovnici (5) Ize splnit, kdyz v, = v, nebo v, = —v,. V soustavé soufadnic

ze ¢l. 9.3 jsou tedy jednotkové vektory ve sméru hlavnich os tenzoru napéti

= (V2/2,2/2,0), V"= (=y2/2,2/2,0) a V0,0,1).
J (—v2/2,/

Sméru v' odpovida velikost hlavniho napéti ¢ = o, = v a sméru v! velikost
hlavniho napéti ¢ = —g,, = —7. V soustavé soufadnic spjaté s hlavnimi
osami tenzoru setrvacnosti — tato soustava je otofena podél spoleéné 3. osy
soufadnic o0 45° vii¢i soustavé soufadnic uzité v ¢&l. 9.3 — se smyk jevi jako &isty

328



tah na plose kolmé k prvni (I) ose soutadnic a Cisty tlak na ploSe kolmé k druhé
(I) ose soufadnic.

2. V bod& télesa jsou znamy hodnoty sloZek tenzoru napéti o, =
= 500 Pa, g,, = 0, 033 = —300 Pa, g, = 500 Pa, 63 = 800Pa a &y =
= —750 Pa. Urdete napéti psobici na plosku, jejiz jednotkovy vektor ve
sméru normaly v = (1/2, 1/2, 1/\/5).

Re)é.eni. Pro vektor napéti aiv plisobici na ploe s normalou ; plati vyjadfeni
9(1.4

Y
g, = aijvj.

Dosazenim do tohoto vztahu dostivame

’ N ‘o <500 + 500 N 800> p
o) = oyv + oV ve = | — 4+ + —

1 1V1 12%2 13V3 5 3 72
Obdobnym postupem dostaneme o, = —280 Pa a oy = —187 Pa. Vektor
napéti ¢* = (1066, —280, —187) Pa . Velikost napéti |¢’| = 1118 Pa, nor-
malové napdti o) = o}v; = 260 Pa a tené napéti o, = (o' — o?)* =
= 1087 Pa.

3. Modul pruznosti v tahu E a modul pruznosti ve smyku G piestavaji byt
nezavislymi konstantami pro nestlacitelné latky. Urcete pro takové latky vztah

mezi F a G.
Reseni. Rovnici 9(2.19) je dan vztah mezi £ a Laméovymi konstantami 4 a p

G(31 + 2G
E = __(_’L___) (1)
A+ G
Pii zapisu vztahu (1) jsme uZili identity 8(6.30) u = G . Pro nestlacitelnou
latku je Poissonovo &islo p, = 1/2az 9(2.11), 9(2.13) dostavame
A 1

200+ G) 2

a = 1066Pa.

)

Rovnici (2) Ize splnit pouze, kdyZz 4 5 o0 . Vlimit¢ 1 — oo dostdvame pak
z (1) hledany vztah

34
E=1imw=3a_
A0 A+ G

4. Kvadr rozméra | = 0,5m, a = 0,01 m, b = 0,005 m je ve sméru své
nejdel$i hrany oznadené / napinan silou o velikosti F = 5.10° N . Urcete
prodlouzeni Al, ptiéné zkraceni Aa a Ab a piiriistek objemu AV kvadru. Latka,
ze které je kvadr zhotoven, je idedlné elasticka o modulu pruznosti v tahu
E = 22 .10° Pa a modulu pruznosti ve smyku G = 8,3 . 10'° Pa.
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Refeni. Pfimym wuZitim vzorch ¢l 9.2 ziskime Al = 2,3.107%m,
Aa=15.10""m,Ab =0,7.107°m a AV=4.10""m’.

5. Vialec o hmotnosti m = 2 kg, poloméru r = 0,1 m zavésime ve sméru
jeho ‘osy na ocelovy (G = 8,3 . 10! P) drat délky [ = 1m a poloméru
R =5.10"*m. Spoj mezi dritem a vilcem je pevny. Urete dobu kmitu
T torznich kmitd valce.

Reseni. Pro valec napiSeme pohybovou rovnici pro otadeni télesa kolem

pevné osy 7(3.12)
dw d’p 0
J—] = J—] = MY, (1)
dt de?

Moment setrvaénosti kolem osy valce J = mr?2 . Stod¢ime-li drat o {hel
¢ z jeho rovnovazné polohy, plsobi drat na valec momentem sily (viz 9(3.18))
_ nGR*

M® = —kp, kde &k ot ()

Dosadime-li z (2) do (1), dostavame pro pohyb vélce, ktery v tomto uspofadani
nazyvame torzni kyvadlo, rovnici
d2
12l ok, )
de
jejimZ feSenim dostavame

p = ®ysin(wt + ) . (4)

Vrovnici (4) @ = (k/J)"* a @, a jsou konstanty dané po&ateénimi podmin-
kami, Doba kmitu torzniho kyvadla T = 2nj/w = 2n(J/k)"* =
= (2/R?) (nmr?l/G)"? . Ciseln¢ T = 7,0s.

6. Stanovte, jak se prodlouZi elasticka ty¢ délky / a hustoty g plisobenim své
viastni tihy? Ty¢ je na svém hornim konci upevnéna tak, Ze miii svisle dold.
Modul pruznosti v tahu latky, ze které je ty¢ zhotovena, je E.

Reseni. Podél tyée poloZime osu x tak, aby kladny smysl osy mifil proti
smyslu tiZe a pocatek osy byl u spodniho konce tyde. Tiha ty¢e pod mistem
o soufadnici x bude G = ggSx (S prifez tyde, g tihové zrychleni) a zpisobi
vmisté x napéti ¢ = ggx . Z Hookova zakona 9(2.18) dostavame pro deforma-
ci e v misté x vyjadfeni e = o/E. Celkové prodlouZeni tyde Al ziskame
integraci lokalni deformace e podél délky tyce

! l lZ
Al=jednggfxdx:gg——.
0 EJ, 2E
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Kapitola 10
Mechanika tekutin

10.1 Kapalina a plyn

Ndzev tekutina uivdme jako spoleéné oznaceni pro kapalinu a plyn. Mechanika
tekutin zna&i mechaniku kapalin (hydromechaniku) a mechaniku plynd (aero-
mechaniku). Mechanické chovani kapalin a plynt je do té miry podobné, Ze je
vyhodné jeho obecny popis délat spoleéné, pouze pii diskusi dil¢ich vysledki
rozlisit zvlastnosti obou druhii latek. Nejprve se budeme zabyvat dokonalou
tekutinou. Je to spojité rozprostfena latka (kontinuum), pro kterou v kazdém
bodé plati rovnice

oy = — 0D, kde p=0. 10(1.1)

U

Napéti g;; je Cisty tlak stejné velikosti p na vSech rovinach prolozenych danym
bodem. Smykovd napéti (slozky o, pro které i # j)jsou v dokonalé tekutiné vidy
nulovd: dokonald tekutina se nebrani zméné tvaru. Z uvah ¢lanku 8.6, napf.
z rovnice 8(6.31), pak plyne, Ze modul pruznosti ve smyku je pro takovou latku
nulovy

G=0. 10(1.2)

Podminka p = 0 je vyjadfenim toho, Ze v dokonalé tekutiné nelze realizovat
tahova napéti.

U dokonalé kapaliny predpokladame dale, Ze jeji hustota ¢ je ve viech bodech
a za puasobeni libovolnych vnéjsich sil konstantni

¢ = konst . 10(1.3)

Jelikoz pusobici sily mohou podle predpokladu p = 0 byt pouze tlakove,
formulujeme zpravidla podminku 10(1.3) vétou: Dokonald kapalina je nestlali-
telnd. Uzijeme-li znovu vysledki ¢lanku 8.6, miZeme fici, Ze prvni invariant e
tenzoru deformace je pro dokonalou kapalinu roven nule

e =0. 10(1.4)
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V rovnici 8(6.21) o; = Ke; je na pravé strané ¢; = 0 a na levé strané
nenulovy vyraz o) = 0| + 0y + 033 = —3p . Konstanta K, musi byt neko-
necné velka. Konstanta K, je rovna trojnasobku modulu stlacitelnosti &k (defi-
novan rovnici 8(6.34)), a tedy modul stladitelnosti dokonalé kapaliny je neko-
ne¢né velky

k= o. 10(1.5)

Dokonaly plyn je stlacitelny. Zname-li stavovou rovnici plynu, miZeme po
vymezeni podminek probihajiciho déje (izotermicky, adiabaticky apod.) urdit
hustotu plynu jako funkci tlaku p v daném misté y,

0 = olp) = o(p(») - 10(16)

Plyn, jehoz hustotu Ize vyjadfit rovnici 10(1.6), nazyvame barotropni.

Je-li hustota dokonalé kapaliny konstantni, musi jisté jeji mnoZstvi zaujimat
vzdy stejny objem. Plyn je rozpinavy, a proto objem uritého mnoZstvi plynu je
dan objemem nadoby, ve které je uchovan.

Abstrakce dokonalé tekutiny vystihuje maly odpor realnych kapalin a plyni
k tvarové zméné. Odpor redlnych tekutin k tvarové deformaci je koneény
a vystihujeme jej zpuisoby popsanymi v ¢l. 8.6. Chovani newtonovské viskézni
tekutiny probereme v poslednim ¢lanku této kapitoly. Pfedstava nestlacitelnosti
dokonalé kapaliny odpovida velkym hodnotam modulu stladitelnosti realnych
kapalin ve srovnani s jejich malym odporem k tvarové zméné. Piedstavy
o struktufe plynt a kapalin, z nichz 1ze zdtivodnit vlastnosti vystizené rovnicemi
10(1.1), 10(1.3) a 10(1.6), budou vyloZeny v u¢ebnici Uvod do molekulové fyziky
E. Svobody a kol.

10.2 Rovnovaha tekutin

Rovnice rovnovahy kontinua 8(5.8), dosadime-li do ni vyjadfeni napéti podle
10(1.1) dava rovnici

—0
—PiG =0, 10(2.1)
0y;
kterou miizeme zapsat téz ve tvaru (srovnej D.5)
grad p=0G.

Objemova sila G, (viz 8(4.2)) je sila pusobici na jednotkovy objem. Napt.

v tihovém poli je G, = gg; (srovnej 9(5.1)). Objemové sily jsou Gmérné
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hmotnosti objektu, na ktery pisobi, a tedy v tekutiné umérné jeji hustoté
o. U kapalin je hustota ¢ konstantni, a napiSeme-li rovnici 10(2.1) ve tvaru

6p_

G, 10(2.2)
aJ’i

1

miZeme jeji pravou stranu stanovit pied feSenim rovnice. Hustota plynt je
proménna a zavisla na tlaku p. Kdy?Z tuto zavislost vyjadiime podle 10(1.6), je
prava strana rovnice 10(2.2) funkci tlaku a jeji hodnotu nelze pfed feSenim celé
rovnice stanovit. Pro plyny je proto vyhodnéjsi misto objemoveé sily G, zavést do
rovnice 10(2.2) intenzitu silového pole (viz 2(4.25)), kterou znaéime I;. Intenzita
silového pole je sila pisobici na jednotku hmotnosti. Jeji vztah k objemové sile
G, je tedy

G.
I =1, 10(2.3)
Q
Zavedeme-li do rovnice 10(2.2) intenzitu silového pole 10(2.3), dostaneme
10
LA 10(2.4)
Q ayi

Pravou stranu této rovnice je mozno i pro plyn stanovit explicitné jiz pied
feSenim. Proto ji pro obecnou formulaci podminek rovnovahy tekutin byva
davana ptednost pied rovnici 10(2.1).

Rovnice 10(2.4), a téZ jeji tvar 10(2.1), se nazyva rovnice hydrostatické rovno-
vdhy. Resenim rovnice hydrostatické rovnovahy je stanoveni funkce

p =), : 10(2.5)

ktera udava rozlozeni tlaku v tekuting. Funkce 10(2.5) pIné charakterizuje stav
kapaliny v rovnovaze. U plynu je nutno jesté stanovit rozloZeni hustoty

e = oly). 10(2.6)

Pro barotropni plyn funkci 10(2.6) ziskdme dosazenim zavislosti 10(2.5) do
vyjadteni hustoty 10(1.6).

Z rovnic 10(2.1) nebo 10(2.4) plyne, Ze pro kapalinu (¢ = konst) jsou parcidlni
derivace 0p/dy; nezavislé na tlaku. Objemovymi silami G; je rozlozeni tlaku
v kapaling ureno az na aditivni konstantu k. Je-li funkce p; = p,(y;) feSenim
rovnice 10(2.1), je jejim feSenim také kazda funkce

p(v:) = pily) + K, 110(2.7)

kde je k libovolna konstanta. Hodnota konstanty se stanovi z okrajovych
podminek konkrétniho feSeného pfikladu. Jelikoz vSak jde o urceni jediné
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konstanty, redukuji se okrajové podminky na znalost tlaku p v jednom libovol-
ném bodé kapaliny. Zméni-li se v tomto bodé tlak o hodnotu Ap, zméni se
o stejnou hodnotu i konstanta &, a tedy i tlak v kaZdém bod¢ kapaliny. Takto
je v rovnici hydrostatické rovnovahy obsazen znamy Pascaliiv zdkon o vestran-

Obr. 10.1 Schéma hydraulického lisu

ném §ifeni tlaku. MizZeme jej formulovat napt. takto: Zména tlaku v jednom
misté kapaliny zpisobi stejnou zménu tlaku v celém objemu kapaliny, kdyz pred
zménou i po zméné je kapalina v rovnovdze.

Viastnost vystizena Pascalovym zakonem je zakladem fady hydraulickych
zafFizeni, ktera uzivaji kapaliny jako media k rozvadéni sily. Zname hydraulické
ovladani brzd a dalsich prvki dopravnich prostiedki, hydraulické lisy apod.
V hydraulickych zafizenich pfenaseny tlak, odpovidajici konstant€ & z rovnice
10(2.7), byva velky ve srovnani se zménami tlaku pl(y) zplisobenymi objemo-
vou, zpravidla tihovou silou. V rovnici 10(2.7) mazeme potom funkei p,(y;)
zanedbat oproti konstanté & a tlak p pokladat za konstantni a rovny & v celém
. objemu kapaliny. MiaZeme-li zanedbat pisobeni objemovych sil, je tlak ve vSech
bodech kapaliny stejny.

Z této posledni véty vychazeji aplikace Pascalova zakona. Na obr. 10:1 je

" znazornén princip hydraulického lisu. Silou o velikosti F| zptisobime v misté,

kde se pist o plose S, styka s kapalinou, tlak p o velikosti F,/S,. Podle posledni
formulace Pascalova zakona musi pak byt stejny tlak p v celém objemu kapali-
ny, tedy 1 v misté, kde se nachazi pist S,. Ma-li byt kapalina v rovnovaze, musi
na pist S, pisobit sila o velikosti F, takova, aby tlak F,/S, byl roven p. Musi tedy
platit rovnice F,/S, = F,/S, a pro pomér velikosti sil plisobicich na pistech
o plochich S, a §, dostdvame

B_S% | 10(2.8)

F, 5

Je-liplocha S, » S, bude F, » F,. Plisobime-li na pist S; malou silou F, ziskame
na pistu S, velkou silu F,. St‘acujeme-h pist S, posune se pist .S, smérem vzhiiru,
a stoji-li v jeho cesté predmét opreny o pevnou podlozku, je lisovan velkou silou
F,. Velikosti posunll As, pistu S, a As, pistu S, jsou v opa¢ném poméru neZ
velikosti sil F, a F,, takZe prace vykonané obéma pisty jsou stejné
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Snadny rozvod tlaku a moZnost ziskani velkych sil jsou divody, pro které jsou
hydraulicka zafizeni v technické praxi ¢asto uzivana. Pro plyny plati Pascalitv
zakon ve zde vylozené formé pouze piiblizné. Jeho pfesnou formulaci pro
pfipad barotropnich plynu lze nalézt napt. v knize Brdickove.

Vysettime, jak se chova tekutina v tihovém poli. Objemovou tihovou silu jsme
uvazovali v ¢l. 9.5, kdyZ jsme hledali deformaci valce zpisobenou jeho vlastni
tihou. Zvolime-li stejné jako ve ¢lanku 9.5 prvni osu soufadnic ve svislém sméru
s kladnym smyslem mificim vzhiru, budou slozky objemove tithové sily dany
rovnicemi

G, = -y, G,=Gy=0. 10(2.10)
Intenzita tihového pole je pak podle 10(2.3)
I =—g, L=I=0. 10(2.11)
Dosadime-li 10(2.11) do 10(2.4) nebo 10(2.10) do 10(2.1), dostavame rovnice
op op op

— = —gg, — =0, — =0 10(2.12)
oy, 6y2 0y,

pro uréeni hledané zavislosti p = p(y,). Z druhych dvou rovnic systému
10(2.12) plyne, Ze tlak p nezavisi na soutadnicich y, a ys, a je tedy funkci pouze
soufadnice y,. V prvni rovnici systému pak miiZzeme nahradit parcialni derivaci
uplnou derivaci

dr(y4) = —og . 10(2.13)
dy,

Je-li tekutinou kapalina, je ¢ = konst a feSenim rovnice 10{2.13) dostdvame
pro tlak vyraz

p = —ogy + k. 10(2.14)

Je-li tekutinou plyn, musime do rovnice 10(2.13) dosadit pfedpokladany tvar
¢ = ¢(p) zavislosti 10(1.6). Rovnice 10(2.13) bude na pravé strané obsahovat
hledanou funkci p, a budeme ji tedy muset Fesit jako rovnici diferencidlni.

Rovnice 10(2.14) dava zndmy vyraz pro hydrostaticky tlak v kapalindch. Na
obr. 10.2 je znazornéna kapalina v nadobé. Pocatek O soustavy soufadnic
uvazované pfi odvozeni rovnice 10(2.14) je zvolen v hiading kapaliny. Hydrosta-
ticky tlak byva zvykem udavat v zavislosti na hloubce h. Z obr. 10.2 plyne, Ze
h = —y, a rovnici 10(2.14) mizeme pFepsat na bézny tvar 10(2.14)

p=ogh+k. 10(2.15)
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Z rovnice 10(2.14) nebo 10(2.15) plyne, Ze v hladiné kapaliny, kde h = y; = 0,
je tlak p roven konstanté k; p = k. V hladiné plisobi z vn€jSku na kapalinu
barometricky tlak b, tedy p = k = b. Konstanta k v rovnicich 10(2.14)
a 10(2.15) je v ptipadé naznaceném na obr. 10.2 rovna barometrickému tlaku b.
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Obr. 10.2 Nadrt k objasnéni vyznamu hydrostatického tlaku v kapaling

P#i vySetfovani tlaku p v kapalinach nés ¢asto zajima pouze rozdil Ap = p — b
mezi tlakem p a barometrickym tlakem b, a ne absolutni hodnota tlaku p. Pro
rozdil tlakd Ap, ktery byva pfimo nazyvan hydrostatickym tlakem a oznaCovan
jednoduse p, dostavame pak zndmy vyraz

Ap = ogh . 10(2.16)

K vyrazu 10(2.16) 1ze dospét i elementarn€. Myslime-li si v hloubce 2 v kapa-
lin& plochu S rovnobéznou s hladinou, spoéiva na této plose vzhledem k nepfi-
tomnosti smykovych napéti pravé tiha hSpg celého sloupce kapaliny nad touto
plochou. Vydélime-li silu F = hgSg plochou S, dostavame pro tlak pusobici
na plochu S pravé vyraz 10(2.16). Jelikoz v kapalin€ je na vSech plochach
prochazejicich danym bodem stejny tlak, pusobi pietlak Ap v hloubce 4 1 na
plochach, které nejsou rovnob&zné s hladinou. Pfi elementarnim odvozeni
predpokladame, Ze nad plochou S je kapalina az k hladiné. Pro vznik hydrosta-
tického tlaku viak takovy piedpoklad neni nutny. Pfetlak Ap dany rovnici
10(2.16) vznikéa v kapaliné v hloubce 4 ve viech mistech, bez ohledu na to, zda
se nad nimi nachazi kapalina nebo ne. Stadi si pfipomenout hydrostaticky
paradox a spojité nadoby.

Srovname chovani kapaliny a pruzného pevného télesa v tihovém poli. Zna-
mena to porovnat rovnice 10(2.15) s rovnicemi 9(5.9). Nejpodstatné&jsi rozdil
mezi obéma zavislostmi je v tom, Ze v kapalin€ v§echna hlavni napéti, tj. o,,, 6,
i 033, jsou rovna hodnot¢ —p = —ogh — k, zatimco v pruzné pevné latce (v
hookovské latce) napéti o;; = @gx; a 0y = g3 = 0 jsou podstatné riizna.

Zavislost tlaku plynu na vysce v tthovém poli lze urcit, predpokladame-li
n&jaky konkrétni tvar funkce 10(1.6) ¢ = ¢(p) . Nejjednodussi je predpokla-
dat, ze se plyn chova podle Boyleova-Mariotteova zakona

- pV=k. 10(2.17)
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V rovnici 10(2.17) je ¥ mérny objem plynu a k je konstanta. JelikoZ V je mérny
objem, je to objem, ktery zaujima zcela urcity pocet molekul plynu. Oznacime-li
m Uhrnnou hmotnost téchto molekul, hustotu ¢ plynu mizeme vyjadrfit jako
o = m/V a po dosazeni do 10(2.17) dostavame

0= %p — Kp. 10(2.18)

V rovnici 10(2.18) jsme oznadili K konstantni vyraz m/k. Rovnice 10(2.18) je
konkrétni tvar funkce 10(1.6) odpovidajici Boyleovu-Mariotteovu zdkonu. Vy-
jadfime-li podle ni ¢ v rovnici 10(2.13), dostavame

d
P _ _Kpg, 10(2.19)
dy,

coz je linearni diferencialni rovnice prvniho fadu s konstantnimi koeficienty bez
pravé strany. Jejim obecnym feSenim je tedy funkce

p=Aev, 10(2.20)
Hodnotu a uréime feSenim charakteristické rovnice
o+ Kg=20

a A je volitelna konstanta, jejiz hodnotu Ize urdit z okrajové podminky. Resenim
rovnice 10(2.19) je tedy tlakova zavislost

p=Ae ko, - 10(2.21)

Rovnice 10(2.21) byva uzivana k pfibliznému vyjadieni zavislosti tlaku na vysce
v atmosféfe. V tomto pfipadé se pocatek soustavy soufadnic y; = 0 voli u zemé,
ptipadné u hladiny mofe. Je-li pro y; = 0 tlak p = p,, dostdvame dosazenim
této okrajové podminky do rovnice 10(2.21) pro konstantu A hodnotu p,. Je-li
hustota plynu ¢ = ¢, pro y; = 0, mizeme podle 10(2.18) konstantu K vyjadfit
jako K = g/py . Rovnici 10(2.21) potom zapiSeme ve tvaru

p=p, e~ (eo/poloyt 10(2.22)

kterému se fika barometrickd rovnice. Konstanty p, a g, jsou rovny atmosféric-
kému tlaku a hustoté vzduchu za normalnich podminek, tedy p, = 10°Pa a
0 = 1,2kg m~3.

Boyletiv—Mariottedv zakon, ktery plati pro izotermicky d¢j idediniho plynu,
je v atmosféfe, kde teplota vzduchu s vyskou klesa, splnén pouze pfiblizné. Jak
lze odvodit zavislost tlaku plynu na vysce v tihovém poli, kdyz uvazujeme
obecnéjsi vztah mezi hustotou a tlakem plynu, neZ je pfima umérnost 10(2.18),
je ukazano napf. v citované Brdi¢kové knize.
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Kdyz jsme v ¢l. 8.5 odvozovali rovnici rovnovahy kontinua, vyl jsme z pod-
minky, Ze kontinuum je v rovnovaze, je-li v rovnovaze kazda jeho ¢ast. Myslime-
-li si v kontinuu jisty objem ¥ (obr. 10.3), vyslednice .

F! = f G, dv , 10(2.23)
14

objemovych sil plisobicich v tomto objemu musi byt rovna zdporné vzaté
vyslednici plo$nych sil

FP = f ¢ dS, 10(2.24)
N

ktera na objem ¥ pusobi pfes hraniéni plochu S;
F/ = —FP, 10(2.25)

i

Je-li objemovou silou tihova sila 10(2.10), jedina nenulova slozka sily F/ je
F{ = —g f edv, 10(2.26)
y _

a tedy podle rovnice 10(2.25)
F? = gf odV, F=F =0. 10(2.27)
12

Pfi zavedeni objemové sily 10(2.10) byla prvni osa soufadnic zvolena ve
~ svislém sméru s kladnym smyslem mificim vzhiru. Pies plochu S piisobi na
objem V kontinua, které je v rovnovaze a nachazi se v tihovém poli, sila mifici
vzhiru, jejiz velikost g f @ dV je rovna tize kontinua obsaZeného v objemu
V. Tato sila piisobi v kazdém kontinuu. UvaZujeme-li libovolnou &ast valce z ¢l.
9.5, zjistime, Ze na ni od okolnich ¢asti valce takova sila plisobi. Zvlastni vyznam
ma zminéna sila v tekutiné. Tam totiz objem ¥ miZe byt vyplnén pevnym
télesem, aniZz se tim porusi rozloZeni napéti, tj. rozloZeni tlaku. Na objem
V vyplnény pevnym télesem pak od tekutiny pusobi pfes hraniéni plochu
S stejné sily, jako kdyby objem F byl vyplnén tekutinou. Na pevné téleso
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ponofené v tekuting, ktera je v tthovém poli, piisobi sila 10(2.27). Tato sila, které
fikame vztlak, mifi svisle vzhliru a jeji velikost je rovna tize stejného objemu
V tekutiny, jako je objem ponofeného télesa. Dostavame znamy Archimédiv
‘zdkon, ktery byva formulovan vétou: Téleso ponofené do tekutiny je nadlehéovd-

g}

0

Obr. 10.4 Kapalina ve valcové nadobé otacejici se thlovou rychlosti @

no silou, kterd je rovna tize tekutiny télesem vytlacené. Elementarni odvozem
Archimédova zakona viz feSena uloha ¢. 2.

Aplikace Archimédova zakona jsou mnohostranné. UZziva se pfi zjisfovani
hustot latek. Vztlak, kterym plsobi vzduch na vazeny pfedmét, je tieba uvazo-
vat pii pfesném vazeni. Let balonil a vzducholodi je umoznén vztlakovou silou.
Télesa plavou na kapaling, kdyzZ jejich primérna hustota je mensi nez hustota
kapaliny.

Pfi rovnovazném plavani musi kromé vysledné sily byt nulovy i vysledny
moment sil, kterym kapalina na téleso pusobi. Pro plavani lodi je dileZité, aby
pii malém vychyleni lodi z rovnovazné polohy vznikl moment sily, ktery je do
rovnovazné polohy vrati. Jak lze zajistit takové podminky, nezbytné pro stabilni
plavani lodi, je naznaceno v feSené uloze C. 4.

Vyfesime piiklad, kdy rovnici hydrostatické rovnovahy uZijeme pro sledovani
rovnovahy kapaliny v jiném neZ tihovém poli objemovych sil. Méjme kapalinu,
ktera se spolu s nddobou, v niZ je umisténa, otaci thlovou rychlosti @ (obr. 10.4).
Vektor o lezi ve svislé pfimce. Zvolime kartézskou soustavu soufadnic pevné
spjatou s kapalinou, jejiz prvni osa ma smér vektoru @ a mifi vzharu. Tato
neinercialni soustava soufadnic se otaci stalou thlovou rychlosti viiéi soustavé
inercialni. Podle ¢&l. 2.1 v takové soustavé soufadnic vedle pravych sil plisobi
zdanlivé sily odstfediva a Coriolisova. Jedind pusobici prava sila je objemova
sila tihova, ktera ve zvolené soustavé soufadnic ma slozky

Zdanliva sila odstfediva, vyjadfime-li ji jako silu objemovou G?, je dana slozka-
mi

Gl =0, G)=o0% G)=q0%;. 10(2.29)
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Zdanliva sila Coriolisova se neuplatni, protoZe kapalina se otaci spolu s nado-
bou, a tedy rychlost &astic kapaliny vuci neinercialni soustavé soufadnic je
nulova.

Vysiednou objemovousilu G; = G¢ + G? dosadime do pravé strany rovnice
10(2.2)

dp

— = @9,

0y,

o

DU QCU ,V2 9

ay,

0

P~ gty . 10(2.30)
ay3 '

4 ,prvé rovnice plyne
p = egy; + fi(v2, »3) - 10(2.31)

Dosadime-li toto vyjadfeni tlaku do druhé rovnice 10(2.30), dostévénie pro
funkei fi(y, , ;) podminku '

it
_1- = Qa)z.}’p_ L]
‘ 9y,
ze které plyne
S 3) = 300’3 + f5(93) - 10(2.32)
Tedy
P = egy; + 3e0’y; + f(s) - 10(2.33)

Z posledni rovnice 10(2.30) pak dostavame
A dr
. dy,
odkud
= %Qcozyg + k.
Dosadime-li takto vyjadfenou funkci f,(y;) do rovnice 10(2.33), dostaneme
hledany vyraz pro rozloZeni tlaku p v rotujici kapaliné

P = o9y, + 20*(y; + ¥ + k. ' 10(2.34)
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Hodnotu konstanty k lze uréit, je-li-zndma absolutni velikost tlaku v jednom
bodé kapaliny. Plochy, ve kterych kapalina nabyva stejného tlaku p = K, jsou
rotacni paraboloidy .
2
— K —k :
"=~ 0% + ¥3) + . 10(2.35)
g v .

Q9

Jednotlivé plochy se lisi velikosti konstanty (K - k)/eg. Jednou z takovych ploch
je také hladina kapaliny. Otaci-li se kapalina stalou uhlovou rychlosti kolem svislé
osy, zaujme jeji hladina tvar rotatniho paraboloidu. Na obr. 10.4 je znazornén fez
otaejici se kapalinou a kiivka znazorujici hladinu je parabola. o

10.3 Proudéni idealni tekutiny

Kinematiku kontinua jsme probrali v &l. 8.1. Tam vyloZené metody Lagrangeo;
va 8(1.1) a Eulerova 8(1.2) byly pivodné uZivany pravé pro popis proudéni
tekutin. Eulertiv zptisob udani rychlosti

b = 0, 1) 10(3.1)

&astic tekutiny v dany okamzik ¢ ve viech bodech yp Ve kterych se tekutina
nachazi, je pro zakladni uvahy pfihodnéjsi, a proto jej budeme dale uZivat.
Proudéni budeme znazortiovat proudnicemi, tj. k¥ivkami, jejichZ teény v kazdem
bodé maji smér vektoru rychlosti v, Tvar proudnic lze urit feSenim rovnic
8(1.5), dosadime-li do nich vyjadfeni rychlosti v; podle 10(3.1). V pfipad¢
staciondrniho (ustaleného) proudéni (srovnej s €l. 8.1).

o =v{y) - ©10(3.2)

jeﬂtvar proudnic po celou dobu pohybu tekutiny stejny a proudnice jsou.sﬁbdné
s trajektoriemi Castic.
Helmholtzova véta 8(1.9) udava, Ze obecné se pohyb tekutiny sklada z tran-
sla¢niho, deformacniho a ota&ivého pohybu. Je-li v urdité oblasti tekutiny vyraz
ov,  Ov;

_t_

ay; 0y
ktery v rovnici 8(1.9) odpovida otacivemu (rota¢nimu) pohybu, rizny od nuly,
tikame, 7e proudéni tekutiny je viFivé. Vektorova analyza (viz &l. D.5) uvazuje ve
vektorovém poli a; = a,(x;) vyraz o slozkach
da;  Oay da;, Oas da, Oa

0x,  0x3 Tax,  0x Toax,  ox, -
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Tyto slozky antisymetrického tenzoru jsou slozkami vektoru, ktery se nazyva
rotace vektoru a a oznacuje se rot a. MiiZeme tedy Fici, Ze pfi vifivém proudéni
je v urcité oblasti tekutiny rotace vektoru rychlosti v riizna od nuly

rotv # 0. 10(3.3)

Je-li v celé vySetfované oblasti tekutiny
rotv =20, 10(3.4)

tikame, Ze proudéni je nevifivé. Vektor, ktery spliiuje rovnici 10(3.4), Ize vyjadfit
jako gradient n&jaké skalarni funkce f (v 1), tedy

_ Y

103.5
o, (3:5)

v=gradf neboli v,

Rovnice 10(3.5) je analogické rovnici 2(4.33) (rozdil ve znaménku je nepodstat-
ny). Funkci f z rovnice 10(3.5) nazyvame rychlostnim potencidlem. Znalost
rychlostniho potencialu sta¢i k urceni rychlosti nevifivého proudéni vi(vps t).
Neviiivé proudéni se nékdy proto téZ nazyva proudénim potencidlovym.

Sy

Obr. 10.5 Proudova trubice

Odvodime zakladni rovnice dynamiky tekutin. Pfi proudéni tekutiny musi
byt zachovéna jeji hmotnost. Z tohoto jednoduchého predpokladu vychazime
pii odvozeni rovnice kontinuity proudéni. Odvodime ji nejprve pro proudéni
tekutiny trubici, tj. ve tvaru znamém ze stfedoskolského studia. Mé&me trubici
znazornénou na obr. 10.5. Budeme pfedpokladat, Ze proudéni je stacionarni. Na
obr. 10.5 je zndzornéno nékolik proudnic a vektor v, ktery udavéa smysl proudé-
ni uvazovany v nasledujicich slovnich formulacich. Priifezem S, kolmym ke
smeéru rychlosti vtece do trubice za ¢asovy interval At hmotnost tekutiny

Am; = Sv,0, At . 10(3.6)
Za stejné dlouhy Casovy interval vytece pritfezem S, z trubice hmotnost tekutiny

Am, = S,0,0, At . - 10(37)

Veli¢iny v}, v, a ¢, 0, jsou primé&mé hodnoty rychlosti a hustot v prifezech S,
$,. Pfedpokladame stacionarni proudéni, a proto v, v,, ¢;, @, jsou konstantni
hodnoty. Také hustota v jednotlivych bodech uvnitf trubice se neméni s asem.
Potom se neméni ani hmotnost obsaZena uvnitt trubice a Am, z rovnice 10(3.6)
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se musi rovnat Am, z rovnice 10(3.7). Porovnanim obou rovnic po vykraceni
stejnou hodnotou At dostavame

S = S0, - 10(3.8)

Rovnice 10(3.8) je vyjadienim rovnice kontinuity pro staciondrni proudéni tekuti-
ny v trubici.

Hustota kapaliny je konstantni ¢, = ¢, . Rovnice 10(3.8) se pro kapalinu
zjednodusi na tvar

S = Sy, | 10(3.9)

platny i pro nestacionarni proudéni.

Pii odvozovani rovnice 10(3.8) neni podstatné, aby trubice z obrazku 10.5
méla pevné stény. DileZité je jenom, aby se tekutina vymétiovala s okolim pouze
pies pritfezy S, S, a ne plastém trubice. Tuto podminku spliluje nejen pevna
realna trubice, ale 1 my§leny atvar v tekuting, jehoZ plast je tvofen proudnicemi.
Takovy Utvar se nazyva proudovd trubice nebo téz proudové vlakno. Rovnice
10(3.8), 10(3.9) plati nejen v realnych trubicich, ale i v proudovych trubicich.

Uvedeme té% obecnou formulaci rovnice kontinutity. Mysleme si uzavienou

Obr. 10.6 Plocha S uzavirajici objem V, kterou proudi tekutina

plochu § pevnou v prostoru, kterou proudi tekutina (obr. 10.6). Hmotnost
om'/ot tekutiny, kterd za jednotku &asu vytece pres plochu S z objemu V omeze-
ného touto plochou, je dana plo§nym integralem

o é;gvv ds = é;gviv,. ds . 10(3.10)
ot s s

V rovnici 10(3.10) je v jednotkovy vektor ve sméru vn&j§i normaly plochy. Vyraz
§ovv dS je tok vektoru gv plochou S (Srovnej s D(5.31); vektor dS; z D(5.31) je
totozny se zde uzitym vektorem v; dS). Vektor gv udava hmotnost tekutiny
proglou jednotkovym prifezem kolmym ke sméru rychlosti v za jednotku Casu.

Hmotnost m obsaZenou v objemu V lze vyjadfit jako objemovy integral
f,0dV. Zména 8m/0r hmotnosti za jednotku &asu v objemu ¥ je tedy ddna
vyrazem

m _ 2 Jg dv 10(3.11)
o otJy

343



a je rovna zaporné vzatému mnoZstvi hmotnosti om'’/ot, které za jednotku Sasu
z objemu V vytece

Om __ o 10(3.12)

ot ot

Dosadime-li do 10(3.12) vyjadfeni derivaci hmotnosti 10(3.10) a 10(3.11), dosta-
neme ’

‘ 0

fﬁgvivi dS = — — | odV. ' 10(3.13)
s atJy

Podle Gaussovy véty D(5.32) je mozné ploiny integral §sovy, dS prevést na

objemovy integral [,[d(ev;)/dy;] dV. Objem ¥V je v prostoru staly, a proto lze

vyménit pofadi derivovani a integrovani na pravé stran& rovnice 10(3.13)

d F
Zlodv=| Zar,
otJy, y Ot

Rovnici 10(3.13) tedy mGzeme piepsat na tvar

. 0
{Mdyz _J_Qdy_
y 0y y Ot

Pfevedeme-li oba integraly na jednu stranu rovnice a soudet integrali napiSeme
Jjako integral souctu, dostavame

KM N 5_‘?) v =0. 10(3.14)

0y; ot

Objem V byl v proudici tekutiné zvolen libovolng. Rovnice 10(3.14) musi tedy
byt spinéna pro kazdy objem ¥ zvoleny v tekuting. To viak je mozné jen tehdy,
kdyzZ integrand v integralu 10(3.14) je roven nule v kazdém bodg& tekutiny

oev) | %o _ ~10(3.15)
0y; ot

Rovnice 10(3.15), ktera plati v kazdém bod¢ tekutiny, je obecnou formulaci
rovnice kontinuity proudéni. '
Vyraz

1

dy;  0yy 0y, 0y,

da _ oy day | oay

b
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kde a; = a(y;) je vektorova funkce, se nazyva divergence
D (5.21))

. oa;
diva = —.
0y;
S timto oznadenim lze rovnici 10(3.15) zapsat ve tvaru

0
L div (ev) = 0.
ot

Vyraz div(ev) = d(¢v;)/0y; mizeme derivovat jako soucin

Hustota ¢ je funkci soufadnic a éasu, ¢ = o(y; t), tedy

d de dy; 0 0 0
d_dedy % _le, %
dt dy;dt ot 0y, ot

V rovnici 10(3.15) upravime prvni ¢len podle 10(3.18)

1

0 v, 0
Qui+ —U+—Q=0

— @

0y; dy; ot
aza '

do o
%, %,
ot oy,

napiseme do/dt ve shod& s 10(3.19).
Dostaneme dal§i ¢asto uZivany tvar rovnice kontinuity

d 0 d
—Q—+o—v=—g+gdlvv—0

e ay, dt

vektoru a (viz

10(3.16)

10(3.17)

10(3.18)

10(3.19)

10(3.20)

Je-li tekutina nestlacitelna, je ¢ = konst a do/dt = 0. Pro kapalinu je rovnice

kontinuity vyjddrena jednoduchou podminkou

6
6yl

leV—O

10(3.21)
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Pro obecnou analytickou formulaci problému proudéni tekutin je tfeba vedle
rovnice kontinuity uvazovat pohybovou rovnici tekutin. Tu ziskame upravou
obecné pohybové rovnice kontinua 8(5.13)

oo .. dzu.
ox, de? 3.2

J
Zikladnim ptedpokladem o chovani idealnich tekutin je rovnice 10(1.1), ktera
udava, Ze napéti g;; je dano vyrazem

i
Do rovnice 10(3.22) dosadime za o;; podle 10(3.23) a soutadnici oznatime y,
Misto ¢lenu do,/0x; pak budeme psat —0dp/0y; . Na pravé strané rovnice
vyjadiime zrychleni d*u;/d¢* jako derivaci rychlosti podle casu dv,/dt. Dostane-
me rovnici :

g g 10(3.24)
0y, dt

jeZ je pohybovou rovnici proudici idealni tekutiny. Upravime ji na obvykle
uvaZovany tvar tim, Ze za vyraz dv,/d¢t dosadime podle identity

dv, oOv,dy, Oy, ov, Oy,
de 9y dt ot dy; ot

3

a celou rovnici vydélime hustotou ¢

S R A 10(3.25)
ot a0y 2 0y,

Rovnice 10(3.25), ve které ve shode s rovnici 10(2.3) oznacujeme pomér G, /o
jako intenzitu silového pole I, se nazyva Eulerova hydrodynamickd rovnice.

Pro kapalinu (¢ = konst) pfedstavuji rovnice 10(3.25) a 10(3.21) systém Ctyf
rovnic pro uréeni étyf hledanych funkci v; = v(y;, t), p = p(y;, t) charakteri-
zujicich stav proudici kapaliny. Pro stladitelnou tekutinu je tfeba k témto
rovnicim pfipojit jesté znamy tvar zavislosti 10(1.6) ¢ = ¢(p), aby bylo mozno

" urcit pét hledanych funkci v, p, ¢ charakterizujicich stav proudici stlacitelné
tekutiny. Presné feSeni hydrodynamickych uloh podle uvedeného schématu je
viak velmi obtiZné, nebot rovnice 10(3.25) neni linearni rovnici.

Dale budeme vySetfovat pouze pfipady, kdy Ize udat prvni integral rovnice
10(3.25), kterym je znaméa Bernoulliova rovnice. Za integraéni cestu zvolime
proudnici. Omezime se pfitom na piipad, kdy proudnice jsou s ¢asem stalé, tedy
na pfipad stacionarniho proudéni. Pi stacionarnim proudéni (viz 10(3.2)) neni

346



rychlost v; funkci asu ¢, a tedy dv/0t = 0, a rovnice 10(3.25) se zjednodussi
na tvar
ov; 10
e Y L 10(3.26)
0y e 0y;

Rovnici 10(3.26) vynasobime jednotkovym vektorem v;/v, ktery ma smér proud-
nice a smysl shodny se smyslem rychlosti v; ¢astic. Vznikly primét do sméru
proudnice budeme podél ni integrovat

v v. | 1 op o,
Ujﬁﬂ g = Jlif’_lds_ j__l.).-v—‘ds + konst . 10(3.27)
oy; v v 0 dy; v

Je-li pole objemovych sil pisobicich na tekutinu konzervativni, miZeme podle
2(4.34) slozky intenzity pole vyjadfit jako zdporné vzaté parcialni derivace
potencialu U podle soufadnic (v proudici tekutiné oznacujeme soufadnice ;)

oU
L= . 10(3.28)
9y,
Vyraz
% gs = dy;,
v
a tédy
) - (oU
Jl,&ds = - J_ dy, = — JdU. ‘ 10(3.29)
v 5y,
Podobné
10p v, 10 d
J__Bﬂ S=J~ldy,.= @, 10(3.30)
g dy; v e 0y; 0

Pro Gipravu vyrazu na levé strané rovnice 10(3.27) uZijeme identitu

a? olvw. ov, ' :
o _ o) _ oy, 10(3.31)

o % %

dv; v, a(v*/2 A\
ij_”_:lﬁ ds =J v/ )dyj = fd(”—). 10(3.32)
S0y v 0y; 2
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Dosadime-li z rovnic 10(3.29), 10(3.30) a 10(3.32) do 10(3.27), ziskame, kdyz
pfevedeme viechny integraly na jednu stranu, rovnici

2
d

fd(v—> + JdU + J_p = konst ,
2 e

, |

d

”5 + U+ f—p — konst . 10(3.33)
Q

neboli

Posledni rovnice je jiz hledana Bernoulliova rovnice pro obecnou, tj. i stlacitelnou
tekutinu. Pro kapalinu je ¢ = konst a integral
d
P=|22-2 konst. 10(3.34)
e e

Pro kapalinu md Bernoulliova rovnice jednoduchy tvar

? P .
— + U + = = konst, 10(3.35)
2 0
ktery fika, Ze pro libovolna dvé mista 1, 2 na stejné proudnici ma vyraz 10(3.35)
stejnou hodnotu
U% 4 U% 13
—+U +—===+U,+—=. 10(3.36)
2 e 2 0
Index oznaduje pfislu$nost veliiny k uvaZovanému mistu (viz obr. 10.7); husto-
ta je konstantni, tedy ¢, = ¢, = ¢. Vynasobime-li rovnici 10(3.35) hustotou g,
dostavame jiny, Casto uZivany tvar Bernoulliovy rovnice

fov’ + oU + p = konst, 10(3.37)

ktery miiZeme interpretovat takto: Soucet kinetické energie Lov* objemové jedno-
tky kapaliny, jeji potencidlni energie oU a tlaku p je podél proudnice konstantni.
(Konstanty v rovnicich 10(3.35) a 10(3.37) neporovnavame; proto jsme uZili pro
obé stejného oznaceni konst., i kdyZ druhd rovnice vznikne z prvni nasobenim
konstantni hustotou g.)

vi.Uy

Py.0 2

. P,.0
Obr. 10.7 Dvé mista na proudnici, pro n&* hodnoty Bernoulliova vyrazu (uréujici parametry
jsou vyznaceny) maji stejnou hodnotu ’
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Potencialni energie hmotného bodu o hmotnosti m v tihovém poli, kdyZz
oznadime 4 vy§ku poditanou od libovoln& zvolené hladiny nulového potencialu,
je dana znamym vyrazem W, = mgh, a tedy potencial

W ;
U=-2=gh. ' v 10(3.38)
m

" Dosadime-li vyjadfeni 10(3.38) za U do rovnice 10(3.37), dostaneme Bernoullio-
vu rovnici pro kapalinu v tithovém poli

1ov” + ogh + p = konst . o 10(3.39)

Rovnice 10(3.35) az 10(3.37) a 10(3.39) Ize uZivat i pro plyny, kdyZ je mizeme
pokladat za nestladitelné. Takovy piedpoklad plati, je-li rychlost proudéni
plynu mala ve srovnani s rychlosti $ifeni zvuku v daném plynu, jak je ukazano
v zavéru &lanku 11.4. Chceme-li piesnéji vystihnout chovani plynli, musime
vypoéitat tlakovou funkci P danou rovnici 10(3.34). Znamena to dosadit do
10(3.33) konkrétni tvar zavislosti 10(1.6) ¢ = o(p). Napf. pro izotermicky déj
idealniho plynu je podle 10(2.18) ¢ = Kp, a tedy 1

g o 1 , v 5
P = Jl = f—p- = —Inp + konst'. © 0 10(3.40)
“J e Kp K ; :

Dosadime-li podle 10(3.40) do rovnice 10(3.33) a uzijeme-li spole¢né¢ho oznaceni
pro aditivni konstanty obou rovnic, dostivame Bernoulliovu rovnici

v? 1 : ‘
— 4+ U + — Inp = konst 10(3.41)
2 K |

pro izotermické proudéni idedlniho plynu.

Rovnici 10(3.33) lze odvodit pro nevifive stacionarni proudéni jako rovnici
platnou v celém prostoru, ve kterém kapalina proudi. Konstanta na prave
stran® rovnice je stejna pro vSechny body, jimiz tekutina proudi, a nejen pro
body podél jedné proudnice. Je viak nutno upozornit, ze podminka 10(3.4)
rot v = 0 nevifivého proudéni je piisna a fada technicky dileZitych druhu
proudéni ji nesplituje. Napi. Casto uZivané proudéni 8(3.4) ma z parcialnich
derivaci dv;/dy; nenulovou pouze derivaci dv,/dy, , a tedy nenulovou tfeti slozku

ooy _ v _ O

0y, oy, 0y,

vektoru rot v. Proto je v aplikacich asto vyhodné&jsi vychazet z pfedchazejiciho
odvozeni a rovnici 10(3.41) pokladat za splnénou pouze podél jednotlivych
proudnic.
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Zakladnim disledkem Bernoulliovy rovnice je zmenseni tlaku ve ziZeném
misté trubice protékané kapalinou. (Obr. 10.8). Tento, na prvni pohled paradox-
ni vysledek, byva téZ oznacovan jako hydrodynamicky paradox. Ukazeme, Ze
hydrodynamicky paradox je jednoduchym dusledkem Bernoulliovy rovnice,
kterou pro trubici v tihovém poli znazornénou na obr. 10.8 uzijeme v nejjedno-
dussim tvaru 10(3.39). Na proudnici v obr. 10.8 jsou oznadena dvé mista 1 a 2,
pro néz podle 10(3.39) plati

lov3 + p, = Lov? + p, . 10(3.42)

Piedpokladame, Ze trubice je vodorovnd, a proto stejné ¢leny ogh, = ogh,
v rovnici 10(3.42) neuvadime. Podle rovnice kontinuity 10(3.9)

Jelikoz S, < Sﬁ’ musi byt v, > v;. V priifezu S, je v&tsi rychlost nez v prufezu
S,. Potom 1ov; > Lov} az 10(3.42) plyne p, < p; . Men3i tlak v prifezu S,
je na obr. 10.8 naznacen mensi vy$kou kapaliny v pfipojené manometrické
trubici. Tlak ve zuZeném misté trubice mize pti vétsi rychlosti proudéni kles-
nout aZ pod okolni barometricky tlak a manometrickou trubici je potom do
kapaliny nasavan vzduch. Na tomto principu jsou konstruovany vodni vyvévy,
rozpraSovace, karburatory k benzinovym motorim a dalsi zafizeni. Aplikace
Bernoulliovy rovnice jsou velmi mnohostranné. Nékteré z nich jsou popsany
v BroZovych ,,Zakladech fyzikalnich méfeni* (viz doporucena literatura).

10.4 Proudéni viskézni tekutiny

Pro idealni tekutinu pifedpokladame, Ze napéti 0, v ni ma pouze charakter tlaku

0; = —0yp . 10(4.1)
V realnych tekutinach tento predpoklad neni splnén. Pohybuji-li se dvé sousedni
vrstvy realné tekutiny rtiznou rychlosti, vznika mezi nimi smykové napéti.

V prvém piiblizeni pfedpokladame, Ze velikost tohoto napéti je imérna rozditu
rychlosti mezi vrstvami, jak je vyjadieno Newtonovym viskoznim ziakonem

Iz
$

Obr. 10.8 Trubice protékana kapalinou s pfipojenymi manometry
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8(6.34), respektive 8(6.37). Celkové napéti v proudici newtonovské tekutiné
dostaneme, pfidame-li k napéti 10(4.1) napéti o;; vyvolané proudénim tekutiny

o; = —0p + 0. 10(4.2)

y

V rovnici 10(4.2) je oznaceni 0;; uzito pro celkové napéti, a ne pro jeho Cast
10(4.1), ktera znacila celkové napéti pro idedlni tekutinu.
Napéti o’; mtizeme podle 8(6.10) rozloZit na symetrickou st a',(js) a deviator
o = a’,(js) + a’l(}?’). 10(4.3)
Podle 8(6.34) deviator napéti al(j") je pro newtonovskou latku imérny devidtoru
tenzoru deformace D
o) = 24Dl . 10(4.4)

O symetrické cCasti a’,(?) tenzoru napéti budeme pfdpokladat, Ze je imérna
symetrické Casti Dl(js) tenzoru rychlosti deformace, tedy

o' = kD). 10(4.5)
Podle 8(6.5) je symetricka ¢ast D;(;) tenzoru rychlosti deformace dana vyrazem

DY) = 1Dg, 10(4.6)

ij
a deviator Dl(f) tenzoru rychlosti deformace podle 8(6.6) vyrazem
DY) = D; — 1D, . . ‘ 10(4.7)

Dosadime-li do 10(4.2) z 10(4.3), 10(4.4) a 10(4.5), dostavame pro napéti g,
v proudici viskozni newtonovské tekutin€ vyjadieni

a; = —0;p + kDY + 2D, 10(4.8)
které, uzijeme-li rovnic 10(4.6) a 10(4.7), miiZzeme dale pfepsat na tvar
1 ’ 2
k — 2y .
= 80 + 8Dy + 24D, . 10(4.9)

Slozky tenzoru rychlosti deformace jsou podle 8(3.1) dany vyrazy

1 (o0, ov,
Dy = - (ﬁ + —Ei), 10(4.10)
: 2\0y; oy ,
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a tedy prvni invariant tohoto tenzoru

éo, v, 0
D =Dy + Dy + Dy = 4 4 &2 T
I 11 22 33

Oy 0y, 0y

je roven divergenci vektoru rychlosti
Dy =divv. 10(4.11)

Pro nestladitelnou tekutinu, tj. kapalinu, je podle rovnice 10(3.21)
dv;/0y; = divv = 0, a tedy vyjadfeni tenzoru napéti 10(4.9) se zjednodusi na
tvar

oy = —0;p + 24Dy . 10(4.12)
Dosadime-li. vyjadieni 10(4.12) tenzoru g; do pohybové rovnice kontinua
8(5.13), dostavame po upravach analogickych tém, kterymi jsme pievedli rovni-
ci 8(5.13) na tvar 10(3.25), rovnici

0v; v, 1o 25 0D,
S D AL e e 10(4.13)
ot 9y; edy; e 0y

Vyraz 26Dij/6yj lze upravit

oD.. 0 o [ 0v. ov.
e :—2DU=—<—@+—01)=
6yj 5)’,‘ ayj 5yj 6J’i

2 2 2
0%y, + 6vj _ oy, +_6_%=

0yj0y;  0ydy;  0ydy;  0y; 0y,

d
= Vo, + 5—D1 : ' 10(4.14)

1

Symbolem V* je oznaden Laplacetiv operator (viz D(5.19)). Vyjadteni 10(4.14)
dosadime do rovnice 10(4.13) a znovu uzijeme podminky D; = 0 platné pro
kapaliny, dostaneme

ov; .601. ‘ 1 dp L %,

— z ; - . 10(4.15)
ot ay; e0y; 0 0yoy

Rovnice 10(4.15) je obvykle uvaZovanym tvarem pohybové rovnice newtonov-
ske viskozni kapaliny, pro niZ se uzivd ndzvu Navierova—Stokesova rovnice.
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Pro stladitelnou newtonovskou tekutinu musime pfi dosazeni do pohybove
rovnice kontinua 8(5.13) uZit vyjadfeni 10(4.9) pro napéti o;. Misto rovnice
10(4.13) pak dostaneme

ov, oy, 1op k—2qoD; 20D,
Dy LA e G it
ot 0y; e 9y; 3¢ dy; e 0y

10(4.16)

Upravime-li posledni &len na pravé strané rovnice 10(4.16) podle identity
10(4.14), ziskame po slouceni ¢lentt s vyrazem dDy/0y; rovnici

ov; ov, 10 k + n oD 0%,
4+ v Vi p+__’1__l+z._‘_

. i . 10(4.17)
t 9y; 0 0y, 30 dy; e 0y

Je to Navierova—Stokesova rovnice pro stladitelnou tekutinu. Nékdy nebyva
uvazovan viskézni mechanismus pfi objemovych zménach. Neuvazuje se napéti
{imé&rné rychlosti viestranné deformace, konstanta k v rovnici 10(4.5)a 10(4.17)
se klade rovna nule. Rovnice 10(4.17) nabyva potom ¢asto uvazovany tvar
ov; ov; 10 oD %,
_".l+vi_._’_—_]i___ll+_’7__!_|_z__’_‘
ot " 0y; e dy; 3¢ dy; ¢ 0y; 0y
V rovnicich 10(4.15), 10(4.17) a 10(4.18) se vyskytuje pomér 7/e viskozity
1 k hustoté ¢. Tento pomér, ktery byva ¢asto uvazovan pii méfeni viskoznich
vlastnosti latek, se nazyva kinematickd viskozita a oznaCuje se symbolem v

10(4.18)

y="1 10(4.19)

Navierovy-Stokesovy rovnice spolu s rovnici kontinuity 10(3.20) a s funkci
10(1.6) ¢ = o(p) tvofi Gplny systém rovnic pro analytické feSeni problému
pohybu newtonovskych viskoznich tekutin. ReSeni této soustavy pfi zadanych
okrajovych podminkach je obtizné a nebudeme ho zde provadét. Vysetfime
pouze, jak vypada priitok viskozni kapaliny trubici kruhového prufezu. Aby-
chom nemuseli transformovat rovnici 10(4.15) do valcovych soufadnic, vySetfi-
me tento problém na zidkladé elementarnich uvah.

Mgé&jme valcovou trubici, jiz proudi newtonovska viskozni kapalina. V trubici
poloméru R uvazujeme souosou proudovou trubici poloméru r (obr. 10.9).
Misto z Navierovych—-Stokesovych rovnic vyjdeme pfi feSeni problému pfimo
z Newtonova viskozniho zakona ve tvaru 8(6.35). Smysl zakona tkvi v tom, Ze
smykové napéti na plose kolmé ke sméru, ve kterém se méni rychlost tekutiny,
je imé&rné zméné rychlosti ve sméru kolmém k plose. Piedpokladame, zZe v trubi-
ci rychlost v ma smér osy a jeji velikost v se méni pouze se vzdalenosti od osy
trubice, tj. v zavislosti na poloméru r

v =v(r). 10(4.20)
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Pro velikost 7 smykového napéfi na plo3e kolmé k poloméru pak podle Newto-
nova viskozniho zdkona napiSeme

10(4.21)

Ma-li v trubici vzniknout ustalené proudéni, a jen o takovém proudéni budeme
dale uvazovat, je nutné, aby vysledna sila psobici na kazdou proudovou trubici

Obr, 10.9 Proudéni viskdzni kapaliny trubici

byla nulovd. Pfi nenulové vysledné sile by dochdzelo ke zrychlenému pohybu,
rychlost v by se ménila s ¢asem. Napiseme podminku nulové vysledné sily pro
proudovou trubici nazna¢enou na obr. 10.9. Zanedbame-li objemové sily, pod-
minka zni

wr¥p, — p;) = 2nrle . 10(4.22)

Na levé strané rovnice 10(4.22) je rozdil sil, které plsobi na podstavy proudové
trubice, pfedpokladame p, > p,. Na pravé strané je vysledna smykova sila
pisobici na plasf proudové trubice, délka trubice je /. Smykova sila pisobi proti
smyslu pohybu, a proto jeji velikost na pravé strang rovnice 10(4.22) uvadime
s kladnym znaménkem. Podle rovnic 10(4.20) a 10(4.21) je ziejmé, Ze na plasti
uvazované proudové trubice ma smykové napéti ¢ konstantni velikost a je
kladné. Dosadime-li do rovnice 10(4.22) za 7 hodnotu 10(4.21), dostaneme po
upravé

dv

_ Mea = p) . 10(4.23)
dr

2l

Pfi malych rychlostech proudéni piedpokladame, Ze viskozni tekutina ma
u pevne stény stejnou rychlost jako sténa. V uvazovaném prlpade tedy rychlost
na sténach trubice je nulova

v=0 pro r=R. 10(4.24)
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Ma-li dojit k pohybu, musi uvniti trubice byt dv/dr < 0.t

dv
dr

 dv
dr.

Potom z 10(4.23) plyne
dv _ —r{p, — p))
dr 2y

a integraci dostavame '

v = =(p = ) P + k.
4ln

ot ] 'VtiR_

Obr. 10.10 Parabolické rozdélent rychlosti v fezu trubice protékané viské6zni kapalinou

Dosazenim okrajové podminky 10(4.24) do posledni rovnice uréime, Ze kon-
stanta k = (p, — p)RY/(4ly) , a tedy we

p = P2 P (R? = ). ' 10(4.25)
41y

Rovnice 10(4.25) predstavuje parabolicky zakon rozdéleni rychlosti. Na
obr. 10.10 je takové rozdéleni rychlosti zndzornéno v fezu trubici. .
Objem kapaliny protekly trubici za jednotku dasu je dan integralem

Q= fu as, | 10(4.26)
v ném¥ S znadi prifez trubice. Dosadime-li do integralu 10(4.26) za v podle

10(4.25) a integraci provedeme v polarnich soufadnicich 7, ¢, dostavame postup-
né

4ly

. R R - 4
= 2n Pr — Pt [RZJ‘ rdr — j r dr] = n_________(pz P) R .
0

4ly o 8ly

2n AR
Q=“jvd8=jj PR~ Ardrdp =
s 0 YO

355



Tedy objem V" newtonovské viskdzni kapaliny o viskozit& # protekly za &as
t trubici o poloméru R a délky /, mezi jejimiz konci je rozdil tlaku (p, — p,), je
dan vyrazem

— p,)R*
y - Mpr = PR 10(4.27)
8y

Rovnice 10(4.27) je Poiseuilliw zdkon, ktery je vychozi rovnici viskozimetrie
newtonovskych kapalin (viz kniha Brozova).

Sledujeme-li proudéni nenewtonovskych kapalin, jejichZ vlastnosti jsou cha-
rakterizované rovnici toku 8(6.40)

D = D), 10(4.28)

vélcovou trubici poloméru R, vyjdeme z rovnice 10(4.26), kterou postupné
upravime

2n AR R
Q= Jv ds = f f vr dr dp = ZTEJ' or dr. 10(4.29)
s 0 Yo 0

Integral jgvr dr integrujeme per partes

R

R 2
vr

vrdr = —

R 2
- J wr g 10(4.30)
0 2 0 0

Prvni ¢len na pravé strané rovnic 10(4.30) je roven nule , nebot pro r = 0 je
nulovy vyraz ¥’ a pro r = R, tj. u stény trubice, je nulova velikost ¢ rychlosti
kapaliny.

Rychlost deformace D = D(r) je v uvaZovaném pfipad& rovna ziporng
vzatému vyrazu dv/dr

dv

. 10(4.31
dr ( )

D(z) =
Rovnice 10(4.22) plati i pro nenewtonovskou kapalinu. Vykratime-li ji vyrazem
nr, dostavame po Upravé vztah
21

et | 10(4.32)

356



mezi polomérem r a napétim ¢ plsobicim na tomto poloméru. Dosadime-li
podle 10(4.30), 10(4.31) a 10(4.32) do 10(4.29), dostavame

R ) » 2 pR
Q=—2nj @r_d;n:n( 2 )JD(T)IZdF.

o dr2 Py — P/ Yo
Posledni integral pfevedeme na integral podle napéti 7. Podle 10(4.32) je
20
dr = dr,
P, — P
a tedy

0 :" n( 2l )3 JTR D(c)? dr . i0(4.33)

P, — Py 0

Vyraz 2l/(p, — p;) miZzeme vyjadfit jako pomér poloméru k napéti v libovolné
vzdalenosti r od osy trubice, tedy téZ jako pomér poloméru R trubice k napéti
Tg U jeji st€ny. Potom

TCR3 TR

Q=— f D(z)r* dr . 10(4.34)
, TR VO ‘

Rovnice 10(4.34) je vychozi rovnici nenewtonovské kapildrni viskozimetrie (viz

2. dil Brozovy knihy).

Pro newtonovskou latki je

d -
Dlt) = — — =1 10(4.35)
dr 7
a po dosazeni této tokové funkce do 10(4.34) dostavame
&= El;i TRT—Sdr = nR3TR.
TR Yo 7 4n
Vyjadiime-li podle 10(4.32) 7 jako [(p, — py)/2[]R , je
— pIR?
g = Mo~ IR 10(4.36)

8nl

Vynasobime-li je§té rovnici 10(4.36) dobou prittoku #, dostavame znovu Poise-

uilletv zakon 10(4.27). .
PH odvozeni Poiseuillova zikona jsme piedpokladali, Ze pusobenim tlaku
(p, — p;) veznikne v trubici proudéni, pfi kterém jednotlivé valcové vrstvy

357



kapaliny, jejichZ osa je totoZna s osou trubice, se pohybuji stalou rychlosti pouze
ve sméru osy valce. Podobné pii proudéni znazornéném na obr. 8.22, které
uvazujeme pii odvozeni Newtonova viskozniho zakona 8(6.35), pfedpoklada-
me, 7e jednotlive vrstvy tekutiny kolmeé ke sméru zmény rychlosti maji stalou
rychlost, jejiz smér leZi v rovin€ vrstvy. Takové proudéni, pii kterém nedochazi
k miseni tekutiny mezi jednotlivymi vrstvami, se nazyva lamindrni proudéni.
Zvysime-li rozdil taku (p2 — pl) mezi konci trubice z obr. 10.9 nad jistou mez,
kapahna z jednotlivych valcovych vrstev se vlivem vysSich smykovych napéti
pirsobicich mezi vrstvami zacne promichavat. Takovému proudéni, pfi kterém
rychlost v v jednotlivych mistech trubice kolisa s ¢asem a jeji slozka do sméru
kolmého k ose trubice neni vZdy rovna nule, takze dochazi k poruseni spojitého
rozloZeni tekutiny v trubici a vznikaji viry, fikame proudéni turbulenini. Podob-
né je moZno popsat turbulentni proudéni i v jinych piipadech, neZ je proudéni
v trubici. Ve stacionarnim laminamim proudéni 1ze jednoduse oddélit proudnice
a lze je i oznacit napf. zbarvenim Castic kapaliny naleZejicich k jedné proudnici.
V turbulentnim proudéni takovy postup neni mozny.

Zda v trubici nastane laminarni nebo turbulentni proudeni, 1ze stanovit podle
velikosti bezrozmérného vyrazu vR/v, kterému se fika Reynoldsovo Cislo

pR

Re = 10(4.37)

v

V rovnici 10{4.37) je symbolem Re oznadeno Reynoldsovo &islo, v je stfedni
rychlost proudéni v trubici, R polomér trubice a v kinematicka viskozita tekuti-
ny definovana rovnici 10{4.19). Je-li Reynoldsovo ¢islo mensi neZ jeho kriticka
hodnota Rey

Re < Rey ,
Je proudéni laminami. Pro
Re > Reyg

je proudéni turbulentni. Pro kritickou hodnotu Reynoldsova &isla byvaji udava-
ny riizné velikosti v oboru (1000, 20 000), nejcastéji viak byva uvaovana
hodnota 1 000 a7 2 000. Mame-li napf. trubici poloméru R = 10~2 m protéka-
nou vodou, jejiz teplota je 18 °C, je proudéni laminami az do kritické rychlosti
proudéni vy, kterd, uvazujeme-li Reg = 1000, je rovna

Regn 10001073
0, = = =
KT Re 1072108

V posledni rovmici jsme za viskozitu n vody, ktera pii 18 °C je
y = 1,065 . 1073 Pas, dosadili pfibliznou hodnotu 10~ Pas a za hustotu
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vody piibliznou hodnotu ¢ = 10’ kg m~? . Zakony podobnosti, na jejichz
zikladg je odvozena ditleZitost Reynoldsova &isla pro uréeni charakteru proudé-
ni a dalgl bezrozmérna &sla udavajici charakter riznych typt proudéni, jsou
uvedeny v knize Brdi¢kové.

O nepfili§ rychle proudici viskozni tekuting predpokladame, Ze Ine ke sténam,
kolem kterych proudi. Smykové napéti u téchto stén neni nulové, a proto
tekutina na obtékané predméty plisobi nenulovymi silami. Dalsim zdrojem sil
piisobicich od tekutiny na obtékané pfedméty je nerovnomérné rozlozeny tlak
kolem t&les. Je-li obtékanym predmétem koule a Reynoldsovo ¢islo pfislusné
uvatovanému proudéni malé, Ize vyslednou silu F plisobici od tekutiny na kouli
ptiblizné spocitat (viz napf. Brdi¢kova kniha). Velikost F' této sily je

F = 6mnRv 10(4.38)

kde # je viskozita proudici tekutiny, v velikost jeji rychlosti v mistech, kde jiz
proudéni neni ovlivnéno pfitomnosti koule a R je polomér koule. Sila F ma
stejny sm&r a smysl jako rychlost. v v dostatetné vzdalenosti od koule. Sila
velikosti 10(4.38) puisobi téZ na kouli pohybujici se rychlosti v vidi tekuting,
kter je v klidu. V tomto p¥ipadé je smysl sily F opagny, nez je smysl rychlosti
v koule. Rovnice 10(4.38) se nazyva Stokesiw zdkon a byva uzivana k vystiZeni
odporu, ktery tekuté prostiedi klade pohybu &astic, jeZ lze alespoil pfiblizné
pokladat za kulové. Odpor prostiedi umérny rychlosti &astic, tj. stejnou zavis-
lost, jak4 je ve Stokesové zakonu, jsme jiz uvaZovali pfi zavedeni odporujici sily
10(3.14). Stokestiv zakon je splnén pro proudéni s malym Reynoldsovym &islem.
K stanoveni Reynoldsova &isla dosazujeme do definiéni rovnice 10(4.37) za
v vzdjemnou rychlost tekutiny a ¢astice a za R polomér koule ptipadné obdobny
charakteristicky rozmér &astic. Stokesiv zakon tedy spravné popisuje odpor
prostfedi viiéi pohybu ¢astic kulovitého tvaru, kdyZ rychlost pohybu nebo
rozméry astic jsou malé nebo kdyZ je velka kinematicka viskozita prostiedi v.

Vysetit velikost sil plsobicich na téleso libovolného tvaru pii rlizné velkych
vzajemnych rychlostech télesa a prosttedi je sloZity tkol, ktery velmi dasto je
nutno fegit experimentalné. Sta¢i pfipomenout, Ze bé€Zné uvadény Newtoniv
vzorec pro odpor prostiedi uvadi pro velikost sily F zeela jiny vyraz
F = 1CoSv* (C je konstanta, ¢ hustota tekutiny, S priifez vystaveny proudéni),
nez je rovnice 10(4.38). Tento vyraz, platny pfi stfednich rychlostech proudéni,
predpoklada zavislost odporujici sily na Etverci rychlosti v%, zatimco Stokestv
zakon 10(4.38) predpoklada ptimou imérnost mezi silou F a rychlosti v. Zkou-
mame-li obtékani k¥idla, 1ze napt. v prvnim ptibliZeni Hci, Ze zhusténi proudnic
nad k#idlem odpovida zvySeni rychlosti, a tim sniZeni tlaku nad k¥idlem oproti
tlaku, ktery je pod kiidlem. Timto zpiisobem miizeme vysvétlit, pro¢ k¥idlo nese
letadlo, i kdyZ spodni strana kiidla je rovnob&zna se smérem letu letadla. AvSak
detailni priizkum viech sil piisobicich na kfidlo pfi riznych ahlech sklonu kfidla
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ke sméru letu, pfi riiznych tvarech kfidla, kdy musime uvaZovat i oblast, kde
proudéni pfestava byt laminarni, je kol zna¢né narocny.

Sledujeme-li proudéni realné tekutiny pfi vyssich rychlostech, velmi dileZitou
roli hraje jeji chovani v bezprostfedni blizkosti obtékanych t&les. Oblast tekuti-
ny bezprostiedné pfilehlou k obtékanym télesiim nazyvame mezni vrstva. Pii
velmi vysokych rychlostech proudéni tekutina prestane Inout ke sténam a odtr-
hne se od nich. Mluvime o odtrZeni mezni vrstvy. Obraz proudéni v takovych
pfipadech méa novy, odlisny charakter. Mnoho problému pfinasi vySetfovani
turbulentniho proudéni. Zde probrané zaklady proudéni idealni tekutiny a la-
minarniho proudéni newtonovské viskézni tekutiny davaji feSent jen v nékte-
rych jednodussich pfipadech a &asto jsou pouze prvnim p¥ibliZenim ke skuted-
nym, znacné sloZitym pomérim v proudicich tekutinach.

Resené ulohy

1. Pfedmét o hustoté 0, je na vzduchu vyvéazen na rovnoramennych vahich
mosaznym zavazim o hmotnostl m,. Stanovte skute¢nou (na vakuum korigova-
nou) hmotnost predmétu, je-li hustota mosazi g, a hustota vzduchu v okamziku
vazeni g,

Reseni. Objem zavai je m,/g,, vztlak na né pusob1c1 m,0.9/0,, a tedy tize
zavaZi na vzduchu je mg(l — ¢ /0,). Obdobné, je-li hmotnost piedmétu m, je
jeho tize na vzduchu rovna mg(l — ¢,/0,) . Z rovnosti obou tizi plyne pro
hledanou hmotnost pfedmétu vyjadieni

1 -1
1 — oo,

Pro obvykle splnénou nerovnost ¢, « ¢, muZeme posledni vyraz nahradit

pfibliznym
1 1
m=m, |1l +o|l———])]|,
% 0

ktery byva bézné pro korekci vaZeni na vakuum uZivan.

2. Vypocitejte celkovou silu F, kterou kapalina piisobi na vélec vznasejici se
v ni. Pfi vypoctu piedpokladejte, Ze osa valce je svisla.

Reseni. Pt piedpoklidaném umisténi valce se sily piisobici od kapaliny na
valcovou plochu vyrusi, protoze maji v kazdé vrstvé rovnob&zné s podstavou
valce stejnou velikost (ste]na hloubka %) a v protilehlych bodech leZicich na
stejném pruméru opacny smysl. Celkova sila F bude tedy ddna pouze silami
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pisobicimi na podstavy valce; plochu podstavy oznacime S. Na vrchni podsta-
vu, ktera se nachazi v hloubce 4,, piisobi sila F; mifici dolt o velikosti (Viz rov.
10(2.16))

F, = Sogh, .
Na spodni podstavu, ktera se nachazi v hloubce /,, plsobi sila o velikosti
| F, = Seogh,
mifici vzhiiru. Protoze h, > h;, mifi celkova sila vzhliru a jeji velikost je
F = S(h, — hy)eg -

Vyraz S(h, — hy) je roven objemu V vélce, ¢ je hustota kapaliny. Velikost sily
F je tedy rovna tize kapaliny o stejném objemu, jako je objem valce. Uvazime-li
orientaci sily F, miizeme feSeni Gilohy formulovat analogicky Archimédovu
zdkonu: Valec je v kapaliné nadlehdovan silou, ktera je rovna tize kapaliny
valcem vytladené. Zobecnénim uvedeného vypoctu na téleso libovolného tvaru
byva elementarné odvozovan Archimédiv zakon.

3. Sitka udolni pfehrady a = 40 m, vy§ka v = 60 m . Najdete celkovou
silu F, jiz na prehradu piisobi vodni tlak, a jeji puisobisté. Zed piehrady pokladej-
te za obdélnikovou a lezZici ve svislé roviné.

Reseni. V bodé piehrady v hloubce x pusobi tlak ggx, kde ¢ je hustota vody.
Celkova sila je kolma k roviné piehrady a ma velikost

v
F=aJngdx=%anvz= 706 . 106 N .
o -

Celkovy moment tlakovych sil vzhledem k hlading, tj. k pfimce x = 0, je

v

M = aJ-ngzdx — logav’ = F .20,
0

Pusobisté sily tedy lezi v hloubce h = 3v = 40m, a 'vzhledem k symetrii,

v polovi¢ni §ifce pfehrady.

4. Vztlakova sila pisobi na plovouci t&leso ve sméru svislé pfimky p. Pii
rovnovazném plavani lezi na této ptimee i t&Zist¢ T plovouciho télesa. Vychyli-
me-li ponékud téleso z rovnovahy, pfimka p zaujme v t€lese novou polohu p’.
Piimky p a p’ jsou obecné mimobé&Zné, ale pro jednoduché tvary plovoucich téles
mohou byt riiznobéZné. Potom jejich priseCik nazveme metacentrem. Metacen-
trem prochazi pfimka, ve které pisobi vztlak, a tedy, leZi-li metacentrum nad
t&7istém T, vytvafi vztlak a tiha télesa dvojici sil, kterd pti vychyleni vraci

b
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plovouci t&leso do rovnovazného stavu — plavani je stabilni. LeZi-li metacentrum
pod t&Zistém 7, plavani je labilni. Misto podrobného rozboru zahrnujiciho
i ptipad, kdy p¥imky p a p’ jsou mimobézné (viz napf. knihu Brditkovu),
vyfesime k objasnéni pojmu metacentrum jednoduchy piiklad: Téleso boje ma
tvar duté koule o priméru 2R = 0,3m a hmotnosti m; = 4 kg. Dole je
zatizeno olovénou ¢okou o hmotnosti m, = 3 kg ; vzdalenost hmotného
stiedu ¢odky od stiedu koule je x, = 0,133 m . Jak vysokou (/) ty¢ je mozno
shora na bdji pfipevnit, aby bdje plavala stabilné s olovénou ¢oCkou ve spodni
poloze. Délkova hustota (hmotnost na jednotku délky) ty€e je u = 1 kgm™'.

Re$eni. Metacentrum se nachdzi v priseiku pfimek, ve kterych pulsobi
vztlakové sily, pfi plavéani télesa v rovnovazné poloze a pfi jeho mirném vychyle-
ni z rovnovazné polohy. V piipadé kulové boje je tedy metacentrem ziejmé stied
koule. PoloZime-li osu x do osy symetrie boje s pocatkem ve stfedu boje
a s kladnym smyslem mificim dold, je soufadnice tézZisté boje

myx, — (R + 1/2)
my + my + pl

xT=

Posledni vyjadieni dostaneme, uvazime-li, Ze kulové téleso boje ma tézisté ve
stfedu koule a ty¢ o hmotnosti ul soufadnici t8Zi§t¢ —(R + [/2) . Podminka
stability plavani xp > 0 dava pro / nerovnost
2m,x
2R + 1) < =22,
u

odkud dostavame hledanou podminku pro vysku tyce /

12
I < (R2 + 3’-’2’-‘2) ~ R,  selné [<076m.
u
5. Uspotadani znazornéné na obr. 10.8 Ize uZit ke stanoveni objemu @ kapa-
liny proteklé trubici za jednotku &asu (Venturiiw vodomér). Potfebujeme pouze
znat velikost prifezd S, a S, a rozdil vysek A, a h, kapaliny v manometrickych
trubicich.
Reseni. Z Bernoulliovy rovnice 10(3.42), kdyz do ni dosadime vyjadfeni ogh;
za tlaky p;, plyne pro rozdil étverct rychlosti v mistech priifezii S a S, vyjadfeni

"% - ”1 29(h1 - h)

Z rovnice kontinuity S;v; = S,v, vyjadfime v, podle v, a pro sekundovy obJem
proteklé kapaliny Q@ = S;v; dostivame hledany vyraz

2g(hy — h»}”

= 8.8
Q IZI: S%—S%

362



6. Stanovte dobu vytoku kapaliny z kulové nadoby poloméru R, ktera je
naplnéna do poloviny. Uvazujte pfipady:

a) Idealni kapalina vytéka kruhovym otvorem o poloméru r umisténym
v nejniziim bodé nadoby (kontrakci paprsku neuvazujte).

b) Viskozni kapalina vytéka trubici poloméru r a délky / taktéZ pfipevnénou
k nejniz§imu bodu koule. Urcete podminku pro laminarni proudéni ve vytokové
trubici. : ;

Udejte ¢iselné vysledky pro R =0,1m, r = 5. 10~*m, kinematickou
viskozitu v = 1079 m?~! (pfiblizné hodnota pro vodu), a délku trubice
[=01Im.

Redeni. a) Z Bernoulliovy rovnice 10(3.39) a rovnice kontinuity 10(3.9) plyne
pro vytokovou rychlost

Zgth ]1/2 1/2 | |
v, = [ = (2gh)"*, (1)
st~ 53

kde & je vy$ka kapaliny v nadobé, S, prifez otvoru a S, plocha hladiny kapaliny. -
Priblizné vyjadfeni plati pro S, « §;. Za &as dt vyteCe otvorem objem
kapaliny dV = 0,8, dt . O tento objem se zmen3i mnozstvi kapaliny v nadobe;
dV = —8, dh . Porovnanim dostaneme vztah

ze kterého lze vypoéist dobu T vytoku kapaliny z nadoby jako
: 0
1 S
T:—-—j Sih) g, (3)
S, Jr va(h)

Vychozi vy$ka kapaliny v nadobé (spodni mez integralu) je vzhledem k zadani
tlohy (koule z poloviny plna) rovna poloméru koule R. Velikost hladiny S,(h)
kapaliny ve vy3ce & v kulové nadobg vyjadiime jako (viz obr. 10.11)

Si(h) = na® = n(R* - [R — h]?) = 2nRh — . (4)
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Po dosazeni z (1) (pfiblizny vztah) a (4) do (3) dostavame

R R 572
1 2 14 R
T = __2 [ 7'(52 J\ hl/z dh . nl/z J\ h3/2 dh] = — 2*1/2 . (5)
nr” L(29)7 J, (29)7 Jo 15 r*(2g)

b) Pro vytok v druhém ptipadé je rozhodujici rychlost proudéni kapaliny
trubici. Ta je urcena Poiseuillovym zdkonem 10(4.27), ktery pro objem dV
vytekly z trubice za ¢as dt, pfi vysce h kapaliny v nadobg, dava

TC7’4

dV = — ggh dr . 6
™ (6)

Porovname-li toto vyjadieni vyteklého objemu s jeho vyjadienim jako wibytek
kapaliny v nddobg (viz leva strana rov. (2)), dostavame vztah

4
—S,(h) dh = ~= ggh dt , (7)
8yl

odkud pro dobu T, vytoku viskézni kapaliny plyne
0
8l S(h
Tvz__v_f 50t g (8)
g Jg h

V posledni rovnici jsme pro pomér /e uzili oznaceni kinematické viskozity
v. Hladinu kapaliny S, (k) vyjadiime v (8) stejné jako pro idedlni kapalinu (viz
(4)) a dostaneme

R R
8yl 1L
T =——v—~l:27tRf dh-njhdh]: " R?, 9)

v 4
mr'g 0 0 rg

Podminka laminarniho proudéni v trubici stanovi, Ze Reynoldsovo &islo
(viz 10(4.37)) je mensi nez 1 000

vr

— < 1000. (10)

14

Priimérnou rychlost ¢ proudéni ve vytokové trubici, kterou dosadime za v do
(10), dostaneme z (6)

1 dv  #gh
5= —— T (11)
nwr? dt 8vi
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Po dosazeni do (10) dostavame hledanou podminku laminarniho proudéni ve
vytokové trubici

3
r’gh
g <

— 1000 . ’ 12
8v4l . ( )

Dosazenim &iselnych hodnot s kinematickou viskozitou v rovnou pfiblizné
hodnoté pro vodu dostavame:

T =2665s, T, = 19570 s a nerovnost (12) v nejnepfiznivéjsim ptipadé, kdy

v

h = R, je splnéna hodnotami 153 < 1 000.

7. Ocelova kuli¢ka o poloméru r = 1,5 mm pada v glycerinu konstantni
rychlosti v. UZzitim Stokesova vzorce urcete velikost v. Hustota oceli
0o = 7800 kgm ™3, glycerinu ¢ = 1260 kgm —* a dynamicka viskozita glyce-
rinu # = 1,393 Pas.

Reseni. Rozdil tihy kuli¢ky a vztlakové sily na ni pisobici se pfi rovnomér-
ném pohybu musi rovnat odporu prostfedi vyjadfenému Stokesovym vzorcem
10(4.38)

§r3(go — 0)g = 6myro

a tedy

2
=20 — 0) 1 =003 ms".

9
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Kapitola 11

Vinéni

11.1 Vznik postupnych vin

S pojmem vinéni a se zakladnimi vlastnostmi riznych druhli vinového po-
hybu (akustika, optika) se Stenaf seznamil jiZ na stredni $kole. Ponévadz opako-
vani je matkou moudrosti, pfipomeneme si nejdiive nékteré z téchto poznatkd.

Méjme fadu vzijemné se dotykajicich pruznych kouli zavéSenych na vlaknech
(viz obr. 11.1). Vychylime prvni kouli a nechame ji dopadnout (s hybnosti mv

Obr. 11.1
SNBSS ANNNEANAND
Q
§ 3
b c
Obr. 11.2
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a kinetickou energii mvz/2) na fadu pruznych kouli. Pfi narazu prvni koule si
ostatni koule rychle pfedavaji hybnost a mechanickou energii (rovnou hybnosti
a energii prvni koule pfi narazu). Po ndrazu se nepozoruje Zadny vlastni pohyb
kouli, viechny jsou zdanlivé v klidu, avsak posledni koule fady nahle odskoc¢i.

=
T
P
r> /’C
/

) /

\
\

i
\

\ _....‘;‘\\1;\\\\\\\\\\\\\\‘\\\\_

———
\ ‘
\\.

A
'l
\

/;«

Obr. 11.3 Machtiv vinostroj

Z toho soudime, Ze fadou pruznych kouli se §iii rozruch deformacni energie
a s ni spojené hybnosti.

Krystal si miizeme predstavit jako soustavu (pravidelné usporadanych) vza-
jemné svazanych linedrnich harmonickych oscilatori. Tato vazba je zprostied-
kovana mezimolekuldrnimi silami; na obr. 11.2 jsou tyto vazby znazornény
pruzinami. Ve stavu klidu je soucet sil pusobicich na kazdy objemovy element
roven nule. Pfi vychyleni objemového elementu anebo jednoho oscildtoru se
rovnovéha naru§i, za¢nou se pohybovat i sousedni objemové elementy,
ruch se §ifi jistou konecnou rychlosti na véechny strany,

S podobnou situaci se setkavame u vsech latek tuhého, kapalného anebo
plynného skupenstvi. Mistni rozruch (deformace, komprese) se vlivem mezimo-
lekularnich sil pfinasi do ostatnich mist. Energie*) se pfitom prenasi z jednéch
oblasti do jinych jako proud.

Tomuto §ifeni rozruchu prostorem od mista k mistu fikame postupné vl-
néni. Tento rozruch muZe byt nejriznéjsi povahy: deformace pruzného téle-
sa, zména hustoty, tlaku, teploty, popf. intenzit elektromagnetického pole.

a roz-

*) Pro stru¢nost mluvime pouze o energii. Ve skute¢nosti pii tom dochdzi také k pfenosu hybnosti
a momentu hybnosti. :
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Nézev vinéni souvisi se znamym ukazem, jenz vznikne po vhozeni malého
predmétu do klidné vodni hladiny. Od mista rozruchu (vhozeni pfedmétu)
postupuji viny kruhového tvaru se stale rostoucim polomérem, pii¢emz v misté
rozruchu nasleduje brzy po ném klid, energie pfechazi na dal§i mista. Je to
obdobn4 situace jako pfi razu v fadé pruznych kouli, kdy se prvni koule pii
narazu zastavi a preda energii dal$im mistim.

Kinematiku postupného vinéni lze prodemonstrovat na jednoduchém zafize-
ni, zvaném Machiiv vinostroj (E. MACH, 1890). Je to soustava stejnych
kyvadélek (viz obr. 11.3) tvofenych kulickami, z nichz kazda je ve stejné vzdale-
nosti od sousedni kuli¢kyv zavésena na dvou tuhych vlaknech. Vlakna se nahofte
rozbihaji, takZze kazda kuliCka muze kyvat jen v roviné kolmé k roviné zavés-
nych vlaken. Specialnim mechanismem lze roviny kyvani vech kulicek soucasné
stocit az o0 90 °.

Nejdfive nastavime rovinu dvouvlaknovych zavésu vSech kulicek tak, aby
kyvaly pouze v rovinach kolmych k fadé, kterou dohromady tvofi. Dlouhym
pravitkem vychylime viechny kuli€ky z rovnovazné polohy o stejnou (malou)
vychylku y. Posuneme-li pravitko prudce smérem dolt, uvolnime tim vSechny
vychylené kulicky soucasné, nasledkem cehoz za¢nou vsechny kulicky kyvat
kolem svych rovnovaznych poloh se stejnou periodou T a ve stejné fazi. Pfi malé
pocatecni vychylce jsou to prakticky pohyby po useckach kolmych k bodové
fadg, priCemz okamzita pfi¢na (transverzalni) vychylka y z rovnovazné polohy
je pro vsechny kulicky popsana stejnou zavislosti

y=r(t)- 11(1.1)

V daném piipadé malé vychylky lze tuto funkci reprezentovat harmonickou
zavislosti f{t) = A cos wt, kde w = 2n/T je thlovéa frekvence. Funkce je
volena tak, ze v &ase t = 0 je y(0) = A4 . Tento kmitavy pohyb viech kulicek
kolem rovnovazné polohy se stejnou fazi nepredstavuje jesté vlnivy pohyb.
Obraz vinéni dostaneme, kdyz vychylené kulicky postupné uvoliiujeme
tim, Ze pravitko P posouvame vpravo konstantni rychlosti ¢. Uvolnéné kulicky
opét kmitaji kolem své rovnovazné polohy se stejnou periodou 7' (kmitoétem
v = 1/T), aviak jednotlivé kmity jsou nyni ve fizi zpozdény. Toto fizové
zpozdéni roste s rostouci vzdalenosti x dané kulicky od pocatku bodové fady.
Toto vzdjemné fazové posunuti kmitii jednotlivych bodi bodové Fady je podstat-
nou a charakteristickou viastnosti vinéni. Vznikd tak casové i prostorové proménny
rozruch. .
PonévadZ kazdé kyvadélko kona harmonicky pohyb, pfi pohledu seshora se
pohyb bodové fady bude zobrazovat charakteristickou sinusovou (kosinusovou)
vlnou. Tato vlna bude pfedstavovat momentalni snimek pohybu bodové fady.
Popsané vInéni vzniklo pfi¢nymi kmity jednotlivych bodil vzhledem k jejich
fadé, proto se nazyva vinéni pFiéné neboli transverzdlni. Pii malych vychylkach
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lze jednotlivé (ve skuteénosti kruhové) vychylky bodové fady zobrazit se¢ka-
mi, které lezi ve stejné roviné.

Takové pfiéné vingé, v niz vSechny vychylky lezi ve vSech mistech v téze roviné.
fikame linedrné polarizovand. S obecnéj§im pripadem eliptické polarizace
seseznamime v ¢lanku 11.7. Dochazi-li k neuspoiddanému ( chaotickému ) kmita-
ni v riznych smérech kolmych ke sméru fady, mluvime o nepolarizované viné.

Snadno najdeme zavislost vychylky u(x, ) libovolného bodu v case 1 ve
vzdalenosti x od poéatku. Pii pohybu pravitka konstantni rychlosti ¢ vychylka
v bodé x zadne o ¢as At = x/c pozdgji, takze bude u(x, t) = A cos wt’, kde
t' =t — x/c . Bude tedy platit

2nt 2nx

u(x. t) = A cos w<t - f) =4 cos(-—~ - —~) . [(1.2)

¢ T cT

Perioda T znali nejkratsi dobu opakovani stejné vychylky v daném bodé x; je
tedy u(x,t+ 7) = u(x,t). Obdobné¢ najdeme minimdlni vzdilenost
Ax = A, pfiniz je v daném Case 7 stejna faze (a tudiz i stejnd vychylka). Ze
vztahu u(x + A, 1) = u(x. t) dostaneme pro tuto minimalni vzdilenost

A=cT = 11(1.3)

< | O

Vinovd délka je tedy vzdalenost, na kterou postoupi dana faze kmitii za dobu
jedné periody T. Jinymi slovy, vinova délka je nejkratsi vzddlenost mezi body.
které kmitaji ve stejné fazi. '

V teoretickych avahéach se obvykle misto vinové délky zavadi vinocet

= — 11(1.3")
predstavujici 2n-nasobek poctu vinovych délek na jednotkové délce. Vychylku
tak zapiSeme ve tvaru
u(x, t) = A cos [k(x — ct)] = A cos (kx — wt) . 11(1.4)
Zatim jsme mluvili o harmonické vychylce jednotlivych ¢lent bodové fady.
Popisujeme-li y = f(t) ¢asovy priibéh kmitu jednoho bodu bodové fady, pak
okamzitou vychylku u(x, t) libovolného bodu x v Case ¢t vyjadiime rovnici
u=/f(), t

u=f(t — xjc). 11(1.5)
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Tato obecnd zavislost vyjadiuje libovolnou vinu postupujici rychlosti ¢ v klad-
ném sméru osy x. Pro vlnu postupujici v opacném sméru mame obdobné

u = g(t + f). 11(1.6)

C

Jinym symbolem g misto f oznacujeme, Ze vlna postupujici v opa¢ném sméru je
obecné jina. Zobecnéni na trojrozmérny pfipad provedeme pozdéji. Zde znovu
zdiraznime, 7e pfi vinovém pohybu se nezavisle proménné x, ¢ vyskytuji pouze
v kombinaci t F x/c, resp. ¢t F X .

a Hu , | N LY _ /\

N
M2 | |

m—x)lllllllllglIIIIH:IIIIIIIIIIIIII

Obr. 114

Zatim jsme se zabyvali ptipadem, kdy kmitani jednotlivych ¢lent bodové
fady je kolmé k jejich fad¢ (pficné vinéni). Kmita-li kazda ¢astice bodové fady
ve sméru fady, vznika vinéni podélné neboli longitudindlni, Okamzitou vychylku
u(x, t) kazdého bodu opét popiseme zavislosti 11(1.2), popf. obecnéjsi zavislosti
11(1.5) nebo 11(1.6).

Piechod pfi¢ného vinéni v podélné lze nazorné pfedvést na Machové vino-
stroji tak, Zze soucasné stocime roviny zavésnych vlaken pfi¢né kyvajicich kuli-
¢ek tak, ze smér kyvani jednotlivych kuliéek se zméni z pfi¢ného na podelny.
Zatimco v pfi¢né viné byl vrch a dil, u podélné viny se objevi zhusténi a ziedéni
bodii kolem mist nulovych vychylek, které (stejné jako vrch a dil u pfi¢né viny)
postupuji stalou fazovou rychlosti ¢, jak je to znazornéno na obr. 11.4.

Veli¢inu  — x/c urcujici vychylku u(x, r) v daném bodé x a v daném case
t, nazyvame fazi viny. Ozna¢me ¢, — xy/c néjakou fazi v bodé x, a v Case ¢,
Ve viech bodech x a ve v8ech ¢asech ¢, kdy je t — x/c = 1, — x,/c, bude faze
stejna. Pro mista stejné faze, tzv. vinoplochy odtud plyne

x =X, + ¢t — 1) . 11(1.7)

Vcase t = Iy je X = X, coZ je rovnice roviny kolmé k ose x a prochazejici
bodem x; na této ose. Vlnoplochy jsou tedy roviny posouvajici se v prostoru
fazovou rychlosti ¢, proto takovou vinu nazyvame rovinnou.
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Zobecnéni na trojrozmérny piipad je snadné. Necht r je bod roviny vzdalenc
od po¢atku o (kolmou) vzdalenost d. Je-li n jednotkovy vektor ve sméru norma-
ly k této roviné, pak je rovnice roviny

rno=d. 11(1.8)

Oznalime-li «, f#, y Ghly, jez svira normala roviny s osami x, y, z, pak slozky
jednotkového vektoru n predstavuji tzv. smérové kosiny

n = (cos o, cos fi, cos y) . 11(1.9)
PonévadZ n je jednotkovym vektorem, plati normovaci podminka
cos®a + cos” fi + cos*y = 1. 11(1.10)
Rovnici roviny 11(1.8) nyni zapiSeme ve tvaru

xcosa + ycosfi+zcosy =d. 1111

pod Uhly a, £, y k jednotlivym kartézskym osam) urazi vzdalenost d za Cas
At = d/c predstavujici fizové zpozdéni. Misto 11(1.5) a 11(1.6) budeme mit

. rn
u = f (5 — --)
C

3 mn Xcoso + ycosf + zcosy
u = gt +—} =gt + .

C C

Il

f(‘ xcosac+ycos[)’+zcosy)
t—' b

¢

Pii o = 0.8 = y = n/2 dostavame 11(1.5) a 11(1.6).
Z typografickych duvodi je vyhodné misto argumentit ¢t + rnj/c
psat rn ¥ ¢t . Vinové rozruchy vyjadiime rovnicemi

w = f(rm — ct),  u, = g(rm + ct). 11(1.12)

Vinoplochy jsou mista vyhovujici rovnici rm — ¢t = rgn — ¢ty , .
rn = ryn + cft — o). 11(1.13)
Jsou to rovnobéZné roviny, jeZ se s ¢asem rovnomeérné premistuji rychlosti
¢. Tato rychlost je kinematickou veli¢inou, jez urCuje rychlost premistovani
stejnych fazi, proto se nazyva fdazovou rychlosti. Fazova rychlost nemusi
obecné souhlasit s rychlosti pfenosu energie rozruchu, proto mize byt 1 vétsi

neZ je rychlost svétla ve vakuu, aniz by to bylo v rozporu s teorii relativity.
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11.2 Vlnova rovnice

V piedchozim ¢lanku jsme dospéli k zavéru, Ze pfi vinovém pohybu se
nezivisle proménné r a t vyskytuji pouze ve specidlnich kombinacich nr F ct .
Tento poznatek nam umoziuje najit odpovidajici diferencialni rovnici vinového
pohybu.

Za¢neme jednorozmérnym pfipadem, kdy je vychylka u = u(x, t) popsana
zavislosti

u=f(x—ct). 11(2.1)

Zde mame derivovat sloZenou funkci argumentu s = x — ¢t . Pravidla pro
parcialni derivovani sloZzenych funkci jsou obdobna jako u obyéejnych derivaci:
nejdfive zderivujeme funkci f(s) podle 5, a pak tuto derivaci vynasobime
derivaci argumentu s podle pfisluiné proménné. V homogennim prostfedi je
rychlost ¢ konstantou*) nezavislou na x, t. Podle pravidel o derivovani sloze-
nych funkci pak mame

o _ds_ o w_de 11(2.2)

ox  ds dx ot dsaot

Zde jsme uzili (Js/ox) = 1, (@s/dt) = — ¢ a symbolem f’ jsme oznadili
S = df/ds . Opétovnou derivaci dostaneme

2 2

u ’ cu \2p e 2100 ’
=S S = (==, 11(2.2)
X ot

()

(o))

kde f" = d¥/ds?.
Srovnanim obou vyrazd v 11(2.2") dostaneme hledanou vinovou rovnici

Pu 187
2. 1(2.3)
ox* o .
Kdybychom vzali feSeni u = g(x + ct), dostali bychom stejnou rovnici. (To
Je pfirozené, jelikoz 11(2.3) se nezméni pfi zaméné ¢ — —c .) Z toho soudime,
Ze vInova rovnice 11(2.3) ma obecné feSeni (J. d’ ALEMBERT, 1770)
u=f(x—ct) + gx + ct). 11(2.4)

Z matematického hlediska je vinova rovnice linearni homogenni parcialni
diferencialni rovnici druhého Fadu. (Pro uplnost jedté poznamename, Ze je to

*)Rychlost ¢ by oviem mohla zaviset na x, t nepfimo prostiednictvim vychylky u, tj. ¢ = c(u).
Z ditvodi, o nichz pojedname v &anku 11.5, takovou zavislost zde vyluCujeme.
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rovnice tzv. hyperbolického typu.) Linearitou oznadujeme tu skute¢nost, e
sama funkce u a viechny jeji derivace se vyskytuji pouze v linearnich kombina-
cich. Homogenitou rozumime to, %e rovnice se nezméni pfi zaméné u na
u’ = konst . u (N&kdy se mluvi o rovnici bez pravé strany, coz je nevhodné,
JelikoZ kazda rovnice ma levou i pravou stranu.)

Linedrni homogenni diferencialni rovnice se vyznaduji vyjimeénou vlast-
nosti, kterou Zadné jiné rovnice nemaji, a sice tim, Ze jsou-li u,, u, dvé (line-
arn€ nezdvislé) feSeni takové rovnice, pak soudet u, + u, (obecn& linearni
kombinace au; + a,u,) téchto Feseni je opét feSenim téZe rovnice. Ponévads
tento vysledek ma v nauce o vinéni kli¢ovy vyznam, dokaZeme jeho spravnost
pro vinovou rovnici. Necht u,, u, vyhovuji vlnové rovnici

Pu, 1 0%, uy, 1 0w,

oxt o ox?  ¢* o

Prvni rovnici vynasobime konstantou a, druhou «,, a vzniklé rovnice secteme;
dostaneme tak

iy ) - L2 |

TS AUt Gh) = = — (a4 + ayl,) .

ox? c? or’
To je opét rovnice 11(2.3) pro funkci u = a,u; + a,u, . Tato skute¢nost je pro
vInéni podstatnou, jelikoZ souvisi se skladanim (superpozici) kmitd, coz vede ke
specifickym interferenénim jeviim (viz ¢l. 11.5), o nichZ pojedndme pozdéii.

Odvozeni vinové rovnice pro trojrozmérny ptipad je obdobné. Vezmeme

prvni fedeni 11(1.12), tj.

u=f(xcosa + ycosf + zcosy — ct).

Oznacime-li s = x cosa + ycos f + zcosy — ct, pak podle pravidel o de-
rivovani slozené funkce plati

ou Os X ou ds
—=f—=-¢', —=f—=f"cosu.
ot ot 0x 0x
Opétovnou derivaci dostaneme
1 u )
Y _——2 = f )
¢ ot
2 -2 2
é ) 0u ou »
ﬁ=f"cosza, ’=f”cosz/3, —E=j cos’ y .
ox~ dy” 0z
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o%u o%u &u

-~ 2
ox* 0y

”
P

v oy ) N
coZ po porovnani s (0-u/dt”) da hledanou vlnovou rovnici

2 ~2 ~2 ’

; 1
“+M-70?=0. 11(2.5)
2 22 &2 or?

ANy

Pel

cu N
2

0x~

<
jo3}
D

'y

Pro funkci u = g(nr + ct) dostaneme stejnou rovnici. Zavedeme-li Laplacetiv
operator V?* (viz matematicky dodatek D.5)

A2 A2 2
¢ ¢ 0
szj+——i+ - 11(2.6)
Ox ay oz-
pak misto 11(2.5) mame
1 0%
V2 _‘c”i““;tz - 11(2.7)

Reseni této vinové rovnice miizeme vyjadiit ve tvaru soudtu dvou funkci (tzv.
d’Alembertovo Feseni)

u=f(nr — ct) + g(nr + ct). 11(2.8)

Ke zpusobu odvozeni vinové rovnice a k nékterym jejim dtsiedkim pfipojime
n¢kolik upftesnujicich poznamek.

1. Predstavuje-li # mechanickou vychylku, pak (ﬁzu/ﬁtz) Je okamzité zrychle-
ni v daném bodé¢ (objemovém elementu). Zrychleni je rovno sile plisobici na
jednotkovou hmotnost. Z vinové rovnice pak plyne, Ze 62(52u/5x2) , popr.
¢* V2u piedstavuje silu paisobici na jednotkovou hmotnost. Tim vinova rovnice
nabyva charakteru dynamického zdkona. V dal3i ¢asti této kapitoly (v ¢lancich
11.12 a 11.14) si ukdZeme, jak z pohybovych rovnic pro pruzné nebo tekuté
prostredi plyne vlnova rovnice.

2. Zde jsme predpokladali zndmy tvar FeSeni, z néhoz jsme pak matematicky-
mi operacemi ziskali rovnici pro roto Feseni. Matematickymi upravami (v daném
piipadé derivacemi) muZe vzniknout rovnice, kterd ma také jind feSeni nez to,
z n¢hoZ jsme pii odvozovani rovnice vychazeli. (Ctenaf se s podobnou situaci
setkal jiz v elementarni matematice, napf. pfi feSeni rovnic s odmocninami, kdy
povySovanim vznikaji nadbyteéna feSeni.) Jak jsme vSak uvedli v predeslé
poznamce, z pohybovych rovnic nékterych (nedisipativnich) prostiedi plyne
vinova rovnice 11(2.7). Ke stejné rovnici se dospéje i z rovnic elektromagneticke-
ho pole, popf. rovnic pro (slabé) gravitaéni pole, takze vinové rovnice 11(2.7),
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odvozena plivodné pro mechanické vychylky u, je vyjadfenim wniverzdlnich
dynamickych zakonitosti pFirodnich jevit.

3. Vlnova rovnice 11(2.3), popt. 11(2.7) obsahuje ¢as ¢ pouze v diferencialni
formé&. To znadi, Ze jeji feeni zavisi pouze na rozdilu ,.koncového* (¢) a ,.poca-
teéniho® (¢,) &asu © = ¢ — £, Misto 11(2.7) miizeme psat (0%u/é7®) = > Vu .
Zaménime-li t na —t (minus 7), tj. ¥ = —1 , rovnice se nezméni. Zména
znaménka 7 viak znadi vzdjemnou vyménu pocate¢niho a koncového casu.
Z toho soudime, Ze vlnovy proces, popisovany vinovou rovnici 11(2.7), mize
probihat vratné, tj. v obou smérech, pfi¢emz systém projde vSemi stavy jako pfi
piimém procesu, aviak v obracené ¢asové posloupnosti.

11.3 Rovinna monochromaticka vina. Vinovy vektor.
Disperzni zakon

Z predchoziho vykladu vime, ze vinova rovnice ma fedeni typu f(nr — ct) a
g(nt + ct) . Ponévadz druhé feseni se od prvniho li¥f jen formalni zaméncu

znaménka rychlosti ¢ — —c¢ (a zaménou funkéniho symbolu f — g), budeme
se zabyvat pouze feSenim «

u=f(nr— ct).

Kazda (dvakrat diferencovatelnd) funkce tohoto typu je tedy feSenim vinove
rovnice. O tom, jakou konkrétni zavislost je nutno vzit, rozhoduji vlastnosti
daného prostiedi spolu s pocate¢nimi a okrajovymi podminkami (pocCatecni
vychylka, vychylka na hranicich prostfedi). Takova metoda feSeni vinové rovni-
ce se probird ve specidlnich kursech matematické fyziky, coz vSak vyzaduje
pomérné slozity matematicky aparat, ktery zna¢né pfesahuje ramec a poslani
této tvodni udebnice. A tak nam zde nezbyva neZ piedpokladat, Ze tvar této
funkce je znam bud z experimentl, anebo z n&jakych fyzikalnich Gvah.

V pozorovanych vlnovych jevech se zpravidla setkaviame s pravidelnym
(prostorové i Casové) periodickym opakovanim situace. Takové chovani miize-
me zobrazit trigonometrickymi funkcemi typu

B cos [k(nr — ct)], C sin [k(nr — ct)],
popft. jejich linedrni kombinaci
u = Bcos [k(nr — ct)] + Csin [k(nr — ct)] . . 1131
Substitucemi
B=Acose, C= —Asineg 11(3.2)
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prevedeme 11(3.1) na tvar

u = Acos [k(nr — ct) + ¢] . 11(3.3)

Vhodnou volbou casového poCatku muzeme docilit, aby u jedné viny nabylo
¢ libovolné predem zadané hodnoty. Zpravidla se voli ¢ =0, coz da

A cos [k(nr — ct)] . anebo & = —m/2, coz vede k zavislosti
A sin [k(nr — ct)] . Zde budeme vétsinou uzivat prvni volbu, tj.
u = A cos [kinr — ct)]. 11(3.4)

Vinoplochy jsou roviny s norméalou reprezentovanou jednotkovym vektorem n,
pficemz vzdalenost d = rn téchto rovin od pocitku se posouva v prostoru (se
smérem n) konstantni fazovou rychlosti ¢ , jak jsme vysvétlili na konci ¢lanku
11.1. Argument k(nr — ct) musi byt bezrozmérny, takze k ma rozmér prevrace-
né hodnoty délky. Najdeme fyzikalni vyznam této veli¢iny. Funkce 11(3.4) je
dasové periodicka. Oznacime-li T nejkratsi casovy interval, béhem néhoz v da-
ném bodé r nabyva vychylka u stegné hodnoty, z pozadavku
u(r,t + T') = u(r, t) pak plyne

keT = 21 . 11(3.5)

Veli¢ina 4 = ¢T je vinova délka, tj. draha, kterou signal urazi za dobu jedné
periody; je tedy

k== 11(3.6)

2 AN /

coz souhlasi s vinoétem zavedenym v ¢lanku 11.1. V teoretickych uvahach je
vyhodné zavést thlovou frekvenci

2n
T
pomoci niz dostaneme znamé nam jiz vyjadieni
w ‘
ko= —. 11(3.8)
C

Redeni 11(3.4) tedy odpovida rovinné vin¢ s jedinou (uhlovou) frekvenci o,
’ r . . *
proto se nazyva rovinnou monochromatickou ) vinou.

*) Z teckého povoa {monos = jediny), yoouos (chromos = barevny).
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Zpravidla se zavadi vlnovy vektor k, jehoz absolutni hodnota k| = k
a jehoz smér souhlasi se smérem Sifeni

k=hkn=—n. 11(3.9)

Kartézské komponenty k.. k,, k. se zpravidla vyjadiuji pomoci smérovych
kosintt (viz ¢lanek 11.1)

k ::C;Jcosot, k.=gcosﬁ, k,zfcosy 11(3.10)

¥ z
C C C

anebo sférickych thlt 9, ¢ (viz matematicky dodatek D.1)

w o . i w
k., = —sin §cos ¢, k, = —sin 3sin ¢, k. = —cos 3. 11(3.11)
¢ ’ c ) ¢
Pomoci oznaceni 11(3.7) a 11(3.8) piepideme rovinnou monochromatickou
vlnu ve tvaru

u = A cos (kr — wt). 11(3.12)

Amplituda 4 rovinné monochromatické viny nezavisi ani na poloze r, ani na
Case 7. mize viak zaviset na vlnovém vektoru k. tj. 4 = A(k).

Ze zkudenosti vime, Ze rychlost ¢ $ifeni vinového rozruchu zavisi na frekven-
ci*) w, 4.

¢ = clw), 11(3.13)

coz ve spojeni s 1(3.8) dd k = w/c(w) . Redenim této rovnice ziskame zavislost
frekvence o na vlnoctu k, tzv. disperzni zdkon

w = ok). 11(3.14)

V tomto piipadé frekvence w zavisi pouze na absolitni hodnoté vinového vekto-
ru. coz odpovida izotropnimu prostiedi. N anizotropnich prostredich (napf.
v krystalech) je i rychlost §ifeni v riiznych smérech rizna, takze disperzni zékon
bude mit tvar

o = o). 11(3.14")

Aby nedoslo k prehlédnuti, upozoriiujeme. ze zde je argumentem vinovy vektor
k.

#) Zde budeme pouzivat pouze Uhlovou frekvenci o, proto budeme pfivlastek ,,ihlova* vétSinou
vynechavat.

377



Konkrétni tvar disperzniho zdkona zavisi pro kazdy druh vin (zvukové.
svételne) podstatnym zplisobem na vlastnostech a stavu prostiedi. Teoretické
urCeni disperzniho zakona je zpravidla velmi komplikovanym problémem, po-
névadz vyzaduje zapocteni struktury i dynamiky daného prostiedi, jimz se
vinovy rozruch §ifi. S jednoduchym piikladem takového vypoctu se seznamimnie
v Clanku 11.13.

Trigonometrické funkce souvisi velmi jednoduse s exponencialni funkei po-
moci Eulerovych vzorcil

et = cos o + isina. 11(3.15)

Libovolné komplexni &islo z = a + ih, kde a. b jsou redlnd &isla, maZeme
substitucemi a = |zlcos &, b = |z[sin o pievést na Gaussiw tvar

=a -+ ib = [z (cos a + isina) = [z]e™*. 11(3.16)

kde |z] = (¢ + b*)'* je absolutni hodnota komplexniho &isla. Manipulace
s komplexnimi ¢isly je zpravidla jednodussi, proto budeme podobné jako v teorii
kmith (viz kapitola 3) uZivat komplexni symboliky. Ve shodé s 1 [(3.15) mizeme
cos o a sin o vyjadfit jako redlnou (Re) a imaginarni (Im) ¢ast komplexniho isla
e, 1.
cosx = Re (e”).  sing = Im (¢”). 11(3.17)
Rovinnou monochromatickou vinu 11(3.12) maZeme vyjadfit ve tvaru
¥ = Re (A ei{kr—-mf]) ) 11(3‘18)
Obecné muzeme v tomto zépisu poklidat i amplitudu 4 za komplexni ¢slo
A = |Ale", 11(3.19)

coz po dosazeni do 11.(3.18) dd u = |Alcos (kr — wi + &) odpovidajici vyja-
dieni 11(3.3) v realné symbolice.
Komplexni symbolika se je$té¢ obvykle dale zjednodusuje tak, Ze misto

11(3.18) se piSe
ulr, 1) = Alk) e'kr=en) 11(3.20)

¢imz se rozumi redlnd ¢dst vyrazu stojictho na pravé strand, ani? bychom
explicitn€ vypisovali symbol Re oznacujici redlnou ¢ast. Pokud se pracuje se
sin (kr — i) . pak se v 11(3.20) rozumi imaginarni ¢ast. Zde viak budeme
vsude rozumét realnou ¢ast. Ve vypoctech (algebraické operace, derivace, integ-
race) lze uzivat komplexniho zapisu 11(3.20), a pak teprve ve vyslednych formu-
lich piejit k redlné ¢asti. Zapis typu 11(3.20) miize byt zpocatku matouci, jelikoz
symbol u zpravidla pfedstavuje redlnou velidinu (vychylku, intenzity elektro-
magnetického pole). zatimco na pravé strané je komplexni &islo. Je to viak zapis
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velice usporny, v literatufe bézny, proto je nutno si na néj zvyknout. Staci, aby
si étenat pred piislusnym vyrazem piimyslil chybejici symbol Re oznacujici
realnou c¢ast. .

Poznamka. Rovinnd monochromaticka vina ma v teorii vinéni vyznamné
postavent, a to z nékolika divodli. Malou Cast libovolné vinoplochy lze pokladat
za &ast roviny. Trigonometrické funkce tvofi tzv. uplny systém funkci, pomoci
nich? 1ze ostatni funkce vyjadfit ve tvaru souctu (tzv. Fourierovy fady)

Fr, 1) = ; A(k) exp [i(kr — wt)] .

Pfi tom je nutno uvazit také disperzni zakon.

11.4 Sféricka vina

Tekutiny (tj. plyny a kapaliny s vyjimkou tzv. kapalnych krystald) a ostatni
amorfni latky se vyznacuji tim, Ze jejich vlastnosti jsou ve viech smérech stejné,
co? oznadujeme terminem izotropie*). V izotropnich prostiedich se rozruch 8ifi
na viechny strany stejné, takze rozruch u(r, t) v daném Case r a v daném bod¢

r zavisi pouze na absolutni hodnoté vzddlenosti
2 pl 2 i)

P = (P4 + ) 11(4.1)
od mista rozruchu. Rozruch bude sféricky symetricky. z ¢ehoz se da usuzovat,
¥e vinoplochy budou koncentrické koule rozpinajici s (itici se) fazovou rych-
losti ¢.

Budeme se zabyvat feSenim vlnové rovnice 11(2.7) pro trojrozmérné vinéni
v izotropnim prostiedi, kdy je

u = ulr, t). 11(4.2)

Znovu upozoriiujeme, 7e zde je r = |r] . Jednoduchym vypoctem (viz pfi-
klad 1 k této kapitole) najdeme, 7e

Lt a(,0
Vi = - — <r2 ii’), 11(4.3)

1a/(,¢ 1 S*u
~ = r~5ﬁ)m»;c,f:0. 11(4.4)
r= or or o O

% 7 teckého iCoo (izos = stejny). towne (trope = poloha, smér).



Tuto vlnovou rovnici Ize dale zjednodusit jednoduchou, v teorii vinéni asto
uzZivanou substituci ‘

1 s r
u(r, 1) = oir 1) 11(4.5)
R
Po dosazeni do 11(4.4) dostaneme
v 1%
LR A 11(4.6)
o o

To je vlnové rovnice typu 11(2.3) pro jednorozmérné vinéni. Rovnice 11(2.3)
a 11(4.6) jsou fakticky identické. jelikoZ se na sebe navzajem prevedou ziménou
symbolli x «> r. u « v. Z toho soudime (viz 11(2.4)), ze rovnice | 1(4.6) ma
feSeni

v=o(rt)=f(r—ct) + g(r + ct), 11(4.7)
a tudiz
u=urt) = fir = ) + o + o) . 11(4.8)
r r

Vysetfime vyznam obou fedeni. Vezmeme nejdfive prvni feseni r- fir—ct).
Vyraz ry — cty znadi fazi viny v ¢ase 1, ve vzdalenosti r, od poéatku soufadnic,
Y. na povrchu koule o poloméru ro- Ve viech ¢asech ¢, a ve viech vzdalenostech
r vyhovujicich podmince ¢t — r = ct, — r, bude stejna fize. Jsou to koncen-
trické koule

Jejichz polomér roste (vina se rozbihi) fazovou rychlosti ¢. Z toho dtivodu se
takova vlna nazyva rozhihavou neboli divergentni sférickou vinou. Ve druhém
feSeni r~'g(r + ¢1) budou mista stejné faze uréena podminkou r + ¢t =
=1y + cty, .

=y = ot = ty) . 11(4.10)

Jsou to koncentrické koule, jejich? polomér se zmenSuje fazovou rychlosti
c. Reseni r*lg(r + ct) piedstavuje sbihavou neboli konvergentni sférickou vinu.
Nazorné muzeme fici, ze rozbihavé (sbihavé) FeSeni predstavuje expanzni (kom-
presni) vinu.

Budeme se zabyvat harmonickou rozbihavou sférickou vinou. tj. pfipadem.
kdy f(r — ct) = aexp [ik(r — c¢t)]. V tomto ptipadé mame

u(r, 1) = Lk =) H(4.11)
N
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Pfipominame, Ze zde uZivame Gmluvy o komplexni symbolice, zavedené na
konci predeslého ¢lanku. Stejné jako u rovinné monochromatické viny najdeme,
ze keT = 2n, 4. kc = w , resp.

k=2 11(4.12)

Rozbihavou monochromatickou sférickou vinu charakterizujeme zavislosti

u(r, t) = 2 gitbr—or) 11(4.13)
r

Upozornujeme, 7e v exponentu je prosty soucin kr na rozdil od skalarniho
souCinu kr v rovinné monochromatické viné. Veliéinu A4 = a/r lze nazvat
amplitudou (rozbihavé) sférické viny. Amplituda této viny je tedy nepfimo
amérna vzdalenosti r (poloméru koule). Pozdéji uvidime, Ze proudova hustota
energie vinéni je piimo umérna kvadratu amplitudy. Tok energie plo§nym
elementem dS = r*dQ je tak amérny |a/rf’r? dQ = |a? dQ2. kde dQ je
element prostorového uhlu definovany rovnici D(1.31).

V izotropnim prostiedi je veliina « v rovnici 11(4.11) nezavisla na sférickych
soufadnicich r. 3, ¢. V anizotropnich prostiedich je viak Sifeni sférické viny
sméroveé zavislé, coz vyjadiime zavislosti

u(r, 3, ¢, t) = a(s. 9) ellkr —wr) | [1(4.14)
r

11.5 Princip superpozice. Interference vinéni

Vlnovy rozruch v daném bodé r a v daném ¢ase r mizZe byt vyvolan nékolika
pfi¢inami, (. je vyslednici nékolika dil¢ich rozruchl pfichazejicich (v ¢ase 1) do
daného bodu r 7z rlznych mist. Vztah mezi dil¢imi rozruchy a vyslednym
rozruchem je nutno pro kazdy druh vinéni najit empiricky.

Vinéni je zpravidla trojrozmérné; tehdy vychylku budeme poklidat za vekto-
rovou veli¢inu u = u(r, t) . Tato,vychylka™ miZze pfedstavovat mechanickou
veli¢inu, zménu hustoty, tlaku a rychlosti tekutiny, ale také nemechanickou
veliinu typu intenzity elektrického a magnetického pole. V ptipadech, kdy tyto
vychylky jsou malé, rozborem empirickych dat se dospéje k nasledujicimu
poznatku, zvanému princip superpozice.

Vyvola-li prvni rozruch (pfti neexistenci jakéhokoliv jiného rozruchu) vychyl-
ku u,(r, t) adruhy rozruch (opét pfi nepfitomnosti jakéhokoliv jiného rozru-
chu) vychylku u,(r, t) , pak vysledna vychylka u(r, t) vyvolana v daném bodé

381



r a v daném case ¢t pii soucasném pusobeni obou rozruchu je vektorovym
souctem — superpozici — obou vychylek

u(r, t) = uy(r, t) + uy(r, t) . 11(5.1)

Pii tom se pochopitelné vzdy jedna o vychylky stejného druhu.

Princip superpozice vede k tomu, Ze vlnova rovnice je linearni homogenni
diferencialni rovnici (viz ¢lanek 11.2). Ctenaf se mliZe ptat, pro¢ z principu
superpozice ,,délame takovou védu*, kdyz uz vime, Ze vlnova rovnice automa-
ticky garantuje superpozici vinéni. Pfi odvozovani vlnové rovnice 11(2.3)
a 11(2.7) jsme mlc¢ky pfedpokladali, Ze rychlost ¢ $ifeni rozruchu nezavisi na
vychylce u (amplitudé viny). Kdyby ¢ zaviselo na u, tj. ¢ = c(u), pak misto
jednoduchych vztahii v 11(2.2) bychom museli dosadit

os dc Ou os oc ou

= = o O =} —

ox ouox ot ou ot

coz by nas nepfivedlo k jednoduché vinové rovnici 11(2.3).

Princip superpozice nas tedy navic piivadi k nezdvislosti fazové rychlosti na
amplitudé viny.

Proces skladani dvou anebo vétsiho poctu vinéni podle principu superpozice
se nazyva interferenci vinéni. Tento pojem, jenz je jednim z centralnich
pojmu v nauce o vinéni, zavedl A. J. FRESNEL (1810).

Z principu superpozice plyne, ze jednotlivé dil¢i vinové rozruchy jsou navza-
jem nezavislé. Pfi jejich slozeni vSak dochazi ke specifickym interferenénim
jeviim, s nimiz se setkavame prakticky ve vech oborech fyziky. Nékteré z téchto
interferen¢nich jevl si postupné vysvétlime.

K interferenci mize dochazet mezi vinami rizné frekvence a riizného vinové-
ho vektoru. S timto obecnym pfipadem se seznamime v ¢lanku 11.8.

Zde se budeme zabyvat interferenci dvou rovinnych monochromatickych vin
stejné frekvence (a stejného vinoé&tu), tj.

up = Ay cos (kx — wt + &), uy = Aycos (kx — wt + &). 11(52)
Misto fazovych posunuti ¢, ¢, zvolime body x,, x, tak, ze & = —kx,
& = —kx,; faze s(x,t) = kx — wt + ¢ vyjadfime rovnicemi

si(x, 1) = k(x — x;) —t,  sx 1) = k(x — x;) — ot .
Odtud plyne rovnost fazi v ptislusnych dvou bodech ve viech ¢asech
Si(xp 1) = sy(xp, 1) = —out .
Zvolime-li jeSté stejné amplitudy A, = 4, = a, pak je

u=u + u, = acos [k(x — x;) — wt] + acos [k(x — x,) — wt].

o
o°c
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Pomoci znamého trigonometrického vzorce

cos o + cos ff = 2cosa 1— ﬁcosa : b
ziskame pro vyslednou vinu vyjadieni
u= Acos (kx — ot + &), 11{5.3)
kde
k o1
&= = 2 (x; + x;) = 5(’91 + £y . 11(5.4)

(x; — x,)] . 11(5.5)

Vysledkem slozeni dvou rovinnych monochromatickych vin se stejnou
konstantni  amplitudou je op€t rovinna monochromatickd  vina
[cos (kx — wt + &)], avak s amplitudou periodicky zavislou na fazovém
rozdilu
Sy{x, 1) = sy(x, 1) = k(x;, — xy).
Absolutni hodnota této amplitudy se méni v zavislosti na fazovém rozdilu
v intervalu
0= 4] £ 2]d. 11(5.6)

Takové zeslabovani a zesilovani vysledné viny je typickym projevem interference
vinéni. Pii drahovém rozdilu |x, — x| vyhovujicim podmince

k

2

|x2~x,[=(2n+l)-§, n=0,1,2 ..

Je amplituda nulova, obé viny se nuvzajem rusi. coz je tzv. rufivd ( destruktivni,
negativni) interference. Teto podmince lze dat nazornéjsi smysl, zavedeme-li
misto vino¢tu vinovou délku A = 2m/k , coz da pfi lichém poétu pulvin

1
A=0 pii |x,—x]|=@2n+ ’)E 11(5.7)

Maximalni zesileni nazyvame Aonsiruktivai ( pozitivni ) interferenci. Tomu odpo-
vidd maximalni hodnota |A| = 2 |a| pii

Ax, = x| =nnr. n=012 ..,

=

ro
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tj. pit celém poctu vin (sudém poétu pilvin)

) A B
X, — x| = ni = 2n 2— 11(5.8)

|A] = 2 |a] pfti

Interference dvou rovinnych monochromatickych vln 11(5.2) s riznymi am-
plitudami se fesi obdobné. V aloze 2 k této kapitole je ukazano, 7e u = u, + u,
se da prevést na tvar

u = Acos (kx — ot + &), 11(5.9)

kde

A;sineg, + A, sin g, .
tge = 1 2 11(5.10)
Apcosep + A, cos e,

A = [A] + 43 + 24,4, cos (g, — &)]"2 . 11(5.11)
Ve specialnim pfipadé A4, = 4, = a dostaneme 11(5.3) - 11(5.5).
Jak uvidime pozdgji (¢lanek 11.16), intenzita vinéni je pfimo Gmérna kvadratu
vysledné amplitudy, tj. v daném piipadé

A* = A7 + A3 + 24,4, cos (¢, — &) .

3 b b Py e . S frwr v . R . T
Cleny Ay, A5 odpovidaji intenzitam dilcich wvinéni, interferencni (clen

2l

2A1A45 cos (&) — &) zdvisi na fazovém rozdilu ¢, — &, . Tento ¢len vymizi pfi

- . o) \D - .

& —é& =2 pli 5 — & =0 je A" = (4, + A,)°, pii & — & =17 je
2 2 v ’ v . - . s ¥ ’

A% = (A, — A,)", coz nazorné ilustruje vliv fazového rozdilu dvou vin na

intenzitu vysledné viny.

11.6 Stojat¢ vinéni

Dulezity pfipad interference dvou stejnych vin nawiava, kdyz se obé viny $iii
v navzajem opacnych smérech. V jednorozmérném ptipadé tomu odpovida
feSeni

u=f(x —ct) + f(x + ct). 11(6.1)

Pocatek O soufadnice x polozime do mista, v némz se ob& proti sobé postupuijici
viny setkaji v okamziku ¢ = 0 tak, ze obé vychylky u;. u, jsou nulové.
V piipadé rovinné monochromatické viny tomu odpovida fesent

up = asin (—kx + o), u, = asin (kx + wt) . 11(6.2)
Pro vyslednou vlnu dostaneme

u=u + u, = Asin (wt), 11(6.3)
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kde amplituda
A = 2a cos (kx) . , 11(6.4)

Ve vSech mistech bodové fady vzniknou jednoduché harmonické kmity sin
(wt) se stejnou fdzi, avsak vysledna amplituda A téchto kmitd zavisi periodicky
na vzddlenosti x od mista, které jsme zvolili za poc¢itek O. Absolutni hodnota |A]|
je maximalni v mistech, kde cos (kx) = +£1, tj.

|x| = n==2n n=20,1,2,.. 11(6.5)

>

|
NS

Témto mistim, v nichZ kmity maji maximalni absolutni hodnotu amplitudy,
fikame kmitny. Tyto kmitny jsou (na obg strany) od po¢atku O vzdaleny o cely
pocet pilvin neboli o sudy pocet ¢tvrtvin. V bodech, v nichz cos (kx) = 0, resp.

i
M =@+ 1) n=012. 11(6.6)

jsou tzv. uzly, z nichZ je vychylka trvale nulova.

Superpozici dvou stejnych pficnych vin Sificich se v navzajem opacnych
smérem vznikne stojaté vinéni pFic¢né; obdobnou superpozici podélnych
vin vznikne stojaté vinéni podélné.

Zopakujeme si zasadni rozdil mezi postupnym a stojatym vinénim. Pfi po-
stupném vinéni kmitaji vSechny body se stejnou amplitudou, avsak s riiznou
fazi, ktera se §ifi fazovou rychlosti vinéni. Postupné vinéni miizeme znazornit
pohybem neménné vinovky fazovou rychlosti c. Pfi stojatém vinéni je amplituda
periodicky zavisla na poloze bodu; body vzajemné vzdalené o vinovou délku
kmitaji ve stejné fazi, body vzajemné vzdalené o pul viny s opa¢nou fazi. Stojaté
vinéni miizeme znazornit vinovkou pevnou v prostoru, jejiz amplituda se v kaz-
dém misté synchronné (soucasné) periodicky méni.

Ke vzniku stojatého vinéni obvykle dochazi tak, Ze postupna vlna se na konci
utvaru odrazi a pohybuje se opaénym smérem; interferenci obou postupnych
vln pak vznika vlnéni stojaté.

11.7 Polarizace vinéni

V ¢lanku 11.1 jsme zavedli pojem linearni polarizované viny jako pficné viny,
v niz vSechny vychylky lezi ve vSech mistech ve stejné roviné. Nyni budeme
vySetiovat vinéni, které vznikne superpozici dvou stejnych vin linearné polarizo-
vanych ve dvou vzdjemné kolmych rovindch. Postup je prakticky shodny s tim,je-
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hoz jsme uzili v ¢lanku 3.5 pti skladani dvou vzajemné kolmych kmiti, proto
vyklad matematickych Gprav bude velice stru¢ny.

Sifeni piiéné vlny zvolime ve sméru osy z. Pfi¢nost vinéni znaci, Ze vychylka
u je kolma na smér Sifeni (vinovy vektor k), tj.

ku = 0. 11(7.1)

Prvni vlna necht je linedrné polarizovana v roviné (x, z). Fazi viny zvolime tak,
aby bylo

u, = A sin (kr — wt) . 11(7.2)

Druha vlna je podle predpokladu linedrné polarizovana v roviné (y, z). Amplitu-
da i faze této druhé viny mohou byt obecné jiné nez u prvni viny, coz vyjadiime
zavislosti

u, = A, sin (kr — ot + ¢), 11(7.3)

kde ¢ je (konstantni) fazovy rozdil obou vin. Komponenta u, je (s ohledem na
transverzalnost v]n) nulova, u, = 0.
Nejdfive si v§imnéme piipadu, kdy fazovy rozdil & = nn. V takovem
ptipadé z 11(7.2) a 11(7.3) plyne
A,

u, = (=1 —u,, 11(7.4)
y 4,

coz v proménnych u, u, pedstavuje rovnici pfimky se smérnici (—1)" (A4,/4,) .
Pii fazovém rozdilu ¢ = nn dvou vin linearné polarizovanych ve dvou vzajem-
né kolmych rovinach (x, z) a (y, z) vznikne opét vina linedrné polarizovana
v roving, jez prochazi osou z a s osou x svira uhel « uréeny vztahem

wa = (—1) 2 11(7.5)

2.
4,

Stejnym postupem jako v &lanku 3.5 ziskame z 11(7.2) a 11(7.3) rovnici
kfivky, jiz opisuje vychylka u,

2 2
2
(&> + (Ei> = o e — sinfe =0, 11(7.6)
4 4 A4,

O spravnosti této rovnice se snadno piesvédéime piimym dosazenim za u, a u,
a uZitim elementarnich trigonometrickych vztaht. V proménnych u,, u, je
11{7.6) rovnici elipsy v necentralnim tvaru.
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Pii fazovém rozdilu & = (2n + 1) (n/2) se 11(7.6) zredukuje na elipsu
v centralnim tvaru

2 2
CRC
AI A2

co? lze ziskat p¥imo z 11(7.2) a 11(7.3), jelikoz je

u, = A sin (kr — ot), u, = (—1)" A4, cos (kr — wt) .
Shrneme ziskané vysledky pro fazovy rozdil ¢ # nm . Superpozici dvou pii-
¢nych vin linearné polarizovanych ve dvou vzajemné kolmych rovinach (x, z)
a (v, z) vznikne pficnd vina, jejiz vychylka u opisuje elipsu (v roviné kolmé ke
sméru Sifeni). Takovou vinu nazyvame elipticky polarizovanou. Ve spe-
cialnim piipadé superpozice dvou takovych vin se stejnymi amplitudami
A, = A, vznikne kruhové polarizovand vina.

11.8 Vinovy balik. GrupO\"é rychlost

Doposud jsme se zabyvali superpozici vin se stejnou frekvenci a stejnym vino-
vym vektorem (vIno¢tem k). Nyni se budeme zabyvat pfipadem, kdy frekvence
i vinocty interferujicich vin jsou rizzné.

Pro dvé viny

u; = acos (kx — o), uy = acos (kyx — wy) 11(8.1)

dostaneme superpozici

k k
u=u + u, = Ax, t)cos(—l-:x—w;;:&t), 11(8.2)
kde amplituda
ky, — k -
A_=_A(x,t)=2acos<22 lx—“zzwlz). 11(8.3)

Budeme pfedpokladat, Ze se jedna o interferenci dvou vin s blizkymi frekvence-
mi a blizkymi vlnocty, proto polozime

w =0, w0, =0+ Aw, k, =k, k, = k + Ak,
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kde Aw « w, Ak « k. Ponévadz o zavisi na k disperznim zdkonem (viz
¢lanek 11.3) o = w(k), lze pro malé rozdily polozit Aw = w Ak, kde
do
- -
Jelikoz Aw « o, Ak « k, lze v 11(8.2) polozit k; + ky = 2k,

o; + w, = 2w . Proamplitudu A(x, t) takto superponované viny dostaneme
vyjadfeni

w 11(8.4)

Ak
A = A(x, t) = 2a cos [(x — wi) ?] . 11(8.5)
Vznikne tak postupna vina
u = A(x, t) cos (kx — wt) 11(8.6)

s amplitudou A4 zavislou periodicky na soufadnicich a na Case vztahem 11(8.5).
Mista stejné faze kx — wt = kx, — wt, se §ifi faizovou rychlosti ¢ = w/k .
Absolutni hodnota amplitudy bude maximdini vSude a vzdy tam, kde

(x, — wt) Ak = 2nm, n=2~012.., 11(8.7)

a bude nulovd pri

n

X,=wi+ (1) =, n=012, . 11(8.8)
Ak

Tato mista maximdlnich a minimalnich absolutnich hodnot amplitudy déli
(nekoneéné dlouhou) postupnou vinu na jednotlivé skupiny (grupy) vin, které
se pohybuji rychlosti w = dw/dk , zvanou grupovd*) rychlost vin. Mezi dvéma
sousednimi misty nulové amplitudy je vzdalenost

2n

= 11(8.9
" (8.9)

Ax =

Jelikoz k = 2m/2, lze polozit |Ak| = (2r/A%) AA . Sifka Ax jednotlivé grupy
vin je fadové Ax =~ 1%/AL .

Amplituda A(x, t) bude stejnd ve vSech mistech a casech svazanych vztahem
X — Wt = X5 — Wiy, tj.

x = xo + Wt — t) . 11(8.10)

Jsou to roviny posouvajici se v prostoru grupovou rychlosti w.
*) Z némeckého die Gruppe = skupina, svazek,
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Zobecnéni predeslych vysledki na svazek vétsSiho poctu vin v pasmu Ak, Aw
je snadné. Vypocet povedeme v komplexni symbolice (viz ¢lanek 11.3). Vime, Ze
vysledné vinéni je urceno superpozici dil¢ich vinéni

u="Yu . 11(8.11)
k

Jednotlivé postupné viny vezmeme ve tvaru
w, = a(k) exp [i(kx — wt)] . 11(8.12)

Pii spojitém pasmu vinoctu k je nutno soudet 11(8.11) nahradit integraci, tj.

u(x, t) = ‘[a(k) exp [i(kx — wt)] dk . ‘ 11(8.13)

Pii integraci je ovSem nutno uvazit také disperzni zdkon = (k). Takto
vzniklé viné fikame v/novy balik neboli vinové klubko.

Jsou-li zadény amplitudy a(k) jednotlivych vin, pak pfi znamém disperznim
zdkoné w(k) se vypodet vysledné viny u(x, t) redukuje na integraci. V dal$im
budeme pro konkrétnost pfedpokladat, Ze se jedna o superpozici v pasmu

ky — Ak < k < ky + Ak 11(8.14)
se stejnymi amplitudami
a(k) = a(ky) " | 11(8.15)
pro viechna k z intervalu 11(8.14). Jedna se tedy o vypocet integralu

ko+Ak
u(x, t) = a(ko) f exp [i(kx — ct)] dk . 11(8.16)

ko—Ak

Potiebujeme jesté specifikovat disperzni zakon @ = (k). Pro nepfili§ silné
zéavislosti lze pfi nepfili§ Sirokém pasmu Ak polozZit

ofk) = ofk) + < (k= k) = @y + (k — kaw

kde w, = w(ky) a w = dw/dk je znaima nam jiz grupova rychlost. Argument
v integrandu upravime ~

kx — ot = kgx — wgt + (k — ky) (x — wi)..

389



Vznikly integral se snadno vyfe$i substitucemi k — k; = K, x — wt = b,
coz da

ko+ Ak +Ak .
J exp [i(k — ko) (x — wr)] dk = J‘ exp (ibK) dK =
ko—Ak Y
_ ! (0 — em18k) = 2 sin [(x — wi) Ak] '
ib X — wt

Pti posledni upravé jsme uzili Eulerova vzorce €% — e ™™ = 2i sin « .
Ziskali jsme tak hledané feSeni

u(x, t) = A(x, t) exp [i(kgx — oyt)] - 11(8.17)
kde vysledna amplituda vlnoveho baliku

sin [(x — wt) Ak] '

X — wt

11(8.18)

A(x, t) = A(x — wt) = 2a(k,)

Vysledkem superpozice 11(8.16) je postupna vlna exp [i(kyx — @t)] s amplitu-
dou A(x, t) zdvislou na soufadnicich a na case prostiednictvim argumentu
X — Wt .

Dalsi postup je stejny jako v pfipadé superpozice dvou vin. Amplituda ma
tvar funkce (sin y)/y , a ma tedy absolutni maximum pfi x — wt = 0, tj.
Xmax = WE. Argument |x — we| se da piepsat jako

I — wi = |x — x| = Ax. 11(8.19)
Ponévadz maxima |A(x, t)| jsou klesajici funkci argumentu x — wt , amplitu-
da A(x, t) bude prakticky nenulova pfi |(x — wt) Ak| = 1, tj.

X Ak =1, 11(8.20)

To je vyznamna relace neurcitosti platné pro kazdy druh vin: ¢im je
pasmo Ak §irsi, tim je presnéjsi prostorova lokalizace viny, a naopak s klesajici
§itkou pasma roste prostorova rozlehlost vinového signalu. Ciselné ilustrace
uvadime v pfiloZenych ulohach.

Intenzita vInéni (viz ¢lanek 11.16) je pfimo Gmérna kvadratu amplitudy
vysledné viny. Z toho soudime, zZe eriergie vinového rozruchu se S§iFi
grupovou rychlosti (jako sama amplituda). Tato rychlost — na rozdil od
fazové rychlosti ¢ — nemiize pfesdhnout rychlost svétla ve vakuu.

Zavérem tohoto struéného pojednani o vlnovem baliku a grupové rychlosti
pripojime nékolik poznamek.
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1. V anizotropnim prostfedi ma disperzni zakon tvar
o = ok) = ok, ky, k.) .
V takovych prostfedcich je nutno zavést vektor grupové rychlosti

w ow Jw
= w, = , oW, = 11(8.21)

ok, ok, ok,

Wy

coz jsou vlastnd slozky gradientu funkce c(k,, k,, k) v prostoru vinového
vektoru, w = Vo .

2. Ctenaf zajisté vi, e u mikrocastic se vyrazné projevuji takeé jejich vlnové
vlastnosti. Podle de Broglicho je nutno ¢astici s hybnosti p pfifadit vlnovou
délku A = h/p, kde h je Planckova konstanta. Obvykle se zavadi
h = h/2n =1,055.107%* Js, takze je p = 2nh/2 = hk, kde kje vinocet.
Po dosazeni Ak = Ap/h do 11(8.20) dostaneme zndmou Heisenbergovu
relaci neurcitosti mezi lokalizaci (Ax) Castice a neurcitosti (Ap) jeji hyb-
nosti

Ax . Ap = h. 11(8.22)

Stav mikro&astice nelze tedy (na rozdil od klasické ¢astice) popsat zadanim jeji
polohy a hybnosti (ryChlosti), co7 znamena, ze mikrocasticim nelze piifadit
trajektorii. To vSak jiz patfi do kvantove mechaniky.

11.9 Huygensiiv-Fresneliiv princip

V homogennim a izotropnim prostfedi se Sifi vInéni ve viech bodech a ve viech
smérech stejnou fazovou rychlosti ¢. Vinéni tedy dospéje za ¢as t na vSechny
strany stejné daleko, tj. na povrch koule o poloméru r = ct . Plochu, na niz
dospéje vinéni soucasné ve viech jejich bodech, nazyvame celni vinoplochou.

Obr. 11.5 Vznik elementarnich vlnoploch
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Kdyz se vinéni setka s prekazkami, obraz vinéni se zméni. V takovém pfipadé
muzeme ziskat cenné informace o pribéhu vinéni, umime-li ze znaimého &ela
vlny v Case t zkonstruovat ¢elo viny v dase ¢ + At . Princip, na ném? je tato

Obr. 11.6 Brazdéni vodni hladiny

konstrukce zaloZena, objevil na zakladé pozorovani Ch. HUYGENS (1690)
a pozdéji upfesnil A. J. FRESNEL (1810).

Podle Huygensova-Fresnelova principu se kazdy bod, do néhoz se &elo
vlny dostalo v néjakém case ¢, stivd novym zdrojem elementarniho rozruchu,
z n€hoz se vinéni zadina $ifit na viechny strany. Je-li rychlost $ifeni vInéni
v daném misté rovna ¢, pak kolem kaZdého takového bodu se za ¢as At vytvofi
elementarni kulova vlnoplocha s polomérem ¢ At . Skute¢nou vinoplochou
v Case t + At je vnéjsi obalka viech téchto elementarnich vinoploch (viz obr.
11.5). Vysledny stav vinéni je uréen superpozici viech elementarnich vinéni.

S konkrétnimi aplikacemi Huygensova-Fresnelova principu se &tenaf sezna-
mi v optice. Zde si v§imnéme znamého jevu brazdéni, vznikajiciho na vodni
hladiné za jedouci lodi (viz obr. 11.6). Oba pfimé okraje brazdy jsou zjevné
obalkou kruhovych vinoploch, jejichZ poloméry rostou imérné s ¢asem, a tedy
1 se vzdalenosti od rovnomérné plujici lodi. Mezi thlem («) brazdy, rychlosti
vinéni (c) a rychlosti lodi (v) plati vztah

.o ¢ ¢
sin— = — = -, 11(9.1)
2 ot v

11.10 Odraz a lom vinéni

Vinéni dopadajici na rozhrani dvou prostiedi se na tomto rozhrani ¢asteéné
odrazi a Castecné pronika (lame se) do druhého prostedi. Ctenaf zajisté zna ze
stfedni Skoly néktery z intuitivnich ,,obrazkovych** zpiisob odvozeni zikona
odrazu a lomu, proto zde pouZijeme jiny zplisob odvozeni.
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Necht rovinnd monochromatickd vina
u(r, t) = uy exp [i(kr — wt)] 11(10.1)
dopada z prostiedi 1 na rovinné rozhrani (viz obr. 11.7) s prostfedim 2. Odraze-
nou vinu u’ a lomenou u”’ zapiseme ve tvaru
u' = ujexp [i(k'r — o't), 11(10.2)
u’ = ujexp [i(k'r — "t)] . 11(10.3)

-
n

=y

Obr. 11.7 Odraz a lom vInéni

Ze vztahu
u'=u +u, 11(10.4)

ktery musi platit ve vSech Casech a ve vSech bodech rozhrani, plyne rovnost
fdzovych faktori na obou stranach této rovnice. Plati tedy

o' =0 =ow, 11(10.5)
kK'r = k'r = kr. _ 11(10.6)

Vztahy 11(10.5) vyjadiuji, ze frekvence odraZené a lomené viny jsou rovny
frekvenci viny dopadajici; odraz a lom vin probihaji beze zmény frekvence.

Z rovnosti skalarnich sou¢ini 11(10.6) plyne, Ze vlnové vektory dopadajici
viny (k), odrazené (k') a lomené (k') lezi ve stejné roviné (jsou komplanarni).
Rovinu vytvofenou vektorem k dopadajici viny a normalovym vektorem n roz-
hrani, nazyvame rovinou dopadu. Vektory k a k' tedy leZi v rovin€ dopadu.

Ponévad? vina se odrazi do prostiedi 1, z néhoz také dopada, je rychlost
odraZené vlny rovna rychlosti viny dopadajici ¢{ = ¢; . S ohledem na 11(10.5)
odtud plyne rovnost absolutnich hodnot vinového vektoru k' = w'fcf a
k = w/c, , .

K o=k=—. 11(10.7)
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Pro lomenou vlnu je k" = (0"/c,) = (w/c,) = (w/c,) (¢)/c,) s 1.
k" ¢
—=2=N,, 11(10.8)
k Cy
kde ¢, je fazova rychlost vInéni v prostfedi 2. Podil fazovych rychlosti dopadajici
a lomene viny se nazyva relativnim indexem lomu (N,) prostiedi 1 a 2.
Zvolime-li za rovinu rozhrani rovinu z = 0, pak podminky 11(10.6) budou
mit tvar

xk, + vk, = xk, + yk, = xk'} + yk'} . 11(10.9)

Pon¢vadz tyto podminky musi platit v libovolném bodg (x, y) rozhrani, musi byt
rovny koeficienty u stejnych proménnych, tj.

ki, =k, =k, k, =k} =k,. 11(10.9')

Oznacime-li 9 uhel mezi k a normélou n rozhrani (ahel dopadu) a 9’ thel mezi

k' a normalou n rozhrani (thel odrazu), pak z podminky k. = k, plyne
k'sin = ksin . S ohledem na 11(10.7) ziskime hledany vztah

g =9. 11(10.10)

Odrazend vina lezi v roviné dopadu, pricemz tihel odrazu je roven vihlu dopadu.

Oznacime-li 9" uhel mezi k' a normalou n rozhrani (ahel lomu), pak ze
vztahu k'/ = k plyne k" sin 3" = ksin §. Kombinaci tohoto vztahu
s 11(10.8) dostaneme zndmy Snelliv zdkon lomu (W. SNELL, 1621)

in 9
Y Ao N, 11(10.11)

sin 3 Cy

Podil sinu vihlu dopadu k sinu ihlu lomu je roven poméru fazovych rychlosti vinéni
v obou prostiedich, tj. indexu lomu. Pro kaZdou dvojici prostiedi md tento pomér
hodnotu nezavislou na uthlu dopadu.

Pfi vstupu z prostiedi s vétsi faizovou rychlosti do prostfedi s mensi fazovou
rychlosti (¢; > ¢,) se vina lomi ke kolmici, v opaéném piipadé (¢, < ¢,) od

kolmice. Maximalnimu thlu lomu 9" = n/2 odpovidd mezni Gihel takovy, Ze
: ¢

sind = — < 1, 11(10.12)
)

Je to maximalni uhel dopadu, pfi némz kromé odrazu nastava také lom. Pro
vSechny hly dopadu § > J nastava uplny odraz heboli totdini reflexe.

Z pohybovych rovnice (dynamiky daného vInéni) Ize odvodit vztahy mezi
amplitudami dopadajici, odrazené a lomené viny. Z kvadrata ptisluinych ampli-
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tud se pak ziskaji vztahy mezi intenzitami dopadajici, odrazené a lomené viny.
S konkrétnim vypoétem téchto vztaht (tzv. Fresnelovych vzorcll) se Ctenaf
seznami v optice a v teorii elektromagnetického pole*).

11.11 Doppleriv jev

Z b&zné zkuSenosti vime, Ze vySka (frekvence) pfijimaného toénu zavisi na
relativni rychlosti zdroje a pozorovatele. S podobnou situaci se setkavame
i u jinych druh@ vln, zejména svételnych. Tento jev objevil a prozkoumal
Ch. DOPPLER (1842), proto se nazyva Dopplerovym jevem.

Pii vykladu budeme piedpokladat, Ze prostiedi, jimz se vinéni §ifi je (vzhle-
dem k dané referenéni soustavé) v klidu. Jsou-li zdroj i pozorovatel v klidu, pak
vlnoplochy jsou koncentrické koule. Na obr. 11.8 a je fez témito vlnoplochami
(po periodich T) znazornén koncentrickymi kruZnicemi. Pohybuje-li se zdroj
konstantni rychlosti V' (viz obr. 11.8b) vii¢i pozorovateli, pak vyslal vinoplochu
1 z mista Z,, vinoplochu 2 z mista Z, vzdalen¢ho od Z, o VT atd. Smérem
k pozorovateli P jsou sousedni vinoplochy bliZe u sebe o vzdalenost V' T. Vinova
délka je tak o AL = VT kratsi, neZ kdyby byl zdroj v klidu. Faze viny se pfi
tom §ifi stejnou rychlosti ¢, takZe pozorovatel P pfijima vinéni s frekvenci

C

o

’

Vo= = — .
A—AL A=VT

(7

.

¢

b

N\
y
l<

Obr. 11.8 Vznik Dopplerova jevu

*) Viz napf. KvAsNICA J., Teorie elektromagnetického pole, Academia Praha 1985.
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Zavedeme-li vinovou délku A = ¢T', dostaneme v' = ¢/(cT — VT'). Poné-
vadz v = 1/T je (linearni) frekvence kmitd klidového zdroje, bude vztah mezi
obéma frekvencemi

P — 11(11.1)
1 — Ve

Zde jsme piesli od linearni frekvence v k uhlové frekvenci w = 2nv . Kdyby
se zdroj vzdaloval od pozorovatele stejnou rychlosti ¥, pak v 11(11.1) nutno
zm¢énit znaménko rychlosti.

Vzorec 11(11.1) se vztahuje na pfipad, kdy zdroj se pohybuje k pozorovateli -
rychlosti V' ve sméru pozorovani. Svira-li rychlost V zdroje se smérem pozorovani
tthel @, pak v 11(11.1) nutno nahradit ¥ odpovidajicim primétem Vcos @, tj.

e

. — | 11(11.2)

|4
1 — —cos @
c

Pii ptiblizovani zdroje k pozorovateli (0 < @ < n/2) je o' > w, pfi
vzdalovani od pozorovatele (1/2 < @ < m) je ®' < o . Pii kolmém pohybu
(© = 7/2) ke zméné frekvence nedochazi*).

Obdobné budeme postupovat v pfipadé, kdy se pozorovatel P pohybuje ve
sméru §ifeni vin od zdroje rychlosti v. Prostfedi i zdroj jsou v klidu, takZe danym
pevnym bodem projde za jednu sekundu v = ¢/4 vin. Vzhledem k pohybujici-
mu se pozorovateli maji viny relativni rychlost ¢ — v (Galiletv adi¢ni teorém
rychlosti), takZze pozorovatel bude pfijimat frekvenci v’ = (¢ — v)/A =
= (c — v) v/c. Mezi kruhovymi frekvencemi pak plati vztah

0" = (1 - 3>w. 11(11.3)

C

Svira-li rychlost v pozorovatele P s vinovym vektorem k (smérem Sifeni viny)
tihel 9, pak misto 11(11.3) mame

h

W' = (1 — Zcos 3) w. 11(11.4)

c

Dnes se Dopplerova jevu Siroce vyuZiva zejména kosmonautice. Do rakety se
umisti radiovy zdroj se stabilizovanou frekvenci w. Vlivem pohybu tohoto

*) To plati pouze v nerelativistické fyzice. V teorii relativity se ukazuje, Ze existuje také tzv. pfiény
Doppleruv jev, jenZ se vSak uplatni aZ pfi rychlostech zdroje srovnatelnych s rychlosti svétla ve
vakuu.
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zdroje se na Zemi pfijima signal s frekvenci @’. Ze zndmych hodnot @, @’ se pak
urdi rychlost zdroje. Pti vysilani signalu ze Zemé ke kosmické sond€ je nutno
rovnéz respektovat Doppleriv posuv pii piijmu signalu na pohybujici se sondé.

11.12 Podélné vinéni v pruzné tenké tyci

Budeme se zabyvat $ifenim rozruchu pfi deformaci pruzné tenké tyCe. Osu tyce
zvolime ve sméru osy x. Podélnou vychylku (deformaci) daného bodu x v Case
t oznacime u(x,t) . Pfislusné pomérné prodlouZeni (relativni deformace) v da-
ném Case ¢t je ¢ = Au/Ax , coz v limité da

_6u

_5,

¢ 11(12.1)

Podle Hookova zakona (viz ¢lanek 9.1) je relativni deformaci imérna elastické
sila F. Na element délky dx tyCe pusobi v podélném sméru sila dF imérna
pfiriistku e mezi x a x + dx, tj.

Je-li g pti¢ny priifez tyCe a E jeji modul pruznosti v tahu nebo tlaku, pak podle
Hookova zakona je
2

0
F = gEe, dF=que=qEé—Ljd'x.
2

Objemovy element dV = g dx tyfe ma hmotnost dm = oq dx, kde ¢ je
hustota ty¢e. Elementarni sila dF ud@li tomuto elementu zrychleni a = o*u/ot?
ti. dF = a dm = (0%u/dt*)oq dx . Srovnanim obou vyrazii pro elementarnisilu
dF dostaneme

— - ——=0. 11(12.2)

To je vlnova rovnice 11(2.3), v niZ je fazova rychlost vinéni

¢ = (E)m. 1123

0

Tato rychlost je tim vétsi, ¢im vétsi je modul pruznosti tyCe a ¢im mensi je jeji
hustota.
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V obecném pfipadé trojrozmérného elastického kontinua nevysta¢ime s pie-
deslou elementarni formulaci Hookova zakona; v takovém piipadé je nutno
pouzit obecnych pohybovych rovnic kontinua (viz ¢lanek 8.5). V izotropnim
elastickém prosttedi existuji viny podélné i pficné; jednoduchy dikaz spravnosti
tohoto tvrzeni uvadime v fesenych ulohach.

11.13 Kmity linearniho Fetézce

Mikroskopickou obdobou tenké elastické tyce je linearni fetézec atomi. Bude-
me predpokladat, Ze vSechny atomy jsou stejné a Zze rovnovazné polohy soused-
nich atomil se lii o stejnou vzdalenost a. Tim mame jednorozmérnou analogii
krystalu. Vlivem elastickych sil (Hookiv zakon) jednotlivé atomy konaji har-

- o (.L .

Un-1 Un Unay

*
p
b

Obr. 11.9 Kmity linearniho fetézce stejnych atomu

monické oscilace kolem svych rovnovaznych poloh. Budeme predpokladat, ze
na n-ty atom pusobi elastickymi silami pouze sousedni atomy s ,,pofadovymi*
Cisly n — 1 a n+ 1. Oznacime-li vychylku k-tého atomu z rovnovazné
polohy symbolem u,, pak sila F, pisobici na n-ty atom je (viz obr. 11.9)

Fn = _—C[(un - un—l) + (un - un+l)] = _—C(zun Uy un+l) >
kde C > 0 je kladna konstanta imérnosti. Pohybovy zakon pro n-ty atom je
d2 .
me—t = —C(u, — u,_| — u,,,). 11(13.1)
de?

Rovinna vina obsahuje zavislost exp [i(kx — wt)], proto feSeni soustavy
rovnic budeme hledat ve tvaru (nahradime x = na)
u, = uy exp [i(nka — wt)] . 11(13.2)

n

Vychylky u, ., se ziskaji odpovidajici ziménou »n — n + 1. Vztah mezi
frekvenci @ a vlnoctem k dostaneme tak, Ze 11(13.2) dosadime do 11(13.1). Po
elementarnich tpravach dostaneme

) . k
mw? = C(2 — e* — e*) = 4C sin? <_a) i
Pti Gipravé jsme uzili €™ + e ™ = 2cos x, 1 — cos x = 2 sin* (x/2).

398



Ziskali jsme tak disperzni zdkon o = w(k) ve tvaru

1/2
C
m

Pro malé hodnoty vlnodtu ka « 1 (4. dlouhé viny A >» a) lze polozit
sin (ka/2) = ka/2 , takze je

k
sin —2‘31 . 11(13.3)

w = ¢k, (ka « 1), 11(13.4)

kde fazova rychlost

12
C
¢y = (—) a. 4 11(13.5)

m

Tim je konstanta amérnosti C svazana s fazovou rychlosti ¢, Indexem nula
vyznadujeme, Ze se jedna o rychlost pfi k — 0.

Grupovou rychlost w = dw/dk ziskame piimym vypoctem z disperzniho
zékona 11(13.3).

Vztah 11(13.3) sice uruje zavislost @ = w(k), avsak nefikd nic o moznych
hodnotach vinoétu & (vlnovych délkach A = 2n/k). Tato mnoZina moznych
hodnot (tzv. spektrum) zavisi na tzv. hrani¢nich podminkach, ¢j. na tom, co
predpokladame o koncich fetézce. Zpravidla se voli tzv. cyklické neboli Borno-
vy-Kdrmadnovy podminky

Uy = Uy, - 11(13.6)
Tomu by odpovidala bud fada fetézcl s N atomy anebo fetézec svinuty do tvaru
kruhového prstence. PouZijeme-li vyjadfeni 11(13.2), pak z 11(13.6) plyne

exp (iNka) = 1. JelikoZ exp (ix) = 1 pfi x = 2np , bude Nka = 2np , kde
s ohledem na to, ze k = 0, je

k=k = 2, 11(137)

kde p = 0,1,2,.., N — 1 jevoleno tak, aby respektovalo N stupiiii volnosti
dané soustavy. Po dosazeni 11(13.7) do 11(13.3) dostaneme spektrum frekvenci

c\"?  pr
w=w = 2<—> sin 2= 11(13.8)
m N
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11.14 VIny v tekutinach

Budeme se zabyvat malym rozruchem (zménou stavu) v idedlni tekutiné. Ukaze-
me, Ze z dynamiky tohoto rozruchu (tj. z pohybovych rovnic) plyne pro ifeni
tohoto rozruchu vlnova rovnice.

Hustota ¢ = o(r, t), tlak p = p(r,t) a rychlost v = v(r,t) idelni
tekutiny jsou svazany (viz ¢lanek 10.3) rovnici kontinuity (zikonem zachovani
mnozstvi tekutiny) a Eulerovou pohybovou rovnici

o 0 o, o, 0
%% (e)=0, g<—lﬁ + ﬁ) -7 11(14.1)
ot 0x; ot 6xj 0x;

12

Misto soufadnic x, y, z zde uzivaime znaceni x,, X,, x; a obvyklé Einsteinovy
sumacni konvence (viz dodatek D.2). ‘

Soustava 11(14.1) pfedstavuje ¢tyii rovnice pro pét velicin g, p, vy, v,, v3 , proto
je nutno ji doplnit termodynamickou rovnici adiabaty

p= ple), 11(14.2)

ponévadz pii proudéni idealni tekutiny nedochazi (podle definice) ke vzniku
tepla. U plyni lze uzit znamé Poissonovy adiabaty pV”* = konst, resp.
p = konst . o*, kde » je Poissonova konstanta. Zde vSak nebudeme tvar

adiabaty specifikovat.
Soustava rovnic 11(14.1) ma feSeni s konstantnimi hodnotami vSech veli¢in

¢ = 0, = konst, p = p, = konst , v = v, = konst .

Bez ujmy na obecnosti lze zvolit v, = 0, tj. takovou referencni soustavu, vici

niz je tekutina v klidu.
Budeme zkoumat stav, kdy v tekutiné vzniknou malé odchylky (tzv. po-
ruchy) od téchto ustalenych (konstantnich) hodnot, tj.

! ’

0=0 +¢, pPp=pt+tp., v=vy+tv =v. 11(14.3)

Veli¢iny Ag = o', Ap = p’, Av = v’ jsou podle predpokladu malé veliCiny
prvniho fadu. Pfi dosazeni do 11(14.1) a 11(14.2) zachovame opét pouze veliCiny

prvniho fadu, tj.
6vi> (61}{) (61}{)
ol — )=+ )\ )=2e )
<6z (@ ) ot 0 ot

ov; N, ov op 0p
x 0

0x; B 0x; .
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Z rovnice adiabaty 11(14.2) ziskime obdobné Ap = (dp/de) A¢ , t.

p= 11(14.4)
kde
d
=2, 11(14.5)
de

Soustava 11(14.1) a 11(14.2) se tak zredukuje na tvar

o, (9’ do’ ov]
Q0<ﬁ> - _c2<£> , ey g0<i> =0. 11(14.6)
ot 0x; ot 0x;

Je to soustava Ctyt linedrnich rovnic pro poruchy @', v;; porucha p’ je urCena
rovnici 11(14.3). Jednoduchou apravou pievedeme 11(14.6) na vinové rovnice
pro poruchy ¢’, v/ . Druhou rovnici zderivujeme podle ¢, coz da

%0’ 0 (Ov,-’)
—— __Q _ —= .
or? ® ox, \ot

Z prvni rovnice dosadime g,(0v)/dt) = —c*(d¢'/0x;), ¢imZ dostaneme

5, B aZQ/ .
V% — ¢ 2( 6t2) =0, 11(14.7)

kde V2 = 52/axiax,. je Laplacetiv operétor. S ohledem na 11(14.4) plati stejna
rovnice i pro poruchu p’ = %’ . Obdobn& dostaneme
szi

VA, — c*z(—) =0. 11(14.8)

ot

Dospéli jsme tak k zavéru, Ze (maly) rozruch v tekutiné se $ifi ve formé vinéni
(zvukovych vin), pfi¢emz ¢ = (0p/de)"* je fazova rychlost ifeni t&chto vin.

Je neobycejné diilezité, Ze dochazi k (lokalni) zméné hustoty o' # 0, tj. ze
tekutina je (byt malo) st/acitelnd. V dokonale nestlacitelné tekutiné (¢’ = 0) by
se soustava 11(14.6) zredukovala na (dv/0t) = 0, (0vj/dx;) = 0. Podle prvni
z téchto rovnic by v/ nezaviselo na Gase, takze v nestlacitelné tekutin€ by k vinéni

nedoslo.
Reseni rovnic 11(14.7) a 11(14.8) budeme hledat ve tvaru rovinnych mono-

chromatickych vin
o' = o} exp [ilkr — wt)], v/ = vy exp [i(kr — wt)], 11(14.9)

kde 9 , vy; jsou amplitudy vin. Rovnice 11(14.7) a 11(14.8) jsou sice samostatné
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vinové rovnice pro ¢’ , v/, aviak ziskali jsme je z rovnic 11(14.6). Vztah (vazbu)
mezi ¢’, vy dostaneme dosazenim 11(14.9) do 11(14.6). Pfi tom uzijeme
do" . ov;

ko', = —ilowv.

0x; ot
Po jednoduche upravé dostaneme g wv; = czkig/ , 4.
ouVv' = o'k . 11(14.10)

Porucha v’ je tedy paralelni anebo antiparalelni (v zavislosti na znaménku o’)
s vlnovym vektorem k, takZe se jednd o vinéni podélné. Pii tom je opét
k = wj/c , coz plyne po dosazeni 11(14.9) do vlnové rovnice.

Polozime-li v 11(14.10) k = w/c, pak dostaneme

’

vl 11(14,11)
c Qo

Podle pfedpokladu je |o'| « ¢, takZe musi také byt
v« c. ' 11(14.12)

Tim jsme potvrdili zndmy poznatek, Ze tekutinu (tedy i plyn) lze pokladat za
nestlacitelnou, kdyz rychlost jejtho proudéni je mald ve srovnani s rychlosti
zvuku v této tekuting,

11.15 Fermativ princip

Uz v prvnim stoleti n. I. dospél Héron Alexandrijsky k zavéru, Ze odraz svétla
od zrcadla probiha tak, ze vzdalenost, kterou pfi tom svétlo urazi od zdroje
A k zrcadlu a pak od zrcadla k pozorovanému bodu B, je nejkrat$i moZnou.

Obr. 11.10
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Pii pfechodu svétla do riiznych prostiedi je nutno uvazit riznou rychlost
Sifeni svétla v téchto prostiedich. E. FERMAT (1650) objevil princip, podle néhoZz
svétlo piekona vzdalenost za nejkratsi mozny Cas. Pozd&ji se ukazalo, Ze tento
Fermatitv zavér plati pro viechny druhy vinéni, proto jej vyslovime takto. - -

Vineni se $iFi vidy tak, zé ze vSech moznych drah mezi dvéma body A, B se
realizuje prdvé ta, jiZ lze urazit za nejkratsi mozny cas.

Snadno se da dokéazat, ze z tohoto pr1n01pu plyne zakon odrazu 11(10 10)
i Snelliv zakon lomu 11(10.11). :

Za¢neme jednoduchym ,obrazkovym® dﬁkdzem zakona odrazu. Na
obr. 11.10 jsou znazorn&ny body 4, B, rovina rozhrani (zrcadlo) MM’ a tfi rizné
driahy ADB, AEB, ACB. Prvni Gsek AD je nejkratsi, aviak druhy usek PB je
nejdel3i. U druhého zpiisobu je isek AE ponékud delsi, avdak druhy usek EB je
znaénd kratsi. Potfebujeme najit takovy bod C, Ze vInéni urazi vzdalenost ACD
za nejkratdi cas. Jelikoz nad rozhranim je vSude stejne prostfedi, v némz se
vinéni §i¥ stejnou rychlosti ¢ = ¢;, pak to znali najit nejkratsi vzdalenost
ACB. Tuto vzdalenost ur¢ime tak, e sestrojime takovy zrcadlovy bod B, Ze
vzdalenosti BF a FB' jsou stejné (BF = FB’). Odtud plyne, Ze je také AEB

= AEB', ACB = ACB'. Vzdalenost ACB = ACB’ bude viak nejkratsi tehdy,
kdyz ACB' je ptimkou. Odtud plyne, Ze thly ACM, B'CM" a BCM’ jsou stejné.
To vyjadfuje rovnost uhlii dopadu a odrazu, méfenych od rozhrani; totéz
pochopitelné plati i pro Gthly méfené od kolmice.

Obr. 11.11

Snellitv zakon lomu se odvodi obdobné. Pfi tom je nutno uvazit, Ze ¢as At je
pfimo tmérny useku Al a nepiimo imérny rychlosti Sifeni ¢ na tomto useku.

Matematicka formulace Fermatova principu je tato. Vinéni urazi vzdalenost
mezi dvéma body A, B za nejkratsi ¢as, coz vede k rovnici

B B ‘ o
d! . .
dt = | — = Min, 11(15.1)
A i
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kde dlI = c dt je element drahy za ¢as dt. Je-li dana zavislost rychlosti $ifeni
¢ = c(l), pak z 11(15.1) lze odvodit rovnice pro drahu /. Odvozeni téchto
obecnych rovnic vsak presahuje ramec této ucebnice, proto se omezime na dva
specialni pfipady, a sice odraz a lom na rovinném rozhrani (viz obr. 11.11).

Pfi odrazu je rychlost Sifeni na tsecich A0 a OB stejna ¢ = ¢’ = ¢; . Bez
ujmy na obecnosti zvolime bod B tak, aby kolmé vzdalenosti bodi 4 a B od
roviny rozhrani byly stejné. Formalné toho mizeme dosahnout vhodnym nato-
enim roviny rozhrani. Ctenaf snadno nahlédne, e tato specialni volba nema
vliv na obecnou platnost ziskaného vysledku.

Rozepsanim integralu 11(15.1) pro usek AOB dostaneme (l/c) + (I'/c') =
= Min, tj. '

dl+dl'=0. 11(15.2)
Vzdalenost AB je déna, a tudiz a + a’ = konst, resp.
da + da’ = 0. 11(15.3)

Z pravouhlych trojuhelniki na obr. 11.11 plyne P = 2 + &2,
1?7 = 1? + a?, odkud diferencovanim (L = = konst) mame
21dl = 2ada, 2I'dl' = 24’ da’ , 4.

dl = %da, dr = — %da. 11(15.4)
Pii posledni upravé jsme uzili 11(15.3). Po dosazeni 11(15.4) do 11(15.2) mame

(f—f’—>da=o.
LT

Musi tedy byt (a/l) = (a'/l'), t.sin & =sin 9, & = 3, coz je rovnice
11(10.10).
Odvozeni zdkona lomu je obdobné. Integral 11(15.1) rozepsany pro tusek
AO0C da (lfc;) + (I"/c;) = Min, ;.
dardl”
— 4+ — =

¢y &)

0. S 11(153)

Ze vztahu (1) = (L") + (a”)* plyne dI"” = (a”/I")da” . Jelikoz
a+ a’ =konst, da = —da”, je dI” = — (a’’/l")da. Po dosazeni do

11(15.5) pak mame
(- )a-o.
le, e
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Odtud plyne
(@) o

(a”/l") cz
resp. (sin 9/sin §') = (c;/c,), coz je Snelliv zakon 11(10.11).
Z mnoha dalsich aplikaci Fermatova principu uvedeme alespon klasicky pii-
klad tzv. parabolického zrcadla. Rovnob&zny svazek paprski (budeme mlu-
vit o svétle) dopada na zakfivenou zrcadlovou plochu. Mame zjistit, jaky ma byt

f
|
]
!
|

L

Obr. 11.12 Princip parabolického zrcadla

tvar této plochy, aby vSechno svétlo odrazené od této plochy se soustiedilo do
jediného bodu P’ (viz obr. 11.12). Vezmeme myslenou rovinu KK’ kolmou na °
svazek rovnob&nych paprski. Na této roviné (vinoplose) budou casy vsech
paprskli stejné. VSechny paprsky, které budou pokracovat za touto rovinou
smérem na zrcadlo a po odrazu pokracovat do P’, urazi tuto drahu za stejny Cas.
Nasim tkolem je tedy najit takovou kfivku, pro niZ je soudet vzdalenostiXX"
+ X'P' (a tedy i pfislusnych Casi1) stejny pro kazdou vychozi polohu X. Za tim
t¢elem prodlouzime Gsecku X X' do roviny L L' a sestrojime takovou kfivku, pro
niz A’A’" = A'P', B'B” = B'P’ atd. Useky A4’ + A'P' = AA’" + A'A", BB’
+ B'P' = BB’ + B'B”, ... (a jim odpovidajici ¢asy) budou rovnéz stejné. Hledana
kiivka je tedy mnoZinou bodu, které maji stejnou vzdalenost od daného bodu a od
dané piimky, a je tudiZ parabolou. Rotaci této kfivky kolem jeji osy dostaneme
plochu zvanou rotacni paraboloid, coz je hledany tvar zrcadla.

11.16 Intenzita vinéni
S vlnovym pohybem je spojen pfenos energie od mista k mistu. Tento energetic-

ky vykon vinéni charakterizujeme dvéma veli¢inami. Proudovd hustota energie (f)
predstavuje energii dopadajici na jednotkovou plochu (kolmou ke sméru Sifeni)
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za jednotku ¢asu. Integraci proudové hustoty pfes cely uzavieny povrch dosta-
neme celkovy tok energie touto plochou — intenzitu vinéni neboli vinovy
vykon.
Je-li W energie, V' objem, pak
w= 0 | 3 11(16.1)
AV . . ‘

je objemova hustota energie. Mame-li trubici (tfeba i myslenou) pfi¢ného prife-
zu Aq , pak
Ag . At

11(16.2)

je proudova hustota energie (mérny plo$ny vykon). Pii posunu vinéni ve sméru
osy x (osy trubice) o Ax bude - .
AW AW Ax Ax

j= —
Aq . At Aq Ax At At

jelikoz AV = Aq . Ax je objembvy element. Veli¢ina Ax/At urCuje rychlost
pfenosu energie. Pro monochromatickou vinu je to rychlost ¢, takze je

j=ow. o o 11{163)

Zdaraznéme jesté Jednou 7e tento jednoduchy vztah plati pouze pro monochr 0-
matickou vinu, popt. pro vlnovy svazek v prostiedi be/ disperze.
Intenz1ta vlnem je pak dana vztahem

_ jde, o 11(16.4)

kde dS je plodny element (kolmy na ‘smér ifeni).
‘Obvykle vySetfujeme ptenos energie za jistou dobu 7 dlouhou ve srovnani
s periodami 7" kmiti viny. 'V takovém pfipad¢ zavadime stfedni veli¢iny

<w>=%fwdt, Gy = Tf]dt O 1(6s)

Konkrétni vypocet velicin w, j, I vyZaduje dynamiku, a spada tak do odpovidaji-
cich partii hydrodynamiky, teorie elektromagnetického pole apod. Zde uvedeme
pouze ndstin metodického postupu pro elastické viny.- ;
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Linearni harmonicky oscilitor x = Acoswt ma rychlost v
— _ A sin ot , co? da pro jeho energii konstantni hodnotu

1 1 1 »
W= ~-mv + Ema)zx2 = —2mw2A2 .

Kmita-li spojité prostfedi hustoty g se stejnou frekvenci o, hustotu energie w do-
staneme zaménou hmotnosti m hmotnosti objemové jednotky (hustotou o) 4.
1 242 .
w = — oW A" . 11(16.6)
5
Pomoci vztahu 11(16.3) dostaneme (j) = ¢ (w) .

V realném prostiedi viak vychylky u zAvisi nejen na Case, ale také na poloze,
takze hustota energie w zavisi také na soufadnicich. Budeme uvazovat tenkou
elastickou ty¢ (srovnej ¢lanek 11.12). Necht vychylka u = u(x, t) zavisi na x,
t harmonicky

u = Acos (kx — wt).

Rychlost v = (du/dt) = —Aw sin (kx — wt) . Pro hustotu w, kineticke ener-
gie dostaneme

1 1
wy = EQUZ = EQAZCOZ sin2 (kx - Cl)t) . 11(167)

Hustotu w,, potencilni energie vypocteme jako praci potfebnou k deformaci
objemové jednotky tyce. (Budeme predpokladat, ze prafez tyle se pfi tom
neméni.) Na plosnou jednotku pusobi sila Eeg, kde E je modul pruznosti a ¢ rela-
tivni prodlouzeni. Pfi zméné€ & 0 de se v objemové jednotce vykona elementarni
prace Ee¢ de, odkud integraci plyne pro hustotu potencialni energie

. ,

w, =~ Ee .

2
7 &anku 11.12 vime, Ze relativni prodlouzeni tenké tyce lze vyjadfit jako
¢ = (0u/ox), cozda ¢ = — kAsin (kx — wt). Jetedy (k = w/c)

1 Ew’A?
w. = — Ek24? sin’ (kx — wt) = @

sin® (kx — wt) .
P2 2c? ( )

Podle 11(12.3) je E = %, takZe mame

1
w, = 5@/12(02 sin? (kx — wt) . 11(16.8)
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Hustoty kinetické a potencialni energie jsou stejné. Pro hustotu w celkové
energie mame vztah :

wo=w +w, = eA’w’ sin? (kx — o) . 11(16.9)

Funkce vyjadfujici hustotu energie w m4 stejny argument (kx — wt) jako sama
vychylka, takZe v daném pfipadé se energie §iii prostfedim rychlosti ¢ = w/k
rovnou fazove rychlosti vinéni. Tento vysledek vak plati pouze pro monochro-
matickou vinu, jak je zfejmé ze zptisobu odvozeni.

V pfipadé vinového baliku (viz ¢lanek 11.8) vzniklého superpozici rovinnych
monochromatickych vin je vypocet mnohem slozit&jsi; konzistentni vypocet je
fakticky mozny pouze v rdmci mikroskopické teorie.

Pokud se budeme zabyvat pouze stfedni hustotou {(w) , pak lze nahradit

(sin*(kx — wt)) = 1, jelikoz

1= 1
(sin? o)y = —f sin® o do = — .
2rn Jy 2
Je tedy

1
(w) = EgcozA2 ,

coz je shodny vyraz jako 11(16.6). V piipadé vinového baliku Ize misto posledni-
ho vyrazu vzit

1
() = > ewfdi(e. ),

kde (viz 11(8.18)) in [( ) Ak]
sin | (x — wt

X — wt

A(x, 1) = 2a(k,)

je amplituda vinového baliku.
Energie vinového baliku se premistuje stejnou rychlosti jako mista stejné ampli-
tudy, tj. grupovou rychlosti.

Resené ulohy
1. Odvodte vztah 11(4.3).

ReSeni. Necht u = u(r, t) . Zevztahti 1> = x> + )% + 2? derivaci dostanc-

me 2r(6r/6’x) = 2x, .
(61’) X (1)
0x r
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a obdobné vztahy pro (dr/dy) , (0r/0z) . Podle pravidel o derivovani slozené
funkce plati

ou ou or x Ou

ox ordx ror

Opétnou derivaci vzniklého soucinu dostaneme

Pu  10u ou 0 <1> x 0 <8u>
T T ey B e e e
ax? ror or Ox \r r 0x \Or

Vznikly vyraz upravime pomoci vztahii

o (1 1 or X 0 [ou or 0 (du x 0%
a(;)“ﬁa:‘;i’ §<5>=a_x5?<5>:75[5’
¢imz dostaneme /
*u 1 xNou x>
B (? - F) o o

Sedtenim s obdobnymi vztahy pro (0%u/0y?) , (0*u/dz*) dostaneme 11(4.3).

2. Provedte odvozeni vztahi 11(5.10) a 11(5.11).
Reseni. Pomoci souctového vzorce cos (x + f) = cos o cos f — sin o sin 8
dostaneme
u = A cos (kx — wt + &) + A, cos (kx — ot + &) =
= (4, cos g + A, cos &) cos (kx — wt) — (A4, sin e + A, sin &)
sin (kx — ot) .
Polozime

A;coseg + A,cose, = Acose, A sing + A,sing, = Asine.

Vydélenirh obou vztahil dostaneme 11(5.10), povysenim na druhou a seCtenim
vzniklych rovnic dospgjeme k 11(5.11).

3. Vysila¢ s vlnovou délkou A = 300 m ma byt slySitelny v okruhu
Ax =~ 100 km . Urdete $itku pasma A4 vinového baliku, ktery musi takovy
vysila¢ produkovat.

Regeni. Ze vztahu 11(8.20) plyne |Ak| = (2r/2%) Ad, coz da

2‘2
21 Ax

AL = ~ 0,15m.
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4. Castice s hmotnosti ~m = 10"°kg je lokalizovana v oblasti
Ax = 107% m . Urcete neurcitost rychlosti takové ¢astice podle Heisenbergovy
relace neuréitosti. Totéz pro m = 107 kg, Ax = 107 m, coz zhruba
odpovida elektronu v atomu.

Reseni. Polozime-li Ap = m Av, pak v prvnim piipadé dostaneme
Av = 107" ms™!, coz je zanedbatelna veli¢ina, takZe Ize s vysokou piesnosti
mluvit o trajektorii dané c¢astice. Naproti tomu ve druhém pfipadé je
Av = 10° ms~!, coz ¢ini predstavu trajektorie nepouzitelnou.

5. Odvodte vzorec pro rychlost $ifeni zvuku v idealnim plynu. Pouzijte pfi
tom vzorec 11(14.5) a stavové rovnice idealniho plynu.
- Reseni. V rovnici 11(14.5) se derivace vztahuje na adiabaticky déj. V idealnim
plynuje p = konst.g*, atudiz (ép/do) = xp/e . Tlak p vyjadiime pomoci
stavové rovnice p = oRT/u , kde R, T, u znaci plynovou konstantu, absolutni
teplotu a kilomolovou hmotnost plynu. Je tedy

(mzr)”
c=|— .
M

6. Rychlost Sifeni zvuku ve vzduchu je ¢; = 340 m s7l, ve vodd
¢, = 1400 ms~'. Vysvétlete, pro¢ se nad (klidnou) vodni hladinou dobfe §ifi
i slabé zvuky a pro¢ vnéjsi zvuk $patné pronikd pod vodni hladinu. Navod:
vypoctéte mezni thel 11(10.12).

Reseni. Ze vzorce pro mezni thel sin = (¢/c,) = 0,24 plyne 6 =~ 14°.
Zvuk dopadajici pod thlem $ > 14 ° (mé&fenym od kolmice) se totdlné odraz.
Do vody tedy proniké prakticky pouze zvuk dopadajici na vodni hladinu kolmo.

7. Zdroj vinénii pozorovatel se pohybuji po spoleéné primce. Urcete Dopple-
riv posuv frekvence.
Reseni. V oznaceni zavedeném v ¢lanku 11.11 plati
c c ¢c—v c— v

W' = w'’ = w = w .
c—V c—V ¢ c —V

8. Odvodte vzorce pro rychlosti Sifeni elastickych vin v homogennim izotrop-
nim elastickém kontinuu. Vyuzijte pohybovych rovnic z ¢lanku 9.1 pro takové
prostiedi.

Reseni. Pohybové rovnice zapiseme ve tvaru

oz
0 (azu,./aﬁ) = (1

ax;

S—
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kde u, jsou slozky vektoru defomace, 7; jsou slozky tenzoru napéti. Podle
Hookova zakona je

ouy, .
T = Ad; (g) + 2uey : (2)
k
kde
ou.  ou;
2e; = i& + Ttli (3)
’ 0x 0x

a A, i jsou moduly pruznosti (Laméovy koeficienty). V homogennim kontinuu
), 1t nezavisi na soufadnicich. Po dosazeni (2) do (1) dostaneme

A2 - A 2
ou, 0 [du, o°u,
e——’=(ﬂ~+ﬂ)"‘<‘k>+“ o

o’ 0x; \0x; c"’xj ('bcj
0
= (A + @) —divu + u Vi . (4)
0x; ,

Rovnice se zjednodusi v ptipadé, kdy vychylka u zavisi pouze na jedné prostoro-

vé soufadnici, napf. x; = x . tj. u = u(x, t) . To odpovida rozruchu Sificimu
se ve sméru osy x. Mame tak
82ux B 1 &%, -0 (5)
ax? c,z ot
62u3,_i%_0 %_i@ﬁ_o (6)
axt o a x> oo '

Rovnice (5) popisuje vinu, jejichz vychylka u, se §ifi ve sthéru osy x, tj. longitudi-
nélni (podélnou) vinu. Rovnice (6) popisuji viny, jejichz vychylky u, u, jsou
kolmé k ose x, kolmé ke sméru §ifeni, takze se jedna o transverzalni (pfi¢nou)
vinu. Rychlosti sifeni obou druhi vin jsou dany vztahy

o= [+ wel]?, o= ue)?, (7)

resp. po zavedeni Youngova modulu E a Poissonova modulu

“T [9(1 f (:;)—(1 Ul 2a)}mf ‘Ct - [ZO(EET;)]W' 8

v RIS A S /' v s r ’ I3
Pfig = 0 (neni pfi¢na deformace) dostavame ¢; = (E/Q)l’2 , COZ je znamy nam
jiz vzorec 11(12.3) pro Sifeni vin v tenké elastické tyci.

Srovnanim vzorcl (7) poskytne pozoruhodnou nerovnost mezi obéma rych-

lostmi ‘ Y \
2z Cr\/z . (9)
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Kapitola 12

Relativisticka mechanika

12.1 Michelsoniiv—Morleyiiv pokus

Newtonova mechanika je zaloZena na axiomu absolutniho, tj. na pohybu téles
nezavislého prostoru a ¢asu (viz prvni kapitolu). Souhlas pfedpovédi Newtono-
vy mechaniky s experimentem ukazuje, Ze pfedpoklad absolutniho prostoru
a absolutniho ¢asu je (pro danou oblast jevi) ptinejmensim dobrym piiblizenim.
S ohledem na fundamentdlni vyznam a dosah tohoto axiomu je nutno
jeho platnost oveétit rozhodujicim pokusem (experimentum crucis).
O jednom takovém historickém experimentu zde stru¢né pojedname.

vt X, X'

1

z z

Obr. 12.] Vzajemny pohyb dvou inercidlnich soustav

Nejdiive si vSak v§imnéme nékterych dusledki, k nimz pfivadi axiom absolut-
niho prostoru a absolutniho ¢asu. Mé&me dvé referenéni soustavy (x, v, z) a
(x', ¥, 2') , jez se vii&i sob& pohybuji konstantni rychlosti V. Tuto rychlost
zvolime ve sméru osy x (viz obr. 12.1).

Newtontv axiom absolutniho prostoru a absolutniho ¢asu vede k tomu, Ze
mezi obéma soustavami plati

x =x - W, y o=y, z =z, t' =t. 12(1.1)

Tato soustava rovnic se obvykle nazyva Galileiovou transformaci. Prvni
tfi rovnice vyjadfuji nezdvislost prostorovych vzdalenosti a posledni (¢’ = ¢)
nezavislost ¢asu na pohybu téles.
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Rychlosti &astice v obou soustavach v, = dx/dt, v, = dx’/dt" jsou svaza-

ny vztahy _
o, =0+ V, v, =0 v, = v . 12(1.2)

X

Tento adicni teorém rychlosti je nerozluéné spojen s pfedpokladem nezavislosti
chodu &astu (¢’ = t) na referen¢ni soustavé. Takovy pfedpoklad vSak neni
oCividny, proto je nutno jej experimentdlné ovéFit.

Referenéni soustava, v niz té€leso nepodrobené pisobeni vnéjsich sil se pohy-
buje konstantni rychlosti, je inercialni soustavou. JelikoZ rychlost V vzijemného
pohybu obou soustav je podle predpokladu konstantni, zrychleni dv’/d¢" a
dv/dt  jsou v obou soustavach stejna. Newtonovy pohybové rovnice
m(dv/dt) = — grad U jsou tedy invariantni vici Galileiove transforamci
12(1.1). Invariantnost pohybovych rovnic mechaniky vici Galileiove transfor-
maci vyjadfuje ekvivalentnost vSech inercidlnich soustav v Newtonoveé mechani-
ce neboli tzv. Galileinw princip relativity.

Interakci ¢astic v Newtonové mechanice popisujeme pomoci interakéni ener-
gie, jez zavisi na poloze interagujicich ¢astic v témze Casovém okamZiku. V tom
je mi¢ky obsaZen piedpoklad o okamzitém Sifeni interakce. Pii konec-
né rychlosti $ifeni rozruchu (interakce) se zména polohy kterékoliv Castice
projevi na ostatnich &asticich s jistym zpozdénim, jez zavisi na rychlosti §ifeni
tohoto rozruchu. Koneénost ¢i nekoneénost takové rychlosti, popf. existenci
maximalni rychlosti §ifeni rozruchu je rovnéz nutno odvodit z pozorovani.

Adi¢ni teorém 12(1.2) pfipousti libovolné velikou rychlost, a vylucuje te-
dy existenci maximdlni (mezni) rychlosti §ifeni.

Vime, ¢ v mechanice neexistuje privilegovand soustava v klidu, jelikoZ ji
principialné nelze odlisit od ostatnich soustav, jez se vii¢i ni pohybuji konstantni
nenulovou rychlosti.

Zdalo by se, Ze takové rozlideni bude mozné pomoci optickych (elektromag-
netickych jevii. Mé&jme néjakou privilegovanou soustavu, v niz je (ve sméru
osy x) rychlost §ifeni svétla ve vakuu rovna c¢. Ve shodé¢ s adi¢nim teorémem
rychlosti by méla byt rychlost Sifeni svétla ¢ — V nebo ¢ + Vv zavislosti na

Obr. 12.2 Schéma Michelsonova-Morleyova pokusu
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vzajemné orientaci obou rychlosti ¢ a V. Tento zavér byl prvné piesvédcive
vyvracen slavnym Michelsonovym-Morleyovym experimentem (A. MICHEL-
SON, E. MORLEY, 1887).

Pfipomeneme si podstatu tohoto pokusu (viz obr. 12.2). Svétlo vychazejici
z monochromatického zdroje L (o vlnové délce 1) se polopropustnym zrcadlem
P rozdéli na dva paprsky. Po odrazu od zrcadel S, a S, se paprsky vrati pies
polopropustné zrcadlo na stinitko F, na némz se pozoruje interference obou
paprski.

Necht se interferometr pohybuje ve sméru PS, rychlosti V' vzhledem k privile-
gované soustavé. Kdyby platil adi¢ni teorém rychlosti (a tedy i Galileiova
transformace), pak doba potfebna k tomu, aby svétlo piekonalo vzdalenost
PSP, by byla '

W, b2 1

t, =
eV etV c1~—[f’2

kde
|4
p=-. 12(1.3)
c
Pii pohybu svétla od P k S, se zrcadlo P posune o Vzalenost o, kterou urc¢ime
z odpovidajiciho pravouhlého trojuhelniku ¥t =4, (52 + B2 . Od-
tud plyne -
6 = ﬁylz )
kde
p= (11— )= (1 - VYA 12(1.4)

Dobu 2 potfebnou na to, aby svétlo piekonalo vzdalenost PS,P, vypocteme.
z rovnice ct, = 2(6* + B)'*, 4.

Rozdil A optickych drah obou paprski je
A=c(ty—t) =20l — 1) .

Pii pootoceni interferometru o 90 ° se postaveni ramen /; a [, vzajemné vymeni,
coz da pro rozdil optickych drah

A = 2(l; — ).
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Odtud plyne, Ze pti pootodeni piistroje 0 90° se ma objevit posun interferencni-
ho obrazce o n prouzkit (A — A" = ni), kde
(A —4) y — 1

n = —~/1—— =2(, + 1)y

V uvedeném pokuse bylo uZito sodikového svétla (vinova délka
J = 55.107% m) a interferometru s délkou ramen [} = I, = 11 m, coz pfi
rychlosti Zemé kolem Slunce V ~ 30 km s~ ! mélo dat snadno méfitelny posuv
n = 0,4 prouzku. Ani v uvedeném piipadg, ani v pozd¢jsich experimentech neby/
Zddny posuv interferencnich prouZkit pozorovdn. .

Z negativnich vysledkl téchto pokusit ALBERT EINSTEIN (1905) dospél
k témto zavéram, resp. postulatim:

1. Tvar fyzikdlnich zdkoni je nezavisly na volbé inercidlni sou-
stavy, a tudi? nelze Zddnym pokusem objevit i(zv. privilegovanou
soustavu (soustavu v absolutnim klidu).

2. Rychlost svétla je ve vSech inercidlnich soustavdch stejnd (ne-
zdvisi na vzdjemné rychlosti zdroje a pozorovatele a je maximdlni
rychlosti Sifent fyzikdlnich wc¢inkit (rozruchu, signdli).

Posledni tvrzeni plyne z toho, Ze rychlost svétla se nesklada s rychlosti zdroje,
a je tedy univerzdlni konstantou, jejiz hodnota je podle nejnovéjSich méte-
ni (1985) rovna

¢ = (2,997 924 58 + 0,000 000 01) 10° ms™" . 12(1.5)

Z Einsteinovych postulati plyne, Ze je nutno pozmeénit Galileiovu transformact
tak, aby byla ve shodé s témito postulaty. To viak soucasné znamend kardindlni
revizi ndzori na prostor a ¢as.

12.2 Lorentzova transformace a jeji dasledky

Invariantnosti rychlosti svétla miZzeme dat jednoduchou matematickou formu.
Mgjme dvé referenéni soustavy K a K’ jez se viiCi sobé pohybuji konstantni
rychlosti. Soutadnice a ¢as v K ozna¢ime x, y, z, t, v soustavé K’ je budeme znacit
x,y,z,t.

Svételny signal je vyslan z bodu x,, y, z; v soustavé K v Case ¢, (mé&feném
v soustavé K). Budeme pozorovat $ifeni tohoto signalu v soustavé K. Necht
svételny signal dostihne bod x,, y,, z, této soustavy v &ase £, (méfeném v sousta-
vé K). Signal se §ifi rychlosti ¢, takze urazi vzdalenost c(t, — t;) . Tuto
vzdalenost lze vyjadFit také jako [(x, — x,)* + (v, — W) + (2 — 2 ]"%.
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V soustavé K plati
Ay =t = =x)P = —nf—(—z)=0. 12(2.1)

V soustavé K’ bylo vyslani svételného sighalu zaregistrovano v bodé xj, yj, z
v Case t; a jeho dopad v bodé€ x3, y;, z; v Case t. (Zdiraznéme, e Casy t] a t)
jsou méfeny v soustavé X'.) JelikoZ rychlost svétla je v obou soustavach stejnd
(a rovna c), bude v K" na zikladé obdobnych argumenti platit

= nf = (g —xf = (=W =@ —-zf=0. 12022

S invariantnosti rychlosti svétla tedy souvisi invariantnost tzv. prostorocasového
intervalu

sh=cy =) = —x)f = -nf-(@—z)f=
=G =0 = (g = xif = (-0 - (- 4P, 1223)
popf. v diferencialni formé ‘ 4
(ds)? = (cdef — (dx)® — (dy)® ~ (dz)} =
= (cdr') — (dx')* — (dy')* — (dz')*" 12(2.4)
Budeme piedpoklddat, ze soustavy K a K’ se vii¢i sobé pohybuji konstantni
rychlosti V' ve sméru osy x obdobné jako pii odvozovani Galileiovy transforma-

ce (viz obr. 12.1). Novou transformaci soufadnic a ¢asu budeme hledat jako
linedrni zobecnéni Galileiovy transformace ve tvaru

X' =Ax—-W), y =y, 2=z, =Bt—DW).

Koeficienty 4, B, D ur¢ime tak, aby bylo

2 ’ 2 2

At? —x? -y R T
pti vsech x, y, z, t. Po dosazeni transformaénich vztaht mame
¢*B¥(t — DVx)® — Ax — W) = P — X
a pak po upravé

(B> — AVA)2 + 2V(4> — *BD)xt — (4% — BDVA = 2 — *2 .
Porovnanim koeficientl ziskdme rovnice :

B — AV =, AP —BD =0, A - ABDWr=1,

které maji feseni

v\ !
D =c¢2, A2=B2=(1——> X
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Jelikoz pii V=0 mé byt x' =x,t =t, musi byt 4 =B=
=+ (1= V¥,
Hledana transformace zni

V
x' = y(x — Vt), y =y, Z =z, t o= }’(t ——2x> R 12(2.5)
C

kde y = (1 — V?/c*)~"*. Rovnice 12(2.5) pfedstavuji slavnou Lorentzovu
transformaci, k niz H. A. LORENTZ (1985) dospél z pozadavku invariant-
nosti rovnic elektrodynamiky (Maxwellovych rovnic). Lorentz vak pokladal
tuto transformaci za pouhou matematickou vlastnost (kuriozitu) téchto rovnic.
Teprve ALBERT EINSTEIN (1905) interpretoval tuto transformaci jako odraz
redlnych vlastnosti prostoru a ¢asu. Poznamenejme jesté, Ze transforma-
ce 12(2.5) se oznacuje jako specialni Lorentzova transformace, coz souvisi se
specialni volbou pohybu referen¢nich soustav podel osy x.

Rozfesenim soustavy 12(2.5) vzhledem k x, y, z, t dostaneme obricenou
Lorentzovu transformaci

x'
X = y(X' + Vt,) 5 y = y’ . Z == Z’ N t = ’})(f’ + —2> s 12(26)
¢

coz odpovida pohybu soustavy (x, y, z, t) Vi (x', y', z', t') rychlosti — ¥ (minus
V).

PH V « ¢ (tj. ¢ » o) lze polozit y = 1, ¢imzZ se Lorentzova transformace
12(2.5) redukuje na Galileiovu transformaci 12(1.1).
Odvodime adi¢ni teorém rychlosti pomoci Lorentzovy transformace.

Z 12(2.5) najdeme
dx’ = y(dx — Vdi), dt’ = y(dt — Ve~ % dx).
Vydélenim obou téchto rovnic dostaneme

dx’ dx — Vde  (dx/dt) =V

dt' dt — " Wdx 1 — ¢ 2V (dx/de)

Zavedeme-li rychlosti &astice v obou soustavach v, = dx'/dt’, v, = dx/dt ,
dostaneme Einsteiniiv adiéni teorém rychlosti

v, — V V+ v,
v, = ——F—, v, = —.
1 — ¢ 2w AR W R 1

X

12(2.7)
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Pro zbyvajici dvé slozky v, = dy'/dt", v; = dz’/dt" dostanere obdobné
— -1

v, = - _UZ , v = DA - _l,; e 12(2.8)
I — ¢ W, I - ¢ W,
Pii V<« ¢ dostaivame Newtoniv adiéni teorém rychlosti 12(1.2), tj.
vy =0v, =V, v, =0, v, =v,.
Rychlost svétla ¢ se ve shodé s 12(2.7) neméni. PoloZime-li v, = ¢, pak
vy = ¢ = c¢. SloZzenim rychlosti svétla (ve vakuu) s libovolnou rychlosti

soustavy dostaneme vzdy tutéz hodnotu c, coz je ve shodé s principem konstantni
rychlosti svétla.

Ponévadz y je redlné, musi byt V < ¢ . Pii V = ¢ je Lorentzova transforma-
ce singularni (y = o), coZ vyjadfuje, Ze rychlost svétla je mezni rychlosti
pohybu referencénich soustav (hmotnych téles).

Viimnéme si nyni nékterych dusledki rovnice 12(2.4). Budeme méfit cas
v pohybujici se soustavé. V soustavé pevné spojené s pohybujicimi se hodinami
je Casovy interval dt’ a poloha hodin se v této soustavé neméni, tj.
dx’ = dy’ = dz’ = 0. Z invariantnosti prostoro¢asového intervalu 12(2.4)

pak plyne
PN
dt' = (1 *fg) de
C

leeer e

je rychlost pohybujicich se hodin vzhledem k soustavé x, y, z, t.

Cas méfeny v soustavé pohybujici se spoleéné s danym télesem (4. v soustavé
pevné spojené s danym télesem) je tzv. vlastni Cas télesa. Rovnic
dt’ = (1 — v%c*)"2 dt je vyjadfen vlastni as pomoci Casu referencni soustavy,
vici niz se zkouma pohyb. Vlastni ¢as se zpravidla oznacuje symbolem z, takze

je
PN
dr = <1 - —2>. de . 12(2.10)

kde

[

Vlastni ¢as je ve vSech inercidlnich systémech stejny, tj. t je lorentzovskym
invariantem.
Integraci 13(2.10) ziskame interval t, — 7, vlastniho ¢asu

) 'vz 1/2
t

Ji, C
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Z rovnic 12(2.10) a 12(2.11) je vidét, Ze vlastni ¢as pohybujiciho se télesa je vzdy
mensi ne? piisluny ¢asovy interval v klidové soustavé. Nazorng lze fici, 7Ze
pohybujici se ,,hodiny* jdou pomaleji nez ,,hodiny* klidové. Vyraz hodiny
davame do uvozovek, abychom zdtiraznili, Ze se nejedna pouze o hodiny v béz-
ném slova smyslu, ale také o jakykoliv proces, napf. dobu zZivota nestabilni
&astice, periodu elektromagnetického zafeni nebo trvani biologickych procesi.

Kazdou udilost charakterizujeme polohou x, y, z a ¢asem 2. Necht (x, y;, Z,
t,) @ (x5 ¥s, 23, t,) charakterizuji dvé takové udalosti v soustavé K. Budeme
zkoumat, zdali existuje takova referenéni soustava K', v niZ by obé uddlosti
probihaly v jednom a témze misté prostoru. Pro Easové intervaly a prostorové
vzdalenosti zavedeme oznaceni

==t ., b= -—x)f+0m-n+E- z,) >
ty=t—t, 1h=(—x)f+ 0= wf+ =)
Ve shodé s invariantnosti 12(2.3) prostoro¢asového intervalu plati
$,= i, - By =t — 11, 12(2.12)

Z pozadavku, aby v soustavé K’ probehly obé udalosti ve stejném miste, plyne
=0, atudiz :

sh=ciy, — B, =, > 0. 12(2.13)

Takova referenéni soustava tedy existuje, kdyz s?z > 0, tj. kdyZ prostorocaso-
vy interval je realny. Redlné prostorocasové intervaly nazyvame casupodob-
nymi intervaly nebo intervaly casového charakteru. V piipadé casupo-
dobnych intervall tedy existuje takova referencni soustava, v niz dvé udalosti
probéhly ve stejném misté. Doba tj, , ktera probehla mezi témito dvéma
udalostmi, je

t), = 1(&:5 — 1) 12(2.14)
¢
Probihaji-li jakékoliv dvé udalosti se stejnym t&lesem, pak pfislusny prostoro-
Casovy interval musi byt casupodobnym intervalem. Vzdalenost 1,5, kterou dané
téleso urazi mezi témito dvéma udalostmi, je mensi nez draha svételného paprs-
ku ¢ |t;,] . jelikoZ rychlost telesa je vzdy mensi nez rychlost svétla ¢. Je tedy
li, < ¢ty s coz vede k 12(2.13).
Dvé udalosti mohou byti vzajemné pfic¢inné spojeny pouze v tom piipadé,
kdyz prostoro¢asovy interval mezi nimi je Casupodobny, jelikoz zadna interakce
(rozruch, signal) se nemaZe Sifit rychlosti pfevysujici rychlost svétla c.
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Obdobné najdeme referencni soustavu K’, v niz by dvé uddalosti probéhly
soucasné. Polozime-li v 12(2.12) tj, = 0, dostaneme

sh=—1%,<0. 12(2.15)

Takovd referencni soustava tedy existuje pouze v takovém pfipadé, kdyz prosto-
roCasovy interval s, je imagindrni. Takové imaginarni prostoroCasové intervaly
nazvyvame prostorupodobnymi intervaly nebo intervaly prostorového
charakteru.
Ttidéni prostorocasovych intervali na ¢asupodobné a prostorupodobne je
(s ohledem na invariantnost s,) absolutni (invariantni).
Hranici mezi obéma typy prostoroc¢asovych intervalu udava tzv. svételny
kuzel sfz = 0, resp.
» Xy 4+ - =0. 12(2.16)

Pfipomenime si, Ze (viz piiklady k matematickym dodatkéim) v trojrozmérném
prostoru je rovnice kuzele x* + y? — 22 tg’% = 0. Rovnice 12(2.16) tak
definuje kuzel v ¢tyfrozmérném prostoru x, y, z, t, pficemZ v roli smérnice
(tg 9) vystupuje rychlost svétla c.

12.3 Geometricka interpretace. Minkowského formalismus

HERMAN MINKOWSKI (1908) dal Lorentzové transformaci velice plodnou geo-
metrickou interpretaci, kterou si nyni stru¢né vysvétlime. ‘
Vyraz pro prostorocasovy interval
d= s =+ Y+ 2+ (i)

pfipomind Pythagorovu vétu ve ¢tyfrozmérném eukleidovském prostoru, jehoz
ortogonalnimi osami jsou

X =X, V=X, z =Xy, ict = x, . - 12(3.1)

r . v 2 v e - 7. ™ I3
S ohledem na znaménko minus u ¢lenu ¢’#? , popf. imaginarni jednotku u Gtvrté
osy x, = ict se takovy prostor oznacuje jako pseudoeukleidovsky nebo Min-
kowského prostor. Invariantnost prostorocasového intervalu

2 2
XP 4+ x5+ x5+ xg=xT 4+ x3 A+ x5+ x?

tak vyjadfuje invariantnost déiky vii¢i Lorentzové transformaci (srovnej s rov-
nici D(2.5) matematického dodatku).

Prostorocasovy interval tak vyjadiime rovnicemi
2 _
s° = x,x,

—(ds)? = dx, dx, . 12(3.2)
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Zde malé fecké indexy probihaji hodnoty 1, 2, 3, 4 a pfes dva stejné fecké indexy
se provadi sumace od 1 do 4 bez explicitniho vypisovani sumacniho znaku
(Einsteinova sumac¢ni konvence ~ viz dodatek D.2). Malé¢ latinské indexy budou
nadale probihat hodnoty 1, 2, 3 a budeme pro né uzivat stejnou sumacni
konvenci jako ve vSech ostatnich kapitolach.

Soufadnice x;, X,, x5, x4 ur€uji polohu bodu (uddlosti) ve Ctyfrozmeér-
ném Minkowského prostorocase. V téchto soutadnicich preplseme Lorentzovu
transformaci 1(2.5) ve tvaru

Xp= gl F i), X =x. XE=0g, 0 X =0l = b)),
12(3.4)

™o

kde jako dfiveje g = Ve, y = (1 — B2
Lorentzovu transformaci 12(3.4) prostorocasovych soufadnic vyjadfime rov-
nici

=L,x,, 12(3.5)
kde matice L, koeficientll Lorentzovy transformace je
y 0 0 ipy
I 0 1 0 O
wo 0 01 0

V 12(3.5) je uzito sumacni konvence. Pro ilustraci uvedeme

Po dosazeni L, =y, L, = L;; =0, L, = iy dostaneme prvni rovnici
soustavy 12(3.4). Obdobné& postupujeme u ostatnich rovnic 12(3.4).

V dodatku D.2 jsme z invariantnosti délky privodice v trojrozmérném pro-
storu (vici transformaci x; = ayxj) odvodili vztah agay = J; . Snadno
odvodime analogicke relace. pro koeficienty L, Lorentzovy transformace.

Polozime x; = L,x;, x, = L,x,, ¢imz do%tdneme

K, 1o

x, X, = L,;L,%%, .
Zavedeme Kroneckertv symbol (viz D.2) d;, = 1 pro v = 4, (5,‘ = 0 pro
v # A, pomocinéhoz zapiSeme x, X, = 5;‘,36;96 Zinvariantnosti x,x, = XX,

pak plyne
L,L, xx, = 0,XXx,.

A v AN Y
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Tato rovnice musi byt splnéna pro vSechna x,, x,, coZ vede k rovnosti koeficien-
tt u soucint x,x, . Koeficienty Lorentzovy transformace tak spliiuji relace

LyL, =3, 12(3.7)

1w

V dodatku D.3 jsme definovali vektor jako soubor veli¢in, které se pfi
transformaci soufadnic X; = a;x; transformuji jako soufadnice. Ve shodé
s touto definici nazveme vektorem (¢tyFvektorem) v Minkowského prostoru
Ctvefici veli¢in 4, 4y, 43, Ay, kterése pii Lorentzové transformaci x, = L,X,
transformuji jako souradnice, tj.

A, =L,A, . 12(3.8)

Pfirozenym zobecnénim definice D(3.3) tenzoru 7;; druhého fadu (v trojrozmér-
ném prostoru) je tenzor T, . druhého fadu v Minkowského prostoru. Je to
4% = 16 veli¢in T, jez se pfi Lorentzové transformaci x, = L,x, transfor-
muji podle zakona

T//”‘, = LuvalT%). . 12(3.9)

Obdobng zobecnime skalarni soucin dvou vektori. Necht 4, B, jsou dva
ctyfvektory. Ve vyrazu 4 B, polozime

takze je
A,B, = L,L,AB,.

wop

Uzijeme-li jedte vztahu 12(3.7), dostaneme

AB, = 5,4,B, = A,B, . 12(3.10)

AV

Tento soucin dvou vektoru je tedy nezavisly (invariantni) na volbé Lorentzovy
referencni soustavy. Rozepsanim dostaneme

AB, = AB, + AB, = AB + A,B,, 12(3.11)

kde AB je ,,obyCejny* trojrozmérny skalarni soucin. Necht
S X, X3, X4) = f (1, X5, %3, %) 12(3.12)
je skaldrni funkce. Stejnym postupem jako v dodatku D.5 dokéazeme, zZe veliCiny

-9

A, =
0x,

v

12(3.13)
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jsou slozkami &tyfvektoru, tj.

) ,
x_y ( f) 12(3.14)
, 6x 0x
Obdobné najdeme, Ze parcidlni derlvace étyrvektoru T,, = 04,/0x, se tran-

sformuji podle zakona 12(3.9), tj. jsou sloZkami tenzoru v M inkowského prosto-
ru.

12.4 Relativisticka kinematika a dynamika

Minkowského formalismus je velmi vhodny pro zobecnéni zakladnich pojmi -
a vztah® kinematiky a dynamiky (viz prvni dvé kapitoly) na relativistickou
oblast jevil.

Soutadnice x, jsou podle definice slozkami ¢tyfvektoru po]ohoveho vektoru
boduv Mmkowskeho prostoru. Diferencialy dx,, jsou rovnéz slozkami €tyfvek-
toru, jelikoz z 12(3.5) plyne

dx, = L,dx, . 12(4.1)

Podle ¢lanku 12,2 je ds, popf. vlastni ¢as dt lorentzovskym invariantem, takZe
mezi veli¢inami .

d Cdx, o
u =0, = 2k o 12(4.2)
dt dr ’
plati transformacni vztah
W= Ly, . ' 12(4.3)

Z toho plyne, Ze veli¢iny u, jsou slozkarm Ctyfvektoru, Fyzikalni smysl tohoto
vektoru najdeme nasledupcl uvahou.

V 12(4.2) zavedeme ,,obycejnou‘* trojrozmérnou rychlost v; = dx;/dt adosa-
dime za vlastni ¢as (1 — v*/A)dt = dr . Ctyivektor u, ma pak tvar

v; L ie ‘ . 7
“vﬂ((‘u R (1 - '2/c2)1f'2> Loy e

P#i malych rychlostech v <« ¢ lze poloZit (1 v¥/c?)~? = 1, takZe prosto-
rové slozky jsou u; = v; . To nds opraviiuje interpretovat vektor u, jako
CtyFvektor rychlosti, Pro uccly reference uvedeme prostorové komponenty
(v =i =1,2,3) acasovou (v = 4) komponentu tohoto vektoru

w= (1 = A Po,,  uy=ic(l — ) 12(4.5)
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Z definice 12(4.4) nebo 12(4.5) je vidét, ze pro étyFvektor u, plati
uu, = —c’. 12(4.6)

Vyrazu,u, lze nazvat kvadratem vektoru &tyfrychlosti. Lze proto Fici, Ze kvadrat
vektoru Ctyfrychlosti je roven zdporné vzatému kvadratu rychlosti svétla. Ne-
nechme se mylit tim, Ze tento kvadrat je zaporny, jelikoZ &tvrta slozka u, je
(obdobné jako x, u soufadnic x,) ryze imagindrni.

Z 12(4.3) plyne pro diferencialy slozek vektori u,, u, vztah

du, = L, du,. 12(4.7)
Ponévadz dr je lorentzovskym invariantem, mezi veli¢inami
du’ d
= ' , a, = el 12(4.8)
dr dr
plati transformacni zakon
a, = L,a,, 12(4.9)

coz dokazuje, zZe a, jsou slozkami ¢tyfvektoru. Fyzikalni vyznam tohoto Ctyf-
vektoru najdeme obdobné jako u vektoru u,

Pro prvni tfislozky (v =i = 1,2,3) je ¢; = duydr . Piiv« cje u; =v,,
T = t, takZe a; = dv/dt jsouslozkami zrychleni. To nas opraviiuje interpreto-

vat vektor a, jako Ctyfvektor zrychleni.
Mezi ¢tyfvektory rychlosti u, a zrychleni a, plati

ua, = 0. , 12(4.10)

Je-li skalarni soucin dvou nenulovych vektori roven nule, fikime, e tyto
vektory jsou vzajemné ortogondlni. Rovnice 12(4.10) vyjadfuje vzdjemnou
ortogonalnost ¢tyfvektori rychlosti a zrychleni. Platnost rovnice 12(4.10) doka-
zeme tak, Ze 12(4.6) proderivujeme podle 7, coz da

(du,/dr)u, + u,(du/d7) = 0.

Odtud po dosazeni a, = du,/dr dostaneme 12(4.10).

Snadno najdeme relativistické zobecnéni dynamickych veli¢in. V Newtonové
mechanice je hybnost p definovana vztahem p = mv , resp. p; = mv;, kde
m je setrvacnd hmotnost &astice. Jak vime z ivodnich kapitol, setrvaéna hmot-
nost charakterizuje schopnost t&lesa setrvavat v daném pohybovém stavu a ne-
pfechazet do jiného. V Newtonové mechanice se tato velidina poklada za
charakteristiku télesa nezavislou na jeho pohybovém stavu (rychlosti). Uvidime,
Ze tento Newtoniiv predpoklad je dobrym piiblizenim pouze pfi malych rychlos-
tech (v « ¢) &astic.
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Vime, Ze u, je Ctyivektorem rychlosti. Ctyivektorem je také ku, , kde k je
skalarni konstanta nezavisla na volbé Lorentzovy soustavy. Tuto konstantu
ozna¢ime (s ohledem na konzistentnost s dfivéj$im oznacenim) symbolem m,,
. Ctytvektor p, hybnosti definujeme vztahem

d>
P, = Mg, = my —& . 12(4.11)
dr

Ve shodé s 12(4.5) jsou prostorové komponenty (u = i = 1, 2, 3) rovny
i myv

pp=—-"2— p=——— 12(4.12
(1 _ 02/62)1/2 (]’ _ 02/62)1/2 ‘ )

Pfi malych rychlostech v « ¢ dostavime Newtonovu definici hybnosti
p = myv . (V nerelativistické mechanice se index nula u m nepise, jelikoz
hmotnost se predpokladd konstantni.) Pokud chceme zachovat definici
p = mv, pak je nutno pro hmotnost m poloZit
My
= 12(4.13
" (1 - 02/62)1/2 2(4.13)

na rychlosti

To je znamy Einsteintiv vztah pro zavislost setrvaéné hmotnosti (m)
= (0, proto se

(v) Castice. Veli¢ina m, predstavuje hmotnost ¢astice pii v
nazyva klidovou hmotnosti. Veli¢ina

m(l — v¥A)? = m,

je konstantou daného télesa nezavislou na volbé referencni soustavy.
Ctvrta slozka hybnosti je podle 12(4.5) a 12(4.11) rovna

py = imge(1 — /)2 12(4.14)
Fyzikalni vyznam této ¢tvrté komponenty najdeme nasledujici tvahou.
V &lanku 5.7 jsme odvodili vztah mezi hybnosti p, a Lagrangeovou funkei L,

jmenovité p; = (0L/dv;) . Snadno se piesvédc¢ime, 7e hybnost 12(4.12) dostane-
me, vezmeme-li lagrangian L ve tvaru

L = —myc¥(1 — v¥/c?)"?. 12(4.15)

Derivaci 0L/dv dostaneme 12(4.12), ¢imZ je potvrzena spravnost volby lagran-
gianu 12(4.15). Celkova energie W Castice souvisi s lagrangianem vztahem

W=pv — L.
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Po dosazeni 12(4.12) a 12(4.15) do 12(4.16) dostaneme pro celkovou energii

Castice vyjadieni ' '
myc®

(1 — vz/cz)l/z '
To je slavny Einsteinitv vztah-mezi hmotnosti a energii, o némz pojed-
name v nasledujicim ¢lanku.

Srovname-li 12(4.14) s 12(4.16), vidime, Ze ¢tvrtad komponenta Ctyfvektoru
hybnosti p, souvisi s energii W vztahem

py = iWe. ‘ 12(4,17)

V relativistické mechanice energie neni skalirem, nybrZ pouze {tvrtou sloz-
kou c¢tyivektoru hybnosti. To ma zivazné disledky pro transformaci
encrgic a hybnosti mezi dvéma Lorentzovymi systémy. Tak jako je
_xl = '}J(xﬁ1 ] ][fx4) s X4 = /( - i,b’xl) N je také Pi: 7([’1 + lpr4) ’
Py = v(p — iBp1) > 4. | , | |

P = 9o, — BWS) . W= (W~ fep). 12(4.18)
K tomu je nutno dodat p;, = p,, p, = p,. Zde V je rychlost referencni
soustavy, f = Ve, y = (1 — )12

Pongvad? Py je Ctyfvektorem, VellClnd PP, Je skalarem. Z definice 12(4.11)
a vztahu 12(4. 6) plyne pro tento skalar hodnota

p/tp/t - ’n(z)c2 12(419)

RozepiSeme-li p,p, = pp; + p; = p* — (Wje)' ., pak prepiSeme 12(4.19) v
tvaru '

12(4.16)

W= mc* =

w? =P+ mid). | 12(4.20)

Vydélenim rovnice 12(4.12) rovnici 12(4.16) ziskime uZite¢ny vztah mezi
rychlosti v, hybnosti p a energii W ¢astice

p = Wy, : ‘ 12(4.21)

V Newtonové mechanice definujeme slozky sily F; vztahem F; = dp/dt,
Relativistickym zobecnénim je Ctyfvektor sily

d
F,o= Py Y 12(4.22)

“ dr dr

Polozime-li dr = (1 = v%c?)2dt, py = iWe, dostaneme pro p = j =
=1,2,3 a u = 4 vyjadreni ‘

Fj = (l _ 172/(72)‘1"/2 (dp]/dt) : F, = iC—l(l _ v?/(ll)*l/z (C”/V/dt) )
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Ctvrta slozka sily tedy souvisi s asovou zménou energie. Tato souvislost
nepiekvapuije, jelikoZ sila je Sasova zména hybnosti a ¢tvrtou slozkou hybnosti
je (a7 na numericky faktor i/c) energie.

12.5 Einsteiniiv vztah mezi hmotnosti a energii

V nerelativistické fyzice byly vzajemng nezavislé zdkony zachovani hmotnosti
a energie. Lavoisieriiv zikon zachovani hmotnosti pravi, Ze celkova hmotnost
latek do reakce vstupujicich je rovna celkové hmotnosti latek z reakce vystupuji-
cich. Zakon zachovani energie je nejobecnéjsi formé vyjadien prvnim termody-
namickym principem, podle néhoZ neexistuje zafizeni (perpetuum mobile prvni-
ho druhu), které by konalo préci, aniz by se pfi tom meénila energie tohoto
zafizeni anebo energie okolnich téles,
Podle Einsteinova zakona

W= me® = ————r 12.(5.1)

isou energie W a hmotnost m kazdého hmotn¢ho objektu navzajem pfimo
imérné, pfitemz univerzalni konstantou umérnosti je kvadrat rychlosti svétla ve
vakuu ¢2. Zména energic AW ma za nasledek odpovidajici zménu hmotnosti
Am = AW/c¢* a naopak zméné hmotnosti Am odpovidd zména energie
AW = ¢* Am . Kdybychom zvolili soustavu jednotek, v niz by byla rychlost
svétla jednotkovou (c = 1), Ciselné charakteristiky Wa m by byly stejne
(W = m) . Uvedenému Einsteinovu vztahu se proto Casto fika zdkon ekviva-
lentnosti hmotnosti a energie, Tuto terminologii nepovazujeme za vhodnou,
pon&vadZ hmotnost a energie jsou dva rizné pojmy, charakterizujici dvé riizné
vlastnosti hmoty a li§i se i rozmérove, ‘
Kazdé &leso v klidu (v = 0) ma tzv. klidovou energii

Wy = myc? . - 12(5.2)

Je pouéné upravit vzorec 13(5.1) pro malé rychlosti v « ¢ . Pro le] « 1 1ze
polozit (1 — &)™"2 = 1 + ¢2 . Pouzijeme-li tohoto ptiblizeni (¢ = v%/c?)
v 12(5.1), dostaneme '

2

e

v 1 ; ,
W;mcz<1+—v>=W+-—mvz, 12(5.3)
0 ( 202 0 9 0 » ( )

Druhy ¢len (mg?/2) pfedstavuje znamy vyraz pro kinetickou energii nerelati-
vistické castice.
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Pro ilustraci uvedeme nékolik ¢iselnych hodnot. Na zahfati jednoho kilo-
gramu vody z 0 ° na 100 °C je nutno dodat energii AW = 4,18 . 10°J . Tomu
odpovida pfiristek hmotnosti Am = (AW/c?) = 5.107° g. Nékladni auto-
mobil s klidovou hmotnosti m, = 10* kg se pohybuje rychlosti v =

= 20ms ' = 72 km/hod. Tomu odpovida kineticka energie AW = 2 .10°J
a pfirastek hmotnosti Am = 2. 1078 g . Vazebni energie dvouatomové mole-
kuly je fadové 1eV = 1,6.107" J. Pfi slouceni N = 10** atom tomu

odpovida energie AW = 1,6.10°J a zména hmotnosti Am = 2 . 10~ g.
Z téchto piikladi je vidét, pro¢ mohl Lavoisier objevit a formulovat zikon
zachovani hmotnosti nezavisle na zikonu zachovani energie.

Prvni pfimy dikaz platnosti Einsteinova vztahu W = mc? pfinesla jaderna
fyzika. Peclivym méfenim se zjistilo, Ze hmotnost viech jader je mensi, nez je
soucet hmotnosti viech protond a neutront daného jadra. Tento hmotnost-
ni ubytek je zuzitkovan na vazebni energii nukleoni v jadfe.

Oznacime-li My, Mgy, klidové hmotnosti protonu a neutronu,
Z,N = A — Z pocet protonil a neutront, my(Z, A) klidovou hmotnost daného
jadra, pak hmotnostni tubytek je

Am = Zmy, + (4 — Z)my, — my(Z, A) . 12(5.4)
Tomu odpovida vazebni energie jadra
AW = ¢ Am . 12(5.5)

U deuteronu byl zméfen rozdil Am = 0,002 388 u, kde atomova jednotka
hmotnosti 1u = 1,660 44 . 102" kg . Tomuto hmotnostnimu rozdilu odpovi-
da energie AW = ¢ Am = 2,224 MeV , coZ je v dokonalé shodé s experimen-
taln€ zjisténou hodnotou vazebni energie deuteronu. Obdobné je tomu u vSech
atomovych jader.

Pfi procesech jaderného slu¢ovani nebo §tépeni se aktivuje (uvolfiuje) jenom
nepatrna ¢ast (fadové jedna tisicina) celkové klidové energie (klidové hmotnos-
ti). Existuji viak procesy, kdy je tato pfeména klidové energie Uplna. Elektronu
a pozitronu pfislusi klidové hmotnosti m, = 9,109 534 . 103 kg a klidova
energie Wy, = 0,511 003 MeV . Pii srazce pozitronu s elektronem dojde k zani-
ku (anihilaci) téchto ¢astic a vzniku fotonti (zafeni y). Energie vzniklych fotoni
Wz 2W, = 1,022 MeV . (Znak > respektuje kinetickou energii elektronu
a pozitronu.) Existuje také obraceny proces produkce part: foton s energii
Wz 2W, se muze pfeménit na par elektron + pozitron. Obdobné pripady
vzniku, zaniku a vzajemné pfemény &astic jsou zcela bézné v tzv. fyzice vysokych
energii. Ve viech téchto pfipadech je Einsteintiv vztah mezi hmotnosti a energii
i se vSemi jeho disledky zcela potvrzen.

Einsteintv vztah mezi hmotnosti a energii je diileZitym kritériem samovolné-
ho rozpadu ¢astic. Proilustrujeme to na ptipadu rozpadu alfa. Hmotnost jadra
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se Zprotonya A = Z + N nukleony ozna¢ime my(Z, A) . Pfirozpadu alfa
je emitovano jadro Z —-2,4A—4, jehoz hmotnost oznacime
myZ — 2,4 —4). Jel

Am = my(Z, A) — my(Z — 2,4 — 4) — my, > 0,

mize dochazet k samovolnému rozpadu alfa, pfi¢emz energie ¢> Am se pouZije
na kinetickou energii produkti rozpadu. Obdobné postupujeme i pro jiné typy
rozpadu.

Obecné, je-li m, (klidova) hmotnost systému, my hmotnosti jinych castic,
pricemz

Am = my — Y my; > 0, 12(5.6)

pak je samovolny rozpad energeticky mozny. K tomu, aby tento rozpad oprav-
du nastal, musi byt splnény i daldi podminky: zachovani hybnosti, momentu
hybnosti, elektrického naboje a pfipadnych dalSich velicin.

Vsimnéme si podrobnéji samovolného rozpadu ¢astice s klidovou hmotnosti
m, na dvé castice s klidovymi hmotnostmi my,, m, . Necht rozpadajici se ¢astice
je v klidu, jeji energie je tedy W, = m002 . Samovolny rozpad je mozny, kdyz
my > my, + mgy, . Oznadime-li W, W, energie vzniklych ¢astic, pak ze zdkona
zachovani energie plyne

moct = W, + W, 12(5.7)

Pii rozpadu se musi zachovéavat také hybnost. Pogate¢ni hybnost (klidové)
Castice byla nulova, proto hybnosti p,, p, produkti rozpadu jsou svazany
podminkoup, +p, =0, . p% = p%. Energie W, W, vypocteme pomoci vzorce
12(4.20), 4.

W=+ ) W= A+ ).

Z téchto rovnic vyloucime pf, ¢imz dostaneme
W2 — mict = Wi — m,ct. 12(5.8)

Z rovnic 12(5.7) a 12(5.8) ziskame energie vzniklych ¢astic

1
W, = — (mg + md - méz)cz,
2m
1
Wy, = — (m(z) — md, + mb)c*. 12(5.9)
2my

Analogicky muzeme zkoumat proces srazky dvou castic v tzv. soustavé
hmotného stfedu (C-soustavé). Podle definic (viz ¢l. 6.2) je celkova hybnost
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¢astic v této soustavé nulovd, tj. p; + Psc = 0. Najdeme energii Castic v této
soustavé a hmotnost m, ¢astice, kterd mize pii takové srazce vzniknout.

Necht v tzv. laboratorni soustavé (L-soustavé) nalétava na klidovou castici
(s hmotnosti my, a energii Wy, = my,c® ) &astice s klidovou hmotnosti m,
a energii W|;. Celkova energie Wobou Castic je v této soustavé rovna

WL = Wi + Wy = Wy + mpc? 12(5.10)
a celkova hybnost
PL =Py + Py =P

Budeme-li obé ¢astice povazovat za jeden slozeny systém, pak rychlost V této
sloZené soustavy bude podle 12(4.21) rovna

2 2 '
y=SPL__ “Pu - 12(5.10)
W Wi + mye

To je rychlost pohybu soustavy hmotného stiedu vici laboratorni soustave.
Hmotnost m;, &astice najdeme ze vztahu 12(4.20), tj. m*c* = Wi — ¢%p? . Po
dosazeni W, = W, + mgc?, Ap} = Pp}, = Wi ~ mjc* dostaneme

mac? = (m3, + md,) + 2m,W,, . 12(5.11)

Resené ulohy

1. Na jakou rychlost je nutno urychlit elektron s klidovou hmotnosti
my = 9,1095 . 1073 kg, aby jeho hmotnost se rovnala klidové hmotnosti
protonu M, = 1836,1515 m, ?

Reseni. Z rovnice my(l — v*/c?)~Y? = M, plyne

v =c(l = myM3)".
Po dosazeni ¢iselnych hodnot dostaneme v = 0,99998 ¢ .

2. Klidovy mezon 7 _ s klidovou hmotnosti my = 273 m; se rozpada na
mezon p_ s klidovou hmotnosti my, = 216 my (m, je klidova hmotnost
elektronu) a neutrino s klidovou hmotnosti my; = 0. Vypoctéte energii
mezonu y a neutrina.

Reseni. Energii vyjadfime pomoci 12(4.20). Ze zdkona zachovani hybnosti

pL=p,+py=0, p=—p,
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a ze zdkona zachovani energie
_ , 12
2 _ Vo 2, .22
moc” = Wy + Wy = (Pz + mo'zc) + ¢p;

po dosazent

.(’,"51 - ,’”(.2),2,)

} 2 2y,

dostaneme

VVz - ‘(m(2)14,+ mgz,),cz

2my,
2 23,2
W, = (mgy — mgy)e .
2my,

Po dosazeni Ciselnych hodnot dostaneme W, = 106 MeV, W, — mgzcz -
= 6MeV, W, = 34 MeV, kde 1MeV = 1,602. 10717,

3. Pfi sraZce elektronu s pozitronem vzniknou dva fotony. Uréete vinovou
délku elektromagnetického zafeni. Energie fotonu je hv, kde v je kmitocCet zafeni
a h=662.10"%*Js je Planckova konstanta.

Reseni. Pii velmi malé vzajemné rychlosti elektronu a pozitronu (v = 0) je
2mge* = 2hv, odkud A = h/(myc) = 2,435 . 1072 m.

4. Porovnejte srazkovou energii dvou stejnych ¢astic v laboratorni soustavé
L a v soustavé hmotného stiedu C.

Reseni. V laboratorni soustavé je teréikova &astice v klidu (viz kapitolu 6), na
ni nalétava castice s hybnosti p;;, = p. Je tedy Py + Py =P =P .
Rychlost hmotného stfedu vypoéteme ze vztahu v = ¢%p/W. Odtud dostane-
me energii -

W, = We(l = )17,
resp.
i 1 2 2 174 2 1/2
We = 2mec [1 + Wy/fmye)]?. (1)
Pro vysoké, tzv. ultrarelativistické energie W, > myc? je

2

WC;

2
2myc

e

m



Vztahu (1) se vyuziva v urychlovadich s tzv. vstFicnymi svazky. Srdzce
dvou elektronli urychlenych na energii W odpovidd v laboratorni soustavé
energie W . Pro elektronové svazky W, = 100 MeV , m002 ~ (0,5 MeV tak
ziskame srazkovou energii W, 10* MeV , ktera by byla jinak nedosaZi-
telnd.

5. Pfi nepruzné srazce dvou elektronii dojde ke vzniku paru elektron — pozit-
ron, takZe v koncovém stavu jsou Ctyfi volné Castice s klidovou hmotnosti m,
Urcete minimalni (tzv. prahovou) energii, pfi niz miZze tento jev nastat.

Reseni. V soustavé hmotného stfedu je to o€ividng 4myc?. Podle vzorce (1)
predeslého piikladu tomu odpovida v laboratorni soustavé energie

2Pmoc? [1 + W/ (me®) ]2 = 4 myc?

Odtud ziskame W, = 7moc2 , W — moc2 = 6m002 ~ 3 MeV.
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Matematické dodatky

D.1 Soufadnicové systémy v roviné a v prostoru

V roviné se nejéast&ji uziva kartézska (x, y) a polarni (r, ) soustava soufadnic.
Vztah mezi obéma soustavami je zfejmy z piiloZzeného obr. D.1:

X = rcos ¢, y =rsing, D(1.1)
kde
r=(x* + ) D(1.2)
je vzdalenost bodu P od pocatku O, Ghel ¢ lezi v intervalu 0 < ¢ = 2m .

Y P

0 X

Obr. D.1 Polarni soustava souradnic
Rovnice kfivky je uréena v kartézské soustavé vztahy
y =fx) nebo  F(x,y)=0 D(1.3)
a obdobnymi vztahy v polarnich soufadnicich
r =r(p)  nebo P(r,p) = 0. D(1.4)

Kiivku lze zadat také parametricky. S timto piipadem se setkavame v me-
chanice, kdy soufadnice bodu jsou urceny jako funkce Casu

x = x(t), y = y(t) nebo r=rt), 9 = flt). D(I.S)‘

433



Vyloucenim parametru ¢ piejdeme k rovnicim D(1.3) nebo D(1.4). Parametrem
muZze byt libovolnd veliCina, avSak s ohledem na aplikace budeme paramet-
rem ¢ rozumét cas.

Vzdalenost As dvou bodi 4, B se soufadnicemi (xy, y;), (x,, y,) je urdena
rovnici (As)® = (Ax)* + (Ay),kde Ax = x, — x;, Ay = y, — y, . Piecho-
dem k limité dostaneme obloukovy element ds kfivky '

ds = [(dx)* + (dy)’]"* = [1 + (dy/dx)*]"? dx . D(1.6)

De¢lka oblouku kiivky v intervalu a < x < b je

) N
s = J (1 + y’z)l/2 dx , D(1.7)

kde y’ = dy/dx . Je-li kfivka zaddna parametricky, pak misto D(1.6) a D(1.7)
mame

ds = [(dx/def + (dy/de)]?? dt D(1.8)

s = f [(dx/de)? + (dy/de)?]2 dr . DY)

Veli¢iny v, = dx/dt, v, = dy/dt jsou slozky rychlosti v kartézskych
soufadnicich.

Ve vztazich D(1.1) budeme povazovat r = r(t), ¢ = ¢(t). Derivaci pak
dostaneme

(dx/dt) = (dr/dt) cos ¢ — r(dg/dt) sin ¢,
(dy/dt) = (dr/dt) sin ¢ + r(dg/dt) cos ¢ .

Dosazenim téchto vztahii do D(1.9) dostaneme

t .
- f [(dr/de} + P(dp/dey] 2 de. D(1.10)
. ,
Pro element ds a délku oblouku krlvky v polarnich soufadnicich tedy plat1
ds = [(dr)* + (r dp)’]"* = [r + (dr/de)*]"* dg , D(1.11)
s = J [~ + (dr/db(p)z]l/2 de . D(1.12)

Veli¢iny v, = dr/dt, v, = wr jsou radidlni a azimutdlni slotka rych-
losti, w = dg/dt je uhlovd rychlost.
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Vyraz D(1.11) pro délku oblouku kfivky ma jednoduchy nazorny vyznam.
Infinitezimalni element ds oblouku kfivky je pfeponou pravouhlého trojihelni-
ku o odvésnach ds; = dr, ds, = rde .

Element dS ploky v roviné je v kartézskych soufadnicich obdélnik o stranach
ds; = dx, ds, =dy, t. dS =dxdy. V polarnich soufadnicich je
dS = ds; ds, = rdr dg . Je tedy ‘

dS = dxdy, dS =rdrde. D(1.13)

Kartézskd soustava x, y, z v trojrozmérném prostoru je znizorn€na na
obr. 1.1. Pro délku ds oblouku kfivky mame vztah

ds = [(dx)* + (dy)* + (dz)*]"2. D.(1.14)
Necht kfivka je zadana parametricky
x=x(t), y=yt), z=:z().

Pfirozenym zobecnénim D(1.9) je vzorec pro délku oblouku prostorové kfivky

ty :
s = j [(dx/de)? + (dy/de)® + (dz/de)*]7* de . D(1.15)
3}
Veli¢iny v, = dx/dt, v, = dy/dt, v, = dz/dt jsou kloz“ky rychlosti
v kartézské soustavé.

Vzorec D(1.14) lIze interpretovat jako télesovou uhlopficku pravouhlého
rovnobéznosténu o stranach

ds; =dx, ds,=dy, dsy=4dz. - D(l.16)

Sféricky systém soufadnic r, 9, ¢ je znazornén na obr. 1.3. Vztah mezi
kartézskymi a sférickymi soufadnicemi je dan rovnicemi

x=rsindcosp, y=rsindsing, z=rcosd, D(1.17)
pficemz .
r=>0, 029, 0=Z¢=2n. D(1.18)
V rovnicich D(1.17) budeme piedpoklidat parametricke zadani r = r(t) ,
8 = 9t), ¢ = o(t) . Stejnym postupem jako pfi odvozovani D(1.9) dostane-
me '

2 L. .
s = J [(dr/de)? + rH(d9/def? + r? sin® S(dp/de)* ]V de . D(1.19)
|
Veliginy v, = dr/dt, vy = r(d9/dt), v, = rsin 8(dg/dt) jsou radidlni,
poldrnt a azimutdlni sloZky rychlosti. '
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Pro element ds délky oblouku kfivky pak plati
(ds) = (dr)* + (r d9)* + (rsin 9 dp)*. D(1.20)

To je vlastné Pythagorova véta pro télesnou thlopfi¢ku pravothlého rovnobéz-
nosténu, jehoz strany jsou vzdjemné kolmé elementarni obloucky

ds, = dr, ds, = rdJ, ds; = rsin $dg . D(1.21)

Cylindricka soustava soufadnic g, ¢, z je znazornéna na obr. 1.2. Vztah ke
kartézské soustavé udavaji rovnice

X = Qcos ¢, y = gsing, z =1z, D(1.22)
pricemz
0=0, 0 ¢ < 2n, —w0 LzZ + ©. D(1.23)

Vypocet délky oblouku kfivky je obdobny, proto uvedeme pouze vysledek
; 2
s = f [(de/dr)* + o*(dg/dt) + (dz/dt)*]'? dr . D(1.24)
t

Veli¢iny v, = do/dt, v, = o(dg/dt), v, = dz/dt jsou radidlni, azimu-
talni a axidlni sloZky rychlosti. Elementarni ortogonalni oblou¢ky jsou

ds, = do, ds, = o dg, dsy = dz, D(1.25)
(ds)* = (do)* + (o dp)* + (dz)*. D(1.26)

Elementarni ortogonalni obloucky ds,, ds,, ds; se vyjadfuji pomoci soufadnic
4> 95 g3 ve tvaru

ds; = h, dq, , ds, = h, dgq,, ds; = hy dqy, D(1.27)

(dsf* = (h, dq,? + (h, dg,)* + (hy dgy)* . D(1.28)

Veli¢iny h; jsou tzv. Laméovy koeficienty. V kartézské soustavé je

4y = X, 4=y, g3 =12z, hy = hy = hy = 1. Sférické soustavé odpovida

49 =r,q=3,q9;=¢,h =1,h =r, hy =rsind. Procylindrickou
soustavumame ¢; = ¢, ¢, =¢, g3 =2, hy=1, hy =90, hy = 1.

Z elementarnich ortogonalnich oblouc¢kt ds; lze snadno sestavovat plosné

elementy dS;. Tak napf. plodny element v roviné (x, y) kolmé k ose z (ose 3) je
dS; = dx dy . Pomoci D(1.27) zapiSeme

dS, = ds, ds; = hyhy dg, dg;,
dS, = dsy ds; = hsh; dg, dq,, :
dS; = ds; ds, = h;h, dq, dg, . D(1.29)
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Specialni piipady si ¢tenaf snadno odvodi. Pro ﬁéely reference uvedeme pouze
ploiny element dS na povrchu koule o poloméru r (tj. plosny element kolmy
k poloméru)

dS = r*sin 9 d3 dg . D(1.30)
Veli¢ina

ds
dQ = — = sin J d9 de . D(1.31)
r

piedstavuje element prostorového uhlu.
Objemovy element dV'v kartézskych soufadnicich mizeme vyjadiit jako objem
pravotthlého kvadru o hranach dx, dy, dz, tj. dV = dx dy dz. Obecné je

dV = ds, ds, ds; = hjh,h; dq, dg, dq; . D(1.32)
Ve sférické a cylindrické soustave je

dV = r¥sin 9 dr d3dp, dV = o dodpdz. D(1.33)

D.2 Transformace souiadnicovych systémi

V praxi se Casto setkavame se soufadnicovymi systémy, jejichZ pocatky jsou vaci
sobé posunuty a jejichZ osy jsou vzajemné pootoceny. Potfebujeme znat ,,prevo-
dové vztahy* mezi soutadnicemi bodu (a dalsich veli¢in) v obou soustavach.

Nejdfive uvedeme rotaci kartézske soustavy (x, y, z) kolem osy z o uhel
%. Jedna se tedy o rotaci v roviné (x, y) , jak jiilustruje obr. D.2. Jednoduchym
vjpoétem dostaneme vztah mezi soufadnicemi (x, y,z) a (x',',z’) bodu
P v obou soustavach

!

X' =xcosa + ysina, y' = —xsino + ycosa, 2 =z, D(2.1)

Obr. D.2
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popf. obracenou transformaci
x =x'cosa — ysina, y = x'sina + y cosa, z=1z2. D(22)"

Transformace D(2.1) jsou specialnim pfipadem linedrnich transformaci sou-
fadnic. Pro kompaktné&jsi zapis zavedeme misto x, y, z oznaceni X|, X9, X3 .
Linearni transformaci vyjadiime rovnici

3

Sc¢itaci index (k) se zde vyskytuje pravé dvakrat (a;x,). Vyrazy podobného typu
se vyskytuji velmi ¢asto, proto zavedeme Einsteinovu sumaéni konvenci: vyskyt-
ne-li se ve vyrazu néjaky index pravé dvakrat, budeme rozuméti sumaci pfes
tento index, aniz bychom vypisovali sumacni znak. Misto D(2.3) tak zapiseme

: Xj = ayX . '. D(2.4)
Obdobné misto
ZTijjk > 2T

Gk koo
zapiSeme
TRy, Ty -
Pii nasobeni vyrazi je nutno dbat na to, abychom v jednotlivych soudinitelich
pouZzili jiné oznadeni sumacéniho indexu. Kvadrét délky prﬁvodiée je xjx; , popf.
xx; . V prvnim faktoru x; poloZime x; = a;x; a ve druhém x| = a;x; (jiné

 oznadeni sumaéniho 1ndexu) z pozadavku neménnosti (1nvar1antnost1) délky
privodiCe pfi transformaci D(2.4) plyne

It
XX[ = @agxx, = XX D(2.5)

Zavedeme Kroneckeriw symbol

G =1 pro j=k, O =0 pro j#k, D(2.6)

pomoci néhoz zapiseme Xpx; = 6jkxjxk , takze je

Tato rovnice musi platit pro vSechna x » X, €0Z vede k podmince pro koeficienty
transformace
ayay = Oy - D(2.7)
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Transformace, jez neméni délku privodice, nazveme unitdrni. V dalsim bude-
me mit viude na mysli pouze takové transformace, aniz bychom to pokazde
uvadéli.

Obracenou (inverzni) transformaci k D(2.4) najdeme takto: Vynasobime tuto
rovnici a;; (scitani pfes i), coz da a;x; = a;azx, . S ohledem na D(2.7) je

X; = aX;. D(2.8)

Upozorfiujeme ¢tenafe na jinou polohu séitactho indexu ve srovnani
s D(2.4)

Pomoci inverzni transformace D(2.8) se snadno presvédéime o platnosti
vztahu

;= it » D(2.9)

analogického k D(2.7). Opét upozoriiujeme na polohu scitaciho indexu.
Podmince D(2.7) Ize dat jednoduchou interpretaci pomoci teorie determinan-

t. Ozna¢ime-li @ matici koeficientl ay, a' matici transponovanou aT = d;,
pak D(2.7) zapiSeme ve tvaru
T — - , 4 7
iy = Oy - D(2.10)

Soudinem ab dvou matic je matice ¢ s elementy
| cp = (ably = aby . S D(2.11)
Vztahy D(2.10) jsou specialnim piipadem této definice. Je tedy
| (a%a); = B | . D12)

Na pravé strané je jednotkova matice, takze pro determinant plati
det (aa) = 1. PonévadZ hodnota determinantu se pfi transpozici neméni, je

(det a)z =1, tj
deta= +1. D(2.13)

Rotace jsou spojité transformace, proto pfi pootoceni o libovolny thel musi
byt hodnotd D(2.13) stejna (nezavisla na uhlu rotace). Pii pootoCeni o nulovy

uhel je a; = 511 , takze
deta = +1 pii rotacicﬁ.. D(é.14),
Pizreadleni x' = —x, ¥y = =y, ' = —z (§. xj = —x;) je a3 = &61.1;,
takze
| deta = —1 pfi zrcadleni . | D(2.15)
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Pfipomerime si, Ze determinantem det a zde rozumime vyraz

@y a0y
det a = | ayjapay; | = ayy(ayas; — ayas) —
31037033
- a12(“21”33““31“23) + ag3(ayay, - (310,) - D(2.16)

Poznimky. Zde se omezime na linearni transformace. Obecnéjsi piipad neli-
nearnich transformaci ptesahuje ramec této udebnice.

Pro konkrétnost mame viude na mysli trojrozmérny prostor. Transfor-
mace D(2.4) a podminky D(2.7) Ize viak snadno rozsifit i na vicerozmérné
prostory.

D.3 Skalary, vektory a tenzory

Skaldrem nazyvame takovou veli¢inu, ktera nezavisi (e invariantni) na vol-
b€ soufadnicové soustavy; ¢iselna hodnota skalarni veli¢iny miize zaviset pouze
na volbé méficich jednotek. Odtud pochazi také nazev: latinsky scala = stupni-
ce. Pii rotacich soufadnicové soustavy x; = a;x; tedy plati

S(x') = S(x) . D(3.1)

Symboly x, x" oznaduji trojice veli¢in (X1, X5, X3), (], X5 x3) . Piiklady skalaru
Jsou pocet castic, délka privodite 1> = X;X; .
Vektorem A (z latinského vector — jezdec, nositel) nazyvame trojici veli-

¢in (komponenty Vektoru) Ay, A,, A;, ktera se pii transformaci soufadnic
7

X; = azx; transformuje jako soufadnice, tj.

Al = a;A; . D(3.2)
Délkou neboli absolutni hodnotou (normou) vektoru A nazyvame ve-
licinu
A= |A = (4,4). D(3.2')

Ponévad? vektor se {podle definice) transformuje jako soufadnice, je také délka
vektoru skaldrem (4/4] = A].Aj) , 0 CemZ se lze presvédcit i pfimym vypoétem.
Jednotkovy vektor ma jednotkovou délku.

Pfiklady vektori jsou privodi¢ r (polohovy vektor) o slozkach r, = x;,
rychlost v o slozkidch v; = dx,/dt, zrychleni a o slozkach a; = dvy/dt ,
hybnost p o slozkach p; = mo, .

Casto se setkavame s veli¢inami, které obsahuji sou¢iny komponent dvou
anebo vice vektori. Pfikladem mohou byt vyrazy typu X;X; V. momentu setrvac-
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nosti, X; F, v momentu sily. Potfebujeme znat transformacni vlastnosti tako-
vych vehcm (pro porovnani téchto veli¢in v riznych referencnich soustavach).
Necht A,,B; jsou slozky dvou vektort. Soudinu A;B; bude v nové soustave
odpovidat AB; . Po dosazeni A] = akAk, B/ = a;B; mame

AB; = aya,A,; Bl To nas privadi k nasledujici definici.

Tenzorem druhého Fddu nazyvame soubor veli¢in T;, ktere se pfi tran-
sformaci soufadnic x; = a,X; transformuji jako souciny komponent dvou
vektort, tj.

Ty = aytTyy - D(3.3)

Podobné tenzorem tietiho fadu rozumime soubor veli¢in 7} , transformuji
jako souciny komponent tii vektort, .

T = i@ T i - D(3.4)

Zobecnéni na tenzory vys§ich fadi je o¢ividné. Nazev tenzor pochazi z toho, Ze
podobnymi veli¢inami se popisuji napéti v riiznych prostedich (latinsky tensio

= napéti). _
Skalary, vektory a tenzory mohou mit pfi stejnych transformacnich vlastnos-
tech vii&i rotaci riizné vlastnosti vi¢i zrcadleni soufadnic x; = —X; , proto

piedchozi definice vyzaduji jisté upfesnéni.

Veli¢inu S, ktera je invariantni jak vici rotaci, tak vici zrcadleni, nazyvame
pravym skalirem. Pseudoskaldr P je velicina P = P(x), ktera je inva-
riantni vaéi rotaci, aviak pfi zrcadleni soufadnic x{ = —x; méni znaménko, .
P’ = —P (pfi zrcadleni). Vektor V, jenz se pfi rotacu,hlprl zrcadleni transfor-
muje jako soufadnice, nazyvame pravym neboli poldrnim vektorem.
Axidlnim vektorem A nazyvame takovy vektor, jenz se pii rotacich tran-
sformuje jako soufadnice, avSak pfi zrcadleni soufadnic se neméni, tj.
A = +A (pii zrcadleni). Konkrétni pfiklady skalart, pseudoskalaru, polar-
nich i axialnich vektori uvadime na konci dodatku D.4.

Tenzory mohou mit riizné vlastnosti symetrie vici zaméné indext. Symet-
rickym tenzorem S; druhého fadu nazyvame tenzor, pro néjz pro vsechna i,
jplati S; = +S;. Antisymetricky tenzor je definovan vztahy A; =
— A pro viechna i, j . Pfikladem symetrickeého tenzoru je

= A;B, + AB; = Sii s piikladem antisymetrického  tenzoru je
i AB AB = —Aj; . Snadno se dokaze, ze symetrie a antisymetrie
nezavisi na Volbe soustavy soufadnic, tj. plati-li S; = +S;; . Ay = —A;, e
v kazdé soustavé Sj; = +S;.4; = —A; .

Kroneckerv symbol J; deﬁnovany vztahy D(2.6) lze interpretovat jako
symetricky tenzor druhého fadu. (Z definice plyne 05 = (3ji .) Ve shodé s definici

D(3.3) je

|

;w;

0 = ay@dy = aydy = Oy D(3.5)
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takze dy je symetrickym tenzorem druhého fadu, jehoz komponenty se pii
~ transformacich soufadnic neméni.
Poznamky. Na stfedni $kole se vektor A obvykle zapisuje ve tvaru

A= Ae + Ae, + Aje; = Age,, ' D(3.6)

kde 4, jsou slozky vektoru a e; (obvykle oznadované i, j, k) jsou jednotkové
vektory ve sméru i-té osy.

Zde mluvime o vektorech v trojrozmérném prostoru x,, x,, X5 . Definici D(2.4)
transformace soufadnic lze rozsifit na libovolny podet n dimenzi; s¢itani od 1 do
3 se nahradi s¢itanim do 1 do n. Obdobné se definuji vektory a tenzory ve
vicerozmérnych prostorech.

D.4 Ziklady vektorové a tenzorové algebry

Linearni kombinaci € = aA + fB rozumime vektor o slozkach

C, = aA; + PB,. D(4.1)
Zde jsou obsaZeny specialni piipady: nasobek vektoru (8 = 0, C;, = a4d,),
s¢itani a odeCitani vektord (f = + o« = + 1, Cl. = A, + B;). Ptipadu
=0, a= -1 odpovidé vektor opaény C;, = —A4,, C, + 4, =0.
Obdobne pro tenzory Ry, T;; je souet a rozd11 deﬁnovan rovnicemi

Qy =Ry £ T D(4.2)
Zobecnéni na linearni kombinaci je obdobné jako u vektort.
Z definice plyne, ze pro vektory a tenzory plati

A+ (B + C) = (Ai + B) + C;,
Pi(Ry + Ty) = PRy, + P;T); . - D(43)

Soucin tenzoru druhého fadu P a vektoru Ck obsahuje veli¢iny Ty = P;C; .
Snadno se piesvéd¢ime, Ze pro T ;i plati transformacni zakon D(3. 4) takze Ty
je tenzorem tietiho fadu. Obdobne PP, je tenzorem Ctvrtého fadu. V teto
hierarchii vytvafeni tenzori vy$Sich radu lze pokracovat. Nyni si vysvétlime
obréceny postup, jimZ lze z tenzort vyssich Fadh vytvaret tenzory fadu nizsiho.

S prvnim takovym piipadem jsme se jiz setkali, kdyZ ze slozek x, vektoru
pruvodice jsme vytvofili skalar x,x;. To je specialni piipad obecné Vlastnostl
tenzort, kterou si nyni Vysvethme
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Zatneme souctem diagondlnich elementdt T; = Ty + Ty, + Ty (uZivime
sumacéni konvenci — viz D.2) tenzoru druhého fadu. V novém systemu soufadnic
bude T}, . V definiénim vztahu D(3.3) polozime j = i a uZijeme D(2.7), coz da

T, =

ii

ay ;T = 0Ty = Ti - D(4-4)

Soucet diagonalnich elementd tenzoru druhého fadu nezavisi na volbé soufad-
nicové soustavy, a je tedy skalarem (invaridntem) Vezmeme-li tenzor tietiho
fadu T, o V némz p01021me j = k (ascitime ptes dva stejné indexy), pak z D(3.4)

plyne, ze veli¢iny A; = Tj; se transformuji podle vztahu

o ' _ —_
Ai = Tijj - Tlmn - ailamnTlmn - ailTlmn d

jm ]n
tj' (Tlmm = Al)
Al/ = allAl .

Veli¢iny 4, se tedy transformuji podle D(3.2), tj. jsou slozkami vektoru.

Pro snazsi formulaci ziskanych vysledkl zavedeme nasledujici definici. Soucet
pies kazdou dvojici stejnych indexti v tenzoru Ty, | nazyvame uZenim neboli
kontrakci tenzoru pfes tuto dvojici.

UzZenim tenzoru T;; druhého fadu (T,) jsme ziskali skalar (tenzor nultého
fadu), uzenim tenzoru T, « tietiho fadu (7};) ziskame vektor (tenzor prvniho
fadu). Jednoduchym Zobecnemm dospéjeme k nasledujici véte.

Kazdé uzeni tenzoru sniZuje ¥dd tenzoru o dvé.

Piejdeme k nékterym dulezitym pfipadim tohoto teorému. Necht tenzor T}

je soudinem komponent dvou vektort, tj. T; = A;B; . Ve shodés D(4.4) plati

AB, = A,B, . / D(4.5)

Ze dvou vektord A, B jsme tak vytvofili skaldr, proto soucin 4B, nazyvame
skaldrnim soucinem dvou vektorli A, B a znacime

A.B = AB = 4B, . ‘ D(4.6)

Pokud to nepovede k nejasnostem, budeme tecku oznacujici skalarni soucin

vynechavat.
L

-

A
Obr. D.3 Skalarni souéin dvou vektora
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Definice D(4.6) je totozna s obvyklou definici skalarniho soucinu dvou vekto-
ri A, B jako soucinu absolutnich hodnot téchto vektord a kosinu thlu mezi
témito vektory (viz obr. D.3)

A.B = AB = ABcos «, D(4.7)
kde
— 2 — IRl = 1/2
= Al = (44)". B =8| = (BB)"

jsou (viz D(3.2')) délky piislusnych vektorfl. Zapigeme-li vektory A, B podle
definice D(3.6), j. A = ae,, B = B,e, a uZijeme-li ortogonalnosti vektorové

i€
baze (x; je Uhel mezi e; a e,)
ee, = cos ay = Jj D(4.8)

dostaneme
AB = (Ajej) (Bkek) = A_’.Bkejek = AjBka‘jk = A,B, .-

Z definice D(4.6), popi. D(4.7) je ziejmé (cos a je sudou funkci), Ze zdména
pofadi vektorit A, B pfi skalarnim nasobeni nem4 vliv na hodnotu skalarniho
soucinu. Skalarni soucin dvou vektori je komutativni operaci

AB = BA . ’ D(4.9)
Déle plati distributivni zikon
A(B + C) = AB + AC. D(4.10)

Pro dva vzijemné kolmé vektory A L B plati AB = 0.
Ze dvou tenzoru druhého fadu R, a Ty, lze vytvofit tenzor ¢tvrtého fadu
R;Tyy. Dvojim GZenim (i = k,j = I) dostaneme skalar (tenzor nultého fadu)

R,T; = R;T = skalar (invariant) . D(4.11)

Ve specialnim pfipadé R; = T; dostaneme, Ze soucet kvadrata viech kompo-
nent tenzoru druhého fadu je skalar (invariant)

T,;T; = skalar (invariant) . D(4.11")

Z tenzoru druhého fadu Ize tedy vytvofit dva nezavislé invarianty: linearni T,
a kvadraticky T ;1 - Snadno se dokaze, Ze vSechny ostatni invarianty tohoto
tenzoru jsou funkm téchto dvou zakladnich invariantt.

Tenzor T; druhého fadu mé (v trojrozmérném prostoru) 3% = 9 nezavislych
komponent. Symetricky tenzor le T; ma9 — 3 = 6 nezavislych kompo-
nent. Vhodnou transformaci 7';; = aua lTkl Ize vyloucit (anulovat) nediagonal-
ni komponenty (T}, = T4 = Tj3 =Ty =Ty = T4 =0), takze zby-
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dou pouze diagonalni komponenty T i, T 5, T35 . Této proceduie se fika
diagonalizace nebo redukce tenzoru k hlavnim osdm; diagonalni
komponenty jsou hlavni hodnoty tenzoru.

Pro dalsi Gcely je vyhodné definovat znaménkovou funkci

/-‘rl pro o >0
Sign o =< -1 pro a <0 D(4.12)
0 pro o = 0.
Pomoci této funkce definujeme tzv. permutacni symbol (zvany téz Levi-Civitiw
nebo Ricciiw symbol )

ek = .Sign [G—i)(k—=1i)(k—1]. D(4.13)
Je-li e = +1, mluvime o sudé permutaci, pfi ¢;; = —1 o liché permutaci
index i, j, k. Z definice je zfejmé, Ze jediné nenulove hodnoty ey jsou +1 pfi
i #j# k, pficemZ ¢ = +1 pri sudé a e, = —1 pii liche permutaci

indextt i # j # k. Jsou-li alespoii dva indexy stejné, je e = 0. Z definice
D(4.13) je vidét, Ze ek Je antisymetrické viuci zaméné libovolné dvojice index,
napt. ey = — €5 = — €.

Symbol e lze interpretovat jako uplné antisymetricky tenzor tietiho fadu.
Vezmeme-lii = 1,j = 2,k = 3, pak ve shodé s D(4.13) je e;,3; = + 1; pro e{,;
poskytne D(3.4) vyjadieni e}y = a10,03,},, - Snadng se piesvédCime, Ze
prava strana této rovnice je deta (viz D(2.16)), tj. €53 = det a . Pfi rotacich
(vizD(2.14)) je deta = +1, takZe je také ejy3 = +1 = ey; . Pfi zrcadleni
(vizD(2.15)) jedet a = —1, ej,; = —1. Pro ostatni kombinace indexi i, j,
k je rozbor stejny; vysledek zni

ey = + ey pii rotacich , D(4.14)

e, = — ey, Ppiizrcadleni . D(4.15)

Symbol e;; je tedy aplné antisymetrickym tenzorem tfetiho fadu, pfiCemz
komponenty tohoto tenzoru se pfi rotacich neméni a pfi zrcadleni méni znameén-
ko. Tenzorového charakteru symbolu e;; s vyhodou vyuzijeme v dalsim vykladu.

Ze dvou vektortt A, B o slozkach A4, By lze vytvofit antisymetricky tenzor
druhého tadu

T,=AB, — AB = — T, D(4.16)

Tenzorovy charakter je ziejmy z toho, Ze se jedna o souciny komponent dvou
vektort, antisymetrie je zfejma z definice. Diagondlni elementy (j = k) jsou
nulové, ze $esti nediagonalnich komponent jsou nezavislé tfi, za néz vezmeme
C, =1, = AB, — A)B, . D(4.17)

|
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Pomoci symbolu e,; zapiSeme tyto vztahy jednoduse

ijk

C:

i = ey ABy . D(4.18)
Pro ilustraci ,,mechanismu® tohoto zépisu uvedeme C; = e;;4;B; . Nenulové
jsou pouze ¢leny €3 = +1 a e;, = —1, cozda C; = A;B, — A,B, .

Ze zapisu D(4.18) je okamZité vidét, 7e C; pfedstavuje slozky vektoru. Poné-
vadz e je tenzorem tfetiho fadu a 4B, tenzorem druhého fadu, jedna se o dvoji
uZeni, coz déa tenzor prvniho fadu — vektor. Mame tak zpusob, jak ze soucinu
dvou vektoru vytvofit novy vektor. Vlastnosti tohoto nového vektoru se snadno
odvodi z jeho definice. Z D(4.17) okamZité plyne

A, + A4,Cy + A,C = AC, = AC = 0, D(4.19)

1f

coz znadi, Ze vektor C je kol/my jak na vektor A, tak na vektor B, a tudiz je
kolmy na rovinu Vytvorenou Vektory A,B(C L A,C L B).Pro délku vek-
toru C dostaneme ‘

C*=Cl+ C+ C: = A’B> — (4B) .
JelikoZz A;B; = AB cos a je skalarnim soucinem, bude
C* = A’BY(1 — cos® @) = A’B*sin’« .

Delka C vektoru C je tedy C = ABsin o. Zbyva urdit orientaci normaly
n k roviné vytvofené vektory A, B (viz obr. D.4).

V pravotocivé vazi volime orientaci vektoru n tak, aby vektory A, B, n tvofily
pravotocivou bazi: to¢ime pravotocivym Sroubem po kratsi cesté od prvniho
vektoru (A) k druhému vektoru (B); smér pohybu §roubu pfitom udavé orienta-
ci vektoru n.

Takto definovany vektorovy souéin dvou vektori A, B budeme znadit
nékterym z téchto zplsobi:

&

A xB=[AB]=4Bsinan. D(4.21)

Obr. D4 Vektorovy soudin dvou vektord
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Zaménou poradi vektort A, B se méni i orientace vektorového soucinu
AxB=—-BxA. D(4.22)

Pokud jsou oba vektory A, B nenulové, pak z rovnice A x B = 0 plyne
rovnobéznost (sin « = 0) vektord A, B. :

Vektorovy soucin definuje plochu rovnobézniku vytvoreneho vektory A, B;
orientace vektoru n urcuje (definitoricky) orientaci této plochy. V geometrii je
plocha vektorem, jenz kromé absolutni hodnoty ma orientaci ve sméru normaly
k této plose. (U zakfivenych ploch se orientace plo$ného elementu méni s jeho

polohou.)
Pro udely reference uvedeme vektorové souciny jednotkovych vektorii e, e,,

e4(i, j, k) ortogonalni baze
e, xe =6, e Xe=¢@, €Xe =¢e. D(4.23)
ZapiSeme-li vektory A, B pomoci této ortogonélni baze
A= Ae + Ae, + Ase;, B = Be, + Be, + Be;

a pak ve vektorovém soudinu A x B uZijeme distributivnosti a vztahii D(4.23),
dostaneme

€ € &
AxB=|A, A, Ay| = (4,B; — A;B)e, +
B, B, B
+ (4;B, — A,By)e, + (4,B, — A,B,)e; . D(4.24)

S ptiklady na uZiti vektorového soucinu se ¢tenaf seznami v riiznych oborech
fyziky. Zde uvedeme pouze moment sily M = r x F a moment hybnosti
b=rxp.

Skalarni a vektorovy soucin vektort lze ruzne kombinovat. Zde se budeme
zabyvat tzv. smiSenym soucinem

SEA.[BXC].

Ponévad? B x C = D predstavuje (orientovanou) plochu rovnobézniku, pak
skalarni sou¢in AD pfedstavuje objem rovnobéznosténu sestaveného z vektorl
A, B, C. (Objem rovnob&znosténu vyjadiime jako soucin obsahu zakladny
a vyiky.) Po téchto poznamkach piejdeme k vypoctu smiSeneho soucinu. PouZi-
jeme -li vyjadfeni skalarniho a vektorového souCinu AD = 4D,
D; = e, B,Cy , dostaneme

A.[B x C] = eyABC, . D(4.25)
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Vysledek lze zapsat také pomoci determinantu

Al A2 A3
A.[BxC]=|B B, B D(4.26)
Cl C2 C3

Z tohoto vyjadrenti je vidét, Ze smiSeny soucin se nemeéni pii cyklické permutaci
A.[BxC]=B.[CxA]=C.[AXxB]. D(4.27)

Je-li A. [B x C] = 0, pak vektory A, B, C lezi v jedné roviné, vektory jsou
kompldnarm objem rovnob&znosténu j je nulovy.
Dvojity vektorovy soucin

D=Ax|[BxC]
vypocteme nejsnaze takto: Vezmeme tfeti komponentu
Dy = AB x C], — 4)[B x C], =
= Ai[B:C; — B|C3] — A)[B,C; — ByGy] =
= B3(4,C; + A4,C,) — C5(4,B; + 4,B,) .

V poslednim vyrazu na pravé strané pfidame a odeCteme A;B;C; , coz da
Dy = (AC)B; — (AB)C; . Provedeme-li totéZ pro zbyvajici komponenty, do-
staneme

A x [B x C] = (AC)B — (AB)C . D(4.28)

Vektorovy sou¢in A x [B x C] lezi v roviné vytvorené vektory B, C.
Vzorce D(4.28) Ize uzit k rozkladu vektoru B na dvé ¢asti, z nichZ jedna je
paralelni a druha kolma k vektoru A. Ve vzorci D(4.28) polozime C = A, coz’

da

A x [B x A] = 4B — (AB)A .
Odtud plyne
B = (aB)a +a x [B x a], - D(4.29)

kde a = A/A je jednotkovy vektor ve sméru vektoru A. Clen (aB)a predstavuje
slozku paralelni s A, ¢len a x [B x a] slozku kolmou k A. Tim je uloha feSena.
Odvozeni nasledujicich dvou vztahi je v priloZzenych ilohach

[A x B].[C x D] = (AC) (BD) — (AD) (BC), D(4.30)
[AxB]x[cxD]=(A.[CxD])B— (B.[CxD])A. D(431])
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Nyni jiz miZeme uvést slibené piiklady (viz konec dodatku D.3) pravych
skalara, pseudoskalaru, polarnich a axidlnich vektori. Polohovy vektor r,
rychlost v = dr/dt, hybnost p = mv, vektor F = dp/dt se ocividné
transformuji jako soufadnice jak pfi rotacich, tak pfi zrcadleni, a jsou tedy
polarnimi vektory. Naproti tomu vektorovy soucin dvou polarnich vektori se
v8ak pfi zrcadleni neméni, a je tedy axialnim vektorem. Pfikladem mohou byt
moment hybnosti b = r x p a moment sily M = r x F. Skalarni souin
dvou polarnich nebo dvou axialnich vektort se neméni ani pfi zrcadleni, takze
je pravym skalarem. Naproti tomu skalarni soucin polarniho a axialniho vekto-
ru (napf. Mv) méni pii zrcadleni znaménko, a je tedy pseudoskalarem.

D.5 Zaklady vektorové a tenzorové analyzy
Derivaci df/dx funkce f = f(x) jedné proménné definujeme znamym zpilisobem

df f(x+h)—f(x).

— = lim

dx h=0 h

V ptipadé funkce vice proménnych, napf. f = f(x, y,z), definujeme tzv.
parcialni derivace 0f/ox, df/0y, 0&f/0z analogicky jako u funkce jedné
proménné /

6_f:limf(x+h,y,z)—f(x,y,z)’
0x -0 h
_azzlimf(x>y+h’z)_.f(X,y,Z),
y -0 h

h) —
Y yleyzt ) = fxy.2) D(5.1)
0z  ho0 h

Geometricky nebo fyzikalni vyznam parcidlnich derivaci je v tom, Ze napf.
derivace of/0x urluje rychlost zmény veli¢iny (funkce) f = f(x, y,z) pfi
pohybu podél osy x. (Obdobny vyznam maji zbyvajici parcialni derivace of/dy ,
df)oz . ) Derivace vysSich fadu, napf. *flox? , 0*oxdy se definuji ve shodé
s definici D(5.1).

Veli¢iny (0f/0x) dx , (9f/dy) dy , (9f/0z) dz predstavuji parcialni diferencialy
funkce f(x,y,z). Vyraz

dfzgdx+-a—]jdy+gdz, D(5.2)

0x oy 0z
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neboli v &islovani os (x, y, z) = (xl, X, X3) a sumacni konvenci

8xi

je uplnym neboli totdlnim diferencidlem funkce flx, Xy X3) . Mé&me
skalarni funkci

S x5 x3) = f(x %3 x3) . D(5.4)
Pro uplné diferencialy v proménnych x;, x; plat
0 0
-J—d’— fd, D(5.5)
0x; 0x;

Ze vzorce D(2.8) plyne

dx; = a; dx; D(5.6)

a pak po dosazeni do D(5.5) dostaneme
of of

—dx] = a,; =>~dx] .
0x; % ox; i
Porovnanim koeficientt u dx; ziskame transformacni zakon derivaci
of 0
LA D(5.7)
0x; 0x;
Parcialni derivace 4; = df/0x; se tedy transformuji podle vztahu D(3.2),
takze pfedstavuji slozky vektoru. Tento vektor nazyvame gradient a znadi-
me bud grad f; nebo Vf (éteme nabla 1), tj

. 0
gradf=Vf=e —£ D(5.8)

0x;
Symbolicky operator nabla je

, 0 ‘

grad =V = ¢ — D(5.8")
. 6x

Oznadeni gradient pochdzi z latinského gradiens = stoupajici, ndzev symbolu

V ma svijj pivod v podobnosti se starym hudebnim nastrojem nabla. Uplny

diferencial D(5.3) miZzeme vyjadfit skalirnim soucinem

df = dr.Vf=dr.gradf. | D(5.9)
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Promitneme-li vektor Vf do sméru charakterizovaného jednotkovym vekto-
rem v, pak veliCina’

v.Vf = 9 oS o D(5.10)
0x;

12

je derivace skalarni funkce f ve sméru v. Pfitom cos ; = ve; jsou kosiny thl
mezi smérem v a bazovymi vektory e;. .

Derivace 0f/0x; piedstavuji slozky gradientu v kartézské soustavé. Pouzije-
me-li oznaeni ds; = h, dq, , ds, = h,dq,, ds; = hy dg; pro elementarni
oblougky v kiivodaré ortogonalni soustavé gy, g5, g; (viz D(1.27)), pak slozky
gradientu definujeme vztahy

grad, f = ﬁf— ‘ D(5.11)

0s;

Pro ugely reference uvedeme slozky gradientu ve sférickych {r, 9, ¢) a cylindric-
kych (e, , z) soufadnicich

¥ 1y L ¥
ar’ rog’ rsingafp’
g l?f. g D{(5.12)

b0  o0dp bz
Nyni pfejdeme k nalezeni transformadnich vlastnosti parcidlnich derivaci

slozek vektorti. Pro uplny diferencial I-té slozky 4, mame analogicky k D(5.3)
vyjadieni

0A
dd4, = —dx, D(5.13)
Xk

a obdobné pro 4] v carkovanych soufadnicich

0A!
dA; = —Lldx. D(5.14)
0x]
Z transformaéniho zdkona Aj = ay4; plyne dA] = a;d4;, coZ ve spojeni
s D(5.13) d&

0A;] 04
0x; 0%,
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Dosadime-li jesté¢ dx, = a; dx;, dostaneme

0A!
—Ldx] = ayq —dx!.
0x; X,
Parcialni derivace vektoru
0 0
. Ty = — A, T;j = —,Aj’ D(5.15)
0x;, ox

se tedy transformuji podle vztahu

T} = agaT, , D(5.16)
takZe ve shodé s definici D(3.3) jsou to slozky tenzoru druhého Fddu. Obdobné
najdeme, Ze parcidlni derivace Ry = 0T,/0x; tenzoru druhého fadu jsou
tenzorem tfetiho fadu. V této hierarchii lze pokracovat.

Prejdeme k nékterym dilezitym specialnim pfipadum. Je-li vektor A gradien-
tem skalarni funkce A = Vf, Aj = (7f/6xj , pak 8Aj/6xi , .

9 (ﬂ) _ 2 <ﬂ> _ % _ D(5.17)
- 0x,0x; .

- ") -
0x; \0x; 0x; \0x; 0x,0x;

It

je symetrickym tenzorem druhého fadu. (Symetrie plyne ze zaménnosti pofadi
derivaci.)

Uzenim tenzoru druhého fadu (viz D.4) ziskame skalar. Specialng pro D(5.17)
uZeni da

= V7, ‘ D(5.18)
kde

V2=V.V =— 4+ —+ — D(5.19)

2 2 2
ox,0x;  0x oy 0z

il

je Laplaceiiv operdtor, ktery lze zapsat jako kvadrat operatoru nabla (V).
V literatufe se uziva téz oznaceni A. Jelikoz symbol A se uziva pro diferenci,
davame prednost oznadeni V2.

Jiny ptiklad uZeni dostaneme tak, ze v D(5.15) polozime k = [, j = i. Jelikoz
T, =T,,je také

1

0A 0A!
25 2 kalar D(5.20)

o] ’
0x,, 0x]



Vyraz 0A,/0x, muzeme vyjadfit jako skalarni soucin a nazyvame jej diver-
gence vektoru A a znaime

04, 04, 04, 04
divA=V. A= tr="2X4 24 2 D(5.21)

0x;, 0x Jdy 0z

Oznadeni divergence pochézi z toho, Ze vyrazy tohoto typu se vyjadfuje intenzi-
ta vytékani tekutiny, elektrického naboje, apod. (Latinsky divergens = rozbi-
hajici se.) Operace div souvisi s Laplaceovym operatorem. Je-li A = grad f,
A, = 0f/ox; , pak

0 (a0 ‘
div grad f = — <_f) = V¥. D(5.22)
X \OX;
Vezmeme nyni antisymetricky tenzor vytvofeny z derivaci vektoru
0 0
Fp=—4 ——4=—-F,;. D(5.23)
0x; 0x;,

Z dodatku D.4 vime, e z antisymetrického tenzoru lze vytvofit vektor C o sloz-
kach

0A, 04, 0A, 04,
C,=Fy=-2-"2, C=Fy=—1-—-2,
0%,y 0x4 0x4 0x,
0A 0A
Cy=Fp=—2—-—, D(5.24)
O0x;  0x,
neboli
04
C = ey —. D(5.25)
: axj

Viimnéme si fyzikalniho vyznamu tohoto vektoru. Nechf A = v je vektor
rychlosti proudéni tekutiny. Veli¢ina 0v,/0x uruje rist y-ove slozky rychlosti
podél x-ové osy, obdobné dv,/0y piedstavuje rist x-ové slozky rychlosti podél
y-ové osy. Rozdil téchto dvou veli¢in popisuje rotaci (vifeni) tekutiny v roviné
x, y. Odtud také pochazi oznadeni tohoto vektoru — rotace, zkratkou
rot A. V anglické literatufe se dodnes pouziva ptivodniho oznaceni Curl A (an-
glicky curl = vir).
Zavedeme vektor rot A o slozkach
rot; A = (rot A); = ey o4y , D(5.26)
0x;
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takze je

04 04
rot A = el( 2 2

) <6A1 6A3) (6/12 6A1)
— )+ e|l———)+e|———]).
0x, 0x;3 0x4 0x 0x, 0x,

Pomoci operatoru V zapiSeme rot A ve tvaru vektorového soucinu

D(5.27)
e €& &
o o 0
rtA=VxA=s| — — — D(5.28)
0x; 0x, 0x;
A Ay A,
Je-li A = grad f, tj.

A, = offox; ,
(6Aj/axk)

pak s ohledem na D(5.17) j
(04,/0x;) , takZe plati vektorova identita

rot grad f = 0. D(5.29)
Snadno se také presvéd¢ime o platnosti identity
divrotA =0. D(5.30)
Zavérem naznacime dikaz dvou dilezitych teorémi, které se vyskytuji
v mnoha oblastech matematiky a fyziky.
Integral pfes uzavienou plochu 8

§A dS = §4,dS, = §(4, dS, + 4, dS, + 4,dS,)

D(5.31)
nazveme tokem vektoru A plochou S. (Integraly tohoto typu se popisuje proudg-

ni tekutin, energie apod.; odtud nazev tok.) Rozdil toku slozky 4, mezi ploska-
mi dS, = dzdy postavenymi mezi (x + dx, y,z) a (x, y, z) je

[A(x + dx,y,z) — A (x,y;z)] dy dz .
Podobné jako je f(x + dx) — f(x) = (df/dx) dx, je také

Alx + dx, . 2) = A (x, y,2) =

X dx .
0x

Rozdil toku je tak (04,/0x) dx dy dz = (04,/0x) dV, kde dV = dx dy dz je
objemovy element. Obdobn€ upravime ¢leny A, dS, a 4, dS, .
Vysledkem téchto uprav je Gaussova véta

$A dS = [ divAdV, D(5.32)
ktera prevadi integral pies uzavienou plochu na integral pfes objem vy-
tvofeny touto wuzavienou plochou. PfepiSeme-li AdS = AdS;
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div A = (94,/0x;) , mizeme Gaussovu vétu vyjadiit v ,,mnemotechnickém tva-
ru&‘ .
0

$dS; (...) = jdV—(,,.)‘ | D(5.33)

ax).

Je-li v D(5.31) misto vektoru tenzor, pak je

a ) .
§dS;T; = J‘dVé— T; . D(5.34)
X

J

Obr, D.5 Cirkulace vektoru podél kfivky

Cirkulaci I" vektoru A podél uzaviené kiivky s nazyvame integral (viz
obr, D.5)

Ca ¢ L . o :
I'=JA ds = gy(A ds, + Ay d.sy + A, daz), D(S‘SS)

Vezmeme kFivku (viz obr. D.6) ve tvaru obdélniku KLMN leZiciho v roving
(x, ). V takovém piipadé bude ds, = dx, ds, = dy, dz = 0, takZe se jedna
o integral

= §(4,dx + A4, dy).

Soufadnice bodii necht jsou K(x, y, z), L{x + dx, y, z), M(x + dx, y + dy,
z), N(x,y + dy, z) . Cirkulace A, na Usecich KL a M N je

0A
[Ax(x9 ya Z) _ Ax(xs Y + dy» Z] dx = = axdy dZ .
’ ) Y
N M
K L
Obr, D.6
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Pouzili jsme rozvoje A.(x,y + dy, z) = A(x, y, z) + (04,/dy) dy . Obdo-
bné dostaneme pro useky LM a NK

A
A
[4,(x + dx, y,z) — A(x, y,z)] dy = cﬁ_xl dx dy .

Je tedy

0A 04
I = ‘”:--—y - —-—EJ ds,, D(5.36)
Ox dy '

kde dS, = dx dy je element plosky v rovin (x, y) a integral se bere pfes plochu
vytvofenou uzavienou kiivkou s. Podle D(5.27) je integrand tieti (z-ovou)
sloZzkou vektoru rot A.

V pfipadé obecné orientované prostorové kfivky plati Stokesova véta

3€A ds = frot A ds, D(5.37)

kterd ptevadi integral po uzaviené kiivce na integral pfes plochu vytvoienou
touto uzavrenou kiivkou.

Ve specialnim piipadé, kdy A je gradientem skalarni funkce /', A = grad f,
pak ve shod¢ s identitou D(5.29) je rot A = 0 a cirkulace takového vektoru po
libovolné uzaviené kfivce je rovna nule

$gradf.ds = 0. D(5.38)

Snadno se dokaZze také obracené tvrzeni: je-li A ds = 0, pak A = grad f.
Vyznamnou aplikaci tohoto teorému je prace ¢F ds vykonana silou F po
uzaviené kiivee. Je-li tato prace nulova pfi libovolné uzaviené kiivee (draze),
pak je nutné vektor sily F gradientem jisté skalarni funkce (f = — U , kde U je
potencidlni energie) F = — grad U . Vektory A typu A = grad f se proto
nazyvaji potencialni nebo nevirové.

ReSené ulohy

1. Ukazte, Ze rovnici elipsy lze vyjadfit v parametrickém tvaru
X =acost, y=~bsint.

Reseni. Z vyjadreni plyne znamy tvar rovnice elipsy

(x/a) + (y/b) = 1.
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2. Ukazte, Ze rovnici hyperboly (x/a)* — (y/b)* = 1 lze zapsat v paramet-
rickém tvaru

a t - —t
x = - +¢e , y=-( —¢ .
S +e) S e

Reseni. Ziska se pfimym dosazenim.

3. Najdéte rovnici elipsy a hyperboly v polarnich soufadnicich.
Reseni. Elipsa je geometrickym mistem bodt, jez maji staly soucet vzdalenosti
od dvou pevnych bodii (ohnisek ). Tyto dva pevné body zvolime na ose x (symet-

Obr. D.7

ricky kolem pocatku) se soufadnicemi +e. Priivodic r povedeme z ohniska +e.
Soucet vzdalenosti r + r; = 2a . Z pfiloZzeného obr. D.7 plyne

r} = (2¢)* + r* — 2r(2e) cos (1 — )
Po dosazeni do r + r;{ = 2a dostaneme hledany vysledek

R
1+ecosgp’

kde p = b¥a, b = (a* — &)'*, e = ¢/a.
Pro hyperbolu je konstantni rozdil |r; — r,| = 2a . Vysledkem je rovnice

ro= P p="b¥a, b= (&~ a)*.

2

1 + gcos (p — m)

4. Vyetiete plochu (x/a)* + (y/b) + (z/c) = 1.

Reseni. Jedna se o ohranicenou plochu |x| < a, |y £ b, |z £ ¢. Zvoli-
me z = z, (rovina), pak dostaneme  (x/a’} + (y/b') =1, kde
a = afl — /W2 b = b(1 — z3/c*)* . Priseciky roviny z = z, s danou
plochou jsou elipsy s poloosami a’, b'. Obdobné postupujeme pro roviny x = x
a y =Y,. Plocha je elipsoid.

z
2
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5. Najdéte rovnici kuzele,
Reseni. Kuzel s rozvorovym uhlem 284 je (viz obr. D.8) uréen podminkou
cos § = z/r . Odtud po tipravé dostaneme x* + y* — Z2tg? § = 0,

z

Obr. D.8

6. Dokazte vztahy D(4.30) a D(4.31).
Reseni. Rozepiseme skalarni soucin
[A xB].[CxD]=[AxB][CxD] +[AxB],[€x D], +
+ [A x B];[C x D];.

Po dosazeni za slozky vektorovych soucinii (viz D(4.24)) dostaneme hledany
vysledek. Elegantnéji pomoci sumacni konvence a symbolu e, dostaneme

[A x B].[C x D] = [A x B],[C x D), = eyA;Biey,CD,, .

Po uziti vztahu eyey,, = 00, — 6,0y dosp&eme k D(4.30). Druhy vztah
D(4.31) se dokaze osobné,
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zrychleni

moment hybnosti

fazova rychlost vinéni, v 12. kapitole rychlost svétla
tenzor deformace '
sila

tihové zrychleni

hustota objemové sily

tenzor momentu setrvacnosti
impuls sily

momenty setrvacnosti

vinocet

vinovy vektor

moment sily

hmotnost

hybnost

tlak

polohovy vektor

delka oblouku kfivky

plocha (jako vektor)

cas

charakteristicka doba, perioda
rychlost

objem

grupova rychlost vinéni
energie

kineticka energie

potencialni energie
Kroneckeriv symbol

operator nabla (gradient)



<

g e = >

-

Laplaceiv operator

vilnova délka (v kapitole 11)
frekvence (kmitocet)
hustota

tenzor napéti

Uhlova (kruhova) frekvence
prostorovy uhel

vektor thlové rychlosti
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— konstanta 114

—sila 112, 115 ,
silové pole 113115, 116-127, 131-133
- zakon 24

gyrokompas 241

gyroskop 241

gyroskopicky efekt 241

HAMILTON 136
hamiltonian 155
Hamiltonova funkce 156
Hamiltonovy rovnice 136
harmonicka funkce 65
harmonicky kmit 64-109
— — tlumeny 67, 69, 73-77
harmonicky oscilator 100
— pohyb 64
Helmholtzova véta 255
Héron Alexandrijsky 402



herpolhodiovy kuzel 231

hlavni momenty setrvacnosti 218
— napéti 277

— osy setrvacnosti  216-220

— — tenzoru 277, 445

hmotnost 22

— bodova 9

— gravitaéni 22

— klidova 425

— redukovana 112, 162

— setrvatna 24

— soustavy hmotnych bodu 134
— vztah s energii 426, 427
bhmotnostni Gbytek 428

hmotny bod 9, 27, 185

~ stied 9, 112, 135, 198

— — tuhého télesa 186
homogenni gravitaéni pole 116-120
— napéti 275

hookovska latka 288, 304
Hooklv model 293, 298

— zakon 281

— — pro smyk 287, 313

— — pro tah 310

— — zobecnény 282-287, 301
horizont umély 241

hustota 185
Huygenstv—-Fresneluv princip 391
hybnost 22, 426

— soustavy hmotnych bodii 136
— zakon zachovani 53, 56, 145, 150
hydraulické zafizeni 334
hydraulicky lis 334
hydrodynamika 341-360
hydrostaticky paradox 336

- tlak 335

hydrostatika 332-341

Chasletova véta 190

impuls sily 53

— momentu sily 54

impulsova véta druha 139

— — prvni 137

inercialni soustava 27, 426, 427
intenzita silového pole 44

— vinéni 405

interference destruktivni 383
— konstruktivni 383

— negativni 383
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— lorentzovsky 418
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— reakce 160
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— binghamska 300
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klidové tfeni 50

kmit 64-109

— harmonicky 64-109

- — vynuceny 79-84

kmitna 385

kmity linearniho fetézce 398

— skladani  93-100
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- svételny 420
kyvadlo fyzické 246
— — redukovana délka 246
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- torzni 330
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10, 438

L — soustava 162
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Lagrangeovy rovnice 152

— — druhého druhu 154

— — prvniho druhu 152

lagrangian 154

Laméovy koeficienty 282, 310, 436

— konstanty 282, 310, 436

laminarni proudéni 358
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— nelinearné viskozni - 291

— nenewtonovska 291

— plasticka 298

~ Saint-Venantova 298

— viskoelasticka 293

— viskozni 289

Lissajousovy obrazce 99
logaritmicky dekrement 76
lom vinéni 393

LORENTZ 417

Lorentzova transformace 417

MACH 368

Machiv vinostroj 368

malé deformace 259
Maxwelliv model 293
mechanicka energie 42

— — zakon zachovani 42
mechanika 7

— kontinua 253

— Newtonova 21-26

— relativisticka 161, 412, 423

— tekutin  331-365
Mescerského rovnice 59
metacentrum 361

mezni aperiodicky pohyb 69, 72-73, 78
mezni vrstva 360
MINKOWSKI 420

model Binghamav 299

— Hookuv 293, 298

— Kelviniv 293

— Maxwelliv 293

— Newtoniv 293-298

— Prandtlav 299

- Saint-Venantuv 298

— Scott-Blairiv 300

— Voigtav 293

modely reologické 293-301

— viskoelastické 296

modul E 282

- G 282

— pruznosti v tahu 282, 310

— pruznosti ve smyku 282

— stlacitelnosti 286

— Younguv 282

moment deviaéni 212, 250

— direk¢éni 318

— dvojice sil 197

— hybnosti 25, 110

moment hybnosti soustavy 210
— — soustavy hmotnych bodt 139
— — zakon zachovani 36, 53, 56, 148, 150
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moment plosny 320

moment setrvatnosti 203, 242-245
— — deviadni 212, 250

— = hlavni 218

— - tenzor 210-233

moment sily 24, 203

~ ~ impuls 54

napsti  267-278

— hlavni roviny 278

— hlavni sméry 278
homogenni 275

rovinné 278

smykové 276, 350

tahové 270, 276

tenzor 276

— tlakoveé 270, 276

hapétové sila 274
Navierova-Stokesova rovnice 333, 352
neinercialni soustava 27
nekonzervativai silova pole 48
nelinedrné viskozni latka 291
nenewtonovska latka 291
nestladitelna tekutina 331, 332
neutralnf rovina 319

-~ vidkno 320

nevifové proudéni 342
NEWTON 8, 16

newtonovsk4 latka 290

~ tekutina 351

Newtonovy pohybové zdkony 21-26
Newtontiv gravitalni zdkon 24
-~ model 293, 298

~ viskozni zdkon 290

— vzorec pro odpor prostiedi 339
nosnik 318

— podepieny 322

- vetknuty 318

nutace 239
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obeené reologické modely 299
objemova deformace 283, 288, 301
—sila 272

odpor prostiedi 48, 49

~ — Newtondv vzoree 3359

odraz vingni 393

odstiediva sila 29, 339

odstiedivé zrychleni 18
odvalovani 231
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okamzity vykon 38

operator Laplaceltiv 452

~ nabla 450

osa otadeni 188, 191, 201

-~ = pevna 188

= = volnd 233-236

oscilator harmonicky 100

~ prostorovy 129

otaceni kontinua 255

otadeni tuhého télesa 187

~ = — kolem pevné osy 187, 201-210
= = - = pevneho bodu 189, 210

patabolické zrcadlo 403

paradox hydrodynamicky 350

~ hydrostaticky 336

Pascaltv zdkon 334

periodicky pohyb 64

pérové vahy tlumené 77

pevna osa otdleni 188

plasticka kapalina 300

- latka 298

plosna rychlost 111

- sila 272

plosny moment 320

plyn 331, 332

= barotropni 332

~ dokonaly 332

podepleny nosnik 322

podminky Bornovy-Kdrminovy 399
= cyklické 399

pohyb 7

— aperiodicky tlumeny 69, 72, 73, 78
infinitni 160

mezni aperiodicky 69, 72, 73, 78
periodicky 64

~ postupny 190

~ posuvny 190

— piimocary 13

= relativni 7

rovinny 111, 120

— translaéni 16

~ v Cal soustavé 163

~ v centralnim poli  110-113

~ kontinua-Eulerova metoda 254
~ — Lagrangeova metoda 254

~ = translaéni 255

pohyblivost 52

pohybova rovnice 30, 31
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-~ — harmonického kmitu 66

- — hmotného stiedu 193

— — kontinua 280, 281

soustavy hmotnych bodi 136
tekutin 346

t&lesa otadejiciho se kolem pevné osy 204
tuhého télesa 193

— — vthia 116 ,
pohybové zakony Newtonovy 21-26
Poiseuilliv zakon 356

Poissonovo cislo 309

Poissontiv pomér 309

pokus Michelsontv-Morleyliv 412
polarizace elipticka 387

— kruhova 387
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— linearni 369, 387

— vinéni 369, 385
pole centralni 144

— silové 36

— vektorové 36
pothodiovy kuzel 229
poloha 9

— hmotného bodu 9
polohova energie 41
postupny pohyb 190
posunuti virtualni 152
posuvny pohyb 190
potencial 145

— silového pole 45
potencidlni energie 41

— — soustavy hmotnych bodd
potenciatove proudéni 342
— silové pole 40

prace 36, 37

prah reakce 161

142, 144

Prandtldv model 299
precese 239, 240
— pseudoregularni 239
— regularni 232

— setrvaéniku 239

princip Fermativ 402

— Huygenstv-Fresneliiv 391
konstantni rychlosti svétla 415, 418
parabolického zrcadla 405
relativity Einsteiniv 426
relativity Galiledv 21
Saint-Venantiv 268, 305
— superpozice 93, 97

~—sil 25

~ - vingni 381
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prostor absolutni 7

— eukleidovsky 8

— fazovy 151

— hybnosti 151

— impulsovy 151

— konfigura¢ni 151

— Minkowského 420

— pseudoeukleidovsky 420
prostorovy oscilator 129
proudéni Couettovo 266
— idealni tekutiny 341-350
— laminarni 358

— nevifivée 342

— potencialové 342

— stacionarni 341

— turbulentni 358

— ustalené 341

— viskozni tekutiny 350-360
- vifivé 341

proudnice 254, 341
proudova trubice 343
proudové vlakno 343
pruzna sila 113, 128

— vazba 100

pruznost 304-330

pietlak 336
pseudoregularni precese 239
pseudoskalar 441

raz téles 160

razy 9597

reakce 160, 161

— kanal 160

— prah 161

reaktivni ta7na sila 58

realné téleso 185

redukovana délka kyvadla 209, 246
— hmotnost 112

— — soustavy hmotnych bodét 147
referentni soustava 7

regularni precese 232

relace neurditosti 390

— — Heisenbergovy 391, 410
relaxace nap€ti 296

relaxaéni doba 77

reologicka klasifikace latek 281, 287-301
— rovina 294

reologické modely 293-301
reologie 253, 281, 287-301 ~
Reynoldsovo Cislo 358
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rezonance 81-84, 88, 92
— energie 92, 93

— vychylky 82-84
rezonanc¢ni frekvence 82
rotace tuhého télesa 187
— vektoru 454

~ — rychlosti 342

rovina 433

- dopadu 393

— naklonéna 158

— neutralni 319

rovinna deformace 261
rovinné napéti 287
rovinny pohyb 111, 120
rovnice barometricka 337
— Bernoulliova 346-350
— Ciolkovského 58

- elipsoidu 457

— elipsy 457

— Eulerova hydrodynamicka 346

— Eulerovy pro setrvaénik  213-215, 219, 226

— Hamiltonovy 154

— hydrostatické rovnovahy 333
— kompatibility deformaci 305
— kontinuity 343-345

— Lagrangeovy druhého druhu 154

— Lagrangeovy prvniho druhu 152
- Mescerského 59

— Navierova-Stokesova 352-353
— Oswaldova-deWaelova 292

— pohybové hmotného bodu 30, 31

— — kontinua 280, 281

— — Lagrangeovy 152-154

— reologicka 294

— rovnovahy kontinua 278-280
— sekularni 218, 277

— toku 291

— vinova 372

rovnovaha indiferentni 200
— labilni 48

~ stabilni 48, 200

~ stala 200

— tekutin  332-341

— télesa 236

— tuhého télesa 198-201
— volna 200

— vratka 200

rozdéleni thlové 171, 179
rozpad 161, 177, 180

— samovolny (spontanni) 161, 180, 429
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— m mezonu 430

rozptyl 160

— clasticky (pruzny) 160

— na absolutné tvrdé sféfe 171
— na centralnim poli 167

— neelasticky (nepruzny) 160
— obracend uloha 172, 182
~ Rutherfordiv 175

— uéinny prufez 170, 181
RUTHERFORD 176
Rutherfordovy pokusy 176
Rutherfordav rozptyl 133, 175
— vzorec 175

rychlost 12

— axialni 436

— azimutalni 434, 436

— deformace 263-266

— fazova 371

— grupova 387

- okamzita 12

— plosna 111

— precese 231-233

— prumérna 12

— radialni  434-436

— uhlova 13, 188, 434

— unasiva 28

Saint-Venantova latka 298
Saint-Venantiv model 298
— — princip 268, 305
setrvaéna hmotnost 24

- sila 29

setrvacnik 225-241

— asymetricky 225, 236

— bezsilovy 225

— hovorovy 225, 241

- kulovy 225-227
symetricky 225

— t&zky symetricky 2235, 236-241
volny symetricky 225, 227-235
setrvacnosti zakon 21, 56
sila 22

- centralni 42, 110

— Coriolisova 29

- coulombicka 113, 133

— elasticka 67, 79

— disipativni 48

— gravitaéni 24, 112, 115
— konzervativni 41

- napéfova 274
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sila nekonzervativni 48
— objemova 272
~ odstiediva 29, 339
plosna 272
— princip superpozice 25
pruzna 113, 128
— reaktivni 58
- setrvaéna 29

vnéj§i 136
— vnitini 136
- vynucujici
silo¢ara 47
silové pole 36
— — centraini 42, 43, 110, 144
— — disipativnich sil 48
- — ekvipotencialni plocha 45
— — gravitatni 43, 44, 113-115,
131-133
— — homogenni 42
— — intenzita 44
— — konzervativni 49
— — nekonzervativnich sil 48
— — potencial 40, 45
— — silo¢ara 47
skalar 440, 444
skalarni soucin 443
skladani kmita  93-100

|

|

79, 84

120-127,

— pohybll 26

smyk 270, 311-313

~ Cisty 266

smykové napéti 270, 276, 350
~ tfeni 49

soudin skalarni 422, 443

- smiSeny 447

— vektorovy 446

soucinitel klidového tfeni 50

~ smyslového tfeni 50

— valivého tfeni 51

soufadnice cylindrické 11, 436
— kartézské 10, 433, 435

— kiivocaré 151, 436

— ortogonalni 14, 436

— polarni 433

~ sférické 11, 435

— transformace 437
soufadnicova soustava Galileiova 27
- — inerciaini 27

— — hmotného stiedu 162, 430
~ — laboratorni 28, 162

— — neinercialnt 27

— — privilegovana 415

soustava cylindricka 11, 436
- hmotného stiedu 139, 162, 430
— hmotaych boda 186, 134
— izolovana 36
— jednotek 114
kartézska 10, 433, 435
laboratorni 139, 162

- polarni 433

— privilegovana 415

— referenéni 7

— vztazna 7

spojité nadoby 336.
prostfedi 253

srazky 160

stabilita plovani 339, 361

stabilni rovnovaha 48

stacionarni pohyb kontinua 254

— proudéni 341

Steinerova véta 221--223

Stokesova veéta 445

Stokesiiv zakon 359

stupné volnosti 150

— — tuhého télesa 187, 193

suché tfeni 50

superpozice sil 25

— vinéni 373, 381

svazek cCastic 170, 181

- vstiieny 432

Sikmy vrch 31
sitka rezonanéni kfivky 93

tah  306-310

— gisty 269

— izotropni 285

tahové napéti 270, 276

teCeni 296

tekutina 281, 289

— dokonala 331

— nestlacitelna 331

- newtonovska 351
viskozni 289, 350

tenzor 422, 441

— antisymetricky 441

~ deviator 283

— diagonalizace 445

— hlavni osy 277

— izotropni ¢ast 283

— Levi-Civitav 445
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tenzor malych deformaci 259, 294-297

— momentu setrvaénosti 213
— napéti 276

— redukce k hlavnim osam 277, 445

— Ricciuv 445

— rychlosti deformace 260, 263
symetricky 441

— velkych deformaci 259
tenzorova algebra 442

— analyza 449

teorie pruznosti klasicka 304
— — zakladni Gloha 304-306

téleso 7

— absolutné tuhé 152

— izotropni 282

— otadejici se kolem bodu 225
tuhé 152, 185-201

— vztazné 7

téziste 112, 135

tézisfova soustava 139
téZky setrvaCnik 236, 241
tiha 32

tihové pole 113, 116-120
tihové zrychleni 394
tize — objemova sila 273
tlak 270, 284, 331

— barometricky 336

- Cisty 270

~ hydrostaticky 335
tlakové napéti 270
tlumeny kmit 67, 69, 73-77
— systéem 78

toCivost 25, 110

tokova rovnice 291
torze 314-318

torzni kyvadlo 330
totalni reflexe 394
trajektorie 9, 11, 190

— Castice kontinua 253
— fazova 151

— konzervativniho systému . 151
— reprezentativni 151

— zadani 12

transformace Galileiova 16, 412
— inverzni 439

— Lorentzova 415, 417

— soufadnic 437

— unitarni 439

- zrcadleni 439

translace 190
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tfeni 49

— Coulombovo 50

— klidové 50

— smykové 49

— soucinitel 50, 51

— suché S0

— valivé 49, 51

— vleéné 49

— vngj§i 49

— vnitfni 49

tuha soustava 135

— — hmotnych bodu 135, 187
tuhé téleso 185-201

— — dynamika 192-201

—~ — kinematika 185-192
tuhost pruziny 67
turbulentni proudéni 358
tvarova deformace 283

uéinny prufez 170, 181
— — diferencialni 170
— — Rutherfordiv 171
— — totalni 171
udalost 419, 421

Ghel 432

— azimutalni 435
mezni 394, 410

— otaceni 188

polarni 433, 435
prostorovy 437

— smyku 263

uhlova frekvence 64
— rychlost 13, 188, 434
— — otaceni télesa 192
umeély horizont 394
unasiva rychlost 28
unasivé zrychleni 29
uplny odraz 394
ustalené proudéni 341
ustaleny pohyb kontinua 254
uzel 385

UZeni tenzoru 443
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valeni 209, 231, 247, 249
valivé tieni 49, 51
vazané kmity 100-102

— oscilatory  100-102
vazbova sila 118

vazby 118, 152, 199



vazhy pruzné 100
vazkost 49

vektor 9, 440

- axialni 441

~ ¢tyfrozmdrny 422
~ Gtyfrychlosti 423
— Styfzrychleni 423
- jednotkovy 9
napéti 272
normalovy 14
polohovy 9

— posunuti 256
potencidlovy 456
rotace 193
teény 14

— fnhlové rychlosti 188
- vinovy 377

Venturitv vodomér 362
vetknuty nosnik 318

véta Eulerova 190

— Helmholtzova 233

— Chaslesova ~ 190

— impulsova druha 139

- = prvai 137

~ Kénigova 144, 223, 224, 247
— 0 hybnosti soustavy 137
— Steinerova 221-223
virtudlni posunuti 152
vitivé proudéni 341
viskoglasticita 293-298
viskoelastickd latka 293
viskoglastické modely 296
viskometrie kapilarni 357
viskozita kinematicka 49, 353
viskozni kapalina 289

- latka 289

— tekutina 289, 350

- zikon Newtonlv 290

vle¢né tieni 49

vina 367

— divergentni 380

~ konvergentni 380

~ lomend 394

- monochromatickd 371, 376, 378
— odraZzena 394 '
polarizovand 369

rovinna 371, 376, 378
rozbihava 380

shihava 380

sfericka 379
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vingni 366, 368

— elipticky polarizované 387
— intenzita 406

— kruhovg polarizované 387
— linearnd polarizované 369
- longitudinalni 370, 402
podélné 370, 402
postupnée 367

— pfiéné 368, 381

— stojaté 381, 384, 385

v tekutinach 400

~ v tenké pruzné ty¢i 379
vinoplocha 370, 371, 380

— gelni 391

vinostroj Machiiv 367, 368
vlnova délka 369

— rovnice 372,374

vinovy balik 387

- vektor 376

vn&jsi sila 136

vnitini energie 144, 150

— — potencialni 144

vnitini sila 136

Voigtiiv model 293

voln4 osa  233-236

— soustava hmotnych bodldi 135
volny hmotny bod 27, 116
- pad 35

~ symetricky setrvadnik 223
veth 31, 193

~ pohybové rovnice 116, 117
— §ikmy 31

vynuceny harmonicky kmit 79-87
vikon 38 ’
vztlak 339

Youngiv modul 282, 310

zakladni Gloha teorie pruZnosti  304-306

zakon akce a reakce 22, 26
- Amontonsivy 50

~ Archimedtv 339, 361
~ Boyliiv-Mariottedv 336
- disperze 377, 399

— gravitaéni 24, 114

- Hookuv 281, 313

- Hooklv pro smyk 313
— Heokiiv pro tah 310

~ odrazu vinéni 394, 404
~ Pascallv 334



zékon Poisseuilliv 356 zdkony pohybové Newtonovy 21, 22, 26

~ setrvaénosti 21 - Keplerovy 114, 120127
- sily 21,23 zaveés Kardaniv 227

— skladani pohybti 26 zrychleni 15

— Stokesiv 359 — Coriolisovo 18

— zachovani 161 — normalové 18

-~ — energie 36, 150, 118-120 -~ odstiedivé 18

— — hybnosti 36, 53, 56 — okamzité 15

— — momentu hybnosti 36, 53, 56, 110, 120, - teCné 15

150 tihove 32, 115
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Predmluva k druhému vydani

Po Sestndcti letech ddvdme ctendFi do rukou druhé vyddni knihy Mechanika. BohuZel
z autorii Zijeme jiZ jen dva (A. Havrdnek a P. Lukdc), a proto jsem se jako autor
podstatné cdsti textu ujal pFipravy druhého vyddni. Vedouci autorského kolektivu
prvniho vyddni Jozef Kvasnica odvedl svou prdci na sjednoceni textu, jeho vécné a
technické vipravé natolik kvalitné, Ze jsem se s nakladatelstvim dohodl vydar dilo v téméer
nezmeénéné podobé. V neposledni Fadé k tomu prispéla i skutecnost, Ze si s profesorem
Lukdcem neumime predstavit, jak bychom origindlné a pékné napsané kapitoly Jozefa
Kvasnicy a Borise SpruSila upravovali a néjak podstatnéji zlepsili. Také se domnivdme,
Ze pro potencidlni zdjemce je nanejvys vicelné, aby kniha byla co nejdiive opét v prodeji.
Doufdme jenom, Ze pFipadné chyby, které se do knihy vioudily, laskavy ctendr promine.

Vklasickych partiich, které jsou hlavnim obsahem predklddané ucebnice, se
mechanika méni jen zvolna. Proto si myslime, Ze i po Sestndcti letech miiZe ucebnice
slouZit k vyuce tak, jak je uvedeno v pFedmluvé k prvnimu vyddni. V poslednich letech
nastal rychlej$i vyvoj mechaniky pFedev§im v mechanice kontinua (hydroaeromechanika
a reologie) a pri vySetfovdni nelinedrnich dynamickych soustav, kde se predevsim
zkoumd zdvislost FeSeni pohybovych rovnic na poddtecnich podminkdch.

Kniha Mechanika byla prvni ze série ucebnic vydanych uciteli Matematicko-fyzikdlni
fakulty Univerzity Karlovy v Praze k zdkladnimu kurzu fyziky. Ndsledovaly ucebnice
z atomové a jaderné fyziky, molekulové fyziky, elektfiny a magnetismu. Za Sestndct let
od prvniho vyddni nasi knihy vySly i dal§i zajimavé knihy rozsifujici ceskou fyzikdlné-
pedagogickou literaturu pro vysoké skoly a vysSi tFidy stfednich Skol. Nékteré tituly
tkajici se posledniho rozvoje mechaniky a tituly, jeZ uvddéji ctendre do modernéjsich
fyzikdlnich ucebnic a pfirucek, jsme doplnili do prehledu citované literatury, ktery jsme
proti prvnimu vyddni podstainé rozSiFili.

Antonin Havrdnek
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