Lineéarni algebra pro fyziky II 17/18 Dalibor émid, MFF UK Cviceni 10: Tenzory

Zdkladni tiloha 1. V (R?)* oznacme K* = (¢!, £2) dualni kanonickou bézi, jejiz prvky jsou definovany

el <<z>) =z, ? <<§>> = y. Necht dile B = (e1 := (1,2)T,e2 := (1,3)T), a = e — 2¢2

1. Urcete Ker o, Ima, [0k, [a]B
2. Vyjadiete dudlni bazi B* ve tvaru (ag! + be?, ce! + de?) pro néjaka a,b,c,d € R.

3. Uréete matici prechodu [Id]X.. Popiste jeji vztah s matici [Id]5 a vyjadfete pomoci nékteré
z téchto matic vztah mezi [o]x a [o]B.

Resend. P¥i raném studiu tenzori se bude hodit jasné rozliSeni mezi vektory a jejich souradnicemi,
proto bude lepsi nasledujici priklad formulovat v Fe¢i obecného vektorového prostoru, le¢ zadani
pracuje s aritmetickym. Pro kanonickou bazi uZijeme oznaceni K = (e1,e2) a informace v zadani
interpretujeme nasledné takto

e'(we1 4 yea) = ze' (e1) + ye' (22) = x,
e2(zer + yeg) = x52(£1) + yel(eg) = v,
coby piimy disledek linearity funkcionalu € (prvni rovnost) a defini¢ni vlastnosti dualni baze
K* k bazi K, tedy formule £'(g;) = 5}, kde (5;» = 1 pokud i = j, (5;- = 0 pokud i # j (druha
rovnost)[]
Pro soufadnice prvki baze B lze potom psit [e1]x = (1,2)7, [e2]x = (1,3)7, tedy pro prvky
samotné e; = €1 + 2e€9, 62 = £1 + 3ea.

1. Prvnim tkolem je uré¢it jadro linearniho funkcionélu o : R> — R. Hledame tedy prvky ve
tvaru xe1 +yeq takové, aby a(xe1+yez) = 0. Opét z linearity funkciondlu za(e1)+ya(e2) = 0,
neboli x(e! — 2¢2)(e1) + y(e! — 26?)(e2) = 0. V daldim kroku musime pouzit defini¢ni vztahy
pro s¢itani a nasobeni z télesa na dudlnim vektorovém prostoru, tedy vztahy (a + 8)(v) :=
a(v) + B(v) a také (ca)(v) := ca(v), kde v € V, o, 8 € V*, ¢ € T. Z toho rovnou ziskame
rovnost zel(ey) — 2we%(e1) + yel(e2) — 2ye®(e2) = 0, neboli z — 2y = 0. To nam fika, ze
[ker a]x = LO{(2,1)T}.

Pro vypocet Im«a pouzijeme vysledky predeslého odstavce, ze kterych piimocate ziskame
Ima={z—-2ylz,y e R} =R.

Soufadnice o vuéi bazi K* jsou ihned vidét diky samotné definici prvku «, tedy [a]x =
(1, —2) ] Vyuzivame vlastné tvrzeni [ker ] = ker[a]x ze ZS. Soufadnice uréime podle defi-
nice: [a]p = (a(e1), ale2)) = (=3, —5).

2. 7Z podminky na dudlni bézi ziskdme sadu rovnic pro koeficienty linedrni kombinace

(ac' +be?)(e1 + 2e2) = 1,
(ac' +be?)(e1 + 3e2) = 0,
(ce' 4 de?)(e1 + 2e2) = 0
(ce' 4 de?)(e1 + 3e2) = 1.

!Pogor, tato defini¢ni vlastnost prvki dualni baze se nevztahuje jen na p¥ipad kanonické baze, ale na obecny
pfipad!

2 Prvek a dozajista lesi v prostoru (R?)*, takze bychom ocekavali spise zapis [a]® nezli [a]x. Ale diky tomu, Ze
pro kazdou bazi existuje pravé jedna jeji dualni baze, nemize tato konvence vést k nejednoznafnostem. Obcas pro
zdiiraznéni baze budeme jesté psat [o]* ", musime mit ale na paméti, ze [o]%" = [o]k.
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Stoji jen chvili zamysleni, Ze vySe uvedend soustava je ekvivalentni maticové rovnici

a by (1 1) _ (1 0
c d 2 3/ \0 1)’
Nalezenim inverzni matice dostavame hledané koeficienty linedrni kombinace, neboli soufadnice
T
. . . b —2
vektorii baze B* = (el,e?) viici bazi K*, konkrétng [Id]5. = <Z d) = < 31 1 ), tedy pro
soutadnice [el]x = (3,—1) a [e?]x = (—2,1). Nyni jiz snadno zkontrolujeme, Ze i podle tohoto
postupu dochazime k vysledku [a]p = (-3, —5), jelikoz skutetnd —3(3e! — £2) — 5(—2e! 4 £2) =
el —2¢? = a. Analogicky predeslému si mizeme v&imnout, soufadnice bazovych vektorti baze B

. C o . 11 . ..
vici bazi K jsou sloupce matice (2 3> , kterd je tim padem rovna matici pfechodu [Id]g . Celkové

tedy lze psat ([Id]E)T[Id]E = F, neboli ([Id]E)T = ([Id)&)~! = [1d]Z.

Jak vime ze zimniho semestru, soufadnice formy « (coby prvku jistého vektorového prostoru)
vici bazi B* si mizeme vyjadiit pomoci soufadnic formy a viaci bazi K* a matice prechodu [Id] ﬁi,
coz dava [Id]2-[a]%" = [a]P", nebo ckvivalentné [o]x[Id]% = [a]p. Ciselny vysledek je

(3 (%)= ()

Zdkladni iloha 2. Necht a, B jsou jako v p¥edchozi tloze a B =c? € (R?)*, g=a® [+ B3 a.

O]

1. Ovéite, Ze g je symetricka bilinearni forma.
2. Urcete matice [g]x a [g]p a ovéite, Ze spliluji spravny transformacni vztah.

3. Urcete soufadnice [Tk trilinearni formy 7' = g ® (. Kolik soufadnic bude mit kvadrilinearni
forma S =g ® g7

Reseni. 1. Protoze (o ® B)(u,v) = au)B(v) zévisi linedrné na u i na v, je g bilineérni forma.
Plati g(vi,v2) = a(v1)B(v2) + a(v2)B(v1) = g(va,v1), tedy je i symetricka.

2. Jelikoz jsme uz porozuméli technologii, jakou lze efektivné pocitat soufadnice linedrnich
forem, budeme schopni vcelku rychle odhalovat transformacni vlastnosti soufadnic multi-
linearnich forem pfi zméné baze. Pro jednotlivé soufadnicové slozky tenzoru g vadi bazi
B se obdobné ukaze ([g]p)i; = ¢g(ei,e;), coz s vyuzitim transformacni formule pro ba-
zové vektory Zei([ld]g);- = e; (tato rovnost je jen jinak zapsany rozvoj (bazového) vek-

' }K )7, —

toru do (obecné jiné) béaze, tj. > ei([e; = ¢;) poskytne kyzenou transformacni for-

muli ([g]p)ij = g(eiej) = g(Z;k([Id]g)ﬁZﬁz([ld]g)é) = 2([IdIE)Fg(er, e)([1d]F); =

k,l
Z([Id]g)f([g]K)kl([Id]g)é, neboli maticové [g]p = ([Id]5)T 9]k ([Id]%) (v indexové notaci
k,l
odpovida prvni/horni index Fadkovému indexu v maticové notaci)

Pokud napo¢itame soufadnice bilinearni formy vaéi bazim K a B dostaneme matice [g]x =

<(1) _1 4), 9]l = (:g :;g) Pro né miizeme otestovat platnost transformacni formule

12.01.11_—12—19
1 3 1 —4 2 3/ \-19 =30/
3. Soufadnice trilinedrni formy se jiz uréi na zakladé vyse uvedenych postupi velmi pfimocafe.
Rozmyslete si, ze pro nasi formu 7' jsou soufadnice vici kanonické bazi rovny ([T]k)ijr =
(9)#)ij0F-
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Pocet soufadnic kvadrilinedrni formy g ® g stanovime z toho, kolika rtiznymi moznostmi mi-
zeme vybrat usporddanou ¢étverici bazovych vektortd, kdyz vybirame z dvouprvkové mnoziny
(odborniky nazyvané variace s opakovanim). Jak uz kazdy vi, takovych moznosti je 24 = 16.

O

Zdkladni viloha 3. Necht u = (1,1)T, v = (1,-2)T, B je jako vyge. Urcete soufadnice bivektoru
u ® v vzhledem ke K a z nich pak transforma¢ni formuli jeho soufadnice [u ® v]p.

Resent. Zadéni tohoto prikladu nevyzaduje usili naucit se nové praktiky, proto jen struéné shrneme,
k ¢emu bychom se méli dopocitat.

Ze zadani vime, ze [u]X = (1,1)T, [v (1,—2)T. Soufadnice tenzorového soudinu u ® v vidi
bézi K stanovime opét z formulky ([u]%);([v]%); = ([u ® v]k)ij, v maticové podobé tedy méame

[u® v = G :;)

Z transformaéni formulky [u ® v]p = [Id]Z[u @ v]k([Id]E)T (pozor, transforma¢ni vztah je
jiny kvuli tomu, Ze transformace baze a jeji dudlni baze jsou dany vzdjemné kontragredientnimi

maticemi), tedy
[®]_371.172.372_10—8
uLulB =1\ _9 1 1 —2) ' \21 1) "5 4)°

Hodnocend tiloha 1. Necht u, v jsou jako v pfedchozi tloze, w = (—1,3)7. Uréete soufadnice trivek-
toru S = u® v ® w vzhledem ke K. Oznacime-li [S]p = (S"7%), uréete S"2'2 pomoci transformacnf
formule.

O



