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Najdéte jeji spektrum o(A) a zapiste ji jako UDU™T, kde U je unitarni matice a D je diagonalni.
Zapiste A ve formé spektralniho rozkladu a urCete matice ortogonalnich projekci do jednotlivych
vlastnich podprostort.

Zdkladni iloha 1. Ovéite, ze matice A = ( ) je normélni, ale neni hermitovskd ani unitarni.

Resend. Pro ovéfeni, Ze matice A je normalni, musime ukazat rovnost AAT™ = AT A. Pro levou stranu

rovnice pocitdme soudin 2 -3 . 23\ _ (130 Pro pravou stranu méame 2.3 .
viice b 3 2 3 2) 7 \o 13) P ~3 2

(; _23> = <1O3 103>. Matice A je tedy normélni, navic vidime, Ze neni unitarni AA™ # Id. Neni

ani hermitovska, jeliko? oc¢ividné A # A™.

Dale hledame OG diagonalizaci matice A. Nejprve musime najit vlastni ¢isla matice A. Cha-
rakteristicky polynom je zjevné (2 — )2 49, vlastni ¢isla jsou tedy A\; = 2+ 3i, Ay = 2 — 3i. Vlastni
podprostor V; piislusejici vlastnimu &islu Ay je ((4,1)7), podobné V5 piislugejici vliastnimu &islu Ao
je ((—=i,1)T). Protoze A je normélni, nasli jsme zaroveii OG bézi (ortogonalita je vzdy minéna vaci
skalarnimu souéinu, ktery urcuje konkrétni podobu hermitovského sdruzeni — v naSem piipadé jde
o standardni skalarni sou¢in).

Abychom ziskali unitarni matici, musime ale vektory jesté normovat. Normovaci konstanta je
vzdy rovna normé vektori, tedy /((i,1)7, (i, 1)T) = V2 = \/{(—i,1), (=4, 1)). Hledand unitarni
matice U mé potom ve svych sloupeécich tyto normované ortogonédlni vektory (pro¢ jsou takové
matice vzdy unitarni?), konkrétné tedy vypada takto U = % <i _12
soudin ve tvaru UDU ™, kde D je diagonalni matice s vlastnimi ¢isly matice A na diagonale. Soucin

C 5 . i1 .
ma konkrétni podobu % (Z 1Z> . ( + 3 0 ) . ( ! ) Muzeme se snadno presvédéit, ze

. Hledanym rozkladem je

1 0 2—3¢ v 1
je tento soucin skutetné roven matici A.
Abychom spocetli spektralni rozklad matice A, musime spocitat matice ortogonalnich projekci
na vlastni podprostory matice A vzhledem ke kanonické bazi. Ty jsou rovny ujuy ™ a ugus™, kde v;

je normovany vlastni vektor, tedy sloupec matice U. Celkem tedy mame [P1]% = \% i % (=i 1)

( 1. i), [Po] ¥ = % <_12) % (i 1)=1% (1 _11> Spektralni rozklad matice A potom vypada
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Zdkladni iloha 2. Rozmyslete, si, Ze spektrum matice | —2 1 —2 | je moZné ur¢it pouze na
4 -2 4

zakladé jeji hodnosti a stopy. Proved'te jeji ortogonalni diagonalizaci a spektralni rozklad.

Reseni. Ozna¢me matici A, jeji hodnost je 1, takZze nulita je rovna 2. Matice je symetricka, tedy
diagonalizovatelné, znamend to tedy, Ze existuji dva linedrné nezavislé vlastni vektory matice, pii-
slusejici vlastnimu ¢&islu 0. ProtoZe je stopa soucet vlastnich ¢isel, soucet ¢isel na hlavni diagondle
nam d& rovnou informaci o hodnoté posledniho vlastniho ¢isla. Tim je 9.

Vlastni podprostor matice pifslusejici vlastnimu &islu 9 je V3 = ((2, —1,2)T), vlastni podpro-
stor piislugejici dvojnasobnému vlastnimu ¢islu 0 je Vo = ((—1,0,1)7,(1,2,0)T). Pomoci Gram-
Schmidtovy ortogonalizace najdeme ortonormalni bazi prostoru V. Touto bazi je naptiklad mnoZina
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{%(—1, 0,1)7, \/%(1, 4,1)"}. Snadno tedy dohlédneme, ze OG diagonalizace je tvaru —% 0
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Spektralni rozklad spocteme lehce, jelikoz existuje jediné nenulové vlastni ¢islo, tedy A = 9uy u{.

Matici projekce proto ani nemusime pocitat, je to prosté %A. VE&imnéme si rovnéz, ze jakmile
zndme V5, vektorovy prostor V5 také nemusime pocitat, protoze je to prosté ortogonalni doplnék
Vo = Ker A, a protoze Ker A = (Im AT)1, je tento roven fadkovému prostoru matice A.

Zikladni dloha 3. Aproximujte body [—2,4], [—1, 3], [0, 1], [2, 0] line4rni funkci metodou nejmensich
Ctvercd.

Reseni. Pokud metodou nejmensich ¢tvercti aproximujeme funkci y = y(z) linearni funkei, feSime
ilohu
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Hledani minima takové funkce dvou proménnych vede na pfeurcenou soustavu linearnich rovnic
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Po dosazeni konkrétnich hodnot [z1,y1] = [-2,4], [z2,y2] = [-1,3], [z3,y3] = [0,1], [x4, ya] = [2,0]
dostavame rovnici
9 —1\ (a\_ (-11
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Regenim této soustavy je (a,b) = (—38,81) a hledana linedrni funkce pak y(z) = 5=(—36x + 61).



