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Základní úloha 1. Najd¥te Jordan·v tvar a n¥jakou Jordanovu bázi matice A =

−2 1 1
−1 1 3
1 −1 −2

.

M·ºete pouºít jako fakt, ºe jediné vlastní £íslo A je −1. Ur£ete hodnotu An pro n ∈ N.
Jaké jsou v²echny moºné Jordanovy tvary pro matice 3 × 3, jejichº jediné vlastní £íslo je −1?

A pro 4× 4 matice s touto vlastností? Jak se dá s co nejmén¥ výpo£ty zjistit, který Jordan·v tvar
konkrétní 4× 4 matici p°íslu²í?

�e²ení. Pro nalezení Jordanova tvaru matice je t°eba najít Jordanovy °etízky. Prvními vektory
Jordanových °etízk· jsou vlastní vektory matice. Jelikoº ze zadání známe (jediné) vlastní £íslo
matice A, hledáním jádra matice A−1 := A + E získáme vlastní podprostor p°íslu²ející vlastnímu
£íslu −1. Lehce se m·ºeme p°esv¥d£it, ºe se jedná o prostor V−1 = LO{(−1,−2, 1)T}. Dimenze
takového prostoru je 1, kdeºto algebraická násobnost vlastního £ísla je 3. Matice tedy, dle o£ekávání,
není diagonalizovatelná. To zárove¬ také znamená, ºe budeme mít pouze jeden Jordan·v °etízek.
Vyberme si libovolný vektor v1 z prostoru V−1, t°eba (−1,−2, 1)T a najd¥me jeho maximální
Jordan·v °etízek. V po°adí druhý vektor Jordanova °etízku, ozna£me jej v2, spl¬uje rovnici A−1v2 =
v1. �e²ením této nehomogenní soustavy lineárních rovnic je nap°íklad vektor v2 := (0,−1, 0)T .
Podobn¥ spo£teme t°etí vektor Jordanova °etízku, v3. �e²ením rovnice A−1v3 = v2 je nap°íklad
vektor v3 := (−1,−1, 0)T . Pokud bychom cht¥li po£ítat dal²í £len Jordanova °etízku, brzy bychom
shledali, ºe rovnice A−1v4 = v3 nemá ºádné °e²ení. To je ale v souladu s na²ím o£ekáváním i
Jordanovou v¥tou.

Jelikoº existuje jediný Jordanovský °etízek, bude matice v Jordanov¥ tvaru obsahovat jedinou

Jordanovu bu¬ku J :=

−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1

. Báze, v níº bude mít zobrazení tvar této Jordanovy

bu¬ky, tzv. Jordanova báze, je potom uspo°ádaná trojice B := {v1, v2, v3}.
Díky znalosti Jordanovy báze a Jordanova tvaru matice lze pom¥rn¥ snadno dopo£ítat libovolná

mocnina p·vodní matice. Jak bychom o£ekávali, op¥t platí An = [Id]KB J n [Id]BK , kde K je ozna£ení
pro kanonickou bázi. Pouºijeme-li vzorec pro obecnou mocninu n > 1 Jordanovy bu¬ky na ná²
p°ípad, dostaneme

Jn =

(−1)n n(−1)n−1 n2−n
2 (−1)n−2

0 (−1)n n(−1)n−1

0 0 (−1)n

 .

A nyní nás £eká uº jenom dosazení a roznásobení. Hurá na to.

An =

−1 0 −1
−2 −1 −1
1 0 0

 ·
(−1)n n(−1)n−1 n2−n

2 (−1)n−2

0 (−1)n n(−1)n−1

0 0 (−1)n

 ·
−1 0 −1
−2 −1 −1
1 0 0

−1

,

neboli

An =

1
2(−1)

n(n2 + n+ 2) (−1)(n+1)n 1
2(−1)

n(n− 3)n
(−1)nn2 (−1)n(1− 2n) (−1)n(n− 4)n

−1
2(−1)

nn(n+ 1) (−1)nn −1
2(−1)

n((n− 3)n− 2)

 .

V p°ípad¥, ºe pracujeme s maticemi 3× 3, rozhoduje o konkrétním Jordanov¥ tvaru (aº na per-
mutace jednotlivých Jordanových bu¬ek) výlu£n¥ geometrická násobnost vlastního £ísla. V po°adí
uve¤me Jordanovy tvary matic, které mají geometrickou násobnost vlastního £ísla jedna, resp. dva,
resp. t°i: −1 1 0

0 −1 1
0 0 −1

 ,

−1 1 0
0 −1 0
0 0 −1

 ,

−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .
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V²imn¥me si, ºe jakmile je geometrická násobnost t°i (tedy stejná jako algebraická), matice je
diagonální. Jordanovu teorii lze tedy chápat jako zobecn¥ní teorie o diagonalizaci matic. Záv¥rem
k této otázce je odpov¥d¥t, pro matice 3 × 3 s jediným vlastním £íslem existují práv¥ t°i tvary
Jordanových matic, pokud ztotoºníme r·zné permutace jednotlivých Jordanových bu¬ek.

Velmi podobn¥ tomu je v p°ípad¥ matic 4× 4, musíme si jen uv¥domit, ºe geometrická násob-
nost 2 m·ºe vést na °etízky o délkách 3, 1, nebo °etízky o délkách 2, 2. Celkem je tedy r·zných
Jordanových tvar· (modulo permutace) p¥t. Matice mohou vypadat t°eba takto:

−1 1 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1

 ,


−1 1 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ,


−1 1 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1

 ,


−1 1 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ,


−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ,

p°i£emº druhá matice odpovídá délce °etízk· 3, 1 a t°etí délce 2, 2. Jednoduchý zp·sob hledání
Jordanova tvaru matice typu 4× 4 s (jediným) vlastním £íslem −1 je najít hodnost matice A+E,
jelikoº práv¥ hodnost takové matice ur£uje po£et Jordanových bun¥k. Pokud by vy²la hodnost 2,
ur£ili bychom následn¥ hodnost (A+E)2, £ímº bychom získali informaci o po£tu Jordanových bu¬ek
o velikosti alespo¬ 2× 2. Podrobn¥j²í komentá° naleznete u °e²ení t°etího p°íkladu.

Základní úloha 2. Ur£ete Jordan·v tvar a n¥jakou Jordanovu bázi pro matici

A =


2 −1 0 1
1 2 −2 −1
0 3 −2 −2
1 0 −1 0


M·ºete pouºít jako fakt, ºe A má vlastní £íslo 1 s algebraickou násobností 3 a vlastní £íslo −1
s algebraickou násobností 1. Kolik je v²ech moºných Jordanových tvar· 4 × 4 matic se spektrem
{1,−1}?

�e²ení. Vlastní podprostor matice A p°íslu²ející vlastnímu £íslu 1 je V1 := LO{(1, 1, 1, 0)T},
vlastní podprostor p°íslu²ející vlastnímu £íslu −1 je V−1 := LO{(0, 1, 1, 1)T}. Analogicky p°ede-
²lému p°íkladu se nyní pokusíme najít maximální Jordan·v °etízek p°íslu²ející vlastnímu vektoru
v1 := (1, 1, 1, 0)T , druhý Jordan·v °etízek bude díky algebraické násobnosti 1 (víme ze zadání)
obsahovat pouze jediný vektor, nap°íklad w1 := (0, 1, 1, 1)T . �e²ením soustavy A1v2 = v1 získáme
druhý prvek °etízku v2 := (1, 1, 0, 1)T . Pokud budeme hledat t°etí prvek tohoto Jordanova °etízku,
v3, zjistíme, ºe tímto vektorem m·ºe být t°eba v3 := (2, 1, 1, 0)T . Jelikoº je rozm¥r matice A £ty°i,
ihned vidíme, ºe tímto Jordan·v °etízek skon£il.

P°íslu²ná matice v Jordanov¥ tvaru je tedy J :=


1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

, coº odpovídá transformaci

zobrazení do Jordanovy báze B := {v1, v2, v3, w1}.
Po£et v²ech r·zných Jordanových tvar· 4 × 4 matic se spektrem {1,−1} ur£íme obdobnou

úvahou, jako v p°edchozí úloze. Mohou nastat t°i p°ípady - bu¤to je geometrická násobnost vlastního
£ísla jedna, dva nebo t°i. Pokud je geometrická násobnost jednoho vlastního £ísla t°i, je geometrická
násobnost druhého vlastního £ísla jedna. Jak jsme se dozv¥d¥li z p°edchozího, pro takové p°ípady
existují práv¥ t°i r·zné Jordanovy matice. Pokud je geometrická násobnost dva, m·ºeme mít pro
kaºdé vlastní £íslo jeden °etízek délky dva, nebo dva °etízky délky jedna. To jsou £ty°i moºnosti.
Celkový po£et r·zných Jordanových tvar· matic 4×4 matic se spektrem {1,−1} je tedy 3+4+3 =
10.
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Základní úloha 3. Nech´ A je matice 20 × 20, jejíº jediným vlastním £íslem je 0. Nech´ pro ni
platí rank(A) = 15, rank(A2) = 11, rank(A3) = 8, rank(A4) = 5, rank(A5) = 2, rank(A6) = 1,
rank(A7) = 0. Ur£ete její Jordan·v tvar.

�e²ení. V této úloze je klí£ové pochopit, jak se m¥ní hodnost nilpotentní matice p°i jejím umoc-
¬ování. V obecném p°ípad¥ je nilpotentní kaºdá Jordanova bu¬ka Jλ,n matice A− λE. Z obecného
vzorce pro umoc¬ování Jordanovy bu¬ky plyne, ºe rank(J k

λ,n) = n − k kdykoliv k ≤ n. Jelikoº
jediné vlastní £íslo matice A je 0, bude rozdíl rank(Ak )−rank(Ak+1) odpovídat po£tu Jordanových
bun¥k s rozm¥rem alespo¬ k+1. Z toho potom odvodíme vzorec, ºe po£et bun¥k s rozm¥rem k+1
je roven rank(Ak )− 2 rank(Ak+1) + rank(Ak+2), kde A0 = E. Na²e konkrétní Jordanova matice je
tedy diag(J0,1, J0,2, J0,5, J0,5, J0,7).

Hodnocená úloha. Nech´ A je matice 20 × 20, jejíº spektrum je {−3, 1, 6} a pro hodnosti platí
rank(A−E) = rank((A−E)2) = 18, rank(A−6E) = 18, rank((A−6E)2) = 16, rank((A−6E)3) =
14, rank((A − 6E)4) = rank((A − 6E)5) = 13, rank((A + 3E)) = 16, rank((A + 3E)2 = 12,
rank((A + 3E)3 = 11, rank((A + 3E)4 = 10, rank((A + 3E)5 = rank((A + 3E)6 = 9. Ur£ete její
Jordan·v tvar.
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