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Základní úloha 1. Nech´ V = R
2, a = (a1; a2) 2 V a t 2 T 2

1
(V ) p°i°azuje �;  2 V � a u 2 V

hodnotu
T (�;  ; u) = �(a) (u)�  (a)�(u):

1. Ukaºte, ºe T je antisymetrický v prvních dvou argumentech. Najd¥te sou°adnice [T ]K .

2. Ur£ete typ a sou°adnice tenzor· C11T a C21T vzhledem ke kanonické bázi.

3. De�nujme ~T := T (�; �; ]g�), kde g je standardní skalární sou£in na V . Ur£ete [ ~T ]K a rozhodn¥te,
zda je ~T úpln¥ antisymetrický tenzor.

�e²ení. 1. Antisymetrie v prvních dvou argumentech znamená T (�;  ; u) = �T ( ; �; u). Máme

T (�;  ; u) = �(a) (u)�  (a)�(u) = �( (a)�(u)� �(a) (u)) = �T ( ; �; u):

Ozna£me f"1; "2g kanonickou bázi V a f"1; "2g bázi k ní duální. Pak

T
ij
k = T ("i; "j ; "k) = "i(a)"j("k)� "j(a)"i("k) = ai�

j
k � aj�ik:

2. Protoºe T je typu (2; 1), musí být libovolná jeho kontrakce typu (1; 0). Je

(C11T )
i = T

ji
j = aj�ij � ai�

j
j = ai � ai dimV = �ai;

(C21T )
i = T

ij
j = ai�

j
j � aj�ij = ai dimV � ai = ai:

3. Protoºe kanonická báze je ortonormální vzhledem ke standardnímu skalárnímu sou£inu, je
]g � "

i = "i pro kaºdý index i. Pak

~T ijk = ~T ("i; "j ; "k) = T ("i; "j ; "k) = ai�
j
k � aj�ik:

Je evidentní, ºe tento tenzor není úpln¥ antisymetrický, protoºe nap°. ~T 112 = 0 a ~T 211 = a2,
takºe ~T 112 6= � ~T 211.

Základní úloha 2. Nech´ V = F
n. De�nujme zobrazení

T :V � � � � � V| {z }
n

! F

(v1; : : : ; vn) 7! det (v1j : : : jvn) :

Ukaºte, ºe se jedná o tenzor, ur£ete jeho typ a ov¥°te, ºe je úpln¥ antisymetrický. Pro n = 3 najd¥te
sou°adnice [T ]K .

�e²ení. Abychom dokázali, ºe zobrazení T je tenzor, sta£í ov¥°it, ºe je v kaºdé prom¥nné lineární.
Jinými slovy, ºe pro kaºdý index i = 1; : : : ; n platí

det
�
: : : jvi + cv0ij : : :

�
= det (: : : jvij : : : ) + cdet

�
: : : jv0ij : : :

�
;

coº je základní vlastnost determinantu. Vzhledem k tomu, ºe T má n vektorových argument·, musí
to být tenzor typu (0; n). Úplná antisymetrie znamená, ºe pro libovolnou dvojici index· i 6= j platí

det (: : : jvij : : : jvj j : : : ) = �det (: : : jvj j : : : jvij : : : ) ;

coº je op¥t základní vlastnost determinantu. Pro n = 3 je T123 = 1 a z antisymetrie

Tijk = sgn

�
1 2 3
i j k

�
:

1
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Základní úloha 3. Nech´ V = R
2 a Z : V � V ! V je zobrazení de�nované

Z(x; y) := (x1y1 � x2y2; x1y2 + x2y1)
T :

De�nujme tenzor T 2 T 1

2
(V ) p°edpisem T (x; y; �) = �(T (x; y)). Najd¥te jeho sou°adnice [T ]K .

Ov¥°te, ºe T je symetrický v prvních dvou argumentech a ur£ete jeho kontrakci C11T = C12T 2
T 0

1
(V ). Které operaci zobrazení Z (a tedy i tenzor T )odpovídá?

�e²ení. Ozna£me znovu K = f"1; "2g a K� = f"1; "2g. Pak T k
ij = T ("i; "j ; "

k) = "k(Z("i; "j)), t.j.

T 1

ij =

�
1 0
0 �1

�
; T 2

ij =

�
0 1
1 0

�
:

Z toho je ihned vid¥t, ºe T je symetrický v prvních dvou argumentech (ob¥ matice jsou symetrické).
Pro jeho kontrakci platí

(C11T )1 = T i
i1 = T 1

11 + T 2

21 = 1 + 1 = 2;

(C11T )2 = T i
i2 = T 1

12 + T 2

22 = 0 + 0 = 0:

Zobrazení Z odpovídá operaci násobení komplexních £ísel:

(x1 + ix2)(y1 + iy2) = (x1y1 � x2y2) + i(x1y2 + x2y1)

2


