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Zdkladni dloha 1. Spoctéte exp (S Z) nejprve pifimym dosazenim a poté diagonalizaci.
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Reseni. Zatneme pFfimym dosazenim. Pro matici A = < 0 snadno dostaneme A% = F, A%+1 =
i

A, AH2 = B A% = _ Ak € Z. Po dosazeni do vzorce exp(A) = 332 %f zjistime, Ze matice
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Ted to samé spocteme pomoci diagonalizace. Snadno zjistime, Ze matice A mé 2 rtizné vlastni ¢isla,
ato A1 =17 a Ay = —i. Matice A je tedy diagonalizovatelna. Vlastni vektor pfislusny vlastnimu
cislu A1 je napi. vy = (1,1)T, vlastni vektor pro g je napt. v = (1, —1)T. Mame tedy
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Vyuzili jsme fakt, Ze exponencidla diagonalni matice s hodnotama (dy, ..., d,) na diagonale je opé&t
diagonalni matice s hodnotama (e®, ..., e%) na diagonale (a taky nékolik znalosti z matematicke
analyzy).
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Zdkladni dloha 2. Uréeteexp | —1 0 2
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Resend. Matici A= | =1 0 2| si pfevedeme do tvaru A = BJ4B~!, kde J4 je Jordanova matice
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matice A a sloupce matice B tvoii p¥islusnou Jordanovu bézi. Pak bude exp(A) = Bexp(Ja4)B™L.
Charakteristicky polynom matice A4 je p(\) = (A—1)(1—\?), takze mame \; = 1 s algebraickou

nasobnosti 2 a Ay = —1 s algebraickou nasobnosti 1.
Pro A1 =1 je
-3 1 2 4 -4 0
Ay :=A-NME=|-1 -1 2|, A2=[0 0 0
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Méme Ker(A;) = {(1,1,1)), tedy pro A; budeme mit 1 Jordanovu buitku (mé geometrickou na-
sobnost 1) fadu 2 (méa algebraickou nésobnost 2). Ted jesté musime zkonstruovat piislugny fetizek.
Zaéneme vlastnim vektorem vy = (2,2,2)7. Vektor vy hleddme tak, aby platilo Ajvs = vy, napf.

= (0,0, 1)T.
Pro Ag = —1 je
-1 1 2
Ag=A-0E=|-1 1 2|, Ker(A_;)={((2,0,1)7).
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Mame tedy 1 (geometrickd nasobnost) Jordanovu bunku ¥adu 1 (algebraicka nasobnost), prislusny
vlastni vektor je napt. v = (2,0,1)7.
KdyZ to ddme dohromady, dostaneme

11 0 2 0 2 [0 10
Ja=(01 0|, B=(v1 vo v3)=(2 0 0], B_1:§ -1 -1 2
00 —1 2 11 1 -1 0

a A= BJyB~!. Ted potiebujeme spocist exp(J4). Protoze J4 je blokové diagonélni, je kazda jeji
mocnina (a tim i exponencidla) taky blokové diagonélni. Stadi tedy spocist exponencialy jednotli-
vych Jordanovych bunék. Pro buiiky fadu 1 je to jednoduché, stadi misto A napsat e*. Pro buiiky
fadu 2 je to slozitéjsi. Mame
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Jiny (obecné asi snazsi) spusob, jak spocist exp(.Jy 2) (snadno se zobecni) je tento:
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Tento postup je korektni, nebot skalarni nasobky £ komutuji s jakoukoli matici. Dohromady
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Zdkladnt iloha 3. ReSte soustavu linearnich diferencialnich rovnic

71(t) = 5y1(t) — 3y2(t)
92(t) = 3u1(t) — y2(t)

s obecnou pocateéni podminkou. Pro jakou pocateéni podminku mé feSeni tvar e*v, kde v € C? a
AeC?
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Pro A = BJsB™! je exp(At) = Bexp(Jat)B~!. Potfebujeme tedy najit matice B a J4. Snadno
zjistime, Ze matice A ma jediné vlastni ¢islo A = 2 s vlastnim podprostorem <(1, 1)T>. Maéame tedy 1
Jordanovu buiiku fadu 2. Ted jesté piislusny fetizek. Staci vzit za v libovolny vektor mimo vlastni
podprostor a polozit v; = (A — 2E)vs. Naptiklad ve = (1,0)T a v; = (3,3)7. Mame tedy
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Ted potiebujeme spocist exp(At) = Bexp(Jat)B~1. Mame
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Regeni. Mame soustavu rovnic y = Ay pro A = < > Jeji feSeni pro yo = ¢ je exp(At)c.
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Regeni pro obecnou pocateéni podminku ¢ = (c1,c2)” je

% 3t + 1 —3t C1 2t (Bt + 1)61 — BtCQ %
exp(dt)e = e ( 3t 1-3t)\ex) ¢ Bta+(1-3te)

Aby v nezavisel na t, musi byt ¢; = co.



