
Lineární algebra pro fyziky II 17/18 Dalibor �míd, MFF UK �e²ení 4: Singulární rozklad

Základní úloha 1. Ze v²ech bod·, které leºí na pr·se£nici rovin x + y + z = 1 a −x − y + z = 0,
najd¥te ten, který je nejblíºe po£átku. �e²te jednak p°ímo, jednak jako °e²ení podur£ené soustavy
rovnic s minimální normou, a porovnejte výsledky.
�e²ení 1. Pr·se£nice zadaných rovin se parametricky vyjád°í jako (12 , 0,

1
2)T + t(−1, 1, 0T ), t ∈ R.

Hledáme na ní vektor s nejmen²í normou. Na to nám sta£í minimalizovat druhou mocninu normy,
t.j. funkci 2t2 − t+ 1

4 . Ta má minimum v bod¥ t = 1
4 , t.j. bod nejblíºe po£átku je (14 ,

1
4 ,

1
2)T .

Te�d budeme hledat °e²ení podur£ené soustavy rovnic

x+ y + z = 1

−x− y + z = 0

s minimální normou. Máme

A =

(
1 1 1
−1 −1 1

)
, AA+ =

(
3 −1
−1 3

)
, b =

(
1
0

)
,

tedy

x0 = A+(AA+)−1b = (
1

4
,
1

4
,
1

2
)T .

Základní úloha 2. Ukaºte, ºe matice
(

2 3
0 2

)
není diagonalizovatelná, a prove�dte její singulární a

polární rozklad.

�e²ení 2. Matice
(

2 3
0 2

)
má jediné vlastní £íslo λ = 2, jehoº algebraická násobnost je 2 a geome-

trická násobnost je 1.

Matice A+A =

(
4 6
6 13

)
má vlastní £ísla λ1 = 16 a λ2 = 1, t.j. σ1 = 4 a σ2 = 1.

Normovaný vlastní vektor s vlastním £íslem 16 je nap°. v1 = 1√
5
(1, 2)T , z £ehoº u1 = 1

σ1
Av1 =

1√
5
(2, 1)T . Podobn¥ pro vlastní £íslo 1 dostaneme v2 = 1√

5
(2,−1)T a u2 = 1√

5
(1,−2)T . Singulární

rozklad je tedy

A = UΣV + =
1√
5

(
2 1
1 −2

)(
4 0
0 1

)
1√
5

(
1 2
2 −1

)
a polární rozklad

A = (UV +)(V ΣV +) =
1

5

(
4 3
−3 4

)
1

5

(
8 6
6 17

)
.

Základní úloha 3. Ur£ete pseudoinverzní matice k maticím A =
(
1 1

)
, B =

(
1
1

)
a C =

(
1 1
0 0

)
.

�e²ení 3. Matice A =
(
1 1

)
má LN °ádky, proto A† = A+(AA+)−1 = 1

2

(
1
1

)
.

Matice A =

(
1
1

)
má LN sloupce, proto A† = (A+A)−1A+ = 1

2

(
1 1

)
.

Pro matici A =

(
1 1
0 0

)
ud¥láme singulární rozklad. Matice A+A =

(
1 1
1 1

)
má vlastní £ísla

λ1 = 2 a λ2 = 0. Pro λ1 dostaneme

σ1 =
√

2, v1 =
1√
2

(1, 1)T , u1 = (1, 0)T .

Vektor v1 doplníme na ON bázi pomocí v2 = 1√
2
(1,−1)T , podobn¥ u2 = (0, 1)T . Takºe pro

A = UΣV + =

(
1 0
0 1

)(√
2 0

0 0

)
1√
2

(
1 1
1 −1

)
dostaneme

A† = V Σ†U+ =
1√
2

(
1 1
1 −1

)( 1√
2

0

0 0

)(
1 0
0 1

)
=

1

2

(
1 0
1 0

)
.

1


