
Lineární algebra pro fyziky II 17/18 Dalibor �míd, MFF UK Cvi£ení 7: Jordan·v tvar

Základní úloha 1. Spo£t¥te exp

(
0 i
i 0

)
nejprve p°ímým dosazením a poté diagonalizací.

�e²ení. Za£neme p°ímým dosazením. Pro matici A =

(
0 i
i 0

)
snadno dostaneme A4k = E, A4k+1 =

A, A4k+2 = −E, A4k+3 = −A, k ∈ Z. Po dosazení do vzorce exp(A) =
∑∞

k=0
Ak

k! zjistíme, ºe matice

exp(A) =

 ∑∞k=0
(−1)k
(2k)!

∑∞
k=0

i2k+1

(2k+1)!∑∞
k=0

i2k+1

(2k+1)!

∑∞
k=0

(−1)k
(2k)!


=

( ∑∞
k=0

i2k

(2k)!

∑∞
k=0

i2k+1

(2k+1)!∑∞
k=0

i2k+1

(2k+1)!

∑∞
k=0

i2k

(2k)!

)

=

(
cosh(i) sinh(i)
sinh(i) cosh(i)

)
=

(
cos(1) i sin(1)
i sin(1) cos(1)

)
.

Te¤ to samé spo£teme pomocí diagonalizace. Snadno zjistíme, ºe matice A má 2 r·zná vlastní £ísla,
a to λ1 = i a λ2 = −i. Matice A je tedy diagonalizovatelná. Vlastní vektor p°íslu²ný vlastnímu
£íslu λ1 je nap°. v1 = (1, 1)T , vlastní vektor pro λ2 je nap°. v2 = (1,−1)T . Máme tedy

A = BJAB
−1 =

(
1 1
1 −1

)(
i 0
0 −i

)
1

2

(
1 1
1 −1

)
.

Pak

exp(A) = B exp(JA)B
−1 =

(
1 1
1 −1

)(
ei 0
0 e−i

)
1

2

(
1 1
1 −1

)
=

1

2

(
ei + e−i ei − e−i
ei − e−i ei + e−i

)
=

(
cos(1) i sin(1)
i sin(1) cos(1)

)
.

Vyuºili jsme fakt, ºe exponenciála diagonální matice s hodnotama (d1, . . . , dn) na diagonále je op¥t
diagonální matice s hodnotama (ed1 , . . . , edn) na diagonále (a taky n¥kolik znalostí z matematické
analýzy).

Základní úloha 2. Ur£ete exp

−2 1 2
−1 0 2
−2 0 3

.

�e²ení. Matici A =

−2 1 2
−1 0 2
−2 0 3

 si p°evedeme do tvaru A = BJAB
−1, kde JA je Jordanova matice

matice A a sloupce matice B tvo°í p°íslu²nou Jordanovu bázi. Pak bude exp(A) = B exp(JA)B
−1.

Charakteristický polynom matice A je p(λ) = (λ−1)(1−λ2), takºe máme λ1 = 1 s algebraickou
násobností 2 a λ2 = −1 s algebraickou násobností 1.

Pro λ1 = 1 je

A1 := A− λ1E =

−3 1 2
−1 −1 2
−2 0 2

 , A2
1 =

4 −4 0
0 0 0
2 −2 0

 .

Máme Ker(A1) =
〈
(1, 1, 1)T

〉
, tedy pro λ1 budeme mít 1 Jordanovu bu¬ku (má geometrickou ná-

sobnost 1) °ádu 2 (má algebraickou násobnost 2). Te¤ je²t¥ musíme zkonstruovat p°íslu²ný °etízek.
Za£neme vlastním vektorem v1 = (2, 2, 2)T . Vektor v2 hledáme tak, aby platilo A1v2 = v1, nap°.
v2 = (0, 0, 1)T .

Pro λ2 = −1 je

A−1 := A− λ2E =

−1 1 2
−1 1 2
−2 0 4

 , Ker(A−1) =
〈
(2, 0, 1)T

〉
.
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Máme tedy 1 (geometrická násobnost) Jordanovu bu¬ku °ádu 1 (algebraická násobnost), p°íslu²ný
vlastní vektor je nap°. v3 = (2, 0, 1)T .

Kdyº to dáme dohromady, dostaneme

JA =

1 1 0
0 1 0
0 0 −1

 , B =
(
v1 v2 v3

)
=

2 0 2
2 0 0
2 1 1

 , B−1 =
1

2

 0 1 0
−1 −1 2
1 −1 0


a A = BJAB

−1. Te¤ pot°ebujeme spo£íst exp(JA). Protoºe JA je blokov¥ diagonální, je kaºdá její
mocnina (a tím i exponenciála) taky blokov¥ diagonální. Sta£í tedy spo£íst exponenciály jednotli-
vých Jordanových bun¥k. Pro bu¬ky °ádu 1 je to jednoduché, sta£í místo λ napsat eλ. Pro bu¬ky
°ádu 2 je to sloºit¥j²í. Máme

Jnλ,2 =

(
λn nλn−1

0 λn

)
, exp(Jλ,2) =

∞∑
n=0

Jnλ,2
n!

=

(∑∞
n=0

λn

n!

∑∞
n=1

λn−1

(n−1)!
0

∑∞
n=0

λn

n!

)
=

(
eλ eλ

0 eλ

)
.

Jiný (obecn¥ asi snaz²í) sp·sob, jak spo£íst exp(Jλ,2) (snadno se zobecní) je tento:

exp

(
λ 1
0 λ

)
= exp

[(
λ 0
0 λ

)
+

(
0 1
0 0

)]
= exp

(
λ 0
0 λ

)
exp

(
0 1
0 0

)
=

(
eλ 0
0 eλ

)(
1 1
0 1

)
=

(
eλ eλ

0 eλ

)
.

Tento postup je korektní, nebo´ skalární násobky E komutují s jakoukoli maticí. Dohromady

exp(JA) =

e e 0
0 e 0
0 0 e−1

 , exp(A) = B exp(JA)B
−1 =

1

2

−2e+ 2e−1 −2e−1 4e
−2e 0 4e

−3e+ e−1 −e− e−1 6e

 .

Základní úloha 3. �e²te soustavu lineárních diferenciálních rovnic

ẏ1(t) = 5y1(t)− 3y2(t)

ẏ2(t) = 3y1(t)− y2(t)

s obecnou po£áte£ní podmínkou. Pro jakou po£áte£ní podmínku má °e²ení tvar eλtv, kde v ∈ C2 a
λ ∈ C?

�e²ení. Máme soustavu rovnic ẏ = Ay pro A =

(
5 −3
3 −1

)
. Její °e²ení pro y0 = c je exp(At)c.

Pro A = BJAB
−1 je exp(At) = B exp(JAt)B

−1. Pot°ebujeme tedy najít matice B a JA. Snadno
zjistíme, ºe matice A má jediné vlastní £íslo λ = 2 s vlastním podprostorem

〈
(1, 1)T

〉
. Máme tedy 1

Jordanovu bu¬ku °ádu 2. Te¤ je²t¥ p°íslu²ný °etízek. Sta£í vzít za v2 libovolný vektor mimo vlastní
podprostor a poloºit v1 = (A− 2E)v2. Nap°íklad v2 = (1, 0)T a v1 = (3, 3)T . Máme tedy

A = BJAB
−1, kde B =

(
3 1
3 0

)
, JA =

(
2 1
0 2

)
, B−1 =

1

3

(
0 1
3 −3

)
.

Te¤ pot°ebujeme spo£íst exp(At) = B exp(JAt)B
−1. Máme

exp(JAt) = exp

(
2t t
0 t

)
= exp

[(
2t 0
0 2t

)
+

(
0 t
0 0

)]
= exp

(
2t 0
0 2t

)
exp

(
0 t
0 0

)
=

(
e2t 0
0 e2t

)(
1 t
0 1

)
=

(
e2t te2t

0 e2t

)
a tedy

exp(At) = B exp(JAt)B
−1 =

(
3 1
3 0

)(
e2t te2t

0 e2t

)
1

3

(
0 1
3 −3

)
= e2t

(
3t+ 1 −3t
3t 1− 3t

)
.
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�e²ení pro obecnou po£áte£ní podmínku c = (c1, c2)
T je

exp(At)c = e2t
(
3t+ 1 −3t
3t 1− 3t

)(
c1
c2

)
= e2t

(
(3t+ 1)c1 − 3tc2
3tc1 + (1− 3t)c2

)
= e2tv.

Aby v nezávisel na t, musí být c1 = c2.
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