Lineéarni algebra pro fyziky II 17/18 Dalibor émid, MFF UK Cviceni 11: Tenzory I1

Zdkladni tiloha 1. Necht V = R% a = (a1,a2) € V a t € TZ(V) piitazuje ¢,9p € V¥ au € V
hodnotu
T(¢, 9, u) = pla)ip(u) — P(a)p(u).

1. Ukazte, ze T je antisymetricky v prvnich dvou argumentech. Najdéte soufadnice [Tk .
2. Urcete typ a soutfadnice tenzortu C117T a Co1T vzhledem ke kanonické bézi.

3. Definujme T .= T(-,-,4g:), kde g je standardni skalarni soucin na V. Urcete [f]K arozhodnéte,
zda je T 1plné antisymetricky tenzor.

Reseni. 1. Antisymetrie v prvnich dvou argumentech znamena T'(¢, ¥, u) = —T (1, ¢, u). Mame
T(¢,h,u) = dla)ip(u) — h(a)d(u) = —(P(a)p(u) — Pla)p(u)) = =T (¢, ¢, u).
Oznatme {e1,¢e2} kanonickou bézi V a {51, 52} bazi k ni dualni. Pak
T,ij =T(e', &, ex) = €' (a)e’ (e) — €7 (a)e' (e}) = aiéi — a’ ot
2. Protoze T je typu (2,1), musi byt libovolna jeho kontrakce typu (1,0). Je

(CnT) = TJ]Z = ajéé - aiég: =a' —d'dimV = —d’,

(CoT)' = Tj.j = aiég —d6 =a'dimV —d' = d’.

3. Protoze kanonickd baze je ortonormalni vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu, je
iy - € = €; pro kazdy index i. Pak
Tk = T(e', 1, ") = T(e', &7, ¢p) = a'6y, — a’ by,

Je evidentni, ze tento tenzor nenf iplné antisymetricky, protoze napt. T1'2 = 0 a T?!'! = a2,

takie T2 # —T211
Zakladni Wloha 2. Necht V = F". Definujme zobrazeni

T:Vx:--xV=F
—_—
n

(V1. ..,0p) — det (v1] ... |vp).

Ukazte, Ze se jedna o tenzor, urcete jeho typ a ovéfte, Ze je Gplné antisymetricky. Pro n = 3 najdéte
soufadnice [Tk .

Reseni. Abychom dokazali, Ze zobrazeni T je tenzor, staci ovéfit, Ze je v kazdé proménné linearni.
Jinymi slovy, Ze pro kazdy index ¢ = 1,...,n plati

det (... |vi+cvf|...) =det (... |vs]...) +edet (... |vj]...),

coz je zakladni vlastnost determinantu. Vzhledem k tomu, Ze T' ma n vektorovych argumentt, mus{
to byt tenzor typu (0,n). Upln4 antisymetrie znamen4, 7e pro libovolnou dvojici indext i # j plati

det (... |vil ... |vj]...) = —det (... |v;] ... |v;] ...},

coz je opét zakladni vlastnost determinantu. Pro n = 3 je T123 = 1 a z antisymetrie

1 2 3
Tijk—sgn(i j k)
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Zdkladni vloha 3. Necht V=R?> a Z:V x V — V je zobrazeni definované

Z(xz,y) = (z191 — T2y2, T1y2 + z2y1) T -

Definujme tenzor T € Ty (V) predpisem T(z,y,a) = a(T(z,y)). Najdéte jeho soutadnice [T]k.
Ovétte, ze T je symetricky v prvnich dvou argumentech a urcete jeho kontrakci C11T = C1T €
TY(V). Které operaci zobrazeni Z (a tedy i tenzor T)odpovida?

Redeni. Oznatme znovu K = {1, 65} a K* = {e!,£?}. Pak TZ’; =T(gi,ej,6") = e¥(Z(ei, ¢5)), t.3-

1 _ (1 0 o _ (01
Tij_(o —1) =1 o)

Z toho je ihned vidét, ze T je symetricky v prvnich dvou argumentech (obé matice jsou symetrické).
Pro jeho kontrakei plati

(CuT) =TH =T, +T5 =1+1=2,
(CiuT)e =Th =T +TH=0+0=0.

Zobrazeni Z odpovida operaci nasobeni komplexnich ¢isel:

(1 +ix2) (y1 + 1y2) = (x1y1 — @2y2) + i(21y2 + T2y1)



