Lineéarni algebra pro fyziky II 17/18 Dalibor éml’d, MFF UK Cviceni 5: Kvadratické formy

Zdkladnt dloha 1. Definujme bilinearni formu na R? vztahem
9(x,y) = 32191 + 62192 + 222Y1 + 372y

1. Rozlozte g na symetrickou a antisymetrickou ¢ast a napiste piislusnou kvadratickou formu
Qq(x) a jeji matici [Qq] K-

2. Najdéte polarni bazi @), pomoci symetrickych tprav a pomoci ortogonalni diagonalizace.
3. Urcete signaturu @, z vysledki predchoziho bodu a pomoci Jacobi-Sylvesterovy véty.

4. Urcete nulovou mnozinu N, nejprve v soutfadnicich vii¢i polarni bazi a nasledné popis trans-
formujte do baze kanonické.

Reseni. Rozklad bilinearné formy do symetrické a antisymetrické ¢asti je

1
g9s(x,y) = B (9(x,y + (y,%x)) = 3x1y1 + 4z1y2 + 422y1 + 322y2

—_

gA(x,y) = - (9(x,y — (v, %)) = 2212 — 27231

\)
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pouze symetrické &asti, tedy Q4(x) = 32% + 8z122 + 323 a [Qylx = [95]k.
Symetrické tpravy matice [Q4]x mohou byt napfiklad
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V kterémzto piipadé je polarni baze {(1, %)T, (0,1)7}.

Vlastni ¢isla matice [Qg] K jsou Ay = 7,A9 = —1 a jim odpovidajici vlastni vektory v; =
(1,D)7) vg = (1,-1)T. Jelikoz jsou vlastni ¢isla riiznd, jsou vektory rovnou ortogonélni. Aviak
pro ortogonélni diagonalizaci je potifeba je jeSté normovat. Ziskdvame tak piislusnou polarni bazi
wi = 5(LN7T, wy = 55(1,-1)7T.

Symetrickymi tipravami jsme ziskali diag(3, %7) ziskavge signaturu (1, 1,0). Vlastni ¢isla ziskana
v ortgonélni diagonalizaci byla 7 a —1 déavajic rovnéz signaturu (1,1,0). Pro Jacobi-Sylvesterovu
vétu zjistime determinanty piisluSnych podmatic jako detG; = 3, detGy = 9 — 16 = —7. Sig-
naturu pak zjistime ze sekvence (1,3, —7) jako pocet zmén znaminka (nebo pfipadné ze sekvence
( 1 detGl) — (1 3

deaa detce 3, =) jako pocet jejich zdpornych ¢lenil). Coz nam opét dava (1,1,0).

Pro nulovou mnozinu chceme zjistit vSechny vektory v takové, ze

o} %))

Coz dava podminku 7v? —v2 = 0, kterouzto spliwji vektory {k- (1,v/7), k- (1, —v/7)|k € R}. Jelikoz
jsme vyuzili matici kvadratické formy v jeji polarni bazi, ziskali jsme i vektory v polarni bazi. Pro
zjisténi vektortt Ny v kanonické bazi vyuzijeme matici pifechodu
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Pfislusné matice jsou [gs|x = (3 4) a lgalx = < 0 2>. Kvadraticka forma v8ak odpovida

Zdkladni tiloha 2. Rozhodnéte a zdivodnéte, které dvé z nasledujicich matic mohou byt matici téze
bilinearni formy vzhledem ke dvéma riiznym bazim na R?:
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Reseni. Matice mohou byt matici téZe bilinearni formy pokud maji stejnou signaturu. VyuZijeme
Jacobi-Sylvesterovu vétu, paklize budou splnény jeji podminky.

Prvni matice ma detG; = 5, detGy = 25 a tedy signaturu (2,0,0). Druh& matice ma detG; = —3,
detGy = —25 a signaturu (1,1,0). TFeti matice ma detGy = 7, detGa = 0 a nelze tak vyuzit Jacobi-
Sylvesterovu vétu. Pomoci symetrickych uprav v8ak mutZzeme matici snadno pfevést na <O 8)
jejiz signatura je o¢ividné (1,0,1). V poslednim p¥ipadé detG; = 0, tedy rovnéz nemuzeme vyuzit
Jacobi-Sylvesterovu vétu. Pomoci diagonalizace ale snadno zjistime vlastni ¢isla jako 5 a -5 z ¢ehoz
zjistime signaturu (1,1,0). Vidime tak, Ze pouze druh& a ¢tvrtd matice mohou byt matici téze
bilinearni formy.

Na zavér se piesvédéime, Ze tomu tak opravdu je. Pfevedme ob& matice pomoci symetrickych
tprav na diagonéalni matici, ktera ma na diagonale pouze +1 a-1 (v obecném piipadé i 0) usporadané
presné v tomto poradi (tedy nejprve kladné, pak zaporné a na zavér nulovO hodnoty). Pro pouhou
diagonalizaci symetrickymi dpravami bychom pro druhou ze zadanych matic provedli

(9)GH6D-( 3)

S nasim dodate¢nym pozadavkem si vyjadiime
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Neboli pro U = 3{3 (5) mame U7 - ( 7 —8) U = <0 _1> . Obdobné pro étvrtou ze
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zadanych matic uré¢ime
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Pomoci symetrickych aprav na sebe matice mizeme prevadét, coz pro bilinearni zobrazeni (respek-
tive kvadratické formy) odpovida zméné baze.

(7 &) =wv oy (§ 5w

}—‘ﬁ‘}—‘
o

O
Zdkladni dloha 3. Uréete signaturu kvadratické formy na R? s predpisem
Qq(x) = 23 — 223 + 323 4+ 2x120 + dz123 + 22073
pomoci Jacobi-Sylvesterovy véty a pomoci symetrickych taprav.
5 1 1 2
Reseni. Nejprve zjistime [Q4]xk = [1 —2 1| =: G. Pro Jacobi-Sylvesterovu vétu zjistime de-
2 1 3

terminanty piislusnych podmatic jako detG; = 1, detGy = —3 a detG3 = 2. Z véty pak plyne, Ze
signatura je (1,2,0). Naopak symetrickymi upravami zjistujeme

11 2 1 0 2 1 0 0 1 0 0
1 -2 1] ~f0 -3 -1|~[0 =3 1|~ |0 =3 0
2 1 3 2 -1 3 0 -1 -1 0 0 =

Coz opét dava signaturu (1,2,0).
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Hodnocend tiloha. Uréete signaturu kvadratické formy na R? v zavislosti na A € R:
Q(x) = 93% — 2120 + 22123 + :B% + 4zoxs + 5m§

Procvicovact iloha 1. Urcete polarni bazi a signaturu kvadratické formy na R* definované vztahem
Qq(x) = x129 — T324.

Procvicovact iloha 2. Pokud je bilinearni forma ¢ skalarni sou¢in na V', pak plati, Ze pro kazdy
podprostor W < V je W N W+ = 0. Dokazte to a prozkoumejte, jak je to s platnosti obdobného
tvrzeni pro jiné bilinearni formy (napf. indefinitni, singularni, antisymetrické...). Zde definujeme
Wt = {uecVvveW: g(uv) = 0}. Ukazte, Ze je-li g regularni a plati-li W N W+ = 0, pak
wWaewt=V.

Procvicovact tiloha 3. Popiste nulovou mnozinu kvadratické formy ze zakladni dlohy 3.

Rozsirugict iloha 1. Vime, Ze pifmka v R? a R? je popsana svym smérovym vektorem, rovina v R3
svym vektorem normalovym, vzdy aZ na nasobek. Jak je to s rovinami v R*?

1. Necht x,y jsou dva linearné nezavislé vektory v R*. Definujme vektor p € RS po slozkach
takto p1 := x1y2 — xoy1 a dalsi slozky vektoru p jsou dalsi 2 x 2 subdeterminanty matice
(x]y) vzniklé ponechanim riznych dvojic fadki: po fadé 13, 14, 23, 24 a 34. Ukaite, Ze pokud
zvolime jiné vektory x’, y’, které generuji stejnou rovinu jako x,y, vektor p se zméni nanejvys
vynasobenim nenulovou konstantou. TudiZ je kazdé roviné v R* takto pfifazena p¥imka v RS,
oznacme toto zobrazeni a.

2. Ukazte, ze slozky vektoru p spliuji rovnici g(p,p) := p1ps — p2ps + p3ps = 0 a nalezi tedy
nulové mnozing N, kvadratické formy Q, v RS. Zobrazeni a tedy neni na. Spoéitejte signaturu
kvadratické formy Q.

3. Uvazujme pifimku (p) = R®, ktera lezi v N, a zaroveit p; = 1. UkaZte, 7e lze najit vektory
x = (1,0,0, )" ay :=(0,1,7,6)T takové, Ze rovina W := (x,y) se v zobrazeni a zobrazi na
vektor p. Vyvodte odtud, Ze zobrazeni « je ,na‘ mnozinu vsech p¥imek (p) v mnoziné Nj.

4. Pokud z € (x,y), ma matice (x|y|z) v8echny ¢tyfi 3 x 3 subdeterminanty nulové. Pfefor-
mulujte tyto podminky jako homogenni soustavu ¢tyf linearnich rovnic pro slozky vektoru
F, jejiz koeficienty jsou +p;. Dokazte, Ze hodnost matice této soustavy je pro kazdé p # 0
rovna 2 a tudiz existuje pravé jedna rovina, jejiz obraz v zobrazeni « je (p), tedy « je prosté
zobrazeni.

Zobrazeni « se fika Pliickerovy souradnice a jeho obrazu Kleinova kvadrika. Pokud x = (1, a1, ag, a3)”
ay = (1,by1,ba,b3)", pak (p1,p2,p3) = b—aa (ps, —ps, p4) = a x b. Afinni piimka v R3, ktera pro-
chazi body a a b, ale nikoli pocatkem, je takto zadédna pomoci svého smérového vektoru a pomoci
normalového vektoru roviny, uréené ji a po¢atkem. Oproti popisu pomoci dvojice bodi (a, b), kte-
rych mutze byt pro stejnou piimku mnoho, maji Pliickerovy soutfadnice vyhodu, Ze popisuji pfimku
jednoznané az na vynasobeni obou vektori (smérového i normalového) stejnym skalarem.
Rozsitugict iloha 2. Pro¢ neni mozné diagonalizovat antisymetrickou bilinedrni formu? Proc¢ je
kazda antisymetricka bilinearni forma na prostoru V' liché dimenze singularni? (Néavod: pouZijte
determinant). Ukazme déale, Ze pro kazdou antisymetrickou bilinearni formu g na V' sudé dimenze
existuje baze takové, Zze matice formy vzhledem k této bazi je blokové diagonélni matice, jejiz
. . 1 .
vSechny bloky jsou 2 x 2 matice (_01 0>. (Navod: Najdéte vektory uq, v1, pro které g(uj,v;) =1
a podprostor W < V takovy, ze g(ui, W) = g(ug, W) = 0. Ukazte, ze W @& (u1,v1) = V a pouZijte
indukei.)

Domdci tiloha 1. Najdéte ortonormélni polarni bazi kvadratické formy na R3:

Q(x) = 5a? + 4wy w9 — Sx123 + 825 + 493 + 52l



