
Lineární algebra pro fyziky II 17/18 Dalibor �míd, MFF UK Cvi£ení 10: Tenzory

Základní úloha 1. V (R2)∗ ozna£meK∗ = (ε1, ε2) duální kanonickou bázi, jejíº prvky jsou de�novány

ε1
((

x
y

))
= x, ε2

((
x
y

))
= y. Nech´ dále B = (e1 := (1, 2)T , e2 := (1, 3)T ), α = ε1 − 2ε2.

1. Ur£ete Kerα, Imα, [α]K , [α]B

2. Vyjád°ete duální bázi B∗ ve tvaru (aε1 + bε2, cε1 + dε2) pro n¥jaká a, b, c, d ∈ R.

3. Ur£ete matici p°echodu [Id]K
∗

B∗ . Popi²te její vztah s maticí [Id]KB a vyjád°ete pomocí n¥které
z t¥chto matic vztah mezi [α]K a [α]B.

�e²ení. P°i raném studiu tenzor· se bude hodit jasné rozli²ení mezi vektory a jejich sou°adnicemi,
proto bude lep²í následující p°íklad formulovat v °e£i obecného vektorového prostoru, le£ zadání
pracuje s aritmetickým. Pro kanonickou bázi uºijeme ozna£ení K = (ε1, ε2) a informace v zadání
interpretujeme následn¥ takto

ε1(xε1 + yε2) = xε1(ε1) + yε1(ε2) = x,

ε2(xε1 + yε2) = xε2(ε1) + yε2(ε2) = y,

coby p°ímý d·sledek linearity funkcionálu εi (první rovnost) a de�ni£ní vlastnosti duální báze
K∗ k bázi K, tedy formule εi(εj) = δij , kde δ

i
j = 1 pokud i = j, δij = 0 pokud i 6= j (druhá

rovnost).1

Pro sou°adnice prvk· báze B lze potom psát [e1]K = (1, 2)T , [e2]K = (1, 3)T , tedy pro prvky
samotné e1 = ε1 + 2ε2, e2 = ε1 + 3ε2.

1. Prvním úkolem je ur£it jádro lineárního funkcionálu α : R2 −→ R. Hledáme tedy prvky ve
tvaru xε1+yε2 takové, aby α(xε1+yε2) = 0. Op¥t z linearity funkcionálu xα(ε1)+yα(ε2) = 0,
neboli x(ε1 − 2ε2)(ε1) + y(ε1 − 2ε2)(ε2) = 0. V dal²ím kroku musíme pouºít de�ni£ní vztahy
pro s£ítání a násobení z t¥lesa na duálním vektorovém prostoru, tedy vztahy (α + β)(v) :=
α(v) + β(v) a také (cα)(v) := cα(v), kde v ∈ V , α, β ∈ V ∗, c ∈ T. Z toho rovnou získáme
rovnost xε1(ε1) − 2xε2(ε1) + yε1(ε2) − 2yε2(ε2) = 0, neboli x − 2y = 0. To nám °íká, ºe
[kerα]K = LO{(2, 1)T}.
Pro výpo£et Imα pouºijeme výsledky p°ede²lého odstavce, ze kterých p°ímo£a°e získáme
Imα = {x − 2y |x , y ∈ R} = R.
Sou°adnice α v·£i bázi K∗ jsou ihned vid¥t díky samotné de�nici prvku α, tedy [α]K =
(1,−2).2 Vyuºíváme vlastn¥ tvrzení [kerα]K = ker[α]K ze ZS. Sou°adnice ur£íme podle de�-
nice: [α]B = (α(e1), α(e2)) = (−3,−5).

2. Z podmínky na duální bázi získáme sadu rovnic pro koe�cienty lineární kombinace

(aε1 + bε2)(ε1 + 2ε2) = 1,

(aε1 + bε2)(ε1 + 3ε2) = 0,

(cε1 + dε2)(ε1 + 2ε2) = 0,

(cε1 + dε2)(ε1 + 3ε2) = 1.

1Pozor, tato de�ni£ní vlastnost prvk· duální báze se nevztahuje jen na p°ípad kanonické báze, ale na obecný

p°ípad!
2 Prvek α dozajista leºí v prostoru (R2)∗, takºe bychom o£ekávali spí²e zápis [α]K

∗
neºli [α]K . Ale díky tomu, ºe

pro kaºdou bázi existuje práv¥ jedna její duální báze, nem·ºe tato konvence vést k nejednozna£nostem. Ob£as pro

zd·razn¥ní báze budeme je²t¥ psát [α]K
∗
, musíme mít ale na pam¥ti, ºe [α]K

∗
≡ [α]K .
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Stojí jen chvíli zamy²lení, ºe vý²e uvedená soustava je ekvivalentní maticové rovnici(
a b
c d

)
·
(
1 1
2 3

)
=

(
1 0
0 1

)
,

Nalezením inverzní matice dostáváme hledané koe�cienty lineární kombinace, neboli sou°adnice

vektor· báze B∗ = (e1, e2) v·£i bázi K∗, konkrétn¥ [Id]K
∗

B∗ =

(
a b
c d

)T

=

(
3 −2
−1 1

)
, tedy pro

sou°adnice [e1]K = (3,−1) a [e2]K = (−2, 1). Nyní jiº snadno zkontrolujeme, ºe i podle tohoto
postupu docházíme k výsledku [α]B = (−3,−5), jelikoº skute£n¥ −3(3ε1 − ε2) − 5(−2ε1 + ε2) =
ε1 − 2ε2 = α. Analogicky p°ede²lému si m·ºeme v²imnout, sou°adnice bázových vektor· báze B

v·£i bázi K jsou sloupce matice
(
1 1
2 3

)
, která je tím pádem rovna matici p°echodu [Id]KB . Celkov¥

tedy lze psát ([Id]K
∗

B∗ )T [Id]KB = E, neboli ([Id]K
∗

B∗ )T = ([Id]KB )−1 = [Id]BK .
Jak víme ze zimního semestru, sou°adnice formy α (coby prvku jistého vektorového prostoru)

v·£i bázi B∗ si m·ºeme vyjád°it pomocí sou°adnic formy α v·£i bázi K∗ a matice p°echodu [Id]B
∗

K∗ ,
coº dává [Id]B

∗
K∗ [α]K

∗
= [α]B

∗
, nebo ekvivalentn¥ [α]K [Id]KB = [α]B. �íselný výsledek je(

1 2
1 3

)(
1
−2

)
=

(
−3
−5

)
.

Základní úloha 2. Nech´ α, B jsou jako v p°edchozí úloze a β = ε2 ∈ (R2)∗, g = α⊗ β + β ⊗ α.

1. Ov¥°te, ºe g je symetrická bilineární forma.

2. Ur£ete matice [g]K a [g]B a ov¥°te, ºe spl¬ují správný transforma£ní vztah.

3. Ur£ete sou°adnice [T ]K trilineární formy T = g ⊗ β. Kolik sou°adnic bude mít kvadrilineární
forma S = g ⊗ g?

�e²ení. 1. Protoºe (α ⊗ β)(u, v) = α(u)β(v) závisí lineárn¥ na u i na v, je g bilineární forma.
Platí g(v1, v2) = α(v1)β(v2) + α(v2)β(v1) = g(v2, v1), tedy je i symetrická.

2. Jelikoº jsme uº porozum¥li technologii, jakou lze efektivn¥ po£ítat sou°adnice lineárních
forem, budeme schopni vcelku rychle odhalovat transforma£ní vlastnosti sou°adnic multi-
lineárních forem p°i zm¥n¥ báze. Pro jednotlivé sou°adnicové sloºky tenzoru g v·£i bázi
B se obdobn¥ ukáºe ([g]B)ij = g(ei, ej), coº s vyuºitím transforma£ní formule pro bá-
zové vektory

∑
i

εi([Id]
K
B )ij = ej (tato rovnost je jen jinak zapsaný rozvoj (bázového) vek-

toru do (obecn¥ jiné) báze, tj.
∑
i
εi([ej ]

K)i = ej) poskytne kýºenou transforma£ní for-

muli ([g]B)ij = g(ei, ej) = g(
∑
k

εk([Id]
K
B )ki ,

∑
l

εl([Id]
K
B )lj) =

∑
k,l

([Id]KB )ki g(εk, εl)([Id]
K
B )lj =∑

k,l

([Id]KB )ki ([g]K)kl([Id]
K
B )lj , neboli maticov¥ [g]B = ([Id]KB )T [g]K([Id]KB ) (v indexové notaci

odpovídá první/horní index °ádkovému indexu v maticové notaci)

Pokud napo£ítáme sou°adnice bilineární formy v·£i bázím K a B dostaneme matice [g]K =(
0 1
1 −4

)
, [g]B =

(
−12 −19
−19 −30

)
. Pro n¥ m·ºeme otestovat platnost transforma£ní formule

(
1 2
1 3

)
·
(
0 1
1 −4

)
·
(
1 1
2 3

)
=

(
−12 −19
−19 −30

)
.

3. Sou°adnice trilineární formy se jiº ur£í na základ¥ vý²e uvedených postup· velmi p°ímo£a°e.
Rozmyslete si, ºe pro na²i formu T jsou sou°adnice v·£i kanonické bázi rovny ([T ]K)ijk =
([g]K)ijδ

2
k.
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Po£et sou°adnic kvadrilineární formy g⊗ g stanovíme z toho, kolika r·znými moºnostmi m·-
ºeme vybrat uspo°ádanou £tve°ici bázových vektor·, kdyº vybíráme z dvouprvkové mnoºiny
(odborníky nazývaná variace s opakováním). Jak uº kaºdý ví, takových moºností je 24 = 16.

Základní úloha 3. Nech´ u = (1, 1)T , v = (1,−2)T , B je jako vý²e. Ur£ete sou°adnice bivektoru
u⊗ v vzhledem ke K a z nich pak transforma£ní formulí jeho sou°adnice [u⊗ v]B.

�e²ení. Zadání tohoto p°íkladu nevyºaduje úsilí nau£it se nové praktiky, proto jen stru£n¥ shrneme,
k £emu bychom se m¥li dopo£ítat.

Ze zadání víme, ºe [u]K = (1, 1)T , [v]K = (1,−2)T . Sou°adnice tenzorového sou£inu u⊗ v v·£i
bázi K stanovíme op¥t z formulky ([u]K)i([v]

K)j = ([u ⊗ v]K)ij , v maticové podob¥ tedy máme

[u⊗ v]K =

(
1 −2
1 −2

)
.

Z transforma£ní formulky [u ⊗ v]B = [Id]BK [u ⊗ v]K([Id]BK)T (pozor, transforma£ní vztah je
jiný kv·li tomu, ºe transformace báze a její duální báze jsou dány vzájemn¥ kontragredientními
maticemi), tedy

[u⊗ v]B =

(
3 −1
−2 1

)
·
(
1 −2
1 −2

)
·
(

3 −2
−1 1

)
=

(
10 −8
−5 4

)
.

Hodnocená úloha 1. Nech´ u, v jsou jako v p°edchozí úloze, w = (−1, 3)T . Ur£ete sou°adnice trivek-
toru S = u⊗ v ⊗w vzhledem ke K. Ozna£íme-li [S]B = (S′ijk), ur£ete S′212 pomocí transforma£ní
formule.
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