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Základní úloha 1. Ov¥°te, ºe matice A =

(
2 −3
3 2

)
je normální, ale není hermitovská ani unitární.

Najd¥te její spektrum σ(A) a zapi²te ji jako UDU+, kde U je unitární matice a D je diagonální.
Zapi²te A ve form¥ spektrálního rozkladu a ur£ete matice ortogonálních projekcí do jednotlivých
vlastních podprostor·.

�e²ení. Pro ov¥°ení, ºe matice A je normální, musíme ukázat rovnost AA+ = A+A. Pro levou stranu

rovnice po£ítáme sou£in
(
2 −3
3 2

)
·
(

2 3
−3 2

)
=

(
13 0
0 13

)
. Pro pravou stranu máme

(
2 3
−3 2

)
·(

2 −3
3 2

)
=

(
13 0
0 13

)
. Matice A je tedy normální, navíc vidíme, ºe není unitární AA+ 6= Id. Není

ani hermitovská, jelikoº o£ividn¥ A 6= A+.
Dále hledáme OG diagonalizaci matice A. Nejprve musíme najít vlastní £ísla matice A. Cha-

rakteristický polynom je zjevn¥ (2−λ)2+9, vlastní £ísla jsou tedy λ1 = 2+3i, λ2 = 2−3i. Vlastní
podprostor V1 p°íslu²ející vlastnímu £íslu λ1 je 〈(i, 1)T 〉, podobn¥ V2 p°íslu²ející vlastnímu £íslu λ2
je 〈(−i, 1)T 〉. Protoºe A je normální, na²li jsme zárove¬ OG bázi (ortogonalita je vºdy mín¥na v·£i
skalárnímu sou£inu, který ur£uje konkrétní podobu hermitovského sdruºení � v na²em p°ípad¥ jde
o standardní skalární sou£in).

Abychom získali unitární matici, musíme ale vektory je²t¥ normovat. Normovací konstanta je
vºdy rovna norm¥ vektor·, tedy

√
〈(i, 1)T , (i, 1)T 〉 =

√
2 =

√
〈(−i, 1), (−i, 1)〉. Hledaná unitární

matice U má potom ve svých sloupe£cích tyto normované ortogonální vektory (pro£ jsou takové

matice vºdy unitární?), konkrétn¥ tedy vypadá takto U = 1√
2

(
i −i
1 1

)
. Hledaným rozkladem je

sou£in ve tvaru UDU+, kde D je diagonální matice s vlastními £ísly matice A na diagonále. Sou£in

má konkrétní podobu 1
2

(
i −i
1 1

)
·
(
2 + 3i 0

0 2− 3i

)
·
(
−i 1
i 1

)
. M·ºeme se snadno p°esv¥d£it, ºe

je tento sou£in skute£n¥ roven matici A.
Abychom spo£etli spektrální rozklad matice A, musíme spo£ítat matice ortogonálních projekcí

na vlastní podprostory matice A vzhledem ke kanonické bázi. Ty jsou rovny u1u1
+ a u2u2

+, kde vi

je normovaný vlastní vektor, tedy sloupec matice U . Celkem tedy máme [P1]
K
K = 1√

2

(
i
1

)
1√
2

(
−i 1

)
=

1
2

(
1 i
−i 1

)
, [P2]

K
K = 1√

2

(
−i
1

)
1√
2

(
i 1

)
= 1

2

(
1 −i
i 1

)
. Spektrální rozklad matice A potom vypadá(

2 −3
3 2

)
= 1

2(2 + 3i)

(
1 i
−i 1

)
+ 1

2(2− 3i)

(
1 −i
i 1

)
.

Základní úloha 2. Rozmyslete, si, ºe spektrum matice

 4 −2 4
−2 1 −2
4 −2 4

 je moºné ur£it pouze na

základ¥ její hodnosti a stopy. Prove¤te její ortogonální diagonalizaci a spektrální rozklad.

�e²ení. Ozna£me matici A, její hodnost je 1, takºe nulita je rovna 2. Matice je symetrická, tedy
diagonalizovatelná, znamená to tedy, ºe existují dva lineárn¥ nezávislé vlastní vektory matice, p°í-
slu²ející vlastnímu £íslu 0. Protoºe je stopa sou£et vlastních £ísel, sou£et £ísel na hlavní diagonále
nám dá rovnou informaci o hodnot¥ posledního vlastního £ísla. Tím je 9.

Vlastní podprostor matice p°íslu²ející vlastnímu £íslu 9 je V1 = 〈(2,−1, 2)T 〉, vlastní podpro-
stor p°íslu²ející dvojnásobnému vlastnímu £íslu 0 je V2 = 〈(−1, 0, 1)T , (1, 2, 0)T 〉. Pomocí Gram-
Schmidtovy ortogonalizace najdeme ortonormální bázi prostoru V2. Touto bází je nap°íklad mnoºina

{ 1√
2
(−1, 0, 1)T , 1√

18
(1, 4, 1)T }. Snadno tedy dohlédneme, ºe OG diagonalizace je tvaru


2
3 − 1√

2
1√
18

−1
3 0 4√

18
2
3

1√
2

1√
18

·
9 0 0
0 0 0
0 0 0

 ·


2
3 −1

3
2
3

− 1√
2

0 1√
2

1√
18

4√
18

1√
18

.
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Spektrální rozklad spo£teme lehce, jelikoº existuje jediné nenulové vlastní £íslo, tedy A = 9u1u
T
1 .

Matici projekce proto ani nemusíme po£ítat, je to prost¥ 1
9A. V²imn¥m¥ si rovn¥º, ºe jakmile

známe V2, vektorový prostor V2 také nemusíme po£ítat, protoºe je to prost¥ ortogonální dopln¥k
V2 ≡ KerA, a protoºe KerA = (ImAT )⊥, je tento roven °ádkovému prostoru matice A.

Základní úloha 3. Aproximujte body [−2, 4], [−1, 3], [0, 1], [2, 0] lineární funkcí metodou nejmen²ích
£tverc·.

�e²ení. Pokud metodou nejmen²ích £tverc· aproximujeme funkci y = y(x) lineární funkcí, °e²íme
úlohu

min
a,b

4∑
i=1

(axi + b− yi)2.

Hledání minima takové funkce dvou prom¥nných vede na p°eur£enou soustavu lineárních rovnic
x1 1
x2 1
x3 1
x4 1

(ab
)

=


y1
y2
y3
y4

 ,

jejíº p°íslu²ná normální soustava je
4∑

i=1
x2i

4∑
i=1

xi

4∑
i=1

xi 4

 · (ab
)

=


4∑

i=1
xiyi

4∑
i=1

yi

 .

Po dosazení konkrétních hodnot [x1, y1] = [−2, 4], [x2, y2] = [−1, 3], [x3, y3] = [0, 1], [x4, y4] = [2, 0]
dostáváme rovnici (

9 −1
−1 4

)
·
(
a
b

)
=

(
−11
8

)
.

�e²ením této soustavy je (a, b) = (−36
35 ,

61
35) a hledaná lineární funkce pak y(x) = 1

35(−36x+ 61).
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