Lineéarni algebra pro fyziky II 17/18 Dalibor émid, MFF UK Cviceni 7: Jordantiv tvar

-2 1 1
Zakladnt wloha 1. Najdéte Jordantv tvar a néjakou Jordanovu bazi matice A= | -1 1 3
1 -1 =2
Mizete pouzit jako fakt, Ze jediné vlastni ¢islo A je —1. Urcete hodnotu A™ pro n € N.
Jaké jsou vSechny mozné Jordanovy tvary pro matice 3 x 3, jejichz jediné vlastni ¢islo je —17
A pro 4 x 4 matice s touto vlastnosti? Jak se da s co nejméné vypocty zjistit, ktery Jordantav tvar
konkrétni 4 x 4 matici prislusi?

Reseni. Pro nalezeni Jordanova tvaru matice je tieba najit Jordanovy Fetizky. Prvnimi vektory
Jordanovych Fetizki jsou vlastni vektory matice. Jelikoz ze zadani zname (jediné) vlastni &islo
matice A, hledanim jadra matice A_; := A + E ziskdme vlastni podprostor pfislusejici vlastnimu
¢islu —1. Lehce se mtizeme piesvédéit, Ze se jedna o prostor V_; = LO{(—1,—-2,1)T}. Dimenze
takového prostoru je 1, kdezto algebraicka nasobnost vlastniho ¢isla je 3. Matice tedy, dle ocekévani,
neni diagonalizovatelna. To zaroven také znamend, Ze budeme mit pouze jeden Jordantv Fetizek.
Vyberme si libovolny vektor vy z prostoru V_p, tieba (—1,—2,1)7 a najdéme jeho maximalni
Jordanuv fetizek. V poradi druhy vektor Jordanova fetizku, ozna¢me jej vo, spliiuje rovnici A_jve =
v1. Refenim této nehomogenni soustavy linedrnich rovnic je napiiklad vektor vy := (0,—1,0)T.
Podobné spocteme tieti vektor Jordanova Fetizku, vs. Resenim rovnice A_qv3 = vy je napftiklad
vektor v3 := (—1,—1,0)T. Pokud bychom chtéli po¢itat dalsi ¢len Jordanova fetizku, brzy bychom
shledali, Ze rovnice A_jvy = v3 nemda zadné teSeni. To je ale v souladu s naSim ocekdvanim i
Jordanovou vétou.

Jelikoz existuje jediny Jordanovsky Fetizek, bude matice v Jordanové tvaru obsahovat jedinou

-1 1 0

Jordanovu buniku J := 0 —1 1 |]. Baze, v niz bude mit zobrazeni tvar této Jordanovy
0o 0 -1

buiiky, tzv. Jordanova baze, je potom uspofadana trojice B := {vy, v, v3}.

Diky znalosti Jordanovy baze a Jordanova tvaru matice 1ze pomérné snadno dopocitat libovolna
mocnina piivodni matice. Jak bychom oéekavali, opét plati A™ = [Id]% J"[Id]£, kde K je oznacent
pro kanonickou bézi. PouZijeme-li vzorec pro obecnou mocninu n > 1 Jordanovy buiiky na nas
piipad, dostaneme

(_1)n n(_l)n—l nQTfn<_1)n—2
Jh = 0 (-1)" n(—1)"1
0 0 (=)™

A nyni nas ¢eka uZ jenom dosazeni a roznasobeni. Hura na to.

2

-1 0 -1 (=)™ n(-1)nt nm(—1)n? -1 0 -1
A=|-2 -1 —-1|-[ o (-1 n(-1)~t |- -2 -1 -1 ,
1 0 0 0 0 (—1)™ 1 0 o0
neboli
s(-1)"(*+n+2) (-1 3(=1)"(n—3)n
A" = (—1)"n? (—=1)™(1 — 2n) (=1)"(n—4)n
—5(=D"+1) (D' (=)™ (n—3)n—2)

V pfipadé, ze pracujeme s maticemi 3 X 3, rozhoduje o konkrétnim Jordanové tvaru (az na per-
mutace jednotlivych Jordanovych buiiek) vyluéné geometrickd nésobnost vlastniho ¢isla. V poradi
uvedme Jordanovy tvary matic, které maji geometrickou nasobnost vlastniho ¢isla jedna, resp. dva,
resp. tii:



Lineéarni algebra pro fyziky II 17/18 Dalibor émid, MFF UK Cviceni 7: Jordantiv tvar

Vsimnéme si, ze jakmile je geometrickd nasobnost t¥i (tedy stejna jako algebraicka), matice je
diagonélni. Jordanovu teorii lze tedy chépat jako zobecnéni teorie o diagonalizaci matic. Zavérem
k této otazce je odpovédét, pro matice 3 x 3 s jedinym vlastnim éislem existuji pravé tii tvary
Jordanovych matic, pokud ztotoznime riizné permutace jednotlivych Jordanovych bufek.

Velmi podobné tomu je v ptipadé matic 4 X 4, musime si jen uvedomit, Zze geometrickd nasob-
nost 2 miize vést na Tetizky o délkich 3, 1, nebo Fetizky o délkach 2, 2. Celkem je tedy rtznych
Jordanovych tvart (modulo permutace) pét. Matice mohou vypadat t¥eba takto:

-1 1 0 O -1 1 0 0 -1 1 0 0
o -1 1 0 0o -1 1 0 0 -1 0 O
o 0o -1 1})J'to o -1 o]0 O -1 1]
o 0 0 -1 0o 0 0 -1 0o 0 0 -1

-1 1 0 O -1 0 0 O

0 -1 0 O 0 -1 0 O

o 0o -1 o}]’'fo o -1 0]

0o 0 0 -1 0o 0 0 -1

pri¢emz druhé matice odpovida délce Fetizkt 3,1 a treti délce 2, 2. Jednoduchy zpisob hledant
Jordanova tvaru matice typu 4 x 4 s (jedinym) vlastnim &slem —1 je najit hodnost matice A+ E,
jelikoz pravé hodnost takové matice urcuje pocet Jordanovych bunék. Pokud by vysla hodnost 2,
uréili bychom nasledné hodnost (A+F)?, ¢im# bychom ziskali informaci o po¢tu Jordanovych buiiek
o velikosti alespon 2 x 2. Podrobnéjsi komentar naleznete u feSeni tfetiho prikladu. O

Zakladni wloha 2. Urcete Jordantiv tvar a néjakou Jordanovu bézi pro matici

2 -1 0 1
1 2 -2 -1
A= 0o 3 -2 =2
1 0 -1 0

MiiZete pouzit jako fakt, Ze A m4 vlastni islo 1 s algebraickou nasobnosti 3 a vlastni &islo —1
s algebraickou nésobnosti 1. Kolik je vSech moznych Jordanovych tvarti 4 x 4 matic se spektrem

{1,-1}?

Resent. Vlastni podprostor matice A prislugejici vlastnimu ¢slu 1 je Vi = LO{(1,1,1,0)T},
vlastni podprostor ptislusejici vlastnimu &islu —1 je V1 := LO{(0,1,1,1)T}. Analogicky ptede-
§lému piikladu se nyni pokusime najit maximéalni Jordantiv fetizek piislusejici vlastnimu vektoru
vy = (1,1,1,0)7, druhy Jordaniv fetizek bude diky algebraické nasobnosti 1 (vime ze zadani)
obsahovat pouze jediny vektor, naptiklad wy := (0,1,1,1)7. Resenim soustavy Ajvy = v; ziskédme
druhy prvek fetizku vo := (1,1,0,1)T. Pokud budeme hledat tfeti prvek tohoto Jordanova fetizku,
v3, zjistime, 7e timto vektorem miuize byt tieba vz := (2,1,1,0)7. JelikoZ je rozmér matice A Gtyfi,
ihned vidime, Ze timto Jordantv Fetizek skoncil.

110 0
e . . . 01 1 0 . . .
Ptislusné matice v Jordanové tvaru je tedy J := 00 1 o | co? odpovida transformaci
0 0 0 -1

zobrazeni do Jordanovy béaze B := {vy,va, v3, w1 }.

Pocet vSech riznych Jordanovych tvari 4 x 4 matic se spektrem {1,—1} uréime obdobnou
uvahou, jako v pfedchozi tloze. Mohou nastat t¥i pFipady - bud'to je geometricka nasobnost vlastniho
¢isla jedna, dva nebo t¥i. Pokud je geometrickd nasobnost jednoho vlastntho &fsla tii, je geometricka
nésobnost druhého vlastniho ¢isla jedna. Jak jsme se dozvédéli z p¥edchoziho, pro takové piipady
existuji pravé tii rizné Jordanovy matice. Pokud je geometrickd nasobnost dva, mizeme mit pro
kazdé vlastni ¢islo jeden Fetizek délky dva, nebo dva fetizky délky jedna. To jsou ¢tyfi moZnosti.
Celkovy pocet riiznych Jordanovych tvari matic 4 x 4 matic se spektrem {1, —1} je tedy 34+4+3 =
10. O
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Zdkladni iloha 3. Necht A je matice 20 x 20, jejiz jedinym vlastnim &islem je 0. Necht pro ni
plati rank(A) = 15, rank(A?) = 11, rank(43%) = 8, rank(A4*) = 5, rank(A%) = 2, rank(A%) = 1
rank(A7) = 0. Urcete jeji Jordantv tvar.

Regeni. V této tloze je klicové pochopit, jak se méni hodnost nilpotentn{ matice p#i jejim umoc-
flovani. V obecném piipadé je nilpotentni kazd4 Jordanova buitka J) ,, matice A — AE. Z obecného
vzorce pro umocihovani Jordanovy buiiky plyne, Ze rank(J)]in) = n — k kdykoliv & < n. JelikoZ
jediné vlastni ¢islo matice A je 0, bude rozdil rank(A*) — rank(A**1) odpovidat poétu Jordanovych
bunék s rozmérem alespon k + 1. Z toho potom odvodime vzorec, zZe pocet bunék s rozmérem k + 1
je roven rank(A*) — 2rank(A**1) + rank(A*+?), kde A° = E. Nage konkrétni Jordanova matice je
tedy diag(Jo,1, Jo,2, Jo,5, Jo,5, Jo,7)- O

Hodnocend tloha. Necht A je matice 20 x 20, jejiz spektrum je {—3,1,6} a pro hodnosti plati
rank(A — F) = rank((A — E)?) = 18, rank(A — 6 F) = 18, rank((A—6F)?) = 16, rank((A—6E)3) =
14, rank((A — 6E)*) = rank((A — 6E)%) = 13, rank((A + 3E)) = 16, rank((A + 3E)? = 12,
rank((A + 3E)3 = 11, rank((A + 3E)* = 10, rank((A + 3E)® = rank((A + 3E)® = 9. Uréete jeji

Jordanav tvar.



