Prednaska 2
Matematika termodynamiky

Vzhledem k tomu, Ze stavové funkce vyskytujici se v termodynamice jsou ¢asto funkcemi dvou nebo
dokonce vice proménnych (viz II. postuldt termodynamiky), je pfirozené jejim matematickym apardtem
diferencidlni pocet funkci vice proménnych. Konkrétné hraji v termodynamice vyznamnou roli parci-
alni derivace, totdlni diferencial funkci vice proménnych, otdzky tykajici se holonomnosti Pfaffovych
diferencidlnich forem, klicova véta o vypoctu kiivkového integrélu II. druhu je-li integrand Gplnym di-
ferencidlem né&jaké funkce a hledani tzv. vazanych extrémi funkci vice proménnych. Cilem této kapitoly
je stru¢né shrnout tyto matematické védomosti a techniky v mife nezbytné k pochopeni termodynamiky
v rozsahu tohoto textu.

2.1 Funkce vice proménnych

Funkci n proménnych rozumime piedpis typu

2= for, @, 2m) @.1)

ktery kazdé mnozin€ Cisel z1, xo, ..., x, z defini¢niho oboru funkce f pfifadi pravé jednu hodnotu z.
Vezméme pro jednoduchost funkce pouze dvou proménnych, tedy

z=f(z,y). (2.2)

Jak si takovou funkci prestavit? U funkei jediné proménné y = f(x) si kazdy nepochybné piedstavi
jeji graf nacrtnouty na listu papiru. Co vSak s funkci dvou proménnych? Vezméme rovnou podlahu
mistnosti tvaru kvadru za rovinu x — y, pfi¢emZ osa x napiiklad odpovid4 priseciku stény pfed nami a
podlahy, osa y pruseciku stény vpravo od nds a podlahy a osa z odpovida priseciku Celni a pravé stény
mistnosti. Nyni kamkoli se v mistnosti postavime, odpovidé nasi poloze n&jaky bod se soufadnicemi [z, y]
na podlaze mistnosti. Dosadime-li tyto soufadnice do pfedpisu z = f(z,y) dostame funk&ni hodnotu,
kterou vyneseme z bodu kde stojime vertikdlné ve sméru osy z. Kdybychom nyni spocetli funkéni
hodnoty funkce f pro velky pocet uspofadanych dvojic [, y] z defini¢niho oboru funkce a zvizualizovali
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je, dostali bychom obecné zvInénou plochu, jejiz tvar by byl ddn pfedpisem z = f(z,y). Funkci dvou
proménnych si tedy miZeme pfi trose fantazie predstavit jako plochu ve tfidimenziondlnim prostoru. Lze
si tedy predstavit, Ze funkce z = f(z, y) vlastné uréuje vysku terénu v hordch v zdvislosti na nasi poloze.
Podobné si predstavit funkce vice proménnych tak snadné neni, protoZe bychom k jejich vizualizaci
potiebovali prostory s vice neZ tfemi dimenzemi.

2.2 Diferencialni pocet funkci vice proménnych

2.2.1 Parcialni derivace

Zékladnim pojmem teorie funkci vice proménnych je parcidlni derivace. Parcidlni derivace funkce
f = f(z,y) podle x urluje rychlost zmény funkce se zménou proménné z, pfiémZ proménnou y
povazujeme pii derivovani za konstantu. Pfesnd definice parcidlni derivace funkce podle x v bodé
A =[ra,ya]je

Jeli f = f(x,y) funkci dvou proménnych proménnych a existuje-li v bodé [x 4,y ] viasmi limita

aof o f@at+hoya) = f(wa,ya)
A

pak Fikdme, Ze funkce f = f(x,y) md v bodé A = [x 4, ya] parcidlni derivaci podle x.
Obdobné je definovédna parcidlni derivace podle y v daném bodé

Jeli f = f(x,y) funkci dvou proménnych proménnych a existuje-li v bodé [x 4,y 4] viasmni limita

of o flxa,ya+h) = f(va,94)
By (T4,y4) = }g}% Y

pak Fikdme, Ze funkce f = f(x,y) md v bodé A = [x 4, ya| parcidlni derivaci podle y.

Uvedené definice lze samozfejmé snadno zobecnit na funkce vice nez dvou proménnych. Geometricky
je hodnota parciélni derivace funkce dvou proménnych tfeba podle z v bodé A rovna smérnici teny k
dané funkci v daném bodé€ A v roviné fezu funkce plochou z = x 4.

V termodynamice je zvykem zdUraznit proménné, které zistidvaji béhem derivovani konstantni tak,
7Ze je zapiSeme jako indexy za zdvorku v niZ je symbol derivace. Je-li naptiklad U = U(V,T'), potom

Zapis
ou
ar /),

vyjadfuje parcidlni derivaci vnitini energie U podle teploty T s tim, Ze se zdtrazni, Ze b€hem derivovani
zUstava objem V konstantni.
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2.2.2 Uplny diferencil

Mgjme funkei dvou proménnych F' = F'(z,y). Hodnotu této funkce Ize samoziejmé uréit v kazdém bodé
jejiho defini¢niho oboru. Pfedpoklddejme, Ze jsme tak udinili v konkrétnim bodé A = [z 4, y4]. Nyni nds
bude zajimat odhad jak moc se hodnota této funkce zméni, jestliZe se z tohoto bodu malinko (nicméné
kone¢né) vzdalime v obecném sméru, takZe jednotlivé soufadnice bodu A zménime o (malé) hodnoty
Ax a Ay. Pro zménu funkce AF' dostdvame

AF = F(rva+Av,ya+ Ay) — F(za,y4) =
= F(xa+Ax,ys+ Ay)+ F(za,ya + Ay) — F(za,ya + Ay) — F(z4,y4) = (2.3)
_ [Flza+Az,ya+ AAy) — F(za,ya+ Ay)} Az + {F(anyA + AA@/) — F(za,ya) Ay,
x )

kde jsme vztah ekvivalentn& upravili pfiétenim a odeétenim F'(z 4, y4 + Ay). Srovnejme nyni vyrazy v
hranatych zavorkach s definicemi parcidlnich derivaci podle x a y, které jsme uvedli v minulém ¢lanku.
Zatimco, vyraz ve druhé zavorce je aZ na chybéjici limitu identicky s definici parcidlni derivace podle y,
vyraz v prvni zdvorce se ponékud 1i§i. Vezmeme-li vSak v tvahu, Ze podle definice parcidlnich derivaci
jdou Az a Ay k nule dostdvame zde také parcidlni derivaci podle x. Vidime tedy, Ze pro malé kone¢né
zmény Ax a Ay plati pfiblizny vztah

oF oF
Ox oy
Pro inifinitezimélni zmény dz a dy dostdvdme
oF oF
dF =|—|d — | dy. 2.5
<5$> x+<8y> ’ 22
Tento vyraz nazyvame iplnym diferencidlem funkce dvou proménnych F' = F(z,y). Pro funkci n
promé&nnych F = F(x1,x2,...,x,) dostaneme identicky
OF OF OF "~ (OF
dF =(-—|d — | d — | dzp, = dz; . 2.6
(o)t + () et o+ (3) 4= () oo 29

2.2.3 Uzitecna pravidla pro vypocet parcialnich derivaci

Zaménnost poradi derivaci

Mgjme funkci dvou proménnych z = f(x,y). Pokud tato funkce mé v daném bod& spojité derivace II.
fadu potom plati

0% f B 0% f
0xdy  Oydx’

Q2.7)
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coz lze ve zkracené formé zapsat jako fr, = fy.. Podobné plati pro funkce vice proménnych

0f B 0*f
3$i6$j N (9.23]61'1 ’

(2.8)

tedy fu,z; = fu;z;- PTi vypoctu smiSenych derivaci vySSich fada tedy nezdleZi na poradi derivovdni.

Derivace inverzni funkce a pravidlo ,,minus jednic¢ky*

Vezméme funkci dvou proménnych z = z(z, y). Stejnou funkci miZzeme (za jistych podminek) napsat tak,
Ze za nezévisle proménné zvolime napiiklad y, z a tedy stejnd funkce bude dédna pfedpisem x = z(y, z)
nebo z, z a funkce bude ddna pfedpisem y = y(x, z). NapiSme nyn{ dplny diferencidl funkce x = z(y, z)

dr = (85]:) dy + (8:1:) dz (2.9)
0y ), 9z ),
a nynf stejné funkce vyjadiené jako y = y(x, z)
oy oy
dy=1|=—) d —= | dz. 2.10
1= (), @+ (3), @ e

Dosadime-li rovnici (2.10) za dy do rovnice (2.9) dostaneme

_ (Ox y Ox dy ox
w=(5) (), @ [(ayl (7). (az)j & ey

Drzime-li nyni z konstantni, nebo-li dz = 0, dostaneme dtileZity a Casto pouzivany vztah

ktery plati za prepokladu, Ze obé derivace existuji a jsou nenulové.

Drzime-li nyni « konstantni, nebo-li dz = 0, je zdvorka na pravé strané rovnice (2.11) nulovd a s
vyuzitim vztahu (2.12) dostavame dalsi dilezity vztah

Qy 0z or\ B
(5).(&),(5).- e

ktery opét plati kdyz vSechny derivace existuji a jsou nenulové. Toto pravidlo budeme pracovné nazyvat
pravidlem minus jednicky.
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2.3 Pfaffovy formy a jejich vyznam pro termodynamiku

Linearn{ diferencialni formy typu

’(500(.7}1,132, ,a:n) = X1dxy + Xodxo + ... + X, dxy, (2.14)

kde koeficienty formy X; = X;(z1,z2,...,2,) jsou obecné funkcemi n proménnych se nazyvaji
Pfaffovymi formami n-tého stupné. Pfaffovy formy lze zapsat pomoci skalarniho soucinu tak, Ze jejich
koeficienty, tedy funkce X, Xa, ..., X, povazujeme za slozky jedné vektorové funkce

X = [X1,Xo,..., X0 . (2.15)

Tato funkce jednoznaéné urcuje vektorové pole, jez pfirazuje kazdému bodu prostoru pravé jeden vektor
tohoto pole. Déle zavedeme v tomto poli vektor posunuti d = [dz1, dzg, ..., dz,]. S vyuZitim tohoto
formalismu lze Pfaffovy formy psét jako skaldrni soucin

(2.16)

Pfaffovy formy jsou v termodynamice velmi béZzné. Ostatné i I. termodynamicky zdkon
dU =TdS - PdV (2.17)

takovou formou je. Zcela klicové pro studium termodynamiky je jaké vlastnosti maji konkrétni Pfaffovy
formy vyskytujici se v termodynamice. Abychom si ujasnili jakym smérem budeme déle postupovat
zformulujeme nyni ¢tyfi klicové otazky tykajici se Pfaffovych forem:

1. Je dand linedrni Pfaffova forma dplnym diferencidlem néjaké funkce a jak to poznadme?

2. Jestlize ne, existuje k dané form& dw(x1, 2, ..., ) n&jaka funkce p(z1,z9,...,x,), kterou na-
zveme integracni faktor, takova Ze vyndsobime-li formu timto integracnim faktorem stane se
Uplnym diferencidlem néjaké funkce?

3. Jak pozname, Ze pro danou Pfaffovu formu existuje integracni faktor?

4. Proc je z hlediska termodynamiky tak dulezité, zda Pfaffova forma je dplnym diferencidlem?

V dal$im textu budeme hledat odpovédi na tyto otazky, pficemzZ se v vétSinou omezime na formy do
tietiho stupné.

2.3.1 Pfaffovy formy a dplny diferencial

Je-1i Pfaffova forma

ow(ry, T2y .y Xn) = Xpdry + Xodzo + ... + X, dzy (2.18)
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uplnym diferencidlem musi existovat funkce o (z1, 2, ..., x,) takovd, Ze plati

0 0 0
do(z1,29, ..., k) = <8x01> dx, + <3x02> dro + -+ <8;> dx,, =
= Xidxy + Xeodzo + ... + X, dz,, (2.19)

tedy pro koeficienty formy musi platit

Xi(21, T2y ooy Tn) = (g;) . (2.20)

Jak pozndme, Ze dand Pfaffova forma je dpnym diferencidlem? Z matematiky vime, Ze pfi vypoctu
smiSenych derivaci vyS$Sich fadt nezdleZ{ na poradi derivovani, tedy

0% f 0% f
= = = . 2 . 2 1
Jou Jxdy  Oyox Tue 2.21)
Zderivujeme-li rovnici (2.20) podle x;, uplatnénim pravidla o zdménnosti derivaci dostaneme
0 %o 0o 0

T%Xi B Oz ;0x; - 00 - aTgin : (2.22)

Dostali jsme tak podminku nutnou a postacujici k tomu, aby byla Pfaffova forma tplnym diferencidlem.
Tuto podminku lze zapsat jako

‘Zii? = %f: , (2.23)
pro vSechna ¢, j. V konkrétnim pfipad€ formy se dvéma proménnymi x a y
dw = X(z,y)dz + Y (x,y)dy (2.24)
je nutna a postacujici podminka to, aby forma byla tGplnym diferencidlem néjaké funkce
0X éz Y _ ‘Wéi’ Y (2.25)

Nyni tedy zndme zputsob jak zjistit zda Pfaffova forma ja ¢i neni Gplnym diferencidlem néjaké funkce.
Jestlize forma je tplnym diferencidlem néjaké funkce nazyvame ji holonomni.

2.3.2 Integracni faktor Pfaffovych forem

Jestlize zjistime, Ze dand Pfaffova forma neni dplnym diferencidlem néjaké funkce, miZe, ale nemusi
existovat nenulovd funkce pu = p(1,22,...,2,), kterou kdyZ formu vyndsobime stane se tplnym
diferencidlem, tedy

wow(xy, e, .y xy) = pXydry + pXodre + ... + pX, da, =

do do do

= dU(xl,mg,...,xn) y
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kde o0 = o(z1,x2, ..., z,) je funkce jejimZ tplnym diferencidlem dand Pfaffova forma je. Funkci p =
w(x1, za, ..., xy), kterou jsme formu vynésobili se nazveme integracnim faktorem dané formy. Lze
snadno dokdzat (viz pozndmka pod arou), Ze je-li p = u(x1,x2,...,x,) integraénim faktorem dané
formy, pak také libovolnd funkce ve tvaru u/ = uf(c) ! je také integraénim faktorem dané formy.
Najdeme-li tedy jeden integracni faktor k dané formé existuje jich nekone¢né¢ mnoho. Pokud Pfaffova
forma nenfi Gplnym diferencidlem, ale m4 integracni faktor nazyvame ji rovnéz holonomni. Pokud forma
integracni faktor nema nazyvame ji neholonomni.

PoloZme si nyni otdzku jak pozndme, Ze k dané formé existuje integracni faktor. Pfipomeiime, Ze se
budeme zabyvat pouze formami do tietiho stupné. Ma-li forma integracni faktor stava se po vynasobeni
timto faktorem uplnym diferencidlem néjaké funkce a nutné musi byt spInény podminky (2.23), které
pro formu tfetiho stupné predstavuji tyto tfi rovnice

s ——(pX1) = TM(NXQ)’

0 0
Ors —(nXa) = {TEQ(MX?,) ; (2.27)
o )

Provedeme-li derivaci soucinu funkci a vyndsobime-li prvni rovnici funkci X3, druhou funkei X a tieti
funkci X5 dostaneme

on ox, o X

X3X18 + X3u 6%2 = X3X28 + X3 8:1:1’
ou 0Xy ou X

X1X287+X ax = X1X35' + X1p 81‘ , (2.28)
ou 0Xy ou X,

X2X38 + Xop c% = X2X18 + Xop &U .

Nyni tyto rovnice seCteme, prevedeme vSechny ¢leny na levou stranu a usporadame takto

ol (D2 Z0Xs) |y (0Xs OXy Loy (90X 90Xz, (2.29)
81‘3 &7:2 81‘1 8353

8932 63:1
pricemz integracnim faktorem, jakoZto nenulovou funkci mizeme celou rovnici vydélit. Vysledny vztah
Ize snadno napsat pomoci vektorového formalismu jako

(X (VxX)=0.| (2.30)

Dostali jsme tak nutnou a postacujici podminku pro to, aby Pfaffova forma tfettho stupné méla integracni
faktor. Pro formy stupné n < 2 lze dokazat tvrzeni (viz Pfiklady k procviceni na konci této kapitoly), Ze
integracni faktor existuje vZdy a vSechny takové formy jsou holonomni.

log = o(x1,x2,...,x,) je funkce jejimZ Gplnym diferencidlem se Pfaffova forma po vyndsobeni integraénim faktorem

stane. Diikaz je snadny, je-li 6Q/pu1 = doi potom 6Q/[p1p(o1)] = doi/p(o1) = doi’, kde o1’ = [ do1/¢(01), takze
1 = pap(or) je také integrujicim délitelem.
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2.3.3 Geometricky vyznam holonomnosti a neholomnosti Pfaffovych forem

Polozime-li Pfaffovu formu rovnu nule2, tedy
5&)(1‘1,%2,%‘3) = Xidzy + Xodzo + X3dz3 =0 (2.31)

dostaneme tzv. Pfaffovu rovnici.

Holonomni formy

Je-li dand forma holonomni je dplnym diferencidlem néjaké funkce nebo k ni existuje integracni faktor.
Polozime-li tuto formu rovnu nule dostaneme Pfaffovu rovnici

,U,(Xl dri + Xodzy + X3 dxg) = d(J’(xl,LL‘Q,fL‘g) =0, (2.32)
jejiz integraci obdrzime mnoZinu ploch v prostoru danou predpisem
o(x1,x9,x3) = konst . (2.33)

Dostavame se z hlediska termodynamiky ke klicovému zavéru: integraci holonomnich forem dostavame
mnozinu vzdjemneé se neprotinajicich ploch ur¢enych konstantou na pravé strané (2.33). Odpovida-li tedy
Pfaffova rovnice (2.31) holonomni form& potom z libovolného bodu A = [x14, 24, 234] na plose dané
rovnici (2.33) se pii dodrZeni Pfaffovy rovnice I1ze posunout pouze do jiného bodu, ktery vSak leZi na
stejné plose, nikdy ne mimo tuto plochu. VSechny body lezici mimo danou plochu jsou pfi splnéni dané
Pfaffovy rovnice nedostupné z libovolného bodu leZiciho na dané plose.

Jako konkrétni priklad 1ze uvést holonomni formu, které odpovida Pfaffova rovnice
dow(z,y,z) =xdx+ydy+2dz=0. (2.34)
Jeji integraci okamzité dostaneme funkci
z? + y2 + 22 = konst , (2.35)

kterd odpovidd mnoZiné kulovych ploch v prostoru. Jakékoli posunuti z libovolného bodu konkrétni
kulové plochy uréené konstantou na pravé strané tedy pfi splnéni odpovidajici Pfaffovy rovnice skonc¢i
na stejné kulové plose. VSechny body protoru mimo danou kulovou plochu jsou pfi splnéni dané Pfaffovy
formy nedostupné.

Neholonomni formy

Je-1i Pfaffova forma neholonomni potom integrace Pfaffovy rovnice nevede na rovnici plochy v prostoru,
ale na kfivku v prostoru. V tomto piipadé lze kiivkou vyhovujici dané Pfaffové rovnici spojit libovolné

2Pro jednoduchost se zbyvame pouze formami do tietiho stupng.
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dva body v prostoru. VSechny body prostoru jsou tedy pfi splnéni dané Pfaffovy rovnice dostupné z
libovolného pocatecniho bodu.

Jako konkrétni piiklad 1ze uvést neholonomni formu vedouci na Pfaffovu rovnici
dw(z,y,z) =ydx+ dy+ dz=0. (2.36)

UkaZme, Ze tato forma umozZiuje spojit libovolné dva body v prostoru né&jakou kiivkou, kterd vSude
spliiuje (2.36). Za¢néme v pocatku soustavy soufadné a posurime se nejprve v roviné y = 0, tedy dy = 0.
Rovnice (2.36) bude platit kdyZ dz = 0. Postupujeme tedy ve sméru osy z. Nyni se z kteréhokoli
bodu na ose « budeme pohybovat v roviné x = konst, tedy dz = 0. Rovnice (2.36) bude platit pokud
dy + dz = 0, takZe se pohybujeme v roviné y + z = 0. Kombinaci té€chto dvou posunuti dosahneme
libovolného bodu v roviné y+ z = 0. Z jakéhokoli bodu v této roviné se v§ak miizeme pohybovat v roviné
y = konst, tedy dy = 0 podél ptimky spliiujici rovnici dz/dxz = —y = konst a rovnice (2.36) je opét
splnéna. Mnozina pfimek protinajicich rovinu y + z = 0 vypliiuje cely prostor, takZe 1ze kombinacemi
vySe uvedenych posunutich spojit libovolné dva body prostoru pii soucasném splnéni rovnice (2.36).

2.3.4 Vyznam pro termodynamiku
Pfipomertime si II. termodynamicky zdkon. Ten lze vyjadfit Caratheodéryho principem’:

V kazdém libovolném okoli libovolné daného stavu termicky homogenniho systému existuji stavy
nedosaZitelné vratnou adiabatickou cestou. (Existuji adibaticky nedosaZitelné stavy.)

Tento princip jinymi slovy tvrdi:

1. Pfaffova rovnice odpovidajici I. termodynamickému zakonu?

dQ=dU+>_ A;da; =0, (2.37)
i=1

jakkoli je komplikovana je vZdy holonomni takZe k ni existuje integracni faktor. Rozepsanim
diferenciélu vnitin{ energie, pro niz dle IL. postuldtu termodynamiky plati U = U(ay, ..., an,T),

dostaneme
oU " | /oU
— T A;
a; i=1 aj7ai,

tedy obecnou Pfaffovu rovnici pro vratné adiabatické déje.

da; =0 (2.38)

2. Libovolnou vratnou adiabatickou zménou, tedy pfi splnéni Pfaffovy rovnice (2.37) nebo ekviva-
lentn{ rovnice (2.38) se nikdy nelze dostat mimo plochu danou integrdlem vyse uvedenych rovnic.
Rovnice mnoZiny téchto ploch - tzv. adiabatické plochy, je obecné ddna predpisem

S(ai,...,an,T) = konst . (2.39)

3Pfaffova rovnice odpovidd podmince pro adiabatiénost systému d@Q = 0.
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Pro systémy s jedinym vnéjSim parametrem a potom integrace vede na jednoduchou rovnici
S(a,T) = konst , (2.40)

ktera je rovnici neprotinajicich se kfivek - tzv. adiabat ve 2-D prostoru.

Zavérem lze shrnou, Ze matematicky aparat, ktery jsme predstavili v clancich tykajicich se Pfaffovych
forem pouZzijeme k nalezeni integra¢niho faktoru pro teplo a pro zavedeni nové, dilezité stavové funkce
- entropie.

2.4 Véta o krivkovém integralu II. druhu

Kfivkové integraly II. druhu maji tvar

B
/ X - dz, (2.41)
A

kde vektorova funkce X predstavuje vektorové pole a da posunuti v tomto poli. Rozepsanim skalarniho
soucinu dostaneme samoziejme v integrandu Pfaffovu formu. Pro kfivkové integraly II. druhu existuje
urditd tfida vekrorovych poli (tedy vektorovych funkei X = [X1, Xo, ..., X,,]) takovd, Ze pro vektorova
pole z této tiidy hodnota tohoto kiivkového integrdlu nezdvisi na cesté, po které se pohybujeme pfi
prechodu soustavy ze stavu A do stavu B. Vektorova pole z této tfidy nazyvame konzervativni. Plati
nasledujici klicova véta:

Véta: Vektorové pole X, které ma spojité parcidlni derivace ve spojité oblasti prostoru P je konzervativni
tehdy, a jen tehdy, plati-li kterékoli z nasledujicich tvrzeni:

1. Integral ff X - dz, kde A a B lezi v oblasti P nezavisi na cesté z bodu A do B. Proto integral

j([ X -dz=0 (2.42)
C

po jakékoli uzaviené kiivce C' leZici v P je roven nule.
2. Existuje jednoznac¢na funkce polohy ¢ takovd, Ze plati X = V.
3. Vx X =0.

4. Pfaffova forma X - dx je vplnym diferencidlem.

2.4.1 Vyznam pro termodynamiku

Vyznam pravé formulované véty pro termodynamiku je zdsadni. Pokud je néjaka Pfaffova forma, s
nimiZ termodynamika velmi Casto pracuje, tplnym diferencidlem néjaké funkce, potom pfi vypoctu

2-30



Metoda Lagrangeovych multiplikdtori Michal Varady

velikosti zmény dané veliiny odpovidajici funkci jejiz diferenciaci dostaneme uvazovanou Pfaffovu
formu, nebude zileZet na termodynamickém déji (tedy na cesté), ktery zménu veli¢iny zptsobil. V
termodynamice nazyvame takovéto velidiny stavové funkce’, nebo-li termodynamické potencidly. Jako
piiklady termodynamickych potencidli miiZeme uvést vnitini energii U, entropii S, volnou energii F',
entalpii H a Gibbsovu volnou energii G.

Kromeé stavovych funkei operujeme v termodynamice jest€ s druhou tfidou velicin, jejichZ Pfaffovy
formy nejsou viplnymi diferencidly Zddné funkce. Takovéto veli¢iny jsme v termice oznacovali jako déjové
funkce. Na vypocet téchto funkei pfi termodynamickych déjich nelze aplikovat vétu z predeslého ¢lanku
a je tedy skute¢né€ nutné provést integraci kiivkového integralu II. druhu po cesté, kterd odpovida danému
termodynamickému dé&ji. Pfikladem funkci tohoto druhu jsou prace W a teplo Q).

2.5 Metoda Lagrangeovych multiplikatoru

Nejen v termodynamice Casto potiebujeme, napiiklad pii hledani podminek termodynamické rovnovahy,
najit tzv. vdazané exrémy funkci vice proménnych. Jak si predstavit smysl této tlohy napiiklad pro funkce
dvou proménnych? V pfedeslém vykladu jsme uvedli, Ze funkci dvou proménnych si lze predstavit
jako predpis, kterym urcujeme tvar hornatého terénu. Tento terén ma své stacionarni body, tedy lokalni
maxima a minima, kterd miZeme najit metodami matematické analyzy funkci vice proménnych. O ty
nam zde viak nejde. Pfedstavme si, Ze timto terénem vede cesta, po které jdeme. Rekneme, Ze na§ pohyb
je vdzdn na tuto cestu. Pokud naSe cesta nevede pres nejvyssi kopec, nikdy nedosdhneme absolutniho
maxima funkce, nicméné i na této cesté projdeme néjakym nejvysSsim a nejniz§im bodem. ProtoZe tyto
extrémy nejsou dané jenom tvarem terénu, ale také cestou po niZ jdeme, nazyvidme je vdzané extrémy.
Jak je najit?

Diskutujme nejprve funkce dvou proménnych. Hleddme maximum funkce f = f(z,y) vdzané na
podminku g(z,y) = ¢, kde ¢ je konstanta. S vyuZitim na$i analogie popisuje funkce f = f(z,y)
vysku hornatého terénu nad hladinou mofe a podminka g(x,y) = c je rovnici cesty po niZ jdeme.
Nejpfimodarejsi cestou ke zjisténi vazanych extrémi by samoziejmé bylo vyjadfit z funkce g(x,y) = ¢
jako zdvisle proménnou y nebo z a toto vyjddieni potom dosadit za y nebo x do funkce f = f(x,y).
Dostali bychom tak funkci jedné proménné jejiz extrémy bychom snadno urcili zndmymi metodami
pro funkce jedné proménné. Tento zplsob by vsak Casto vedl k velmi ndroénym algebraickym tpravam
a pro funkce vice nez dvou proménnych by byl zdlouhavy. Proto pouZijeme jednodus$si metodu tzv.
Lagrangeovych multiplikdtorii.

Podminka pro stacionarni body funkce f je

dfzg—fdw—&—a—fdy:O. (2.43)
Oz dy

Kdyby dz a dy byly navzdjem nezdvislé, bylo by mozno podminku zjednodusit takto

fe=fy=0. (2.44)

3Jejich hodnota je funkci stavu v ndm? se soustava nachdzi a nesouvisi s d&ji, které systém do daného stavu privedly.
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V nasem piipad¢ hleddni vazaného extrému vSak nezavislé nejsou, ale vzhledem k existenci funkce
g(x,y) = c (kterd je konstantni) musi spliiovat

dg= 2 4p+ Py 0. (2.45)
Oz oy
Vynasobenim dg zatim nezndmym Cislem ) a prictenim k df dostaneme
of 9y of |9y
d Ag)=[=—+21=]d — 4+ A= dy=0 2.46
o= (2B ar (2 22) 4y, o0

kde A se nazyva Lagrangeiiv neurcity multiplikdtor. V posledni rovnici jsou jiz dr a dy navzdjem
nezdvislé a libovolné, takZe musime najit A takové, aby

of dyg
—+2A= =0
Oz + Ox ’
of 9y
—+2= = 0. 2.47
By + 9y (2.47)
Po doplnéni téchto dvou rovnic rovnici vyjadiujici vazebnou podminku
g(z,y) =c (2.48)

dostavame soustavu tif rovnic pro tfi nezndmé A, x a y, kde soufadnice x a y oznacuji polohu stacionarniho
bodu.

Metodu Lagrangeovych multiplikatort 1ze pouZit k nalezeni staciondrnich bodut funkei i vice nez dvou
proménnych, na néz se vztahuje vice vazebnych podminek, pfi¢emZ samoziejmé musi platit, Ze pocet
vazeb musi byt mensi neZ pocet proménnych funkce jejiz extrémy hleddme. Méjme napiiklad funkei tif
proménnych f = f(x,y, z) a mdme najit jeji staciondrni body v mistech danych vazbami g(x,y, z) = ¢1
ah(z,y,z) = co, kde ¢ a cg jsou konstanty. Aplikaci metody Lagrangeovych multiplikdtord dostdvame

of dg  Oh
o Thar Tras
of 99 . 0h

0
- L -7 = 2.4
8y(er/\g+uh) 6y+>\8y+uay 0, (2.49)

)
%(H&qwh) =

0 _of Jg oh
a(f+/\g+uh) = az+>\az+uaz—0,
coZ spolu s vazebnymi podminkami
9(r,y,2) = e, (2.50)
h(:L‘, Y, Z) = C2, (2.51)

opét tvori soustavu tentokrat 5-ti rovnic pro pét proménnych x, y, z, A, u. UkaZme si nyni aplikaci této
metody na prikladech.

2.5.1 Priklady pouziti metody

Priklad: Teplota libovolného bodu v prostoru je ddna funkci 7'(z, y) = 1+ xy. Na jednotkové kruZnici
22 + y? = 1 najdéte body s maximalni teplotou.
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ReSeni: Hledame maximum funkce T'(x, ), pii platnosti vazebni podminky 22 + y? = 1. Dosazenim
do (2.47) dostavame

y+2\y = 0,
r+2xx = 0, (2.52)
coZ spolu s vazebnou podminkou
P2yt =1, (2.53)

tvori soustavu tf{ rovnic pro tfi nezndmé z, y, A. Jeji feSeni jsou tato

r=y = x==

1
= ::l:77
V2 YT A

1 1
rT=-y = T=F—

ok yz:l:ﬁ.

Maximadln{ teplotu na jednotkové kruznici dostaneme snadno dosazenim nalezenych soufadnic bodd do
funkce T'(z, y). Maximadlni teplota Ty,q, = 3/2 je vbodech z = y = j:%.

2.6 Priklady k procviceni

1. Dokazte, Ze koeficienty izotermické stlacitelnosti x a izobarické teplotni roztaznosti 3 jsou pro
jeden mol:

(a) Idedlniho plynurovny xk = 1/Pap=1/T.
(b) Van der Waalsova plynu rovny

B v?(v — b)?
-~ RTv3 —2a(v—1b)2’

Rv%(v —b)

p= RTv? — 2a(v — b)?

K
2. Dokazte, ze mezi koeficienty izotermické stlaCitelnosti x, izobarické teplotni roztaznosti 5 a
izochorické rozpinavosti y plati jednoduchy vztah § = Pyk.

3. Pro urcity plyn bylo experimentédlné zjiSténo, Ze jeho vnitini energii lze aproximovat vztahem
U = aT — bP, kde a a b jsou konstanty. Dale bylo zjisténo, Ze koeficienty 5 a v jsou stejné jako
u idedlniho plynu: k = 1/P a 8 = 1/T. Uréete tepelnou kapacitu tohoto plynu pii konstantnim
objemu C'y jako funkci a, b, T a P.

(Vysledek: Cy = a — bP/T.)
4. Pro plyn popsany termickou stavovou rovnici ve tvaru

PV = RT exp (—%)

urcete koeficienty 53, k a 7.

5. Urcete které z nasledujicich Pfaffovych forem jsou uplnym diferencidlem, které jsou holonomni a
které neholonomni:
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(a) dF(x,y) =3ydz + xdy
(2,y

(b) dG(z,y,2) =(zr+y+2)de+xdy +xdz
(¢) dH(z,y,2) = zz(x + y + z)dz + 222 dy + 222 dz
(d) dK(x,y,2) =ydx + dy + dz

6. Dokazte, Ze teplo d(@ nenf Gplnym diferencidlem:

(a) Pro jednoduchy homogenni systém popsany termickou stavovou rovnici typu A = A(a, T).
(b) Pro obecny systém u n€hoZz zobecnéné sily A; dle II. postuldtu termodynamiky jsou dany
funkcemi A; = A;(a1,as,...,a,,T).

7. Dokazte, ze Pfaffovy formy druhého stupné (dvou proménnych) jsou vZdy holonomni, tedy vzdy
k nim existuje integracni faktor.



