
Přednáška 2

Matematika termodynamiky

Vzhledem k tomu, že stavové funkce vyskytujı́cı́ se v termodynamice jsou často funkcemi dvou nebo
dokonce vı́ce proměnných (viz II. postulát termodynamiky), je přirozeně jejı́m matematickým aparátem
diferenciálnı́ počet funkcı́ vı́ce proměnných. Konkrétně hrajı́ v termodynamice významnou roli parci-
álnı́ derivace, totálnı́ diferenciál funkcı́ vı́ce proměnných, otázky týkajı́cı́ se holonomnosti Pfaffových
diferenciálnı́ch forem, klı́čová věta o výpočtu křivkového integrálu II. druhu je-li integrand úplným di-
ferenciálem nějaké funkce a hledánı́ tzv. vázaných extrémů funkcı́ vı́ce proměnných. Cı́lem této kapitoly
je stručně shrnout tyto matematické vědomosti a techniky v mı́ře nezbytné k pochopenı́ termodynamiky
v rozsahu tohoto textu.

2.1 Funkce vı́ce proměnných

Funkcı́ n proměnných rozumı́me předpis typu

z = f(x1, x2, . . . , xn) , (2.1)

který každé množině čı́sel x1, x2, . . . , xn z definičnı́ho oboru funkce f přiřadı́ právě jednu hodnotu z.
Vezměme pro jednoduchost funkce pouze dvou proměnných, tedy

z = f(x, y) . (2.2)

Jak si takovou funkci přestavit? U funkcı́ jediné proměnné y = f(x) si každý nepochybně představı́
jejı́ graf načrtnoutý na listu papı́ru. Co však s funkcı́ dvou proměnných? Vezměme rovnou podlahu
mı́stnosti tvaru kvádru za rovinu x − y, přičemž osa x napřı́klad odpovı́dá průsečı́ku stěny před námi a
podlahy, osa y průsečı́ku stěny vpravo od nás a podlahy a osa z odpovı́dá průsečı́ku čelnı́ a pravé stěny
mı́stnosti. Nynı́ kamkoli se v mı́stnosti postavı́me, odpovı́dá našı́ poloze nějaký bod se souřadnicemi [x, y]
na podlaze mı́stnosti. Dosadı́me–li tyto souřadnice do předpisu z = f(x, y) dostame funkčnı́ hodnotu,
kterou vyneseme z bodu kde stojı́me vertikálně ve směru osy z. Kdybychom nynı́ spočetli funkčnı́
hodnoty funkce f pro velký počet uspořádaných dvojic [x, y] z definičnı́ho oboru funkce a zvizualizovali
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je, dostali bychom obecně zvlněnou plochu, jejı́ž tvar by byl dán předpisem z = f(x, y). Funkci dvou
proměnných si tedy můžeme při troše fantazie představit jako plochu ve třı́dimenzionálnı́m prostoru. Lze
si tedy představit, že funkce z = f(x, y) vlastně určuje výšku terénu v horách v závislosti na našı́ poloze.
Podobně si představit funkce vı́ce proměnných tak snadné nenı́, protože bychom k jejich vizualizaci
potřebovali prostory s vı́ce než třemi dimenzemi.

2.2 Diferenciálnı́ počet funkcı́ vı́ce proměnných

2.2.1 Parciálnı́ derivace

Základnı́m pojmem teorie funkcı́ vı́ce proměnných je parciálnı́ derivace. Parciálnı́ derivace funkce
f = f(x, y) podle x určuje rychlost změny funkce se změnou proměnné x, přičmž proměnnou y
považujeme při derivovánı́ za konstantu. Přesná definice parciálnı́ derivace funkce podle x v bodě
A = [xA, yA] je

Jeli f = f(x, y) funkcı́ dvou proměnných proměnných a existuje-li v bodě [xA, yA] vlastnı́ limita

∂f

∂x
(xA, yA) = lim

h→0

f(xA + h, yA)− f(xA, yA)
h

pak řı́káme, že funkce f = f(x, y) má v bodě A = [xA, yA] parciálnı́ derivaci podle x.

Obdobně je definována parciálnı́ derivace podle y v daném bodě

Jeli f = f(x, y) funkcı́ dvou proměnných proměnných a existuje-li v bodě [xA, yA] vlastnı́ limita

∂f

∂y
(xA, yA) = lim

h→0

f(xA, yA + h)− f(xA, yA)
h

pak řı́káme, že funkce f = f(x, y) má v bodě A = [xA, yA] parciálnı́ derivaci podle y.

Uvedené definice lze samozřejmě snadno zobecnit na funkce vı́ce než dvou proměnných. Geometricky
je hodnota parciálnı́ derivace funkce dvou proměnných třeba podle x v bodě A rovna směrnici tečny k
dané funkci v daném bodě A v rovině řezu funkce plochou x = xA.

V termodynamice je zvykem zdůraznit proměnné, které zůstávajı́ během derivovánı́ konstantnı́ tak,
že je zapı́šeme jako indexy za závorku v nı́ž je symbol derivace. Je-li napřı́klad U = U(V, T ), potom
zápis �

∂U

∂T

�

V

vyjadřuje parciálnı́ derivaci vnitřnı́ energie U podle teploty T s tı́m, že se zdůraznı́, že během derivovánı́
zůstává objem V konstantnı́.
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2.2.2 Úplný diferenciál

Mějme funkci dvou proměnných F = F (x, y). Hodnotu této funkce lze samozřejmě určit v každém bodě
jejı́ho definičnı́ho oboru. Předpokládejme, že jsme tak učinili v konkrétnı́m bodě A = [xA, yA]. Nynı́ nás
bude zajı́mat odhad jak moc se hodnota této funkce změnı́, jestliže se z tohoto bodu malinko (nicméně
konečně) vzdálı́me v obecném směru, takže jednotlivé souřadnice bodu A změnı́me o (malé) hodnoty
∆x a ∆y. Pro změnu funkce ∆F dostáváme

∆F = F (xA +∆x, yA +∆y)− F (xA, yA) =

= F (xA +∆x, yA +∆y) + F (xA, yA +∆y)− F (xA, yA +∆y)− F (xA, yA) = (2.3)

=
�
F (xA +∆x, yA +∆y)− F (xA, yA +∆y)

∆x

�
∆x+

�
F (xA, yA +∆y)− F (xA, yA)

∆y

�
∆y ,

kde jsme vztah ekvivalentně upravili přičtenı́m a odečtenı́m F (xA, yA +∆y). Srovnejme nynı́ výrazy v
hranatých závorkách s definicemi parciálnı́ch derivacı́ podle x a y, které jsme uvedli v minulém článku.
Zatı́mco, výraz ve druhé závorce je až na chybějı́cı́ limitu identický s definicı́ parciálnı́ derivace podle y,
výraz v prvnı́ závorce se poněkud lišı́. Vezmeme–li však v úvahu, že podle definice parciálnı́ch derivacı́
jdou ∆x a ∆y k nule dostáváme zde také parciálnı́ derivaci podle x. Vidı́me tedy, že pro malé konečné
změny ∆x a ∆y platı́ přibližný vztah

∆F ≈ ∂F (xA, yA)
∂x

∆x+
∂F (xA, yA)

∂y
∆y . (2.4)

Pro inifinitezimálnı́ změny dx a dy dostáváme

dF =
�
∂F

∂x

�
dx+

�
∂F

∂y

�
dy . (2.5)

Tento výraz nazýváme úplným diferenciálem funkce dvou proměnných F = F (x, y). Pro funkci n
proměnných F = F (x1, x2, . . . , xn) dostaneme identicky

dF =
�
∂F

∂x1

�
dx1 +

�
∂F

∂x2

�
dx2 + · · ·+

�
∂F

∂xn

�
dxn =

n�

i=1

�
∂F

∂xi

�
dxi . (2.6)

2.2.3 Užitečná pravidla pro výpočet parciálnı́ch derivacı́

Záměnnost pořadı́ derivacı́

Mějme funkci dvou proměnných z = f(x, y). Pokud tato funkce má v daném bodě spojité derivace II.
řádu potom platı́

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
, (2.7)
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Michal Varady Přednáška 2: Matematika termodynamiky

což lze ve zkrácené formě zapsat jako fxy = fyx. Podobně platı́ pro funkce vı́ce proměnných

∂2f

∂xi∂xj
=

∂2f

∂xj∂xi
, (2.8)

tedy fxixj = fxjxi . Při výpočtu smı́šených derivacı́ vyššı́ch řádů tedy nezáležı́ na pořadı́ derivovánı́.

Derivace inverznı́ funkce a pravidlo „minus jedničky“

Vezměme funkci dvou proměnných z = z(x, y). Stejnou funkci můžeme (za jistých podmı́nek) napsat tak,
že za nezávisle proměnné zvolı́me napřı́klad y, z a tedy stejná funkce bude dána předpisem x = x(y, z)
nebo x, z a funkce bude dána předpisem y = y(x, z). Napišme nynı́ úplný diferenciál funkce x = x(y, z)

dx =
�
∂x

∂y

�

z

dy +
�
∂x

∂z

�

y

dz (2.9)

a nynı́ stejné funkce vyjádřené jako y = y(x, z)

dy =
�
∂y

∂x

�

z

dx+
�
∂y

∂z

�

x

dz . (2.10)

Dosadı́me-li rovnici (2.10) za dy do rovnice (2.9) dostaneme

dx =
�
∂x

∂y

�

z

�
∂y

∂x

�

z

dx+

��
∂x

∂y

�

z

�
∂y

∂z

�

x

+
�
∂x

∂z

�

y

�
dz . (2.11)

Držı́me-li nynı́ z konstantnı́, nebo-li dz = 0, dostaneme důležitý a často použı́vaný vztah

�
∂x

∂y

�

z

=
1�

∂y
∂x

�

z

, (2.12)

který platı́ za přepokladu, že obě derivace existujı́ a jsou nenulové.

Držı́me-li nynı́ x konstantnı́, nebo-li dx = 0, je závorka na pravé straně rovnice (2.11) nulová a s
využitı́m vztahu (2.12) dostáváme dalšı́ důležitý vztah

�
∂y

∂z

�

x

�
∂z

∂x

�

y

�
∂x

∂y

�

z

= −1 , (2.13)

který opět platı́ když všechny derivace existujı́ a jsou nenulové. Toto pravidlo budeme pracovně nazývat
pravidlem minus jedničky.
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2.3 Pfaffovy formy a jejich význam pro termodynamiku

Lineárnı́ diferenciálnı́ formy typu

δω(x1, x2, ..., xn) = X1 dx1 +X2 dx2 + ...+Xn dxn , (2.14)

kde koeficienty formy Xi = Xi(x1, x2, . . . , xn) jsou obecně funkcemi n proměnných se nazývajı́
Pfaffovými formami n-tého stupně. Pfaffovy formy lze zapsat pomocı́ skalárnı́ho součinu tak, že jejich
koeficienty, tedy funkce X1, X2, . . . , Xn považujeme za složky jedné vektorové funkce

X = [X1, X2, . . . , Xn] . (2.15)

Tato funkce jednoznačně určuje vektorové pole, jež přiřazuje každému bodu prostoru právě jeden vektor
tohoto pole. Dále zavedeme v tomto poli vektor posunutı́ dx = [ dx1, dx2, . . . , dxn]. S využitı́m tohoto
formalismu lze Pfaffovy formy psát jako skalárnı́ součin

δω =X · dx . (2.16)

Pfaffovy formy jsou v termodynamice velmi běžné. Ostatně i I. termodynamický zákon

dU = T dS − P dV (2.17)

takovou formou je. Zcela klı́čové pro studium termodynamiky je jaké vlastnosti majı́ konkrétnı́ Pfaffovy
formy vyskytujı́cı́ se v termodynamice. Abychom si ujasnili jakým směrem budeme dále postupovat
zformulujeme nynı́ čtyři klı́čové otázky týkajı́cı́ se Pfaffových forem:

1. Je daná lineárnı́ Pfaffova forma úplným diferenciálem nějaké funkce a jak to poznáme?

2. Jestliže ne, existuje k dané formě δω(x1, x2, ..., xn) nějaká funkce µ(x1, x2, . . . , xn), kterou na-
zveme integračnı́ faktor, taková že vynásobı́me–li formu tı́mto integračnı́m faktorem stane se
úplným diferenciálem nějaké funkce?

3. Jak poznáme, že pro danou Pfaffovu formu existuje integračnı́ faktor?

4. Proč je z hlediska termodynamiky tak důležité, zda Pfaffova forma je úplným diferenciálem?

V dalšı́m textu budeme hledat odpovědi na tyto otázky, přičemž se v většinou omezı́me na formy do
třetı́ho stupně.

2.3.1 Pfaffovy formy a úplný diferenciál

Je-li Pfaffova forma

δω(x1, x2, ..., xn) = X1 dx1 +X2 dx2 + ...+Xn dxn (2.18)
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úplným diferenciálem musı́ existovat funkce σ(x1, x2, ..., xn) taková, že platı́

dσ(x1, x2, ..., xn) =
�

∂σ

∂x1

�
dx1 +

�
∂σ

∂x2

�
dx2 + · · ·+

�
∂σ

∂xn

�
dxn =

= X1 dx1 +X2 dx2 + ...+Xn dxn , (2.19)

tedy pro koeficienty formy musı́ platit

Xi(x1, x2, ..., xn) =
�
∂σ

∂xi

�
. (2.20)

Jak poznáme, že daná Pfaffova forma je úpným diferenciálem? Z matematiky vı́me, že při výpočtu
smı́šených derivacı́ vyššı́ch řádů nezáležı́ na pořadı́ derivovánı́, tedy

fxy =
∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
= fyx . (2.21)

Zderivujeme–li rovnici (2.20) podle xj , uplatněnı́m pravidla o záměnnosti derivacı́ dostaneme

∂

∂xj
Xi =

∂2σ

∂xj∂xi
=

∂2σ

∂xi∂xj
=

∂

∂xi
Xj . (2.22)

Dostali jsme tak podmı́nku nutnou a postačujı́cı́ k tomu, aby byla Pfaffova forma úplným diferenciálem.
Tuto podmı́nku lze zapsat jako

∂Xi

∂xj
=

∂Xj

∂xi
, (2.23)

pro všechna i, j. V konkrétnı́m přı́padě formy se dvěma proměnnými x a y

δω = X(x, y) dx+ Y (x, y) dy (2.24)

je nutná a postačujı́cı́ podmı́nka to, aby forma byla úplným diferenciálem nějaké funkce

∂X(x, y)
∂y

=
∂Y (x, y)

∂x
. (2.25)

Nynı́ tedy známe způsob jak zjistit zda Pfaffova forma ja či nenı́ úplným diferenciálem nějaké funkce.
Jestliže forma je úplným diferenciálem nějaké funkce nazýváme ji holonomnı́.

2.3.2 Integračnı́ faktor Pfaffových forem

Jestliže zjistı́me, že daná Pfaffova forma nenı́ úplným diferenciálem nějaké funkce, může, ale nemusı́
existovat nenulová funkce µ = µ(x1, x2, . . . , xn), kterou když formu vynásobı́me stane se úplným
diferenciálem, tedy

µ δω(x1, x2, ..., xn) = µX1 dx1 + µX2 dx2 + ...+ µXn dxn =

=
�

∂σ

∂x1

�
dx1 +

�
∂σ

∂x2

�
dx2 + · · ·+

�
∂σ

∂xn

�
dxn = (2.26)

= dσ(x1, x2, ..., xn) ,
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kde σ = σ(x1, x2, ..., xn) je funkce jejı́mž úplným diferenciálem daná Pfaffova forma je. Funkci µ =
µ(x1, x2, . . . , xn), kterou jsme formu vynásobili se nazveme integračnı́m faktorem dané formy. Lze
snadno dokázat (viz poznámka pod čarou), že je–li µ = µ(x1, x2, . . . , xn) integračnı́m faktorem dané
formy, pak také libovolná funkce ve tvaru µ� = µf(σ) 1 je také integračnı́m faktorem dané formy.
Najdeme-li tedy jeden integračnı́ faktor k dané formě existuje jich nekonečně mnoho. Pokud Pfaffova
forma nenı́ úplným diferenciálem, ale má integračnı́ faktor nazýváme ji rovněž holonomnı́. Pokud forma
integračnı́ faktor nemá nazýváme ji neholonomnı́.

Položme si nynı́ otázku jak poznáme, že k dané formě existuje integračnı́ faktor. Připomeňme, že se
budeme zabývat pouze formami do třetı́ho stupně. Má-li forma integračnı́ faktor stává se po vynásobenı́
tı́mto faktorem úplným diferenciálem nějaké funkce a nutně musı́ být splněny podmı́nky (2.23), které
pro formu třetı́ho stupně představujı́ tyto tři rovnice

∂

∂x2
(µX1) =

∂

∂x1
(µX2) ,

∂

∂x3
(µX2) =

∂

∂x2
(µX3) , (2.27)

∂

∂x1
(µX3) =

∂

∂x3
(µX1) .

Provedeme-li derivaci součinu funkcı́ a vynásobı́me-li prvnı́ rovnici funkcı́ X3, druhou funkcı́ X1 a třetı́
funkcı́ X2 dostaneme

X3X1
∂µ

∂x2
+X3µ

∂X1
∂x2

= X3X2
∂µ

∂x1
+X3µ

∂X2
∂x1

,

X1X2
∂µ

∂x3
+X1µ

∂X2
∂x3

= X1X3
∂µ

∂x2
+X1µ

∂X3
∂x2

, (2.28)

X2X3
∂µ

∂x1
+X2µ

∂X3
∂x1

= X2X1
∂µ

∂x3
+X2µ

∂X1
∂x3

.

Nynı́ tyto rovnice sečteme, převedeme všechny členy na levou stranu a uspořádáme takto

µ

�
X1

�
∂X2
∂x3

− ∂X3
∂x2

�
+X2

�
∂X3
∂x1

− ∂X1
∂x3

�
+X3

�
∂X1
∂x2

− ∂X2
∂x1

��
= 0 , (2.29)

přičemž integračnı́m faktorem, jakožto nenulovou funkcı́ můžeme celou rovnici vydělit. Výsledný vztah
lze snadno napsat pomocı́ vektorového formalismu jako

X · (∇×X) = 0 . (2.30)

Dostali jsme tak nutnou a postačujı́cı́ podmı́nku pro to, aby Pfaffova forma třetı́ho stupně měla integračnı́
faktor. Pro formy stupně n ≤ 2 lze dokázat tvrzenı́ (viz Přı́klady k procvičenı́ na konci této kapitoly), že
integračnı́ faktor existuje vždy a všechny takové formy jsou holonomnı́.

1σ = σ(x1, x2, ..., xn) je funkce jejı́mž úplným diferenciálem se Pfaffova forma po vynásobenı́ integračnı́m faktorem
stane. Důkaz je snadný, je–li δQ/µ1 = dσ1 potom δQ/[µ1ϕ(σ1)] = dσ1/ϕ(σ1) = dσ1�, kde σ1

� =
�

dσ1/ϕ(σ1), takže
µ�
1 = µ1ϕ(σ1) je také integrujı́cı́m dělitelem.
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2.3.3 Geometrický význam holonomnosti a neholomnosti Pfaffových forem

Položı́me-li Pfaffovu formu rovnu nule2, tedy

δω(x1, x2, x3) = X1 dx1 +X2 dx2 +X3 dx3 = 0 (2.31)

dostaneme tzv. Pfaffovu rovnici.

Holonomnı́ formy

Je-li daná forma holonomnı́ je úplným diferenciálem nějaké funkce nebo k nı́ existuje integračnı́ faktor.
Položı́me–li tuto formu rovnu nule dostaneme Pfaffovu rovnici

µ(X1 dx1 +X2 dx2 +X3 dx3) = dσ(x1, x2, x3) = 0 , (2.32)

jejı́ž integracı́ obdržı́me množinu ploch v prostoru danou předpisem

σ(x1, x2, x3) = konst . (2.33)

Dostáváme se z hlediska termodynamiky ke klı́čovému závěru: integracı́ holonomnı́ch forem dostáváme
množinu vzájemně se neprotı́najı́cı́ch ploch určených konstantou na pravé straně (2.33). Odpovı́dá-li tedy
Pfaffova rovnice (2.31) holonomnı́ formě potom z libovolného bodu A = [x1A, x2A, x3A] na ploše dané
rovnicı́ (2.33) se při dodrženı́ Pfaffovy rovnice lze posunout pouze do jiného bodu, který však ležı́ na
stejné ploše, nikdy ne mimo tuto plochu. Všechny body ležı́cı́ mimo danou plochu jsou při splněnı́ dané
Pfaffovy rovnice nedostupné z libovolného bodu ležı́cı́ho na dané ploše.

Jako konkrétnı́ přı́klad lze uvést holonomnı́ formu, které odpovı́dá Pfaffova rovnice

δω(x, y, z) = x dx+ y dy + z dz = 0 . (2.34)

Jejı́ integracı́ okamžitě dostaneme funkci

x2 + y2 + z2 = konst , (2.35)

která odpovı́dá množině kulových ploch v prostoru. Jakékoli posunutı́ z libovolného bodu konkrétnı́
kulové plochy určené konstantou na pravé straně tedy při splněnı́ odpovı́dajı́cı́ Pfaffovy rovnice skončı́
na stejné kulové ploše. Všechny body protoru mimo danou kulovou plochu jsou při splněnı́ dané Pfaffovy
formy nedostupné.

Neholonomnı́ formy

Je-li Pfaffova forma neholonomnı́ potom integrace Pfaffovy rovnice nevede na rovnici plochy v prostoru,
ale na křivku v prostoru. V tomto přı́padě lze křivkou vyhovujı́cı́ dané Pfaffově rovnici spojit libovolné

2Pro jednoduchost se zbýváme pouze formami do třetı́ho stupně.
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dva body v prostoru. Všechny body prostoru jsou tedy při splněnı́ dané Pfaffovy rovnice dostupné z
libovolného počátečnı́ho bodu.

Jako konkrétnı́ přı́klad lze uvést neholonomnı́ formu vedoucı́ na Pfaffovu rovnici

δω(x, y, z) = y dx+ dy + dz = 0 . (2.36)

Ukažme, že tato forma umožňuje spojit libovolné dva body v prostoru nějakou křivkou, která všude
splňuje (2.36). Začněme v počátku soustavy souřadné a posuňme se nejprve v rovině y = 0, tedy dy = 0.
Rovnice (2.36) bude platit když dz = 0. Postupujeme tedy ve směru osy x. Nynı́ se z kteréhokoli
bodu na ose x budeme pohybovat v rovině x = konst, tedy dx = 0. Rovnice (2.36) bude platit pokud
dy + dz = 0, takže se pohybujeme v rovině y + z = 0. Kombinacı́ těchto dvou posunutı́ dosáhneme
libovolného bodu v rovině y+z = 0. Z jakéhokoli bodu v této rovině se však můžeme pohybovat v rovině
y = konst, tedy dy = 0 podél přı́mky splňujı́cı́ rovnici dz/ dx = −y = konst a rovnice (2.36) je opět
splněna. Množina přı́mek protı́najı́cı́ch rovinu y + z = 0 vyplňuje celý prostor, takže lze kombinacemi
výše uvedených posunutı́ch spojit libovolné dva body prostoru při současném splněnı́ rovnice (2.36).

2.3.4 Význam pro termodynamiku

Připomeňme si II. termodynamický zákon. Ten lze vyjádřit Caratheodóryho principem’:

V každém libovolném okolı́ libovolně daného stavu termicky homogennı́ho systému existujı́ stavy

nedosažitelné vratnou adiabatickou cestou. (Existujı́ adibaticky nedosažitelné stavy.)

Tento princip jinými slovy tvrdı́:

1. Pfaffova rovnice odpovı́dajı́cı́ I. termodynamickému zákonu3

d̄Q = dU +
n�

i=1

Ai dai = 0 , (2.37)

jakkoli je komplikovaná je vždy holonomnı́ takže k nı́ existuje integračnı́ faktor. Rozepsánı́m
diferenciálu vnitřnı́ energie, pro niž dle II. postulátu termodynamiky platı́ U = U(a1, . . . , an, T ),
dostaneme �

∂U

∂T

�

ai

dT +
n�

i=1

��
∂U

∂ai

�

aj �=ai,T
+Ai

�
dai = 0 (2.38)

tedy obecnou Pfaffovu rovnici pro vratné adiabatické děje.

2. Libovolnou vratnou adiabatickou změnou, tedy při splněnı́ Pfaffovy rovnice (2.37) nebo ekviva-
lentnı́ rovnice (2.38) se nikdy nelze dostat mimo plochu danou integrálem výše uvedených rovnic.
Rovnice množiny těchto ploch - tzv. adiabatické plochy, je obecně dána předpisem

S(a1, . . . , an, T ) = konst . (2.39)
3Pfaffova rovnice odpovı́dá podmı́nce pro adiabatičnost systému d̄Q = 0.
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Pro systémy s jediným vnějšı́m parametrem a potom integrace vede na jednoduchou rovnici

S(a, T ) = konst , (2.40)

která je rovnicı́ neprotı́najı́cı́ch se křivek - tzv. adiabat ve 2-D prostoru.

Závěrem lze shrnou, že matematický aparát, který jsme představili v článcı́ch týkajı́cı́ch se Pfaffových
forem použijeme k nalezenı́ integračnı́ho faktoru pro teplo a pro zavedenı́ nové, důležité stavové funkce
- entropie.

2.4 Věta o křivkovém integrálu II. druhu

Křivkové integrály II. druhu majı́ tvar
� B

A
X · dx , (2.41)

kde vektorová funkce X představuje vektorové pole a dx posunutı́ v tomto poli. Rozepsánı́m skalárnı́ho
součinu dostaneme samozřejmě v integrandu Pfaffovu formu. Pro křivkové integrály II. druhu existuje
určitá třı́da vekrorových polı́ (tedy vektorových funkcı́ X = [X1, X2, . . . , Xn]) taková, že pro vektorová
pole z této třı́dy hodnota tohoto křivkového integrálu nezávisı́ na cestě, po které se pohybujeme při
přechodu soustavy ze stavu A do stavu B. Vektorová pole z této třı́dy nazýváme konzervativnı́. Platı́
následujı́cı́ klı́čová věta:

Věta: Vektorové pole X , které má spojité parciálnı́ derivace ve spojité oblasti prostoru P je konzervativnı́
tehdy, a jen tehdy, platı́-li kterékoli z následujı́cı́ch tvrzenı́:

1. Integrál
� B
A X · dx, kde A a B ležı́ v oblasti P nezávisı́ na cestě z bodu A do B. Proto integrál

�

C
X · dx = 0 (2.42)

po jakékoli uzavřené křivce C ležı́cı́ v P je roven nule.

2. Existuje jednoznačná funkce polohy φ taková, že platı́ X = ∇φ.

3. ∇×X = 0.

4. Pfaffova forma X · dx je úplným diferenciálem.

2.4.1 Význam pro termodynamiku

Význam právě formulované věty pro termodynamiku je zásadnı́. Pokud je nějaká Pfaffova forma, s
nimiž termodynamika velmi často pracuje, úplným diferenciálem nějaké funkce, potom při výpočtu
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velikosti změny dané veličiny odpovı́dajı́cı́ funkci jejı́ž diferenciacı́ dostaneme uvažovanou Pfaffovu
formu, nebude záležet na termodynamickém ději (tedy na cestě), který změnu veličiny způsobil. V
termodynamice nazýváme takovéto veličiny stavové funkce

3, nebo–li termodynamické potenciály. Jako
přı́klady termodynamických potenciálů můžeme uvést vnitřnı́ energii U , entropii S, volnou energii F ,
entalpii H a Gibbsovu volnou energii G.

Kromě stavových funkcı́ operujeme v termodynamice ještě s druhou třı́dou veličin, jejichž Pfaffovy
formy nejsou úplnými diferenciály žádné funkce. Takovéto veličiny jsme v termice označovali jako dějové

funkce. Na výpočet těchto funkcı́ při termodynamických dějı́ch nelze aplikovat větu z předešlého článku
a je tedy skutečně nutné provést integraci křivkového integrálu II. druhu po cestě, která odpovı́dá danému
termodynamickému ději. Přı́kladem funkcı́ tohoto druhu jsou práce W a teplo Q.

2.5 Metoda Lagrangeových multiplikátorů

Nejen v termodynamice často potřebujeme, napřı́klad při hledánı́ podmı́nek termodynamické rovnováhy,
najı́t tzv. vázané exrémy funkcı́ vı́ce proměnných. Jak si představit smysl této úlohy napřı́klad pro funkce
dvou proměnných? V předešlém výkladu jsme uvedli, že funkci dvou proměnných si lze představit
jako předpis, kterým určujeme tvar hornatého terénu. Tento terén má své stacionárnı́ body, tedy lokálnı́
maxima a minima, která můžeme najı́t metodami matematické analýzy funkcı́ vı́ce proměnných. O ty
nám zde však nejde. Představme si, že tı́mto terénem vede cesta, po které jdeme. Řekneme, že náš pohyb
je vázán na tuto cestu. Pokud naše cesta nevede přes nejvyššı́ kopec, nikdy nedosáhneme absolutnı́ho
maxima funkce, nicméně i na této cestě projdeme nějakým nejvyššı́m a nejnižšı́m bodem. Protože tyto
extrémy nejsou dané jenom tvarem terénu, ale také cestou po nı́ž jdeme, nazýváme je vázané extrémy.
Jak je najı́t?

Diskutujme nejprve funkce dvou proměnných. Hledáme maximum funkce f = f(x, y) vázané na
podmı́nku g(x, y) = c, kde c je konstanta. S využitı́m našı́ analogie popisuje funkce f = f(x, y)
výšku hornatého terénu nad hladinou moře a podmı́nka g(x, y) = c je rovnicı́ cesty po nı́ž jdeme.
Nejpřı́močařejšı́ cestou ke zjištěnı́ vázaných extrémů by samozřejmě bylo vyjádřit z funkce g(x, y) = c
jako závisle proměnnou y nebo x a toto vyjádřenı́ potom dosadit za y nebo x do funkce f = f(x, y).
Dostali bychom tak funkci jedné proměnné jejı́ž extrémy bychom snadno určili známými metodami
pro funkce jedné proměnné. Tento způsob by však často vedl k velmi náročným algebraickým úpravám
a pro funkce vı́ce než dvou proměnných by byl zdlouhavý. Proto použijeme jednoduššı́ metodu tzv.
Lagrangeových multiplikátorů.

Podmı́nka pro stacionárnı́ body funkce f je

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy = 0 . (2.43)

Kdyby dx a dy byly navzájem nezávislé, bylo by možno podmı́nku zjednodušit takto

fx = fy = 0 . (2.44)

3Jejich hodnota je funkcı́ stavu v němž se soustava nacházı́ a nesouvisı́ s ději, které systém do daného stavu přivedly.
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Michal Varady Přednáška 2: Matematika termodynamiky

V našem přı́padě hledánı́ vázaného extrému však nezávislé nejsou, ale vzhledem k existenci funkce
g(x, y) = c (která je konstantnı́) musı́ splňovat

dg =
∂g

∂x
dx+

∂g

∂y
dy = 0 . (2.45)

Vynásobenı́m dg zatı́m neznámým čı́slem λ a přičtenı́m k df dostaneme

d(f + λg) =
�
∂f

∂x
+ λ

∂g

∂x

�
dx+

�
∂f

∂y
+ λ

∂g

∂y

�
dy = 0 , (2.46)

kde λ se nazývá Lagrangeův neurčitý multiplikátor. V poslednı́ rovnici jsou již dx a dy navzájem
nezávislé a libovolné, takže musı́me najı́t λ takové, aby

∂f

∂x
+ λ

∂g

∂x
= 0 ,

∂f

∂y
+ λ

∂g

∂y
= 0 . (2.47)

Po doplněnı́ těchto dvou rovnic rovnicı́ vyjadřujı́cı́ vazebnou podmı́nku

g(x, y) = c (2.48)

dostáváme soustavu třı́ rovnic pro tři neznáméλ,x a y, kde souřadnice x a y označujı́ polohu stacionárnı́ho
bodu.

Metodu Lagrangeových multiplikátorů lze použı́t k nalezenı́ stacionárnı́ch bodů funkcı́ i vı́ce než dvou
proměnných, na něž se vztahuje vı́ce vazebných podmı́nek, přičemž samozřejmě musı́ platit, že počet
vazeb musı́ být menšı́ než počet proměnných funkce jejı́ž extrémy hledáme. Mějme napřı́klad funkci třı́
proměnných f = f(x, y, z) a máme najı́t jejı́ stacionárnı́ body v mı́stech daných vazbami g(x, y, z) = c1
a h(x, y, z) = c2, kde c1 a c2 jsou konstanty. Aplikacı́ metody Lagrangeových multiplikátorů dostáváme

∂

∂x
(f + λg + µh) =

∂f

∂x
+ λ

∂g

∂x
+ µ

∂h

∂x
= 0 ,

∂

∂y
(f + λg + µh) =

∂f

∂y
+ λ

∂g

∂y
+ µ

∂h

∂y
= 0 , (2.49)

∂

∂z
(f + λg + µh) =

∂f

∂z
+ λ

∂g

∂z
+ µ

∂h

∂z
= 0 ,

což spolu s vazebnými podmı́nkami

g(x, y, z) = c1 , (2.50)
h(x, y, z) = c2 , (2.51)

opět tvořı́ soustavu tentokrát 5-ti rovnic pro pět proměnných x, y, z, λ, µ. Ukažme si nynı́ aplikaci této
metody na přı́kladech.

2.5.1 Přı́klady použitı́ metody

Přı́klad: Teplota libovolného bodu v prostoru je dána funkcı́ T (x, y) = 1+xy. Na jednotkové kružnici
x2 + y2 = 1 najděte body s maximálnı́ teplotou.

2 – 32
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Řešenı́: Hledáme maximum funkce T (x, y), při platnosti vazebnı́ podmı́nky x2 + y2 = 1. Dosazenı́m
do (2.47) dostáváme

y + 2λy = 0 ,

x+ 2λx = 0 , (2.52)

což spolu s vazebnou podmı́nkou
x2 + y2 = 1 , (2.53)

tvořı́ soustavu třı́ rovnic pro tři neznámé x, y, λ. Jejı́ řešenı́ jsou tato

x = y ⇒ x = ± 1√
2
, y = ± 1√

2
,

x = −y ⇒ x = ∓ 1√
2
, y = ± 1√

2
.

Maximálnı́ teplotu na jednotkové kružnici dostaneme snadno dosazenı́m nalezených souřadnic bodů do
funkce T (x, y). Maximálnı́ teplota Tmax = 3/2 je v bodech x = y = ± 1√

2
.

2.6 Přı́klady k procvičenı́

1. Dokažte, že koeficienty izotermické stlačitelnosti κ a izobarické teplotnı́ roztažnosti β jsou pro
jeden mol:

(a) Ideálnı́ho plynu rovny κ = 1/P a β = 1/T .
(b) Van der Waalsova plynu rovny

κ =
v2(v − b)2

RTv3 − 2a(v − b)2
, β =

Rv2(v − b)
RTv3 − 2a(v − b)2

2. Dokažte, že mezi koeficienty izotermické stlačitelnosti κ, izobarické teplotnı́ roztažnosti β a
izochorické rozpı́navosti γ platı́ jednoduchý vztah β = Pγκ.

3. Pro určitý plyn bylo experimentálně zjištěno, že jeho vnitřnı́ energii lze aproximovat vztahem
U = aT − bP , kde a a b jsou konstanty. Dále bylo zjištěno, že koeficienty β a γ jsou stejné jako
u ideálnı́ho plynu: κ = 1/P a β = 1/T . Určete tepelnou kapacitu tohoto plynu při konstantnı́m
objemu CV jako funkci a, b, T a P .

(Výsledek: CV = a− bP/T .)

4. Pro plyn popsaný termickou stavovou rovnicı́ ve tvaru

PV = RT exp
�
− α

V RT

�

určete koeficienty β, κ a γ.

5. Určete které z následujı́cı́ch Pfaffových forem jsou úplným diferenciálem, které jsou holonomnı́ a
které neholonomnı́:
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(a) dF (x, y) = 3y dx+ x dy

(b) dG(x, y, z) = (x+ y + z) dx+ x dy + x dz

(c) dH(x, y, z) = xz(x+ y + z) dx+ x2z dy + x2z dz

(d) dK(x, y, z) = y dx+ dy + dz

6. Dokažte, že teplo d̄Q nenı́ úplným diferenciálem:

(a) Pro jednoduchý homogennı́ systém popsaný termickou stavovou rovnicı́ typu A = A(a, T ).

(b) Pro obecný systém u něhož zobecněné sı́ly Ai dle II. postulátu termodynamiky jsou dány
funkcemi Ai = Ai(a1, a2, . . . , an, T ).

7. Dokažte, že Pfaffovy formy druhého stupně (dvou proměnných) jsou vždy holonomnı́, tedy vždy
k nim existuje integračnı́ faktor.
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