1 Termodynamika

1.1 Zakladné pojmy termodynamiky

Kladové slova Mikroskopicky a makroskopicky stav termodynamického systému. Stav ter-
modynamické rovnovahy. Pocet makroskopickych stupnt volnosti, stavové rovnice. Termody-
namické procesy (vratny, nevratny, rovnovazny, nerovnovazny, cyklicky). Grafickd reprezentace
rovnovaznych déji (déj adiabaticky, izotermicky, polytropicky, apod.), zmény stavovych veli¢in
v jejich pribéhu. Vypocet zmén stavovych velicin v pribéhu nerovnovaznych procesii metodou
reprezentujicich rovnovaznych procesti. Zavislost stavovych veli¢in na mnozstvi substance.

Termodynamicky systém (TS) sabor ¢astic v stvislej priest. oblasti t.z.

1. velky pocet castic
2. malé rozmery castic voci rozmerom oblasti

3. oblast ma presne definovani hranicu nulovej hriabky

Makroskopicky stav TS max. informécia o TS ziskatelnd makroskopickymi fyzikalnymi me-
raniami; zadanie makroskopického stavu TS zodpoveda zadaniu ¢is. hodnot stavovych
veli¢in (U, P, V, S, T)

Pozn. Vlastnosti stavovej veliciny - Veta o 5 ekvivalentoch:

w(z,y) ... dw(z,y) = a(x,y)dz + b(z,y) dy

1. Qa _ 9
* 9y~ Oz

2. Af(z,y) t.z. a = %,b: %
3. If(w,y) ta. [} dw(z,y) = f(xp,yp) — f(x4,y4)

4. krivkovy integral nezavisi na ceste

5. krivkovy integral po uzavretej ceste je nulovy

Mikroskopicky stav T'S najiplnejsia info o TS na mikroskopickej tirovni (klasicky TS ... g;, p;
pre vSetky Castice, kvantovy TS ...vIn. f-cia celého systému)

Stav termodynamickej rovnovahy (TR) vysledok relaxaénych dejov = samovolnej evo-
licie za nejakych nastavenych vonkajsich podmienok; vlastnosti:
1. nezavislost na case
2. nezavislost na minulosti

3. absencia makroskopickych tokov hmoty a energie



Zikladny postuldt termodynamiky (0. Termodynamicky zakon) TS, kt. je izolovany,
alebo sa nachddza v nemennych vonkajsich podmienkach, prejde vidy samovolne do TR. Stav
TR je spontdanne nenarusitelny. Analdgia: kon a mrkva

Makroskopické stupne volnosti stavové velic¢iny, ktoré nie st zviazané vonkaj$imi podmien-
kami (t.j. systém si ich nastavuje sdm = tak aby dosiahol TR)

Stavové r-ce funkciondlne vztahy medzi stav. veli¢cinami, kt. sa objavuji v TR; pocet neza-
vislych stavovych veli¢in (= 2) ...dim. str. siast., v kt. sa TR reprezentuje bodom; pre
idedlny plyn:
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U(T,V) = (Uo+)§RT (kalorickd s.r.)
T
P(T,V) = VnR (termickd s.r.)
2/3
Us,v)="0U, 16 exp £l (majstrovska f-cia)
Vv So
NP S
U(S,V,N) = UON(V) exp (W) (majstrovska f-cia z cvika)

Makroskopické stupne volnosti (alt.) nezavislé stavové veli¢iny v TR

Termodynamicky dej prechod TS z vychodzieho rovnovazneho stavu do koneéného rovno-
vazneho stavu (intermedidlne stavy vSeobecne nerovnovazne)

rovnovazny idealizacia; dej, kt. prechadza stavmi TR; pocas celého deja platia stav.
r-ce; v priestore stavov TR je reprezentovany spojitou ¢iarou

vratny dej, pri ktorom je prechod celého vesmiru (TS + okolie) z kone¢ného stavu do
pociatocéného uskutocnitelny

nerovnovazny, nevratny ... (priklad: viza spadne na zem a rozbije sa)
cyklicky pociatoény rovnovazny stav = konec¢ny rovnovazny stav
Pozor!!! Termodynamika neodévodniuje vznik TR ani vizieb medzi stav. veli¢inami v nej

a neodvadza explicitny tvar stav. r-ic.

Graficka reprezentacia rovnovaznych dejov s idedlnym plynom

Pozn. PV diagram ~ pracovny, TS diagram ~ tepelny

Izotermicky dej

e realizacia: TS v kontakte s rezervodrom na teplote T, tlak P urceny pieskom a tehlou
na pieste; rovnovazna expanzia ...odstranujeme zrnkd piesku; nerovnovazna expanzia
...odstranime tehlu

e prirastky stavovych veli¢in: zo stav. r-ic pre idedlny plyn (vid vysSie)

e r-ca rovnovaznej izotermy v PV diagrame P ~ 1/V



Adiabaticky dej

e realizicia: adiabaticky izolovany TS (termoska), tlak P ureny pieskom a tehlou na pieste;
rovnovazna expanzia . . . odstrafiiujeme zrnka piesku; nerovnovazna expanzia . . . odstranime
tehlu

e prirastky stavovych veli¢in: zo stav. r-ic pre idedlny plyn (vid vysSie)

e r-ca rovnovéaznej adiabaty (= izoentropy) v PV diagrame P ~ 1/V%/3

Izobaricky dej

e realizacia: T'S v kontakte s rezervoarom na teplote 7T;, tlak P pevne dany pieskom a tehlou
na pieste; rovnovazne zahriatie . .. postupne presuvame na infiniteziméalne teplejsie platne
(rezervoare) az do dosiahnutia teploty T; nerovnovazna expanzia ... TS presunieme z T
priamo na T

e prirastky stavovych veli¢in: zo stav. r-ic pre idedlny plyn (vid vysSie)

e r-ca rovnovaznej izobary v TS diagrame T ~ exp (2/55)



Izochoricky dej

e realizacia: TS v kontakte s rezervoarom na teplote T}, tlak P urceny pieskom a tehlou na
pieste; piest upevneny zarazkou; rovnovazne zahriatie ... postupne presivame na infinite-
zimalne teplejsie platne (rezervoare) az do dosiahnutia teploty T'; nerovnovazna expanzia
... TS presunieme z T; priamo na T

e prirastky stavovych veli¢in: zo stav. r-ic pre idedlny plyn (vid vysSie)

e r-ca rovnovaznej izochory v TS diagrame T' ~ exp (2/35)

Polytropicky dej
e definicia: C' = 6Q /dT = konst. = 0Q = C'dT

e r-ca v PV diagrame PVM = kongt., kde M = %

Metoda reprezentujacich rovnovaznych dejov
e slizi na vypocet zmien stavovych veli¢in pri nerovnovaznych procesoch

e nerovnovazny proces sa nahradi sledom rovnovaznych procesov, ktory zac¢ina a konéi v
rovnakych bodoch ako nerovnovazny proces

e premysli si priklady
Podla zéavislosti na mnozstve substancie v TS N delime stav. veli¢iny na

1. extenzivne ... A(AN) = MA(N) (U, S, V) = molarne ekvivalenty u, s, v
2. intenzivne ... A(AN) = A(N) (T, P)



Obr. 1: Nomogramy PV, TS

1.2 Teplo, praca, vnatorna energia

Klicové slova Teplo a prace jako dva kvalitativné odliné zptisoby zmény vnitini energie
(zahradni bazén). Energetickd bilance v priibéhu vratné a nevratné adiabatické expanze (kom-
prese). Energetickd bilance v priibéhu vratné a nevratné izotermické expanze (komprese). Prvnf
hlavni véta termodynamiky. Tepelna kapacita. Energetickd bilance v priibéhu cyklickych déji.
Teplota a tepelna kapacita v pribéhu rovnovazného déje, jehoz znazornénim v P-V diagramu
je cast primky se zapornym sklonem.

1. termodynamicky zakon
e Diferencidlna formulicia: U = U(S,V) je stavovd velicina a plati

dU =TdS — PdV

o Integrdlna formuldcia:

Up—Us=Q(A— B,T)—W(A— B,T), VT dejezA do B

Konvencia: @) ~ teplo dodané systému, W ~ praca vykonand systémom na okolie
Teplo a pracu chapeme ako 2 rézne sposoby zmeny vnutornej energie. Analdgia: bazén (teplo
~ dazd/odparovanie vody, praca ~ pritok/odtok, vnit. energia ~ vyska hladiny)

Energeticka bilancia pri adiabatickom deji Q(A — B,I')) =0=Up —Us = -W(A —
B,T)

e rovnovazny dej ...Ug — Uy = — ff P dV (plocha pod krivkou v PV diagrame)

e nerovnovazny dej ...ak chceme integral ako vysSie, musime pouzit metédu reprezen-
tujicich rovnovaznych dejov (reprezentujici dej nemdéze byt adiabaticky, vid Clausiovu
nerovnost)

e kompresia ...na plyn sa kond praca (W < 0) = Ugp —Uq > 0

e expanzia ...plyn kond pracu na okolie (W > 0) = Ug — Us < 0



Energeticka bilancia pri izotermickom deji Pre idedlny plyn U ~ T = Q(A — B,I') =
W(A— B,T)

e rovnovazny dej . .. ff TdS = ff P dV (plocha pod krivkou v PV diagrame = plocha pod
krivkou v TS diagrame)

e nerovnovazny dej ...ak chceme integral ako vyssie, musime pouzit metddu reprezentu-
jucich rovnovaznych dejov; z Clausiovej rovnosti/nerovnosti a teorému max. prace (vid
niz§ie) plynie

W(A — B,rovnovazny) > W(A — B, nerovnovazny).

e ak chceme expanziu, musime dodat teplo, ak chceme kompresiu, treba teplo odobrat

Energeticka bilancia pri izochorickom deji W(A — B,I')) = 0= Up — Uy = Q(A —
B,T)

e rovnovazny dej ...Ug — Uy = ff T dS (plocha pod krivkou v TS diagrame)
Pre izochoricky dej plati

Q(A — B,rovnovainy) = Q(A — B,nerovnovazny).

_ (0@
Cr = (ﬁl

Q)
Cy=|—-—=
= (&),
7 podmienok stability Cp > Cy > 0.
Pre cyklické deje Up = Uy = W(cyklus) = Qin — |Qout|, t.j. plochy cyklu v PV a TS
diagramoch st rovnaké.
U¢innost cyklu

Teplena kapacita

_ prica vykonana systémom ) |Qout|

teplo dodané systému Qin

»INegative slope process“ V ,negative slope“ Casti teplota najprv rastie, potom klesa.
Entropia takisto, s tym, Ze maximum entropie je na priamke nizSie ako maximum teploty
(vidiet z nomogramu).
7 . . 6Q
Tepelna kapacita C' = F:
e 0(Q)

— ak S rastie tak > 0
— ak S klesi tak < 0

o dT

— ak T rastie tak > 0
— ak T klesa tak < 0



1.3 Entropia

Klicové slova Clausiova definice entropie, Clausiova nerovnost, miroskopickd a makrosko-
picka interpretace nevratnosti prirodnich deéji, rlst entropie a Sipka casu. Ptirodni déje jako
dé&je sméSovaci (sdileni dané energie, daného objemu, daného poctu ¢astic). Druha hlavni véta
termodynamiky, formulace, disledky. Carnotiiv teorém, Carnottiv cyklus v P-V diagramu a v
T-S diagramu. Ué¢innost. Termodynamicky vipocet zmény entropie v pribéhu termodynamic-
kych procesii, kvalitativni rysy zmény entropie pii zméné teploty T, objemu V, tlaku P, poc¢tu
castic N. Princip adiabatické nedosazitelnosti.

2. termodynamicky zakon
e S je stavovd velicina.

e Koncovy stav dosiahnutelny rovnovaznym adiabatickym dejom nie je dosiahnutelny ne-
rovnovaznym adiabatickym dejom.

e Pri zadanych vonkajsich parametroch je stav TR spomedzi vsetkych ten, ktory mazimali-
zuje S voci volngm parametrom.

2 definicie entropie ... Clausiova a Boltzmannova
Clausius zavadza entropiu cez integral z redukovanych tepiel pre rovnovazny dej:

B B
I(A — B,rovnovazny) :/ (0Q)rom :/ (dQ)rovn

A Tg a T
B
5 nerovn
J(A — B,nerovnovazny) = / (0@ nerorm
A Tk

Clausiova def. entropie (Clausiova rovnost):
Sp — Sa = I1(A — B,rovnovazny)

Clausiova nerovnost: 5 5
(6Q)nerovn (dQ)rovn o
— < ————— =55 — 54
A Tr A T
7 Clausiovej nerovnosti vyplyva vzrast entropie pri nerovnovaznom adiabatickom
deji (entropia vesmiru rastie). Pri nevratnych dejoch rastie entropia. Rast entropie
vesmiru teda urcuje Sipku casu.



Zdielanie energie, objemu, poétu ¢astic Kladova analdgia - pribeh o pirdtoch

g .
e zdielanie energie

UA + UB - Uo
dSs dSp
AL OBy
U, AU,
Zaver (podm. rovnovahy):
dSs dSp 1 1

—— = = =
dUA dUB TA TB
e zdielanie objemu - podobnym postupom by sa dospelo k rovnosti tlakov Py = Pg

e zdielanie poctu Castic - podm. rovnovahy s = up

Este k zdielaniu energie: % ~ sklon neurcitosti; zo Stat. fyz. mame S ~ In U = Teplo pruadi
od systému s mensim sklonom neurdéitosti k systému s va¢sim sklonom neurcitosti.

Princip maximalnej prace TS wvykona pri prechode medzi 2 rovnovaznymi stavmi maz.
pracu pri rovnovazinom deji.

Carnotov cyklus izotermicka expanzia — adiabatickd expanzia — izotermickd kompresia
— adiabaticka kompresia

Uéinnost Carnotovho cyklu:

_ praca vykonana systémom 1 |Qout| 1 T. <1
~ teplo dodané systému Qin T

Carnotov teorém (jedna z formulacii 2. term. zdkona) Nie je moZné zostrojit tepelny
stroj so 100% tcinnostou.

Kvalitativne rysy entropie vidiet napr. z nomogramov

e entropia rastie s teplotou
e entropia rastie s objemom
e entropia klesa s tlakom

e entropia rastie s poc¢tom castic



Princip adiabatickej nedosiahnutelnosti (Nernstov postulat) S =0preT = (%%),
0 a tidto hodnotu nie je mozné dosiahnut Ziadnym fyzikdlnym procesom. Postuldt mozno mter-
pretovat aj tak, Ze nulovad izoterma je totozZna s nulovou adiabatou.

1.4 U-formulacia

KTlacové slovda Uplna termodynamicka informace, mistrovska funkce v U-formulaci, piiro-
zené proménné. Termodynamické koeficienty a jejich vyjadreni v U-formulaci. Modifikované
termodynamické koeficienty (napiiklad izobaricky teplotni soucinitel objemové roztaznosti), je-
jich vzajemna zavislost. Relace ,90% termodynamiky®, tj. vztah kalorické a termické stavové
rovnice. Termodynamické identity.

V rovnovahe sta¢i na jednoznacné urcenie stavu zadat 2 z velicin U, S, V, T, P. NavySe
sa v rovnovéhe objavuje celkovo 30 stavovych r-ic v tvare A(B,C) pre veli¢iny vysSie. Znalost
vSetkych stavovych r-ic predstavuje tiplni termodynamicka informaciu o TS. Spomedzi
vSetkych stav. r-ic je nadradend majstrovska f-cia U(S,V). Z nej mozno odvodit vSetky
ostatné pomocou relacie

dU (S,V) = T(S,V)dS — P(S,V)dV,

Zakladny princip U-formuldcie Lubovolni vlastnost TS budeme vyjadrovat ako f-ciu U,
S, V, Us, Uy, Uss, Uyv, Usvy

Termodynamické experimenty derivacia (%)C, t.j. meriame ako sa zmeni A pri zmene
B, ak drzime C konStantné; volame tiez Giplnd derivacia A podla B pri konstantnom C
Podmnozina .. .termodynamické koeficienty ~ ak v experimente nefiguruje U; mozu v
nich vystupovat uz iba Ugg, Uy, Usy = iba 3 z 12 termodynamickych koeficientov si
nezavislé
Modifikované termodynamické koeficienty:

e izobaricky teplotny sucinitel objemovej roztiaznosti ap = %(d—

ar) p
e izentropicky teplotny sucinitel objemovej roztiaznosti ag = %(3—T s
e izochoricky teplotny sudcinitel rozpinavosti 5y = (35 )

e izentropicky teplotny sucinitel rozpinavosti Sg = %(g—ITD) s

e izotermicky sucinitel stlacitelnosti kr = —; (i;)

e izentropicky sucinitel stlacitelnosti kg = —%(%) S

e tepelna kapacita pri konstantnom objeme Cy = (d )

e tepelnd kapacita pri konstantnom tlaku Cp = (—E,?)P

e latentné teplo na izotermické zvysenie tlaku Iy = (S—ISD)

e latentné teplo na izochorické zvysenie tlaku [y, = (%)



Niektoré termodynamické identity:

P
(%)T +P = T(i_T) § (90% termodynamiky)
rs _ Cv
RT B Cp

Postup dokazu: vyjadrit vSetky termodynamické experimenty v U-formulacii a upravit

1.5 Termodynamické potencialy

KItacové slovd Termodynamické potencidly (vnitini energie U, Helmholtzova volna energie
F, entalpie H, Gibbsiv potencidl G), jejich fyzikalni vyznam a praktické pouziti. Rozpinani
plynu do vakua, Jouliv-Thomsoniiv jev. Legendreova transformace a prechod od U-formulace
k F-formulaci. Kvalitativni odlisnost potenciald U, H na jedné strané a potenciali F,G na
strané druhé. Extremalni vlastnosti termodynamickych potencialii. Extremalizace potenciali
pii vypoc¢tu parametri rovnovazného stavu (vazany stav, proménnda vazby, trividlné vazany
stav).

Vnutorna energia U

e prirodzené premenné S, V, N
e diferencialna relacia dU =TdS — PdV
o fyzikalny vyznam:

— energia potrebna na prenesenie zloziek TS z oo na ich miesto

— stucet kinetickych a potencidlnych energii vietkych ¢astic TS (jeho strednd hodnota)

Entalpia H =U + PV
e prirodzené premenné S, P, N
e diferencidlna relacia dH = T7dS + V dP
e fyzikdlny vyznam:
— vnit. energia zvi¢Send o pot. energiu interakcie TS s okolim

— vnit. energia rozsireného TS (plyn + zdvazie)

— celkova energia vztahujica sa na situaciu, kedy TS je v rovnovahe s vonkajSimi
polami

— prirastok entalpie je rovny teplu dodanému do TS pri konstantnom P, N (rovnova-
zny? izobaricky dej)

6Q = AU + 6W = dH + 6W, kde §W = —V dP uzitoénd prica

Helmholtzova volna energia FF = U — TS

e prirodzené premenné 7', V., N
e diferencidlna relacia dFF = —SdT — PdV

e fyzikdlny vyznam: tbytok volnej energie je horna hranica prace vykonanej TS pri izoter-
mickom deji (dosiahnutie hranice pri rovnovaznom deji)
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Gibbsov potencial G =U + PV - TS
e prirodzené premenné T, P, N
e diferencidlna relacia dG = —SdT + V dP

o fyzikdlny vyznam: pre 1-zlozkovy systém je ¢ = G/N = p = chemicky potencidl ~
molarny Gibbsov potencial

2 kategorie potencialov:

U, H nemd7u sa menit, ak sa nekond praca alebo nevymieia teplo (mysli sa v rdmci rozsireného
TS); predstavuju nejaké formy prace

F, G v ich Legendreovych transformaciach vystupuje S, t.j. sa mézu menit pri relaxac¢nych
dejoch v adiabaticky izolovanom systéme, na ktory sa nekona praca; predstavuja horné
hranice nejakych foriem prace

Rozpinanie plynu do vdkua, Jouleov-Thomsonov jav Jedna sa o adiabaticky, nevratny,
izentalpicky dej

Jouleov-Thomsonov koeficient pre diferencidlny J-T jav: A = (S—T) =

Prechod medzi potencidlmi ~ Legendreova transformécia (geom. vyznam vid Callen)
Geometrickd interpretacia Legendreovej transformécie: Uvazujme graf nadplochy U = U(S, V)
(majstrovskd nadplocha) v sastave (S, V,U).

e H je priese¢nik osi U s doty¢nicou k majstrovskej nadploche v rovine (U, V)
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e [ je priesetnik osi U s doty¢nicou k majstrovskej nadploche v rovine (U, S)

e (7 je priesecnik osi U s dotyc¢nicou k majstrovskej nadploche v diagondlnej rovine

Extremalizicia potencidlov (systém si tu nastavuje V' ...parameter usporiadania)
e stav TR minimalizuje U pri zadanom S
e stav TR minimalizuje F' pri zadanom T
e stav TR minimalizuje H pri zadanom P
e stav TR minimalizuje G pri zadanom T a P

Viazany stav ~ st pevne zadané vSetky stavové parametre Trividlne viazany stav ~ fixo-
vané hodnoty vézieb zodpovedaju svojim rovnovaznym hodnotam = ak ich odstranime, ni¢ sa
nezmeni

1.6 Fazové prechody

Klicové slova Fazové piechody. Fazovy diagram vody, trojny bod, kriticky bod. Detailni
popis prechodu plyn-kapalina pro van der Waalstv systém. Znazornéni izoterm v proménnych
P-V a izobar v T-S. Priubéh termodynamickych potencidli pti fdzovém prechodu. Mechanické
analogie, zavislost Gibbsova potencialii na parametru vazby (molarni objem). Fazové prechody
druhého druhu. Kriticky stav, kritické exponenty.

Globalna podm. stability: S(Uy + AU) + S(Uy — AU) < 25(Uy), t.j. f-cia S(U) musi byt
konkavna. Lokalne podmienky stability:

S
o ="
S
vz ="
PSS (ST
ouzov:  \ouav ) =

Napr. pre van der Waalsov plyn nie st podmienky stability vzdy splnené:
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Fazovy prechod Majstrovska nadplocha U(S,V) neméa priehlbiny = pre zadané T, P do-
stavame jednoznatné s, v (t.j. aj hodnoty u, f, h, g). Majstrovska nadplocha U(S,V) méa
priehlbiny = pre zadané T', P koexistuje viacero stavov s roznymi s, v (pri infinitezimalnej
varidcii T', P skok v f, h, ale spojité g). Pri fAzovom prechode je teda g; = g2 (1,2 oznacuji
fazy). Pri faizovom prechode sa meni zastipenie fiz (fazovy zlomok), nie vlastnosti systému.

Clausiova-Clapeyronova rovnica urcuje sklon koexisten¢nej krivky; Odvodenie: vezmu sa
z kazdej strany koex. krivky 2 body v jej bezprostrednej blizkosti; rovnosti moldrnych Gibb-
sovych potencidlov g4 = ga, g5 = gp; navyse gg — ga = —sadT + v4dP a podobne pre
¢iarkované; ipravami tychto rovnic sa dostane

(£> _ sa(Tw, Par) = 54(Ta, Pa)
dr koex. krivka UA’(TA'7 PA’) — VA (TAa PA)

V zavislosti Gibbsovho potencidlu na molarnom objeme sa v blizkosti koex. krivky objavuja 2
minimé, jedno nizsie. Na koex. krivke st obe minima rovnaké, hovorime o faizovom prechode
prvého druhu. Ked postupujeme po koex. krivke smerom ku kritickému bodu, bariéra medzi
minimami sa postupne zmensuje a v kritickom bode splyni v jedno. Za tymto bodom hovorime o
fazovom prechode druhého druhu (prechod cez kriticky bod po koex. krivke). Naopak, ked
postupujeme po extrapolécii koexisten¢nej krivky, minimum sa postupne rozsiruje a v kritickom
bode dochadza k bifurkacii (rozdeleniu minim). V kritickom bode diverguji termodynamické
koeficienty (kvantitativny popis ~ kritické exponenty)
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2 Statisticka fyzika

»ako odvodit stavové r-ce“

2.1 Mikrokanonicky formalizmus

Klacové slova Boltzmanniv vztah pro entropii. Multiplicita a piiklady jejiho vypodtu pro
kvantovy a pro klasicky systém. Kvalitativni rysy zavislosti multiplicity na energii, objemu a
na poctu c¢astic. Konvoluce multiplicit v pripadé sdileni dané energie dvéma systémy. Metoda
mikrokanonického souboru. Obecny postup, piiklady pouziti (idedlni plyn, N dvouhladinovych
systémil).

Makrostav ...zadany v rovnovahe stavovymi veli¢inami (U, V', N)
Mikrostav . ..zadany maximalnou, uplnou informaciou o kazdej Castici systému
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Multiplicita makrostavu Q(U,V, N) = # prislusiacich mikrostavov

Predpoklady na uvazovany systém:

1. zadané V (vystupuje ako parameter vo vlastnych hodnotach f]), N, U
2. TS v rovnovéhe

3. vSetky castice identické

4. Castice su rozligitelné (v kvantovom pripade by boli nerozlisitelné)

5. Castice navzajom neinteraguji

Uloha $tatistickej fyziky: mame energetické spektrum systému (napr. z QM), chceme uréit
rozdelenie castic na hladinach.

Boltzmannova def. entropie
S(U,V,N) =kgInQ(U,V,N)
Multiplicita ~ multinomidlny koeficient obsadzovacich ¢isel n;

NI

nO!m! e n]w!

Q(U7MN>:Q(n077nM) -

Ako zavisi multiplicita na U, V, N? N vystupuje priamo v multinomidlnom koeficiente,
U predstavuje celkovii energiu systému (musi platit > n;e; = U), V je parameter energetického
spektra.

Konvolicia multiplicit Ak celkovi energiu U zdielaji 2 systémy, mame 2 vSeobecne rozne
spektra, multiplicita je dana konvoliciou (sa¢inom) jednotlivych multiplicit.

Metdda mikrokanonického stiboru
e podmienky:

— adiabaticky izolovany systém (ocelovéa termoska) ...zadané U, V', N

— systém zaujima kazdi z en. hladin s rovnakou pravdepodobnostou

e pracuje sa v S-reprezentacii ... multiplicita ~ multinomialny koeficient, Boltzmannova

definicia entropie, 1/T = (%)V’N, tepelna kapacita Cy = %

Klasicky pristup - multiplicita vo fAzovom priestore
e fazovy priestor (g;,p;) vysokej dimenzie
e uvazuju sa nadplochy H(q;,p;) = E a H(q;,p;) = E+E
e mikrostav = bunka ~ h3V

objem medzi nadplochami

ikrostavov =
# mikrostavoy objem bunky
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e vdaka vysokym rozmerom féz. priestoru

Q(Ey, V, N) = hustota stavov - 6E ~ Q(E < E,,V,N)

Priklady pouzitia:
e N 2- resp. (M+1)-hladinovych systémov
e model polyméru (konkrétny priklad systému vyssie)

e idedlny plyn (klasicky pristup)

2.2 Maximalizacia informacnej entropie

Klicové slova Informacni entropie, jeji vlastnosti. Princip maxima informacni entropie pii
netiplné informaci (modrooci a levoruci klokani). Uloha o nesymetrické kostce (je zadan stfedni
pocet ok, urcete pravdépodobnosti jednotlivych vysledki). Lagrangeova metoda neur¢itych
multiplikdtort. Fyzikadlni vyznam multiplikatord. Stavova suma, vliv degenerace. Kvalitativni
pritbéh entropie jako funkce st¥edni energie, definice absolutni teploty). Zavislost energii mik-
rostavii na vnéjsim parametru (napiiklad objem).

Informaéna entropia (Shannon) informacéné entropia ~ miera ,neusporiadanosti® (roz-
delenie systému na jednotlivich mikrostavoch); # spdsobov uloZenia energie

Poziadavky (analdgia ...dieta ma ¢akat v izbe na rodi¢ov, ale neposlicha a chodi medzi
izbami):

1. definovana ¢iste ako f-cia pravdepodobnosti (rel. obsadzovacich ¢isel)

2. nulova ak akakolvek z pravdepodobnosti = 1

3. maximalne ,neusporiadanie” ~ vSetky stavy maju rovnakt pravdepodobnost obsadenia
4. maximalne ,neusporiadanie“ by malo byt rasticou funkciou celkového # stavov

5. aditivita voci jednotlivym podsystémom

M
$(pos - .-, pm) = —kg ij In p;
=0

Pozn. Pre p; = n;/N je informa¢nd entropia zhodna s Boltzmannovou entropiou, Dk. Boltz-
mann = Shannon pomocou Stirlingovho vzorca Nl ~ NIn N — N

Maximalizicia entropie pri neidplnej informacii Modrooki a Tavoruki klokani: Stado
klokanov, 1/3 modrooki, 1/3 Tavoruki; celkovo 4 ,mikrostavy“; najnestrannejsi odhad pravde-
podobnosti mikrostavov na zdklade netplnej informécie je ten, kt. maximalizuje informac¢ni
entropiu. Podobne pre tilohu o nesymetrickej kocke.
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Metdéda Lagrangeovych multiplikatorov
e maximalizicia veli¢iny pri zadanych viazbovych podmienkach

e od veli¢iny sa od¢itaji vizby nésobené neur¢itymi koeficientmi (multiplikatory); maxi-
mum zodpoveda nule gradientu tejto ,rozsirenej veli¢iny*

e derivicia veli¢iny podla multiplikdtora ~ ,rychlost zmeny“ maxima vo¢i zmene viizobného
parametra

Konkrétny priklad: en. hladiny €; ... p-sti p;; maximalizujeme
s(pj) = —kg ij Inp;
J

za vizieb

ij:L ijEj:E
J J

Vo vipocte sa objavi stavovd suma z(8) = > exp{—f¢;}, kde 3 je jeden z multiplika-
torov. Z vyznamu multiplikdtorov (vid vysSie) a termodynamickych avah vyplyva g = 1/kpT.
Degeneracia = niektoré en. hladiny sa v stavovej sume objavia viackrat.

Kvalitativny priebeh entropie v zavislosti na strednej energii
e nulovipre E=0a E=3}_ ¢
e maximum pre energiu, ktord dovoluje, aby boli vSetky hladiny rovnako populované

e hladiny pod strednou energiou sa depopuluji, hladiny nad nou sa populuja

dpj*
(), ~ov

Zavislost energii mikrostavov na vonkajsom parametri (napr. objem) vyplyva z QM vypoctu
spektra. Nech vSeobecne energie hladin zavisia na extenzivnom parametri X, t.j. ; = €;(X).

Ptm u(8, X) = ijj(ﬂaX)Ej(X>

du = Z (dpj)e; + ij(d@')

J J
/ .

teplo praca

V(X)) =2 (—diXeAX))pmm

Y ...intenzivna premenna zdruzena s extenzivnou X

2.3 Boltzmannovo rozdelenie

Klacové slova  Boltzmannovo rozdéleni. Odvozeni z Boltzmannovy definice entropie (N opic
hézi N identickych mi¢kd do M zasuvek, multinomické koeficienty). Hra ,,Naval prachy®. Zmény
Boltzmannova rozdéleni pii zméné teploty, objemu, poc¢tu ¢astic. Boltzmaniv faktor. Teplo a
prace z hlediska Boltzmannova rozdéleni. Obsazovaci ¢islo zakladniho stavu, nejvyssi obsazena
hladina.
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Sposoby odvodenia Boltzmannovho rozdelenia

1. Maximalizacia Boltzmannovskej (resp. informaé¢nej) entropie pri zadanej strednej energii
(vid priklad vyssie)

2. M-hladinovy systém, ekvidistantné energie, zadana celkova energia u . .. uvazujeme rozne
vyhovujice kombinacie obsadzovacich ¢isel a pre kazda uréujeme multiplicitu; ked povo-
lime vymenu kvéint energie (= elementarne interakcie), zistime, Ze maji Stat. tendenciu
maximalizovat multiplicitu = Maximalizaccia entropie ma Statisticka pricinu. Z
uvahy, ze elementarna interakcia v rovnovahe nemeni multiplicitu vyplyva, Ze rovnovazne
obsadzovacie ¢isla tvoria geometricky rad (priklad: viano¢nd Boltzmannova hra)

Vysledok:
n* — Be:
p; = NJ = eXpZ{(—ﬁfq}’ kde z(f3) 1-¢asticova stav. suma

Boltzmannov faktor podiel obsadzovacich ¢isel roznych hladin

<%

== exp{~Ble — )

L%

Diskusia zavislosti Boltzmannovho rozdelenia na T, V, N a vyjadrenia tepla a prace vid
predosly okruh.

e Obsadzovacie ¢islo zakl. stavu (9 = 0, predpokladdme nedegenerovany)

1
ng = N—

(P)

e Najvyssia obsadena hladina

jma:r = Imax {]7 n; = N—z(_ﬁ> | > 1}

2.4 Kanonicky formalizmus

Klacové slovad Gibbsiv kanonicky soubor (uzaviend lahev na dné mote). Véta o ekviva-
lenci termodynamickych disledkti pii pouziti metody mikrokanonického a kanonického souboru
(Gibbstiv teorém). Vypocet stavové sumy. Faktorizace stavové sumy. Vypocet termodynamic-
kych potencialil ze stavové sumy. Priklady: N dvouhladinovych systémii, vliv degenerace, model
polymeru, Einsteiniiv model kmitid mfize.

Metéda Gibbsovho kanonického stiboru
e podmienky:
—zadané T, V, N

— Castice mozu interagovat

— celkova energia TS ma v rovnovahe Statistické rozdelenie
e zikl. idea: TS + rezervoar = mikrokanonicky stibor

e pracuje sa s N-Casticovym energetickym spektrom (na en. hladiny ukladdme képie celého
TS)
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e pracuje sa v F-formuldcii (F = —kpT'1In Z)

_exp{-BE;(V,N)}
Pi= " 73,V N)

Z(B,V,N) = Z exp{—BEL(V,N)} je N-Casticova stavova suma

stavy

Gibbsov teorém Stavové r-ce odvodené mikrokanonickym a kanonickym formalizmom st
identické, pokial v nich stotoznime vnatorna energiu U a stredni energiu (E) = > p; E;.

Faktorizicia stavovej sumy Ak si castice v TS neinteragujice, hamiltonidn systému ne-
obsahuje interakcéné Cleny, t.j. sa rozpada na sicet 1-Casticovych hamiltonianov. Z toho

Z(B,V,N) = H zk(B, V), kde zx(5,V) st 1-Cast. stav. sumy

Castice

Termodynamické potencidly a iné veli¢iny zo stavovej sumy
1

U(3,V, N) = —%1HZ(5,MN)

S(B,V,N) = kg (1 - B%) In Z(8,V,N)

Priklady:

e N dvojhladinovych systémov ... ak systémy spolu neinteraguji, stav. suma sa faktorizuje;
diskutovat, ako sa prejavi degeneracia hladin

e model polyméru (vid vyssie)

e Einsteinov model kmitov mriezky ...energetické hladiny ~ spektrum kvantového LHO
(€, = nhw); oscilatory st nezavislé = faktorizicia stav. sumy

2.5 Grandkanonicky formalizmus

Kliacové slovd Gibbsiv grandkanonicky soubor (oteviend ldhev na dné mofe). Teorém o
ekvivalenci kanonického a grandkanonického souboru. Chemicky potencial. Uloha o adsorpci.
Grandkanonické stavovd suma a grandkanonicky potencidl. Vypocet stiedni energie a stredniho
poctu cCastic. Faktorizace stavové sumy.

Metoda Gibbsovho grandkanonického stiboru
e podmienky:

—zadané T, V',

— Castice mozu interagovat
e zikl. idea: TS + rezervodre (tepelny aj ¢asticovy) = mikrokanonicky stibor

e cnergetické spektra zavisia na pocte castic
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e pracuje sa s grandkanonickou stavovou sumou
Q(T,V,p) = ZGXP{BMN}Z Zzexp{ BEN —MN)}
N=0 jn
Z(B,V,N) je N-Casticova stavova suma
Ptm pre grandkanonicky stbor
exp{ BB — uN) }
QT V. p)

Pozn. Grandkanonickd stavova suma sa moze faktorizovat pokial systémy neinteraguji;
faktorizacia sa deje voci energii aj poctu castic.

N
p(N, E]('N)) =

Grandkanonicky potencial
U(T,V,p) =U =TS = pu(N)
U(T,V, ) = —%IHQ(T, V1)
dU(T,V, p) = =S(T,V, 1) dT = P(T,V, p) AV — (N) (T, V, pn) dps

Teorém o ekvivalencii (IT) Stavové r-ce odvodené kanonickym a grandkanonickym forma-
lizmom st identické, pokial stotoznime pocet Castic N a stredny pocet Castic (N) = > Np(N, E](g))

Uloha o adsorpcii (Callen) Plyn so zadanymi 7', p adsorbuje na povrchu nejakej latky
v nejakych adsorpénych bodoch (je ich celkovo M). Tie st identické, neinteragujtce, a E,N-
spektrum kazdej z nich je

.nOZO,EOZO,
o ny =1, €,
® Ny =2, €.

Uloha: urcit frakéné pokrytie = pocet adsorbovanych molekil na celkovy pocet adsorpénych
miest
Grandkanonické stav. suma sa faktorizuje, t.j.

Q(T,V,p) = ¢"(T,V, ), kde g(T,V, 1) = 1+ exp{—B(e1 — 1)} + exp{—P(ea — 211)}
Pravdepodobnosti stavov pre 1 adsorp¢né miesto

_exp{—f(¢; — pny)}
’ q

Stredna energia a pocet castic pre 1 adsorp¢né miesto

erexp{—p(er — p)} + ez exp{—P(e2 — 2p)}
1+ exp{—f(er — p)} + exp{—5(e2 — 2u)}
exp{—pB(e1 — p)} + 2exp{—B(e2 — 2u)}

1+ exp{—PB(e1 — p)} + exp{—B(e2 — 2p)}

(e) =
(n) =
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Alternativna cesta k vysledkom vyssie cez grandkanonicky potencial

U = —MEkgTIn(1+ exp{—pF(e; — p)} + exp{—P(e3 — 2u)})

(E) = %m) — M)

ov

<N>=—%—

M {n)

2.6 Kvantové plyny

Klac¢ové slova Diusledky principu nerozli§itelnosti identickych kvantovych ¢astic pii vypocétu
multiplicity. Idedlni kvantové plyny. Fermiony a bosony. Ttihladinovy model fermiont. Odvo-
zeni stfedniho poctu castic v jednocasticovych orbitalnich stavech metodou grandkanonického
souboru (tj. Fermi-Diracovo Bose-Einsteinovo rozdéleni). Pfechod od sumace k integraci, jedno-
¢asticova hustota stavi, odvozeni kalorické a termické stavové rovnice pro idealni plyn fermiont
a pro idealni plyn bosont.

Analdgia na avod: 2 gulocky vo vrecigku (obe ¢ierne alebo biele) . .. diskutovat rozdiel medzi
scendrmi rozligitelné, fermiony, bozony

Nerozlisitelnost ¢astic vyplyva z kvantovej podstaty castic; podla parity delime castice na

e bozdny ...parna vinova f-cia; moze sa ich viacero nachadzat v tom istom stave

e fermidny ...neparna vlnova f-cia; v kazdom stave sa moze nachadzat prave jeden (Pauliho
vylu€ovaci princip)
Désledky principu nerozlisitelnosti pre multiplicitu: Uvazujme jedin hladinu s degeneraciou
g, na ktort umiestiujeme # castic n.

e klasické rozlisitelné castice (Boltzmann) ... Wy, = "

n

e klasické nerozliSitelné Castice (opraveny Boltzmann) ... Wourpor: = %

g!

e fermiény (Fermi-Dirac) ... Wpp = "

(n+g—1)!
nl(g—1)!

Vzdy plati Wrp < Woprpeir- < Wpe a v limite vysokych teplot tieto 3 rozdelenia splyvajt
— idealny plyn

e bozény (Bose-Einstein) ... Wpp =

3-hladinovy model fermiénov 3 energetické hladiny + pre kazdt 2 mozné spinové orienta-
cie = 1-Casticova, 1-hladinova stavova suma g = 1+exp{—[(¢; — p)}; p-st obsadenia 1 hladiny
fims :1 m; (E), (N) sa dostant z defini¢nych vztahov alebo z grandkanonického po-
tencidlu

Fermidnovy plyn postupuje sa podobne ako vyssie s tym, ze ¢ = h*k?/2m

1 epl=BORR 2m = )}y 1
hams = . = o (BURR2m — )} + 1

4k,
U =—kpT» Ingy = —2kpT Y _ In(1+exp{—B(h°k*/2m — p)})
k k

V r-ci vysSie sa v limite vysokych tepldt od sumy cez k prechadza k integracii za pouzitia
jednocasticovej hustoty stavov.
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Bozénovy plyn Tubovolny stav (dany energiou a spinom) moze obsadit fubovolné mnozstvo
castic; celociselny spin s = degeneracia hladin ¢ = 2s + 1

e grandkanonicka stavova suma pre 1 orbitalny stav

1
1 — exp{—B(ex — )}

Gk = Gem, = >_ exp{—B(jer — jp)} =
7=0

e pravdepodobnost obsadenia orbitalneho stavu (= stredny pocet boziov v danom stave)

1
exp{fB(ex — )} — 1

<n>k,mg = fkvms =

e grandkanonicky potencial

U =FkpT(2s+1) Zln(l —exp{—B(ex — p)})

V limite vysokych teplot sa znova prechadza od sumy k integracii cez 1-¢ast. hustotu stavov
Pozn. Pre opravené Boltzmannovo rozdelenie by vyslo 1/ exp{5(ex — p)}-

22



