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Jednotlivé kroky pii vypoctech struéné, ale co nejpresnéji oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké tvrzeni, nezapomeite ovérit
splnéni predpokladi.

Jméno a piijmeni:

Skupina:
Priklad 1 2 3 4 5 6 Celkem bodu
Bodu 6 6 4 4 6 4 30
Ziskéano

[6] 1. Bud dén funkciondl ® na mnoziné M = {y € C* ([2,3]) |y(2) = 4, y(3) = 3} piedpisem

P(y) = /23 (4y ) - ;:r (y')6> da.

a) Spoctéte prvni Gateaux derivaci funkciondlu ® v bodé y ve sméru h. (Tedy d®[y](h) neboli D®(y)[h], zdlezi na
znaceni, kterému ddvate prednost.) Popiste piesné v jakém prostoru funkef lezi h.

b) Napiste Euler-Lagrange rovnice pro funkciondl ®.
¢) Najdéte extremdlu funkciondlu ® na mnoziné M, extremélu oznacte Yext-

d) Spoététe druhou Géteaux derivaci funkciondlu ® v bodé y ve sméru h. (Tedy §2®[y](h, h) neboli D?®(y)[h, h],
zdlez{ na znaceni, kterému dévate prednost.)

e) Vyéislete druhou Gateaux derivaci funkciondlu ® v bodé yexy ve Sméru h pro yexs, které je fesenim Euler-Lagrange
rovnic pro funkciondl ®. Ukazte, ze Gateaux derivace je v tomto bodé v libovolném sméru h nekladna.

Reseni:

Spocteme Géteaux derivaci funkciondlu ®(y) dle definice

DB(y)[H] = $a(y+ th)

t=0
Po dosazeni

3
b+t = [ (4y+0 (4 ) = Sa @+ ")

derivujeme podle ¢ a vysledkem je

3
%@(y +th) = /2 <4h ((y +th)")° +20(y + th) ((y + th)")* b’ — %x ((y +th)")’ h> dz,

po dosazeni t = 0 dostaneme
3 5 4 5
Do (y)[h] = / (4h (v')” +20y (y')" B — 16z (v) h’) dz.
2

Funkce h bereme z prostoru {h € C! ([2,3]) | h(2) = 0, h(3) = 0}. Integraci metodou per partes dostaneme

Do(y)[h] = /23 (4 W) - 20% (y (y/)4) n 16(% (m (y,)5)> b de

3 3
d 4 5 d 5 d 4 d 5
_ 4 /5_2 /5_2 “ 1 ’ 162 — (+/ :/ —20y— (4 162 — (+/
/2 <(y) 0(y") Oydz(y)+6(y)+6$dx(y)>hdw i Oy ()" + 162~ (/)" ) hda,

odkud lze pfecist Eulerovy—Lagrangeovy rovnice pro funkcionél ®(y)

d , a4 d .5
—20yd—x ) +16$d—x(y) =0.

RozepiSeme explicitné derivace a ptrepiSeme Eulerovy—Lagrangeovy rovnice do tvaru

—80y (v')* v + 80z (y/)" 4" =0,
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coz lze upravit to tvaru
W) (~y+ay)y" =0.

Eulerovy-Lagrangeovy rovnice vyiesime jednoduchou tvahou. Bud musi byt

y// — 0
nebo
(—y+ay)=0
nebo
y = 0.
V prvnim ptipadé je feSenim funkce
y=ax+b,

kde a a b jsou integracni konstanty. V druhém piipadé fesime rovnici pomoci standardniho pfepisu do tvaru

)

y _ 1
Yy x
odkud plyne, ze

Yy =cx,
kde ¢ je integra¢ni konstanta. V tietim piipadé je feSenim konstantni funkce y = d. Okrajové podminky lze zjevné
splnit pouze pro feseni ve tvaru y = ax + b. Pozadujeme

y(2) = 4,
y(3) = 3,
odkud
Yext = —T + 6.

Druhou derivaci funkciondlu ® spoc¢teme podle definice

D20(y)[h,h] = S DP(y + h)[A]

t=0

72 3 ’ NG ’ Nt / NO 7.1

=3 4h (y" +th')" +20 (y +th) (y' +th')" h' — 16z (y' +th')" h') dx
2

t=0

3
- / (20h () +th') B+ 200 (y + th')* B +80 (y + th) (v + th')* (1')* — 80z (¢ + th')* (h’)2) dz
2

t=0
_ /2 ’ (40 W) Wi+ 80y (v/)° (h)? — 80z (y')* (h’)2) da.
Pro dalsi vypocty bude vhodné provést integraci per partes v prvnim ¢lenu, coz vede k
Dot = [ [-20 (ot o)®)a s (sou)* - s0r 1)) (7]
coz je kupodivu totéz co plyne z obecné véty:

Bud & funkciondl zadany ptredpisem

Pak je jeho druhy diferencial roven

D2®(y)[h, h] = /ab [P () + Qhﬂ de,

kde
2
p PP
oy’ 0y’

o_ PPF _ 4 (0F
 Oydy  dx \oyoy' )’
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Spoc¢teme nyni druhou Gateaux derivaci v bodé yeyxy, kde
Yext = —2 + 6
yézxt =-1L

Piimym dosazenim do pravé odvozeného vzorce pro druhou Gateaux derivaci dostaneme

D2®(yexe ) [h, h] = 80 /23 [(—(—x +6) — ) (hﬂ dz = —480 /23 (W) dz < 0.
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[6] 2. Spoctéte

+oo _
I(a) = / e 1o cosw dz,
0 T

kde a € R™ je libovolné ale pevné kladné redlné &fslo.

Reseni:

Pocitejme nejprve formdlné bez ovéreni korektnosti provadénych operaci (zdména derivace a integrélu). Jest

+o0 _ +oo
dr _ / 9 (e“mlm) dz = / (cosz —1)e **dua,
da o Oa x 0

coz je integral, ktery umime piimo spocist. Jest

/+oo e “dr = 767” o = 1
o a |, a’
Integral f0+oc cosx e~ * dx spocteme klasickym postupem,
+oo e—az 400 1 +oo
/ cosxe “dx =, B = [— Ccos T } - = / sinze *dx
0 vV =€ a 0 a Jo
11 [t 1 1 . emam]t® e
:f—f/ sinze “dx = =—-— - {—smx —l—f/ cosre “dx
0 a a a |, a Jo

11 [t _
=-—-— cosze “*dux,
a a 0

u=cosr u =—sinx
ax v = _e "
- a

uw=sinx u =cosz
ax _ e "
v = —

v =e”
a

odkud plyne, ze

+oo a
cosze “dx = 5 .
0 a® + 1

Celkem proto
Il a 1

da 1+4+a? a
Diferencialni rovnici pro funkci I snadno vyfesime piimou integraci,

Iz%ln(l—l—aQ)—lna—l—C,

kde C je integracni konstanta.

Zbyva urcit hodnotu integra¢ni konstanty. To provedem pomoci limit a — +o00. Z pravé odvozeného vztahu plyne

2
im I= Lm (+m(12%)4c¢)=c
a——+o00 a—+o0o 2 CL2

Pfimym vypoctem ovem ziskdme (pokud lze zaménit limitu a integral)

—+o0 —+o0
1— .
lim /= lim e_‘”ﬂdx:/ lim e~
0

a—+o00 a—+oo [o X a—+00 €

1 — cos
ap 2~ COST dz = 0.

Integra¢ni konstanta je tedy rovna nule, a plati
1 1 2
I=-m(~2%).
2 a?

Zbyva ovérit platnost formalné provedenych operaci. Nejprve se budeme zaobirat zaménou limity a integralu, k
tomu poslouzi véta:

Bud f(z,b): I x J = R, kde I C R a J C R. Necht plati

e Funkce f(z,b) jakozto funkce proménné b je diferencovatelnd pro skoro vsechna z € I.
e Funkce f(z,b) jakozto funkce proménné x je lebesgueovsky méfitelnd pro véechna b € J.

e Existuje lebesgueovsky integrovatelnd funkce g : I — R takova, ze pro skoro vsechna b € J
plati | 5 f(z,0)| < g(=).
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o Existuje by € J tak, ze funkce f(x,bg) jakozto funkce proménné x je lebesgueovsky inte-
grovatelnd na 1.

Pak je pro kazdé b € J funkce f(z,b), jakozto funkce z, lebesguovsky integrovatelnd na I,
funkce

F(b) = /1 (@, b)de

je diferencovatelna na I a plati
dF d
— = [ = b)dzx.
o=, 3/ (@ b)de

V nagem pifpadé je I = RT a J = (g, +00), kde ¢ je libovolné kladné redlné &fslo, a

az 1l —cCOST

r,a)=-e
f(,0) ‘
Diferencovatelnost funkce f(x,a) vuéi proménné a je ziejmd, méfitelnost vici proménné x je zjevnd ze spojitosti
vuci proménné .

Zbyva zjistit, zda existuje ag € J = (&, +00) takové, ze funkce f(x,a) je lebesgueovsky integrovatelnd na I = R™T.
To je ovSem snadné. Predné funkci f(z,a) lze spojité dodefinovat v nule,

. _1—cosx
J@,0)],_g = lim e

Lebesgueovsk4 integrovatelnost f(x,a) na intervalu (0, K), kde K € R, je tedy zfejm4a ze spojitosti f(z,a) na
intervalu [0, K]. Zbyva vysetfit chovdni “v nekoneénu”. Na intervalu (2, +o00) plati odhad

gzl —coOsT

e < 2e%,

X

kde na pravé strané stoji lebesgueovsky integrovatelnd funkce na R*. Hledané ag € J = (g, +00) je tedy libovolné
¢islo z pozadovaného intervalu.

Poslednim krokem je nalezeni majoranty pro derivaci. Derivace % f(z,a) je ddna vztahem

2f(x,a) = (cosx — 1) e™ ",

da
a hledany odhad pro a € (g, +00) je
[(cosz — 1) e™ | < 207 < 2e7°7,
kde na pravé strané zjevné stoji lebesgueovsky integrovatelna funkce na R*.
Zéménu limity a integralu oduvodnime napiiklad podle Lebesgueovy véty, kterd #ika:
Necht plati:

e Posloupnost { f, :fl je posloupnost métitelnych funkci na mnoziné M.

e Posloupnost { f,,,}::; konverguje pro skoro vSechna x € M k funkci f, aneb pro skoro vSechna

x € M plati lim,, 1 o fn(x) = f(2).

e Fxistuje lebesgueovsky integrovatelna funkce g, takovd, ze pro vsechna n € N pro skoro vsechna
x € M plati |f(2)] < g(z).

Pak plati:

e Funkce f lebesgueovsky integrovatelnd funkce na mnoziné M.

e Lze zaménit limitu a integral,

nllgloo /M fn(z)de = /M nll)rfw fo(z)dz = /M f(z)da.

Funkce g se nazyva integrovatelnd majoranta funkce f.
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Mnozina M je v nagem piipadé (0, 4+00), posloupnost f,, tvoif funkce

1—cosx

fn= e “n? - ’

kde a,, je néjaka posloupnost pro kterou plati lim,,_,, a, = +00, pficemz muzme bez ijmy na obecnosti uvazovat
pouze posloupnost, kde plati a,, < a,41. Plati

1—cosz —aye | 1 —COST

xT x

e

kde na pravé strané stoji lebesgueovsky integrovatelna funkce. (Pouzijeme stejnou argumentaci jako pii vysetfovani
platnosti pfedpoladu véty o zdmeéné limity a integrélu.) Lze tedy zaménit limitu lim,—, 1o a integral. (Pouzili jsme
Lebesgueovu vétu pro posloupnosti, coz je ale vzhledem k Heineho vété totéz jako kdybychom zkoumali limitu
funkee.)
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[4] 3. Spoctéte limitu
+oo
. Ed 22
lim n (en - 1) e * dux.
n—-+oo 0

Resenti:
Postupujme forméalné, zaménou limity a integralu ziskdme

. Hoeo x . +oeo . z ) +oo . en —1 )
lim n (en — 1) e dr = lim n (en — 1) e dx = lim — xTe dx
0 0

n—-+00 0 n—-+o0o n—-+o0o "

Vysledny integral snadno spocteme jednoduchou substituci

+oo —+oo
1 1 1
/ ze ™ do = = f/ e du= = [—e_“] oo _ 2
0 0 2

2 u=0 " 9
Zbyvé ovérit, Zze muzeme provést zémeénu limity a integralu, napiiklad podle Lebesgueovy véty:

’U,:I2

du = 2zdx

Necht plati:

e Posloupnost { fn}:icl je posloupnost méfitelnych funkei na mnoziné M.

e Posloupnost { fn}+°<i konverguje pro skoro vSechna x € M k funkci f, aneb pro skoro vSechna

n=

x € M plati lim,, o fn(z) = f(2).

e Existuje lebesgueovsky integrovatelna funkce g, takovd, ze pro vSechna n € N pro skoro vsechna
x € M platf [ fn(2)] < g().

Pak plati:

e Funkce f lebesgueovsky integrovatelnd funkce na mnoziné M.

e Lze zaménit limitu a integral,

ngrj{loo /M fn(z)de = /M ngrfoo fo(z)dz = /M f(z)da.

Funkce g se nazyva integrovatelnd majoranta funkce f.

Mnozina M je v nasem piipadé (0, 4+00), posloupnost f,, tvoii funkce

fa=n (e% — 1) e
Meéfitelnost jednotlivych élent f, posloupnosti plyne z jejich spojitosti na (0, +00). Vztah limy, 40 fn(z) = 2%
zjevné plati pro vSechna = € (0, +00). Déle plati

n(ezl)n<1+i+ (%)2+ (%)3+ (z>4+...1> n(fLJr (%)QJF (%)3+ (£)4+...>

2! 3! 4! 1! 2! 3! 4!
2 3 4
R - M ) N ) A A A
T T T T T TR TEP TR

a proto
< e Hr _ o—(v-3)"+1

|fn] = ’n (e% - 1) e

kde na pravé strané zjevné stoji funkce, kterd je lebesgueovsky integrovatelnd na intervalu (0, +00).

Y
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[4] 4. Bud ddna posloupnost funkci
1

fulz) = 1t+ene’

Najdéte bodovou limitu f této posloupnosti v intervalu I = [0, 1]. Rozhodnéte, zda posloupnost { fn}:z konverguje
stejnomérné k f na intervalu J a K, kde

a) J=1(0,1),
b) K = (a,1), kde a € (0, 3).

Reseni:
Na intervalu I = [0, 1] zjevné plati

1 —
lim L e w=h
n—+oo 1 4 e~ n<

Oznacme

%, =0,
ﬂ@={L ze(0,1].

Zbyva rozhodnout, zda plati f, = f. Pouzijeme ekvivalentni charakterizaci stejnomérné konvergence, ktera fika:

Bud {f, +§ C R posloupnost funkei. Posloupnost funkef { fn}:z konverguje pro n — +oo stej-

n
nomérné k funkci f na intervalu M, aneb

M
fn=3 1
praveé kdyz pro n — —+oo plati
on — 0,
kde

Op =def SUP |fn(x) - f(l‘)| .
zeM

Zabyvejme se nyni intervalem J. Plati

1
op = Su ) — f(x)| =sup | ———— —1].
o= (o) ~ £ = s 1
Muzeme si pov§imnout, ze H_e% < 1 a absolutni hodnotu je tedy nutné odstranit se zdpornym znaménkem.
Nalezneme extrém funkce 1
—— 41
1+en® *

Derivace této funkce je
d 1 L) = ne " <0
dx 14 e  l4e ’

funkce je proto klesajici a plati

14+e e

=

Op = SUp |fn(a7) - f($)| = sup
zeJ xeJ

a nasledné tedy o,, 4 0 pro n — +o00. Konvergence proto neni na intervalu J stejnomérna. Na intervalu K plati
! 1= 1 +1
e Y =,

1 ‘_ 1

on = sup |fn(z) — f(z)| = sup m— —m

reEK rzeK

a nasledné tedy o, — 0 pro n — 4o00. Konvergence je proto na intervalu K stejnomeérna.
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5. Spoctéte plosny obsah plochy S, kterd je popséna jako ¢ast valcové plochy z2 4y? = xR lezici uvniti koule 22 +y2? 4+ 2% <
R? a v prvnifm oktantu (z > 0, y > 0, z > 0), viz Obrazek 1. (Cislo R € R je parametr.)

Obréazek 1: Plocha S.

ResSeni:

Vilcové plocha je ddna rovnici 22 + y? = 2R, coz upravime na

jedna se tedy o vélcovou plochu se stfedem v bodé x = %

R R

r = — — COS
5 T35 cosp,
y= 5 sing,
z=2z,

R? aneb
R? R? R?
4 2 4

odkud

Hledana parametrizace plochy tedy je

Je tedy dS = R?dzdy, zbyva zintegrovat pres danou plochu

T Rsin £
/ s = / / "By
S ©=0J2z=0 2

E/ Rsin fdcp = R
2 Jomo 2

NapiSeme parametrizaci plochy (vélcové soufadnice se stfedem v bodé z = %)

2

4

R2
22 < R?— (2 +4y*) = R* - (+cos<p+cos2g0+sin2<p) :?(1—(3054,0)

R? P
z € lO, 2(1—00590)1 = {O,Rsmg}.

_ R R
T =5+ 5 Cosyp,
D(x) = (y = Fsing,
z =z,
kde z € [0, Rsin £] a ¢ € [0, 7].
Spocteme element plochy
dS = /gdedz,
kde
de o do  dP g dP 1 0
g = det [g@g@ gq)gg} — det [O R]
de dz dey de 4

2 w
— [72COS f} = R%
2 2 =0

0 poloméru g. Situace je znazornéna na Obrazku 1.

kde ¢ € [0, 7] (vyzadujeme x > 0,y > 0). Parametr z oviem nenf libovolny, musf byt splnéna podminka 2 +y?+22 <
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Plosny obsah plochy S je tedy R2.

Je mozné pouzit i vélcové soutadnice se stfedem v pocatku. Valcovou plochu tedy popiseme pomoci

T =TCOosp,
y =rsingp,
z =z,

ze vztahu 22 + y? = =R pak plyne, Ze
2

r* =rRcosy,
aneb
r = Rcos p.
aneb
22 =R? — (22 +y?) = R* — 12 = R*(1 — cos® ) = R?sin® .
Celkem tedy
x = Rcos? p,

®(x) = ¢y = Rcospsinp,
z =z,
kde ¢ € [0,Z], z € [0, Rsin ).
Spocteme element plochy
dS = /gdedz,
kde
4o g d db g de
g = det gg.gé gg.d].
de dz de de
Tecné vektory jsou
0 —2R cos psin ¢ —Rsin2p
do do
— = |0}, — = |—Rsin? ¢+ R?cos’¢| = | —Rcos2¢p]| ,
dz 1 dz 0 0

a proto
1 0
g = det [0 RQ} .

Je tedy dS = Rdzdy, zbyva zintegrovat pres danou plochu

5 Rsin ¢ z -
/dS:/ / Rdz d(p:R/ Rsin pdyp = R? [—COS@];:():RQ,
S ©=0J2=0 =0

coz se kupodivu shoduje s vysledkem zikanym vypoctem s uzitim puvodni parametrizace.

Proménnd ¢ je nyni z rozmezi [O, 5]7 rozmezi hodnot pro proménnou z dostaneme z podminky z2 + y? + 22 < R?,
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6. Spoctéte integral

I= /(Za —y)dz + zdy,
gl
kde je kiivka v R? dan4 parametrickymi rovnicemi

x = a(t —sint),
y = a(l — cost),

pro t € [0, 27] (oblouk cykloidy).

Reseni:
Spocteme prenos diferencialni formy
w = (2a — y)dz + zdy,

zobrazenim ®

(1) = {x = a(t — sint),

y = a(l — cost),
kde t € [0, 27]. Diferencidly soufadnicovych funkei jsou po radé

dz = a(1 — cost)dt,
dy = asintdt.

Prenos formy w je tedy
®# (w) = ((2a — a(1 — cost))a(l — cost) + a(t — sint)asint) dt,

nyni jiz muzeme spocist integral

2m
I= a2/0 ((1 —cost)(1 4 cost) + (t —sint)sint) dt

o 2
:a2/ ((1 — cos®t) + tsint — sin®¢) dt=a2/ tsintdt
0 0

_ u:t ulzl
T |v/ =sint v = —cost

2
=a? ([—t cost]gTr —|—/ cos tdt) = —2ma’.
0




