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Jednotlivé kroky pii vypoctech struéné, ale co nejpresnéji oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké tvrzeni, nezapomeite ovérit
splnéni predpokladi.

Jméno a ptijment:

Skupina:
Priklad 1 2 3 4 5 6 Celkem bodu
Bodu 6 6 4 4 6 4 30

Ziskéno
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[6] 1. Bud dén funkcional ® na mnoziné M = {y € C*([1,2]) |y(1) = 3, ¥/(1) =3, y(2) = & + In2, y/(2) = §} predpisem

B(y) = /1 : (3;3 (") - 12xy> de.

a) Spoctéte prvni Gateaux derivaci funkciondlu ® v bodé y ve sméru h. (Tedy d®[y](h) neboli D®(y)[h], zalezi na
znaceni, kterému ddvate prednost.) Popiste pfesné v jakém prostoru funkei lezi h.

b) Napiste Euler-Lagrange rovnice pro funkciondl ®.
¢) Najdéte extremdlu funkciondlu ® na mnoziné M, extremélu oznacte Yext-

d) Spoététe druhou Géteaux derivaci funkciondlu ® v bodé y ve sméru h. (Tedy §2®[y](h, h) neboli D?®(y)[h, h],
zalezi na znaceni, kterému dévate prednost.)

e) Vyéislete druhou Gateaux derivaci funkciondlu ® v bodé yext ve sméru h pro yext, které je feSenim Euler—Lagrange
rovnic pro funkciondl ®. Ukazte, ze Gateaux derivace je v tomto bodé v libovolném sméru h nezdporna.

ResSeni:

Spocteme Gateaux derivaci funkciondlu ®(y) dle definice

Db(y)[h] = < B(y +h)

t=0
Po dosazeni

2
O(y + th) = / (a:g (' +th")* = 122(y + th)) dz
1

derivujeme podle ¢ a vysledkem je

d 2 .
&Cﬁ(y +th) = / (22® (y" +th"") b — 12zh) dz
1

po dosazeni t = 0 dostaneme

d
—®(y + th)

2
G = /1 (22°y"h" — 12zh) dz

t=0
a proto

2
D®(y)[h] = / (22%y"h" — 12zh) dz
1

Po dvojnasobné integraci per partes dostaneme

D®(y)[h] = /1 i [;; (22%y") — 124 hdz

kde jsme vyuzili skutecnost, ze testovaci “smér” h je zvolen z prostoru N, kde
N={gec*([1,2]) |g(1) =0, g'(1) =0, g(2) =0, g'(2) = 0}

Pouzijeme zdkladni lemma varia¢niho poctu a vidime, ze Eulerovy—Lagrangeovy rovnice piislusného funkcionalu
jsou

d2 3,1

@(295 y") — 12z = 0.

Predtim, nez se pustime do feSeni Eulerovych—Lagrangeovych rovnic, spo¢teme jesté druhou Gateaux derivaci
funkciondlu ® v bodé y ve sméru h. Druhou derivaci funkcionalu ® spocteme podle predpisu

2 2
Do) k] = LDo(y+thE]| = (d / (243 (y" + th")h" —12zh) dx) =2 / 23 (W) dz > 0.
dt o \dt /| o .

Druh4 derivace tedy nezdvisi na y, coz se dalo ocekdvat, nebot funkciondl je “kvadraticky” v y, a navic je ziejmé,
Ze druhd derivace je vzdy nezépornd. Specidlné tedy bude nezdpornd i v bodé yext. (Pokud se ndme takovyto bod
podaif najit fesenim Eulerovych-Lagrangeovych rovnic.)

d? 5 d%y

Resme nuni Eulerovu-Lagrangeovu rovnici
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Integrace postupné vede na rovnice

d d?
d2
Q.Z‘Bdix(g = 223 + Cix + Cs,

posledn{ rovnici vydélime 23 (pracujeme na intervalu [1,2] takze déleni 2 je vpoiddku) a dalsf integrace postupné

vede na rovnice

dy 011 CQ 1
i S R
1‘2 Cl 021

kde {C’i}?zl jsou integracni konstanty. Integracni konstanty uréime z okrajovych podminek, ma byt

3 1 (O
§—§*I+03+C4,
14
—+ln2:2—gln2+%+203+04,
3 2 8
Cy Oy
-1 _ ==
3 5 1 + Cf,
9 Cy Oy
27277 T O
odkud 16 . 8
C;=-2 Cy=— Oq = — Cy=——=
1 ) 2 3; 3 37 4 3)
a proto
2 7 41 8
Yext = — + -2+ -—+lnzx — —-.

2 3 3z 3
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[6] 2. Urcete pro jakéd a € R existuje integrél

a integral spoctéte.

Reseni:
Nejprve zjistime pro jaké a € R integral existuje. (To jest existuje a je koneény.) Problematickymi body jsou 0 a 1.

;o1 etlme_g
Plati Inx Inz

_ a,ealn.'l:71

oo - Pro z — 1— tedy dostaneme

alnz __ 1

lim a—— =a
r—1— alnx

A integrand lze tudiz v bodé 1 touto limitou spojité dodefinovat. Zabyvejme se nyni bodem x = 0. Kritické je
chovani vyrazu j-—. Chovani funkce ;— staci posoudit srovndnim s funkef ﬁ, pricemz posledné jmenovand funkce
je integrovatelnad u nuly pokud b > —1. Plati

a

193 l.afb

M nr __

R
b

Posledné jmenovana limita je nulovd pokud a > b. To znamend, Ze pro a > b roste funkce ’%’ u nuly pomaleji nez
ﬁ, pricemz ﬁ je u nuly integrovatelnd funkce pro b > —1. Integral proto existuje pro a > —1.

Pocitejme nejprve formalné bez ovéfeni korektnosti provddénych operaci (zdména derivace a integralu). Jest

1 1 1
g:/ 2 vl dx:/ealn‘”dm:/x“dm
da 0 aa/ lnx 0 0 ’
coz je integral, ktery umime piimo spocist,
1 1
a [ gatt _a +1
/0 x dm_{T*lL:o_ '

Muzeme si pov§imnout, ze primitivni funkci jsme dokdzali vy¢islit v & = 0 pouze pro a > —1, coz jsou ale hodnoty
parametru a, pro které nds hodnota integrdlu zajima. Celkem proto

a1
da a+1

Diferencialni rovnici pro funkci I snadno vyfesime pfimou integraci,
I(a) =In(a+1)+C,

kde C' je integraéni konstanta.

Zbyva urcit hodnotu integra¢ni konstanty. To je ale jednoduché, z pravé odvozeného vztahu plyne

1(0) = C.

1(0) = ( /0 1 x;ﬂ;l dx)

Integracni konstanta C' je tedy rovna nule, a plati

Piimym vypoctem ovSem ziskdme

=0.
a=0

I(a)=In(a+1).

Zbyva ovérit platnost formélné provedenych operaci. Nejprve se budeme zaobirat zaménou limity a integralu, k tomu
poslouzi véta:

Bud f(z,b):IxJ— R, kde I CR aJ CR. Necht plati

e Funkce f(x,b) jakozto funkce proménné b je diferencovatelnd pro skoro vsechna x € I.
e Funkce f(x,b) jakozto funkce proménné x je lebesgueovsky méritelnd pro vSechna b € J.

e Existuje lebesgueovsky integrovatelnd funkce g : I — R takova, ze pro skoro vsechna b € J
plati | 5 f(z,0)| < g(=).
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o Existuje by € J tak, ze funkce f(x,bg) jakozto funkce proménné x je lebesgueovsky inte-
grovatelnd na 1.

Pak je pro kazdé b € J funkce f(z,b), jakozto funkce x, lebesguovsky integrovatelnd na I,
funkce

F(b) = /f(:c, b)dx
I
je diferencovatelnd na I a plati

dF d

V nagem pifpadé je I = (0,1) a J = (=1 + &, +00), kde ¢ je libovolné kladné redlné ¢islo, a

¢ —1

Inx

f(a:,a) =

Diferencovatelnost funkce f(z,a) viéi proménné a je zfejmé, méfitelnost viéi proménné x je zjevnd ze spojitosti
vuéi proménné x na intervalu I = (0,1).

Zbyva zjistit, zda existuje ap € J = (=1 + ¢, +00) takové, ze funkce f(z,a) je lebesgueovsky integrovatelnd na
I =(0,1). To je oviem snadné, integrovatelnost jsme peclivé diskutovali v tivodu, a zjistili jsme, ze dand funkce je na
intervalu I lebesgueovsky integrovatelna kdykoliv a > —1, tedy pro vSechna a € J. Hledané ag € J = (—1+¢, +00)
je tedy libovolné ¢islo z pozadovaného intervalu.

Poslednim krokem je nalezeni majoranty pro derivaci. Derivace % f(z,a) je ddna vztahem

—f(z,a) = 2%,

da
a hledany odhad pro a € J = (=1 + ¢, +00) je tedy

1
2% < ==

rl-e¢’

kde na pravé strané zjevné stoji lebesgueovsky integrovatelnd funkce na I = (0,1).

Zéménu limity a integralu lze tedy provést pro a € (—1 + ¢, +00), kde ¢ je libovolné kladné redlné ¢islo. Vysledek
vypoctu proto plati pro vSechna a > —1, coz jsou presné ty hodnoty parametru a, pro které integral existuje.
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3. Spoctéte limitu

+oo

. xr .2
lim n (arctan 7) e ¥ dux.
n—-+oo 0 n

Resenti:
Postupujme forméalné, zaménou limity a integralu ziskdme

z2

dx

2
. oo T\ e % too T\ e~
lim n | arctan — dz = lim n (arctan —
n 0 n

n—+o0 J, x n—s+oo x

Foo . arctan 2 oo s
= lim ———= | xe dx = Te dzx.
0 n——+00 by 0

Vysledny integral snadno spocteme jednoduchou substituci

—+oo —+oo
1 1 o0 1
/ ze ™ dz = = 7/ e “du= = [—e*“]+ =_.
0 0 2

2 u=0 " 9
Zbyva ovérit, ze muzeme provést zéménu limity a integralu, napiiklad podle Lebesgueovy véty:

U:£C2

du = 2zdx

Necht plati:

e Posloupnost {f, :2 je posloupnost méfitelnych funkei na mnoziné M.

e Posloupnost { fn}zz konverguje pro skoro vSechna x € M k funkci f, aneb pro skoro vSechna
x € M plati lim,,—, 1o fr(z) = f(x).

e Existuje lebesgueovsky integrovatelna funkce g, takovd, Ze pro vSechna n € N pro skoro vsechna
x € M plati |f(2)] < g().

Pak plati:

e Funkce f lebesgueovsky integrovatelna funkce na mnoziné M.

e Lze zaménit limitu a integral,

lim fn(z)da :/ lim f,(z)dz= [ f(z)dx.
M M M

n—-+oo n—-+oo
Funkce g se nazyva integrovatelna majoranta funkce f.

Mnozina M je v nasem piipadé (0, +o00), posloupnost f,, tvoii funkce

2
z\ e ”
fan=n (arctan 7)

n T

Méfitelnost jednotlivych ¢lenu f,, posloupnosti na (0, 4+00) plyne z jejich spojitosti na (0, 400). Vztah pro limitu
limy, s oo fr(z) = ze~® zjevné plati pro viechna x € (0,+00). Déle na intervalu [0, +00) plati

T T
n (arctan 7) <n—=uz,
n n
a proto
X 22 g2
|fnl = |n (arctan — ) e <ze ¥,
n

kde na pravé strané stoji funkce, kterd nezdvisi na n a je zjevné lebesgueovsky integrovatelna na intervalu (0, +00).
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[4] 4. Bud ddna posloupnost funkci

_n xG[O,%],
f"(z)_{o zeR\[0,2].

Najdéte bodovou limitu f této posloupnosti v intervalu I = [0, 1]. Rozhodnéte, zda posloupnost { fn}:z konverguje
stejnomérné k f na intervalu J a K, kde

a) J=1(0,1),
b) K =(g,1),kde e e RT & < 1.

ResSeni:

Na intervalu J = (0,1) zjevné plat{

w0
v bodé x =0 je
lim f,= lim n=+4c
n—-+4o0o n—-4oo
Oznatme
f(@) =o.

Zbyva rozhodnout, zda na danych intervalech J a K plati f,, = f. Pouzijeme ekvivalentni charakterizaci stejnomérné
konvergence, ktera rika:

Bud {f, Zﬁ C R posloupnost funkei. Posloupnost funkef {f, :er konverguje pro n — 400 stej-
nomérné k funkci f na intervalu M, aneb

fn =1,
praveé kdyz pro n — —+oo plati
on — 0,
kde
On =def SUP |fn(x) - f(.Z‘)| .
zeM

Zabyvejme se nyni intervalem J. Plati

on = sup|fn(z) — f(2)] = n.
rzeJ

(Supremum se nabyva napiiklad v bodé = = %) Nésledné tedy o, 4 0 pro n — +oo. Konvergence proto neni na
intervalu J stejnomérné. Na intervalu K a pro n > é plati

on = sup | fn(z) — f(z)| = 0.
reK

(“Hrb” je pro % < ¢ mimo interval K.) Nédsledné tedy o, — 0 pro n — 400, a konvergence je tedy na intervalu K
stejnomérna.
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[6] 5. Spoctéte objem télesa B C R3, které je vymezeno plochami z = e’(‘7”2+y2)7 z=—1az?+y% = R? kde R € R" je n¢jaké

pevné zvolené ¢islo.

Reseni:
Vypocet provedeme v cylindrickych soufadnicich, transformacni vztah x = ®(s) mezi kartézskymi souradnicemi
X = [33 Y z} a cylindrickymi soufadnicemi s = [r %) z] je

T =TCOSp,
y =rsingp,
z =z

Determinant Jacobiho matice je proto

cose —rsing 0
det[a—f]:det{%{’ % %}:det SiI(l)(p rcgsgo (1) =T

Pouzijeme Fubiniho vétu a vétu o substituci

2 R e’ R e’ R ,
/ dA :/ rdrdedz :/ / / dz | rdr| de = 271'/ / dz | dr = 271'/ (efr + 1) rdr
B B =0 r=0 z=—1 r=0 z=—1 r=0

u=r?

_ 2 _7uR2
du = 2rdr =k +7T[ © ]

u=0

=T R2+17e*R2 .
( )

R R 2 R 2 2
= 27T/ rdr+2ﬂ'/ re " dr = 7rR2+27T/ re” " dr = =n1R*47 (1 —e R )
r=0 r=0 r=0
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6. Spoctéte integral
I:/ydﬂﬂr(y*a)dy,
~
kde je kiivka v R? dan4 parametrickymi rovnicemi

x = a(t —sint),
y = a(l — cost),

pro t € [0,27] (oblouk cykloidy), a € R je pevné éislo.

Reseni:
Spocteme prenos diferencialni formy
w=ydz+ (y —a)dy,

zobrazenim ®

(1) = {x = a(t — sint),

y = a(l — cost),
kde t € [0, 27]. Diferencidly soufadnicovych funkei jsou po radé
dz = a(1 — cost)dt,
dy = asintdt.

Prenos formy w je tedy
&% (w) = [a(1 — cost)a(l — cost) — (acost)asint]dt,

nyn{ jiz muzeme spocist integral
2m 2m 27
I:aQ/ [(1—cost)2—sintcost} dt:aQ/ [1—2cost+0082t—sintcost] dt:aQ/ [1+COS2t] dt
0 0 0

2 2m
1 2t
= 271a® + a? / cos? tdt = 2ma® + a2/ +C%dt = 27a? + ma? = 37a2.
0 0




