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Jednotlivé kroky pii vypoctech struéné, ale co nejpresnéji oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké tvrzeni, nezapomeite ovérit
splnéni predpokladi.

Jméno a piijmeni:

Skupina:
Piiklad 1 2 3 4 5 6 Celkem bodu
Bodu 6 6 4 4 6 4 30
Ziskéno

1. Bud dén funkciondl ® na mnoziné M = {y € C' ([0,1]) |y(0) = 0,y(1) =1 — 1} predpisem

D(y) = /01 <2yy’ —e" (y’)z) dz.

a) Spoctéte prvni Gateaux derivaci funkciondlu ® v bodé y ve sméru h. (Tedy d®[y](h) neboli D®(y)[h|, zalez{ na
znaceni, kterému ddvate prednost.) Popiste pfesné v jakém prostoru funkei lezi h.

b) Napiste Euler-Lagrange rovnice pro funkciondl ®.
¢) Najdéte extremdlu funkciondlu ® na mnoziné M, extremélu oznacte Yext-

d) Spoététe druhou Géteaux derivaci funkciondlu ® v bodé y ve sméru h. (Tedy §2®[y](h, h) neboli D2®(y)[h, h],
zélezi na znaceni, kterému davéte prednost.)

e) Vyéislete druhou Gateaux derivaci funkciondlu ® v bodé yext ve sméru h pro yext, které je feSsenim Euler-Lagrange
rovnic pro funkcional ®. Ukazte, ze Gateaux derivace je v tomto bodé v libovolném sméru h nekladna.

Reseni:
Spocteme Géteaux derivaci funkciondlu ®(y) dle definice

Db(y)[h] = < B(y +h)

t=0
Po dosazeni

Dy + th) = /0 (2(y +th) (y +th) —e” ((y + th)/)g) dz,

derivujeme podle t a vysledkem je

d 1

&q>(y +th) = / (2h (y + th) + 2(y + th)h' — 2" (y + th)' h') dz
0

po dosazeni t = 0 dostaneme

d
—d
g (y + th)

1
= 2/ (hy' +yh' — ey'h') da,
t=0 0

a proto

1
D®(y)[h] = 2/ (hy' +yh' — e"y'h') du.
0

1
d
2/ <y’ —y + — (e’”y’)) hdz.
0 de

(exy/>/ — O,

feSenim vyse uvedené diferencialni rovnice je zifejmé funkce

Po integraci per partes

Eulerovy—Lagrangeovy rovnice tedy jsou

y=—Coe™ " + (1,
integra¢ni konstanty ur¢ime z okrajovych podminek, ma byt
—Co+C1 =0,

C 1
— 4 O=1- -,
(& €
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odkud Cyp =1, C; =1 a tedy
y=—e "+ 1

Druhou derivaci funkcionalu ® spoc¢teme podle predpisu

D20 (y)[h, h] = %D@(y + th)[A]

t=0

(/01 (h(y +th) + (y + th)h' — e®(y + th)'R’) dx) L

_ 2/01 (zhh' et (h’)Q) do = —2 /01 (e” (h’)Q) de,

coz je (v posledni tipravé jsme pouzili integraci per partes a skutecnost, ze funkce h je rovnd nule v krajnich bodech
zkoumaného intervalu) kupodivu totéz jako dle véty

=2

&~

Bud ® funkciondl zadany piedpisem

Pak je jeho druhy diferencial roven

D20 (y)[h, h] = / b [P ()? + Qiﬁ] de,

kde
2
po PP
oy’ 0y’
Q- 0’F i 0’F
- Oyoy  dx \oyoy' )’
Maéame tedy

D*®(y)[h, h] = 2 /01 e" (W) <0,

a okamzité vidime, ze druhd derivace je nekladnd v jakémkoliv bodé y a navic nezévisi na y. (To neni piekvapeni,
funkciondl @ je “kvadraticky” v proménné y.) Druhd derivace vyéislend v bodé yext je

1
D2®(yex) [, h] = —2 /O e” ()2
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2. Spoctéte

kde a € R™ je libovolné ale pevné kladné redlné &fslo.

Reseni:

Pocitejme nejprve formdalné bez ovéreni korektnosti provadénych operaci (zdména derivace a integralu). Jest

dI T 9 [ sinx too _
— = — [e7* dr = — sinze” " dux,
da o Oa x 0

coz je integral, ktery umime piimo spocist. Integral f0+°° sin x e~ ** dx spocteme klasickym postupem,

+o0 e—ax +o0o 1 +oo
/ sinze *dx = = {Sinm } + - / cosze “dx
0 0 aJo

uw=sinx u =cosz

—ax

v =e7% p=-—-— a
a
. _ +oo
1 [T Cam u=cosx u =-—sinx 1 ez 1 [T . on
= - cosze de = |, o o—az | = — | |—coszx — = sinxe dx
a Jo v =e V== a a o a Jo

1 e
== - = sinze” ** dux,
a a 0

odkud plyne, ze

+o00 1
/ sinze *dx = -
0 a + 1

Celkem proto
dr 1
da  1+a2’
Diferencialni rovnici pro funkci I snadno vyfesime pfimou integraci,
I = —arctana + C,

kde C' je integraéni konstanta.

Zbyva urcit hodnotu integra¢ni konstanty. To provedem pomoci limit a — +o00. Z pravé odvozeného vztahu plyne

lim = lim (—arctana—i—C’)z—%—!—C.

a——+o0 a—+o0o

Pfimym vypoctem oviem ziskdme (pokud lze zaménit limitu a integral)

+o0 : +o0 :

. . ___sinx . ___sinzx

lim 7= lim / e * dm:/ lim e %* dx = 0.
0 0

a—-+oo a——+oo €T a——+o0 xX

Integracni konstanta C' je tedy rovna 7, a plati
T
I = —arctana + — = arctan —.
2 a

Zbyva ovérit platnost formalné provedenych operaci. Nejprve se budeme zaobirat zaménou limity a integralu, k
tomu poslouzi véta:

Bud f(z,b): I xJ — R, kde I CR aJ C R. Necht plati

Funkee f(z,b) jakozto funkce proménné b je diferencovatelnd pro skoro véechna x € I.
Funkce f(z,b) jakozto funkce proménné x je lebesgueovsky méritelnd pro vSechna b € J.
Existuje lebesgueovsky integrovatelna funkce g : I — R takové, Ze pro skoro vSechna b € J
plati %f(m,bﬂ < g(x).

Existuje by € J tak, ze funkce f(z,bo) jakozto funkce proménné x je lebesgueovsky inte-
grovatelna na I.

Pak je pro kazdé b € J funkce f(z,b), jakozto funkce z, lebesguovsky integrovatelnd na I,
funkce

P(b) = / o, b)dz
I
je diferencovatelna na I a plati
dr

d
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V nagem pifpadé je I = RT a J = (g, +00), kde ¢ je libovolné kladné redlné &fslo, a

g SINT

f(xz,a)=e .

X

Diferencovatelnost funkce f(x,a) vuéi proménné a je ziejmd, méfitelnost vuci proménné x je zjevnd ze spojitosti
vuci proménné .

Zbyva zjistit, zda existuje ag € J = (&, +00) takové, Ze funkce f(x,a) je lebesgueovsky integrovatelnd na I = R™T.
To je oviem snadné. Predné funkei f(z,a) lze spojité dodefinovat v nule,

_ar ST

=1

f(‘r5 a)|;p:0 = mli)Ig)l+e T

Lebesgueovskd integrovatelnost f(z,a) na intervalu (0, K), kde K € R, je tedy zfejmd ze spojitosti f(z,a) na
intervalu [0, K]. Zbyva vysetfit chovdn{ “v nekone¢nu”. Na intervalu (2, +00) plati odhad

—ax

___sinx
e axr
T

kde na pravé strané stoji lebesgueovsky integrovatelna funkce na R*. Hledané ag € J = (g, +00) je tedy libovolné
¢islo z pozadovaného intervalu.

Poslednim krokem je nalezeni majoranty pro derivaci. Derivace % f(x,a) je dana vztahem

—ax

0
a—f(:v,a):—(sinx)e ,
a
a hledany odhad pro a € (g, +0) je
‘— (sinx) e_‘”:‘ <e ™™ e,
kde na pravé strané zjevné stoji lebesgueovsky integrovatelna funkce na R*.
Zéménu limity a integrdlu oduvodnime napiiklad podle Lebesgueovy véty, kterd rika:
Necht plati:
e Posloupnost { fn}::fl je posloupnost méfitelnych funkei na mnoziné M.

e Posloupnost { fn}:;z konverguje pro skoro vSechna x € M k funkci f, aneb pro skoro vSechna

x € M plati lim,, oo fo(z) = f(2).
e Fxistuje lebesgueovsky integrovatelna funkce g, takovd, ze pro vSechna n € N pro skoro vsechna
x € M plati |fn(2)] < g(z).

Pak plati:

e Funkce f lebesgueovsky integrovatelnd funkce na mnoziné M.

e Lze zaménit limitu a integral,

nllgloo /M fu(z)de = /M nll)r_{loo fo(z)dz = /M f(z)da.

Funkce g se nazyva integrovatelnd majoranta funkce f.

Mnozina M je v nasem piipadé (0, +o00), posloupnost f,, tvoii funkce

_ sinx
fn =e 7 y
T

kde a,, je néjakd posloupnost pro kterou plati lim,,_, ., a,, = +00, pfic¢emz muzme bez Gjmy na obecnosti uvazovat
pouze posloupnost, kde plati a, < a,41. Plati

1l = |e ez sinx
| = = it

' a2 ST
)

T

kde na pravé strané stoji lebesgueovsky integrovatelna funkce. (Pouzijeme stejnou argumentaci jako pii vysetfovani
platnosti pfedpoladu véty o zdméné limity a integrélu.) Lze tedy zaménit limitu lim,—, 1o a integral. (Pouzili jsme
Lebesgueovu vétu pro posloupnosti, coz je ale vzhledem k Heineho vété totéz jako kdybychom zkoumali limitu
funkee.)
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3. Spoctéte limitu

+oo —x
. T\ e
lim n? (1 — cos f)
0

n—+oo n

T

ResSeni:

Postupujme formalné, zdménou limity a integralu ziskame

+o0 —a? +o0 —z? +o0 .z
. T\ e . T\ e . 1—cosZ® 2
lim n? (1 — Cos f) dx = lim n? (1 — cos 7> dx = lim ———=" | we * dx
n—+o0o Jq n x 0 n——+oo n x 0 n—+oo (z)

Vysledny integral snadno spoc¢teme jednoduchou substituci

I 1 [t
5/ ze ™ dz = =1 / e “du=
0 0

Zbyva ovérit, ze muzeme provést zaménu limity a integrdlu, naptiklad podle Lebesgueovy véty:

UZQZ‘Q

du = 2zdx

—u]too 1
[_e ]u:O - 4

e

Necht plati:

e Posloupnost { fn}:ii je posloupnost méritelnych funke! na mnoziné M.

e Posloupnost { fn}zz konverguje pro skoro vSsechna x € M k funkci f, aneb pro skoro vSechna
x € M plati lim, oo fn(x) = f(2).

e Existuje lebesgueovsky integrovatelnd funkce g, takové, ze pro vSechna n € N pro skoro vSechna
z € M plati |f,(2)] < g(x).

Pak plati:

e Funkce f lebesgueovsky integrovatelnd funkce na mnoziné M.

e Lze zaménit limitu a integral,

nglfoo /M fo(z)dz = /M ngrfoo fo(z)dz = /M f(z)da.

Funkce g se nazyva integrovatelnd majoranta funkce f.

Mnozina M je v nasem piipadé (0, +00), posloupnost f,, tvoif funkce

9 zy e
fa=n (l—cosf)

n x

Meéfitelnost jednotlivych ¢lent f,, posloupnosti na (0,400) plyne z jejich spojitosti na (0, +00). Vztah pro limitu

lim,, s 1 oo frn(z) = %ze’zz zjevné plati pro vSechna x € (0, +00). Déle plat{

L-cos2 [n2( (£ (5" () 2 @ @ e e
' —0 x(l o T e Y| s T U e e s e e
L@, e @ v o 2P ot ,
a proto
|fn| = |n? (1 — cos E) e < 2e T = ge (I*%)QJF%,
n X

kde na pravé strané stoji funkce, ktera je zjevné lebesgueovsky integrovatelnd na intervalu (0, +00).
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[4] 4. Bud ddna posloupnost funkci

)1 zen—-1,n+1]
f"(x)_{o zeR\[n—-1,n+1].

Najdéte bodovou limitu f této posloupnosti v intervalu I = [0, +00). Rozhodnéte, zda posloupnost { fn}:ij konverguje
stejnomérné k f na intervalu J a K, kde

a) J = (0,+00),
b) K = (0,a), kde o € RT.

Reseni:
Na intervalu I = [0, +00) zjevné plati
lim f, =0.

n—-+o0o
(Posloupnost tvoii “hrb”, ktery postupné putuje k nekoneénu, nakreslete si obrézek.)
Oznacme
f(@)=o.

Zbyva rozhodnout, zda plati f, = f. Pouzijeme ekvivalentni charakterizaci stejnomérné konvergence, ktera iika:

Bud {f,}> c R posloupnost funkei. Posloupnost funkei { fn}:z konverguje pro n — +oo stej-

n=1
nomeérné k funkci f na intervalu M, aneb

fn = 1,
pravé kdyz pro n — +oo plati

on, — 0,
kde

On =def SUP |fn(m) - f(fE)| .
zeM

Zabyvejme se nyni intervalem J. Plati

on =sup|fa(z) — f(z)] = 1.
xzeJ

(Supremum se nabyva napiiklad v bodé = = n.) Néasledné tedy o,, /4 0 pro n — +o0. Konvergence proto neni na
intervalu J stejnomérnd. Na intervalu K a pro n > (K — 1) plat{

on = sup [fn(z) — f(z)] = 0.
TeEK

(“Hrb” pro dostateéné velké n “odcestuje” z intervalu (0, K).) Nésledné tedy o, — 0 pro n — +oo. Konvergence
je proto na intervalu K stejnomeérna.
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5. Spoctéte plosny obsah plochy S, kterd je ddna jako hranice (povrch) télesa M, pticemz téleso M je popséno vztahem
M = {XER3| # <z 0< z<H}. (H € RT je parametr.)

ResSeni:

Téleso M je zjevné rotaéni paraboloid, viz Obrazek 1. Hranici rozdélime na dvé éasti — plast a podstavu.

Parametrizace plasté je

T =T COS (,
@(’r’ 50) =\Y= T sin 2
z= 2+

kde ¢ € [0,27] a r € [0, H]. Te¢né vektory k plose S jsou zfejmeé

A cos A —rsing
— = |sinp|, —=|rcosp
dr r d
2L v 0
Spocteme element plochy
dS = /gdedr,
kde
AP o d® AP 4 dP e
g = det [g@g@ 50 :det[ dir
de dr de — de

Je tedy dS =74/1+ 4;1—22drdg0, zbyva zintegrovat pres danou plochu

2n [ H \/77,2 H \/77,2
Splééﬁz/sdsz/gp_o/r_or 1+4ﬁdrd<p:27r/7:0r 1—|—4ﬁdr

0

r

2

|

2 1 —+
u=1+44z| _ T 2/ 3 (
du = %rdr 4 Vudu 4
Parametrizace podstavy je
T =T oS p,
O(r,p) = qy =rsing,
z=H,
kde ¢ € [0,27] a r € [0, H]. Te¢né vektory k plose S jsou zfejmeé
d cos A —rsing
— = |sinp|, —=|rcosyp
d 0 dy 0
Spocteme element plochy
dS = /gdedr,
kde
d® 4 d® P 4 dP 1 0
9= det lggg@ gggg] — det {0 r2].
de dr de ~ de

Je tedy dS = rdrdy, zbyva zintegrovat pies danou plochu

wj

™ H H
_ _ _ _ 72
Spodstava = / ds = / / rdrdy = 277/ rdr =nH".
S =0 Jr=0 r=0

Celkem tedy

S=S1ast T 5p

odstava = %Hz (5% - 1) +7H? = gﬁHz (\/5—1-1).
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[4] 6. Spoctéte plosny obsah mnoziny M C R?, kde M = {[x, yeR? |22 <y<a+ 2}.

Reseni:

Mnozina M C R? je “seviend” parabolou y = x2 a pifmkou y = x + 2. Cilem je spocitat

/ dA.
M

Nejprve zjistime, ve kterych bodech se protind parabola y = 22 s pifmkou y = z + 2. Resfme rovnici

22 =x+2,
aneb x? — x — 2, jejimz feSenfm je

T1,2 =

11\/14—8_{2
2 -1

Mnozina M tedy vypada tak, jak je zndzornéno na Obrazku 2.

Vypocet proto probéhne takto

2 o2 2 2 8 1 19
d)\:/ (/ dy)dxz/ r+2-2Y)dr = |2 +2x - 2| =2+44-_—-+2- =,
/M r=—1 y=x2 ac=—1( ) |:2 3i|_1 3 2 3 2

w

H

T

Obréazek 1: Plocha S.

M

-1 2 x

Obrézek 2: Mnozina M.



