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Jednotlivé kroky pii vypoctech stru¢né, ale co nejpiesnéji oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké
tvrzeni, nezapomerte ovérit splnéni predpokladi.

Jméno a piijment:

Skupina:

1. Vysetiete prubéh funkce F'(b) dané predpisem

+oo 1— —bz?
F(b):/ T e
0

2
z2e”

Diskutujte defini¢ni obor funkce F, spojitost funkce F', limity v krajnich bodech defini¢niho
oboru, derivaci funkce F', limity derivace v krajnich bodech defini¢niho oboru. Najdéte inf,
sup a (lokdlni) max, min (pokud existuji). Na¢rtnéte graf.

Néapovéda: fjooj ema’ = /T

a

Reseni:
Funkce F(b) dand pfepisem
“+o0 1— e—bzz
F(b) :/0 g dz
mé dva rizikové body z = 0 a x = +oo (méfitelnost integrandu je zifejma nebot funkce

f(x,b) je pro libovolné b spojitd funkce proménné z). V okoli nuly je

2 a2
et 1= (14 )
2268 x2 <

z ¢ehoz okamzité vidime, ze pro b # 0 lze funkci pohodlné dodefinovat limitou a integral
bude (na okoli nuly) zcela jisté koneény. Pro b = 0 je samoziejmé F(b) = 0. (Dokonce
plati, ze funkce F'(b) je v tomto bodé spojitd.)

Zbyva zjistit, jak se integrand chova v druhém rizikovém bodé, a sice v +00. Pro vSechna
b > —1+ ¢, kde ¢ je libovolné kladné ¢islo zfejmé plati

1— b2

2
z2e®

(1 +e(1—6)$2)€—x2 e—:c2 +e—s$2

- xr2 2

T

a integrdl bude (zajimédme-li se o chovéni{ v +00) zcela jisté kone¢ny. Defini¢n{ obor tedy
je [—1, 400).

K vypoctu funkce F(b) vyuzijeme vétu o derivaci integralu podle parametru, kterd iiké

Bud f(z,b): I x J - R, kde I C R aJ C R. Nechf plati

e Funkce f(z,b) jakozto funkce proménné b je diferencovatelnd pro skoro
vsechna x € I.
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e Funkce f(z,b) jakozto funkce proménné x je lebesgueovsky méfitelnd
pro vSechna b € J.

e Existuje lebesgueovsky integrovatelna funkce g : I — R takova, ze pro
skoro viechna b € J plati | & f(z,b)| < g(x).

e Existuje by € J tak, ze funkce f(x,bg) jakozto funkce proménné z je
lebesgueovsky integrovatelna na I.

Pak je pro kazdé b € J funkce f(z,b), jakozto funkce z, lebesguovsky inte-
grovatelna na I, funkce

F(b) = / (@, b)de
I
je diferencovatelnd na I a plati

dF d

— = [ = b)dx.

o= ), 3/ (@ b)de

V nagem piipadé volme I = (0, +00), J = (—1+¢,400), kde ¢ je libovolné kladné &islo.

b2
Diferencovatelnost funkce f(x,b) = 1i§e:2 podle proménné b je ziejmd, méfitelnost

podle proménné z jsme diskutovali v uvodu, bod by € J, ve kterém ma byt funkce
f(x,by) jakozto funkce proménné x je lebesgueovsky integrovatelnd na I, nepochybné
existuje, protoze vyse jsme dokonce zjistili, ze f(x,b) je lebesgueovsky integrovatelnd
pro libovolné b z defini¢niho oboru.

Zbyva najit integrovatelnou majorantu pro derivaci

d -
&f(l', b) _ e—(b-i—l)dﬁ7
coz je snadné nebot plati

< 676$2

Ve e I,Vbe (—1+¢,+00): ’ef(bJrl)zz

kde funkce na pravé strané je ovsem lebesgueovsky integrovatelna.
Pro funkci F(b) jsme tedy obdrzeli

+oo
dF ~(1)e? g
— = 2 x,
db 0
- - sz (2 +oo g2 T\ -
z ¢ehoz plyne (uzivdme zndmého vztahu [ e = /%), ze
— 0o a

ar_1 [ =
d 2V b+1’
odkud integrovanim podle proménné b dostaneme
Fb)=+/mb+1)+C,

kde C je integra¢ni konstanta. Hodnota funkce F'(b) v bodé b = 0 je zfejmé F(0) = 0,
odkud C = —/7, celkem tedy

Fb) = V7 (Vo+1-1),
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odkud
1 T
F'(b) ==
(b) 2V a+1’
1
F”(b):—ﬁiy
4 (b+1)>2

Limity funkce a jeji derivace v krajnich bodech defini¢niho oboru jsou jasné
lim F(b) = —/7,
b——1+

(
lim F(b
(
(

+00,
b—+o00
lim F'(b
b——1+
lim F'(b

b— o0

+00,

0.

)
)
)
)

Funkce je zfejmé na svém definiénim oboru rostouci, neméd maximum, ma minimum (v

bodé b = —1), m4 supremum a infimum,
inf  F(b) = —+/m,
e Moy FE) = =7
sup  F(b) = +o0.
be(—1,4+00)

Prubéh funkce je naznacen na obrazku 1.

[10] 2. Spoctéte limitu

+oo 1
lim Me *cosxdx.

n—-+oo 0 n

Pouzijete-li pii vypoctu néjakou vétu, peclivé oduvodnéte, ze jsou splnény patiicné predpoklady.

Reseni:

Zjevné plati, ze
. In(x+n)
lim ————=

n—-+oo n

e Tcosx =0.

Pokud tedy ukazeme, Ze je mozné zameénit limitu a integral, muzeme snadno spocist
puvodni limitu,

+o0 +oo
1 1
lim Me_w coszdr = / ( lim Me‘“ cos $> dx = 0.
0

n—-+oo 0 n n—-+00 n
Zéménu limity a integralu lze oduvodnit napiiklad podle Lebesgueovy véty, ktera tika:

Necht plati:
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+oo

e Posloupnost {f,}, ~, je posloupnost méfitelnych funkei na mnoziné M.

e Posloupnost { fn}:gg konverguje pro skoro vSechna z € M k funkci f,
aneb pro skoro vSechna x € M plati lim,, 1 o frn(x) = f(z).

e Existuje lebesgueovsky integrovatelna funkce g, takova, ze pro vSechna
n € N pro skoro vdechna z € M plati | f,, ()| < g(x).
Pak plati:

e Funkce f lebesgueovsky integrovatelnd funkce na mnoziné M.

e Lze zaménit limitu a integral,

Jin [ @[ @ [ e

Funkce g se nazyva integrovatelnd majoranta funkce f.

Posloupnost f, je v nasem piipadé tvorena funkcemi

1
n(@+n) ,

fn (.’L’) =def

Tyto funkce jsou na intervalu M = (0, 4o00) spojité a tudiz méfitelné. Prvni pfedpoklad
Lebesgueovy véty je tedy splnén.

Druhy predpoklad je rovnéz splnén, limitu jsme spocetli pro libovolné z € M.
Zbyva najit integrovatelnou majorantu. (TFeti pfedpoklad Lebesgueovy véty.) Pro libo-
volné n plati
In(z +n)
n

r+n

e “cosw

1
n@+n)
n

< e ¥ < (x4 1)e 7,

n

kde funkce (x +1)e™" je lebesgueovsky integrovatelnd na M. (Funkce (z + 1)e™? je spo-
jitd na jakémkoliv uzavieném intervalu [0, K], je tedy Lebesgueovsky integrovatelnd na
(0, K). Navic fOK(:U—l—l)e_a” de < f0+°o(m+l)e_”” dz, kde druhy z integrali je chapan jako
Newtonuv integral. Limitni prechod K — +o00 a Leviho véta pak zarucuji lebesgeovskou
integrovatelnost na M.) Staci tedy volit

9() =det (z+ 1)e™ ™.

Vsechny predpoklady Lebesgueovy véty jsou splnény a lze proto provést zdménu limity
a integralu.

3. Spoctéte plosny obsah mnoziny M C R? zadané jako prinik mnozin A a B a C, kde

A:{XGR2|x2+y2§R2}7
B:{XER2|x2+y2—2Ry§0},
C:{XGR2|3€ZO}.
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Reseni:
Mnozina A je kruh se stiedem v bodé x = [0 O] o poloméru R. Mnozina B je kruh se
stfedem v bodé x = [O R] o poloméru R. To je ziejmé pokud pfepiSeme

2?2 4+9* —2Ry =0

jako
>+ (y—R?*-R*=0.

Pro lepsi predstavu si nakreslime Obréazek 2.

/ dA.
M

Povsimneme si toho, ze mnozinu M lze rozdélit na kruhovou vyse¢ T; a kruhovou tsec
U,, Integral lze proto prepsat jako

/dx\z/d)x+/ dA.
M T Uy

Pro parametrizaci mnozin 7T a U; bude vhodné pouzit polarni souiadnice,

Cilem je spocitat

T =T COS p,

Yy = rsing.

Determinant Jacobiho matice je

det |:CT)S @ —rsin go}
sing rcosg

Vypocet plosného obsahu mnoziny 77 je jednoduchy,

R 5 7TR2
d)\z/ / rdrdp = ——.
/Tl r=0 =Z 3 2

6

Pro vypocet plosného obsahu mnoziny U; je nutné odpovidajicim zpusobem upravit
integraéni meze. Dosazenim do vzahu z? + y? — 2Ry = 0 zjistime, Ze oblouk kruznice
ohrani¢ujici mnozinu U je dan vztahem

r? = 2Rrsin g,

a proto plati

5 2R sin ¢ 3 5 1— )
/ d\ = / / rdrdy = 2R2/ sin? pdy = 2R2/ Md@
U, =0 Jr=0 ©=0 =0 2

g [20-sin0)|® R (n V3
- 4 oo 2 \3 2 )7

Celkem tedy

2 2 2
/dA:fizﬁi T V3 _ R [ VB)
M 2 3 2 3 2 2 3 2
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4. Spoctéte

/ xd,
M

kde mnozina M C R? je étyistén ohrani¢eny rovinami

z =0,
y=0,
z =0,
r+2y+z=1

(Zapis [y, xdA je jen jiné znaceni pro [, x dzdydz.)

ResSeni:

Nakreslime si Obrazek 3. Pouzijeme Fubiniho vétu,

1—z—2y 1 oz 1—z—2y
/ xd)\z/ (/ xdz) dxdy:/ / </ xdz) dy| dz,
M N z=0 =0 y=0 z=0

kde N znaci podstavu ¢tyfsténu lezici v roviné z = 0. Zbyva postupné spocist jednotlivé
integraly,

l—xz—2y
/ zdz=2(1—2x—2y),
z=0

déle

1—a

5 1—z—2y ==
/ (/ zdz) dy:/ x(l—x—2y) dy
y=0 2=0 y=0

a konecné

LU

1—=x

1—z—2y 1 1— 2
’ (/ wdz) dy dx—/ ud:r
=0 2=0 z=0 4
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Obrazek 1: Prubeh funkce F'(b).

Obrézek 2: Mnozina M.
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Obrézek 3: Mnozina M.



