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Jednotlivé kroky při výpočtech stručně, ale co nejpřesněji od̊uvodněte. Pokud použ́ıváte nějaké
tvrzeńı, nezapomeňte ověřit splněńı předpoklad̊u.

Jméno a př́ıjmeńı:

Skupina:

1.[10] Bud’ dán funkcionál Φ na množině M =
{
y ∈ C3 ([−1, 1]) | y(−1) = 0, y(1) = 1

}
předpisem

Φ(y) =

∫ 1

−1

[
x2 sin (πy) +

(
dy

dx

)3

+
d2y

dx2
d3y

dx3
+ ye

−
(

d2y

dx2

)2
]

dx

Spočtěte prvńı a druhou Gâteaux derivaci funkcionálu Φ.

Řešeńı:

Gâteaux derivaci funkcionálu Φ(y) v bodě y ve směru h spočteme dle definice

DΦ(y)[h] =
d

dt
Φ(y + th)

∣∣∣∣
t=0

.

Po dosazeńı

Φ(y + th) =

∫ 1

−1

{
x2 sin (π (y + th)) +

[
d

dx
(y + th)

]3
+

d2

dx2
(y + th)

d3

dx3
(y + th) + (y + th) e

−
(

d2

dx2 (y+th)
)2
}

dx

derivujeme podle t a výsledkem je

d

dt
Φ(y + th) =

∫ 1

−1

{
x2 cos (π (y + th))πh+ 3

[
d

dx
(y + th)

]2
dh

dx

+
d2h

dx2
d3

dx3
(y + th) +

d2

dx2
(y + th)

d3h

dx3
+ he

−
(

d2

dx2 (y+th)
)2

−2 (y + th) e
−
(

d2

dx2 (y+th)
)2
[

d2

dx2
(y + th)

]
d2h

dx2

}
dx

po dosazeńı t = 0 źıskáme

DΦ(y)[h] =
d

dt
Φ(y + th)

∣∣∣∣
t=0

=

∫ 1

−1

{
x2 cos (πy)πh+ 3

(
dy

dx

)2
dh

dx
+

d2h

dx2
d3y

dx3

+
d2y

dx2
d3h

dx3
+ he

−
(

d2y

dx2

)2

− 2ye
−
(

d2y

dx2

)2 d2y

dx2
d2h

dx2

}
dx,
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což je hledaný vztah pro prvńı Gâteaux derivaci.

Dále spočteme druhou derivaci. Opět vycháźıme z definice

D2Φ(y)[h, g] =
d

ds

(
DΦ(y + sg)[h]

)∣∣∣∣
s=0

.

Dosazeńım za y =def y + sg do DΦ(y)[h] dostaneme

DΦ(y+sg)[h] =

∫ 1

−1

{
x2 cos (π (y + sg))πh+ 3

(
d

dx
(y + sg)

)2
dh

dx
+

d2h

dx2
d3

dx3
(y + sg)

+

[
d2

dx2
(y + sg)

]
d3h

dx3
+ he

−
(

d2

dx2 (y+sg)
)2

−2 (y + sg) e
−
(

d2

dx2 (y+sg)
)2
[

d2

dx2
(y + sg)

]
d2h

dx2

}
dx.

Derivováńım dostaneme

d

ds
DΦ(y + sg)[h] =

∫ 1

−1

{
−π2x2 sin (π (y + sg)) gh+ 6

(
d

dx
(y + sg)

)
dg

dx

dh

dx

+
d2h

dx2
d3g

dx3
+

d2g

dx2
d3h

dx3

−2he
−
(

d2

dx2 (y+sg)
)2
[

d2

dx2
(y + sg)

]
d2g

dx2

−2ge
−
(

d2

dx2 (y+sg)
)2
[

d2

dx2
(y + sg)

]
d2h

dx2

+4 (y + sg) e
−
(

d2

dx2 (y+sg)
)2
[

d2

dx2
(y + sg)

]
d2g

dx2

[
d2

dx2
(y + sg)

]
d2h

dx2

−2 (y + sg) e
−
(

d2

dx2 (y+sg)
)2 d2g

dx2
d2h

dx2

}
dx.

Po dosazeńı s = 0 a drobném přeuspořádáńı člen̊u źıskáme hledanou druhou derivaci

D2Φ(y)[h, g] =

∫ 1

−1

{
−π2x2 sin (πy) gh+ 6

dy

dx

dg

dx

dh

dx
+

d2h

dx2
d3g

dx3
+

d2g

dx2
d3h

dx3

−2e
−
(

d2y

dx2

)2 d2y

dx2

[
h

d2g

dx2
+ g

d2h

dx2

]
+ 4ye

−
(

d2y

dx2

)2 (d2y

dx2

)2
d2g

dx2
d2h

dx2

−2ye
−
(

d2y

dx2

)2 d2g

dx2
d2h

dx2

}
dx.

Povšimněte si, že výraz je bilineárńı vzhledem k funkćım g a h. Nav́ıc, pokud provedeme
přeznačeńı h =def g a g =def h, dostaneme tentýž vztah. Obě posledně jmenovaná
pozorováńı jsou pro námi zkoumanou tř́ıdu funkcionál̊u obecně platná. Takto si můžete
rychle zkontrolovat, jestli váš výpočet vede k něčemu rozumnému.
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2.[10] Bud’ dán funkcionál Φ na množině M =
{
y ∈ C1

([
− 1

2 , 0
])
| y(− 1

2 ) = 0, y(0) = 0
}

předpisem

Φ(y) =

∫ 0

− 1
2

(
y2 + (y′)

2 − 2yex
)

dx.

a) Spočtěte Gâteaux derivaci funkcionálu Φ.

b) Napǐste Euler–Lagrange rovnice pro funkcionál Φ.

c) Najděte extremály funkcionálu Φ na množině M .

d) Spočtěte druhou Gâteaux derivaci funkcionálu Φ a poté rozhodněte, zda jsou nalezené
extermály minimizéry či maximizéry daného funkcionálu.

Řešeńı:

Spočteme Gâteaux derivaci funkcionálu Φ(y) dle definice

DΦ(y)[h] =
d

dt
Φ(y + th)

∣∣∣∣
t=0

.

Po dosazeńı

Φ(y + th) =

∫ 0

− 1
2

(
(y + th)2 + ((y + th)′)

2 − 2(y + th)ex
)

dx

derivujeme podle t a výsledkem je

d

dt
Φ(y + th) =

∫ 0

− 1
2

(2(y + th)h+ 2(y + th)′h′ − 2hex) dx

po dosazeńı t = 0 (a integraci per partes) dostaneme

d

dt
Φ(y + th)

∣∣∣∣
t=0

= 2

∫ 0

− 1
2

(y − y′′ − ex)hdx.

Odkud lze přeč́ıst Eulerovy–Lagrangeovy rovnice pro funkcionál Φ(y)

y − y′′ − ex = 0.

Eulerovy–Lagrangeovy rovnice vyřeš́ıme metodou variace konstant. (Pokud tedy par-
tikulárńı řešeńı nevid́ıme rovnou nebo pokud nehledáme řešeńı metodou násady pro
speciálńı pravou stranu.) Řešeńı homogenńı rovnice

y′′ − y = 0

je zřejmě y(x) = c1ex + c2e−x. Hledejme nyńı partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice

y′′ − y = −ex

metoda variace konstant dává pro funkce c1(x) a c2(x) následujćı systém rovnic[
ex e−x

ex −e−x

] [
c′1
c′2

]
=

[
0
−ex

]
,
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odkud [
c′1
c′2

]
=

1

det

[
ex e−x

ex −e−x

] [−e−x −e−x

−ex ex

] [
0
−ex

]
= −1

2

[
1
−e2x

]
.

Zbývá vyřešit diferenciálńı rovnice pro c1(x) a c2(x), což snadno provedeme pouhou
integraćı

c1 = −
∫

1

2
dx,

c2 =
1

2

∫
e2x dx,

odkud

c1 = −1

2
x,

c2 =
1

4
e2x,

Dosad́ıme za funkce c1(x) a c2(x) do vzorce pro partikulárńı řešeńı

y(x) = c1(x)ex + c2(x)e−x = −1

2
xex +

1

4
ex

Celkové řešeńı nehomogenńı rovnice je

y(x) = −1

2
xex +

1

4
ex + C1ex + C2e−x,

konstanty C1 a C2 urč́ıme z okrajových podmı́nek

y

(
−1

2

)
= 0,

y(0) = 0,

což vede na soustavu rovnic

e−
1
2C1 + e

1
2C2 = 0,

−1

4
+ C1 + C2 = 0.

jej́ımž řešeńım je [
C1

C2

]
=

1

det

[
1 e
1 1

] [ 1 −e
−1 1

] [
− 1

2
1
4

]
=

[
2+e

4(e−1)
− 3

4(e−1)

]
.

Extremála je tud́ıž

y(x) = −1

2
xex +

1

4
ex +

1

4(e− 1)

(
(2 + e)ex − 3e−x

)
.
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Druhou derivaci funkcionálu ϕ spočteme podle předpisu

D2Φ(y)[h, h] =
d

dt
DΦ(y + th)[h]

∣∣∣∣
t=0

= 2
d

dt

(∫ 0

− 1
2

((y + th)h+ (y + th)′h′ + hex) dx

)∣∣∣∣∣
t=0

= 2

(∫ 0

− 1
2

(
h2 + (h′)

2
)

dx

)
,

což je kupodivu totéž co plyne z obecné věty:

Bud’ Φ funkcionál zadaný předpisem

Φ(y) =

∫ b

a

F (x, y, y′) dx.

pak je jeho druhý diferenciál roven

D2Φ(y)[h, h] =

∫ b

a

[
P (h′)

2
+Qh2

]
dx,

kde

P =
∂2F

∂y′∂y′
,

Q =
∂2F

∂y∂y
− d

dx

(
∂2F

∂y∂y′

)
,

Ke zjǐstěńı povahy extremály použijeme některé z následuj́ıćıch kritéríı

Je-li y klasické řešeńı Euler–Lagrange rovnic pro funkcionál

Φ(y) =

∫ b

a

F (x, y, y′) dx,

a je-li pro každé x z intervalu [a, b] funkce f(y, z) = F (x, y, z) konvexńı, pak
je y minimizér daného funkcionálu.

nebo

Řekneme, že bod ã je konjugovaný k bodu a, pokud má rovnice (za y se
dosazuje bod podezřelý z extrému)

− d

dx
(Ph′) +Qh = 0

netriviálńı řešeńı s okrajovými podmı́nkami h(a) = 0, h(ã) = 0.

Bud’ Φ funkcionál zadaný předpisem

Φ(y) =

∫ b

a

F (x, y, y′) dx

a necht’ y splňuje následuj́ıćı podmı́nky:
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• Funkce y je extremálou funkcionálu Φ, to jest řeš́ı př́ıslušnou Eulerovu–
Lagrangeovu rovnici.

• Koeficient P je (v bodě extremály) kladný (resp. záporný). Přesněji

P (x, y, y′) = 1
2

∂2F
∂y′∂y′ > 0 (resp. P (x, y, y′) = 1

2
∂2F
∂y′∂y′ < 0).

• Interval (a, b] neobsahuje žádné body konjugované k bodu a.

Pak je y (slabým) minimem (resp. maximem) funkcionálu Φ.

Prvńı z kritéríı je splněno, funkce f(y, z) je definována jako

f(y, z) = y2 + z2 − 2yex,

kde x je libovolný bod z intervalu
[
− 1

2 , 0
]
. Spočteme druhý diferenciál funkce f a vid́ıme,

že pro každý vektor v ∈ R2 plat́ı

D2f [v,v] = v •
[
2 0
0 2

]
v ≥ 0,

a funkce f je tedy konvexńı jak je v př́ıslušném kritériu požadováno.

Druhé z kritéríı je také zjevně splněno, nebot’ v našem př́ıpadě je P = 1, Q = 1 a
př́ıslušná rovnice pro existenci konjugovaného bodu je tedy (a = − 1

2 )

−h′′ + h = 0,

h(a) = 0,

h(ã) = 0,

ale tato rovnice má pouze triviálńı řešeńı (řešeńım rovnice je h(x) = C1ex + C2e−x,
z okrajových podmı́nek pak plyne, že obě integračńı konstanty jsou nulové), v intervalu(
− 1

2 , 0
]

proto neexistuj́ı konjugované body. Kromě toho jsou zřejmě splněny i ostatńı
podmı́nky.

3.[10] Bud’ dána posloupnost funkćı

fn(x) =
nx

1 + n2x2
.

Najděte bodovou limitu f této posloupnosti v intervalu I = [0, 1]. Rozhodněte, zda posloup-
nost {fn}+∞n=1 konverguje stejnoměrně k f na intervalu J , kde

a) J = [0, 1],

b) K = [α, 1], kde α ∈ (0, 1).

Řešeńı:

Volme x libovolně, ale pevně z intervalu I \ {0}, pak zjevně plat́ı, že

lim
n→+∞

nx

1 + n2x2
= 0.
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Pokud je x = 0 pak je posloupnost {fn(x)}+∞n=1 posloupnost́ı samých nul a limita je opět

rovná nule. Bodová limita posloupnosti {fn}+∞n=1 na intervalu I je tedy nulová funkce
f = 0,

lim
n→+∞

fn = 0.

Stejnoměrnou konvergenci vyšetř́ıme s použit́ım ekvivalentńı charakterizace. Plat́ı věta

Bud’ {fn}+∞n=1 ⊂ R posloupnost funkćı. Posloupnost funkćı {fn}+∞n=1 konver-
guje pro n→ +∞ stejnoměrně k funkci f na intervalu M , aneb

fn
M
⇒ f,

právě když pro n→ +∞ plat́ı

σn → 0,

kde
σn =def sup

x∈M
|fn(x)− f(x)| .

Najděme tedy supremum funkce |fn(x)− f(x)| na př́ıslušných intervalech. (Funkce fn a
f jsou spojité a oba intervaly jsou uzavřené, je proto možné namı́sto supx∈M |fn(x)− f(x)|
psát rovnou maxx∈M |fn(x)− f(x)|.) Výraz fn(x) − f(x) je v našem př́ıpadě zjevně
kladný, a proto můžeme bez problémů odstranit absolutńı hodnotu.

Hledejme nyńı maximum funkce fn(x)− f(x). Prvńı derivace je

d

dx
(fn(x)− f(x)) =

n
(
1 + n2x2

)
− nx

(
2n2x

)
(1 + n2x2)

2 =
n
(
1− n2x2

)
(1 + n2x2)

2 .

Derivace je tedy rovná nule v bodě xext = 1
n .

V př́ıpadě intervalu J = [0, 1] je tento bod vždy uvnitř tohoto intervalu a plat́ı

(fn(x)− f(x))|x=xext
=

1

2
.

Dále je zjevné, že funkce fn(x)−f(x) v stacionárńım bodě xext nabývá maxima. (Funkce
fn(x)− f(x) je kladná, spojitě diferencovatelná a je rovná nule pro x = 0 a x→ +∞.)
Pro n→ +∞ tedy plat́ı

sup
x∈J
|fn(x)− f(x)| = 1

2
6→ 0,

a posloupnost {fn}+∞n=1 tedy nekonverguje stejnoměrně na intervalu J .

V př́ıpadě intervalu K = [α, 1] bod xext = 1
n od nějakého (velkého) n lež́ı mimo inter-

val K. Funkce fn(x)−f(x) tedy nabývá maxima v jednom z krajńıch bod̊u intervalu K.
Pro dostatečně velké n je fn(x)− f(x) na př́ıslušném intervalu klesaj́ıćı, a proto nabývá
maxima v levém krajńım bodě. Plat́ı tedy

sup
x∈K
|fn(x)− f(x)| = fn(α) =

nα

1 + n2α2
,
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z čehož plyne, že pro n→ +∞ plat́ı

sup
x∈K
|fn(x)− f(x)| = nα

1 + n2α2
→ 0,

a posloupnost {fn}+∞n=1 tedy konverguje stejnoměrně na intervalu K.

4.[10] Rozhodněte, zda je řada
+∞∑
n=2

(−1)n

n+ 2
π arctanx

stejnoměrně konvergentńı na množině

a) [−α, α], α ∈ R+,

b) R.

Dále rozhodněte, zda je tato řada na uvedených intervalech absolutně stejnoměrně konver-
gentńı.

Řešeńı:

Využijeme Dirichlet kritérium, které ř́ıká:

Bud’te {fn}+∞n=1 a {gn}+∞n=1 posloupnosti funkćı. Necht’ plat́ı:

a) Posloupnost částečných součt̊u
∑N
n=1 fn(x) je stejnoměrně omezená na

množině I.

b) Pro každé x ∈ I je posloupnost {gn(x)}+∞n=1 monotónńı a gn
I

⇒ 0.

Potom řada
+∞∑
n=1

fngn

je stejnoměrně konvergentńı na množině I.

Posloupnost, která má být stejnoměrně omezená budiž posloupnost

fn =def (−1)
n
.

Posloupnost {fn}+∞n=1 je č́ıselnou posloupnost́ı a tato posloupnost je zjevně omezená.
Skutečně tedy máce co do činěńı s stejnměrně omezenou posloupnost́ı funkćı.

Posloupnost {gn(x)}+∞n=2 volme jako

gn =def
1

n+ 2
π arctanx

.

(Posun v indexu n je ned̊uležitý.) Bodová limita této posloupnosti je zjevně nulová
funkce. Dále pro x ∈ R plat́ı, že∣∣∣∣ 1

n+ 2
π arctanx

∣∣∣∣ ≤ 1

n− 1
,
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a poslopnost tedy konverguje stejnoměrně na celém R. Nav́ıc plat́ı, že

gn+1 − gn =
1

(n+ 1) + 2
π arctanx

− 1

n+ 2
π arctanx

= − 1[
(n+ 1) + 2

π arctanx
] [
n+ 2

π arctanx
] < 0,

a uvažovaná posloupnost je tud́ıž monotónńı. Všechny podmı́nky požadované Dirichlet
kritériem jsou splněny a daná řada proto konverguje stejnoměrně na R. Pokud konverguje
stejnoměrně na R, tak nav́ıc automaticky konverguje i na podintervalu [−α, α].

Zkoumaná řada neńı absolutně konvergentńı, o čemž se lze snadno přesvědčit zvoĺıme-li
x = 0. V tomto př́ıpadě je

+∞∑
n=2

∣∣∣∣ (−1)n

n+ 2
π arctanx

∣∣∣∣ =

+∞∑
n=2

1

n
,

přičemž o řadě
∑+∞
n=2

1
n je známo, že diverguje.


