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Jednotlivé kroky pii vypoctech stru¢né, ale co nejpiesnéji oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké
tvrzeni, nezapomerte ovérit splnéni predpokladi.

Jméno a piijment:

Skupina:

[10] 1. Bud dén funkciondl ® na mnoziné M = {y € €3 ([-1,1]) |y(—1) = 0, y(1) = 1} predpisem

1 3 2 3 a2y 2
®(y) =/ le sin (7my) + (dy) + Ly dy +ye_(ﬁ) ] dz
_1 dx T

Spoctéte prvni a druhou Gateaux derivaci funkcionalu .

Reseni:

Gateaux derivaci funkciondlu ®(y) v bodé y ve sméru h spocteme dle definice

DB(y)[H] = Sy + th)

t=0
Po dosazeni

1

O(y +th) = /

3 { sin s (-4 10) + | <y+th>r

2 3

d
toz WHth) =3

(y+h) + (y + th)y e~ (Erorm) g
dgj2 Yy Yy € i

derivujeme podle t a vysledkem je

d ! d ?dh
. — 2 - -
dt@(y +th) /_1 {x cos (m (y +th)) mh + 3 {dax (y + th)] -

d2n 43 d? d3h ,<£( 2
- _ - 22 y+th)>
+ 0 a3 (y +th) + P (y +th) e + he

_ (4% m)? [ d2 d?h
—2(y+th)e (3= r4em) {de (y+th)] de} da

po dosazeni t = 0 ziskame

DB(y)[H] = Ty + th)

1 2 2 3
dy dh  d*h d’y
= 2 S h 3 — — V5 1 a2
+=0 /1 {I cos (my) h + dz /) dz + daz? da3

d2y d®h B 327% 2 _ :ig 2d2y d2h
+77—|—he < @ ) — 2ye ( x ) dede} dz,
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coz je hledany vztah pro prvni Gateaux derivaci.

Déle spocteme druhou derivaci. Opét vychazime z definice

D2®(y)[h, g] = % (D<I>(y+ sg)[h]>

s=0
Dosazenim za y =qet y + sg do D®(y)[h] dostaneme

1 2dh  d%h &3

D®(y+sg)[h] = /_1 {x2 cos(m(y +sg))mh+3 ((;; (y + 89)) T + 102 da? (y + s9)
2 3
+[d (y—&-sg)}dh—khe_

e o3 (%(zﬁsg))2
x x

(22 (yrsg))’ [ 2 d?h
~2(y + sg)e” (= 00) [d:r “f“g)} d:c} .

Derivovanim dostaneme

1 dg%

d
22 — e
{ i 51n(77(y+89))9h+6<dx (y+89)) dz dz

dz?2 dz3  da? dz3

D% +sall = [

ope ()’ [(;i; (y+sg): %
—Qgef(%(?wrsg))2 [dd; (v + sg): %
—2(y+ Sg)e(f;(y“wffxgj:;} dz.

Po dosazeni s = 0 a drobném preuspotradédni clenu ziskdme hledanou druhou derivaci

1 27 13 2. 13
. dy dgdh d*hd°g d<gd°h
D2®(y)[h, g] = _r2? hyeSyCoe  Chag, gah
@)ih.g) /_1 { T sin (my) gh + drdede | de? de® | da? Ao
(a2 d2y [ d2¢g  d2h () (dy ? d2g dh
) (dm2) — 2 |h—= - 4 dx?2 R P

¢ da? { da? +gd:172] +aye (do:2> dz? dz?

_de’(%f & th} dz.

dz? dz?

Povsimnéte si, ze vyraz je bilinearni vzhledem k funkcim g a h. Navic, pokud provedeme
preznaceni h =g ¢ & ¢ =det h, dostaneme tentyz vztah. Obé posledné jmenovand
pozorovani jsou pro nami zkoumanou tiidu funkcionalii obecné platna. Takto si muzete
rychle zkontrolovat, jestli vas vypocet vede k nééemu rozumnému.
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[10] 2. Bud dén funkcional ® na mnoziné M = {y € C' ([-3,0]) |y(—3) =0, y(0) = 0} predpisem

D(y) = /O (y2 + ()" - 2.?/61) da.

%
a)
b)
¢) Najdéte extremdly funkciondlu ® na mnoziné M.
d)

Spoctéte Gateaux derivaci funkcionalu &.

Napiste Euler-Lagrange rovnice pro funkcional &.

Spoctéte druhou Gateaux derivaci funkcionalu ® a poté rozhodnéte, zda jsou nalezené
extermdly minimizéry ¢i maximizéry daného funkcionalu.

Reseni:
Spocteme Gateaux derivaci funkcionalu ®(y) dle definice

Db(y)[h] = < B(y +h)

t=0
Po dosazeni

0

O(y + th) :/

((y +th)* + ((y + zth)’)2 —2(y+ th)ex) dz

1
2
derivujeme podle ¢ a vysledkem je

d 0
Sy + th) = / (2(y + th)h + 2(y + th)' B — 2he”) dx

1
2

po dosazeni t = 0 (a integraci per partes) dostaneme

d
—o
T (y +th)

0
= 2/ (y —y" —€”) hdz.
t=0

_1

2
Odkud lze precist Eulerovy—Lagrangeovy rovnice pro funkciondl ®(y)
y—1y" —e" =0.

Eulerovy-Lagrangeovy rovnice vyfesime metodou variace konstant. (Pokud tedy par-
tikuldrni feSeni nevidime rovnou nebo pokud nehleddme feSseni metodou nasady pro
specidln{ pravou stranu.) Reseni homogenn{ rovnice
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odkud
/| T —z AT T x| _5 _ 2z
Al et [21 f ] e e e e

Zbyvé vyfesit diferencidlni rovnice pro c¢i(x) a co(x), coz snadno provedeme pouhou

integraci
1
c=— / 3 dz,
1
2= /egx dz,
odkud
1
Cc1 = —ix,
1
cy = Ze%,

Dosadime za funkce ¢q(z) a co(x) do vzorce pro partikuldrni fesen{

o1 1
y(r) = c1(x)e” + ca(x)e™ = —§xe’” i Zei

Celkové teseni nehomogenni rovnice je

1 1
y(z) = fixei + ZGI + Che” + Care™?,

konstanty C7 a Cy uréime z okrajovych podminek

()0
y(0) =0,

coz vede na soustavu rovnic

6_%01 + 6%02 =0,

R

jejimz feSenim je
8- g -2
2 det E ﬂ 1 (D)
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Druhou derivaci funkciondlu ¢ spocteme podle predpisu

D20 (y)[h, h] = %D@(y + th)[A]

t=0

=2 % (/01 ((y + th)h + (y + th)'n + hez)dx>

2

coz je kupodivu totéz co plyne z obecné véty:

Bud ® funkcionél zadany piedpisem

b
v) = [ Flopy)de

pak je jeho druhy diferencidl roven

D2®(y)[h, h] = / ' [p () + Qh?] de,

kde
2
b PF
oy’ oy’
o PF _d (OF
 Oydy  dx \oyoy' )’

Ke zjisténi povahy extremaly pouzijeme nékteré z nasledujicich kritérif

Je-1i y klasické feseni Euler—Lagrange rovnic pro funkcional

b
@@z/Fm%wm,

a je-li pro kazdé x z intervalu [a, b] funkce f(y,z) = F(z,y, z) konvexni, pak
je y minimizér daného funkcionélu.

nebo

Rekneme, ze bod @ je konjugovany k bodu a, pokud mé rovnice (za y se
dosazuje bod podeztely z extrému)

d . ., B
— 4 (PR) +Qh=0

netrividlni feseni s okrajovymi podminkami h(a) =0, h(a) = 0.

Bud ® funkcionél zadany piedpisem

b
¢@=/Fm%wm

a necht y splituje nasledujici podminky:
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e Funkce y je extremalou funkcionalu @, to jest fesi piislusnou Eulerovu—
Lagrangeovu rovnici.

e Koeficient P je (v bodé extremadly) kladny (resp. zaporny). Presnéji

2 2
Pla,y,1) = o2 > 0 (resp. Pla,y.y/) = %k < 0).
e Interval (a,b] neobsahuje zddné body konjugované k bodu a.

Pak je y (slabym) minimem (resp. maximem) funkciondlu ®.

Prvni z kritéri{ je splnéno, funkce f(y, z) je definovéna jako

fly,2) =y + 2% — 2ye”,

kde z je libovolny bod z intervalu [—%, O} . Spoc¢teme druhy diferencidl funkce f a vidime,
7e pro kazdy vektor v € R? plati

D2f[v,v] =ve B (2):|VZO,

a funkce f je tedy konvexni jak je v pfislusném kritériu pozadovano.

Druhé z kritérii je také zjevné splnéno, nebot v nasem piipadé je P = 1, Q = 1 a

piislusnd rovnice pro existenci konjugovaného bodu je tedy (a = —3)
—h" +h =0,
h(a) =0,
h(a) =0,

ale tato rovnice mé pouze trividlni feseni (feSenim rovnice je h(z) = Cie® + Cae™7,
z okrajovych podminek pak plyne, ze obé integra¢ni konstanty jsou nulové), v intervalu
(—%, 0] proto neexistuji konjugované body. Kromé toho jsou zfejmé splnény i ostatni
podminky.

[10] 3. Bud déna posloupnost funkci
na

@) = T

Najdéte bodovou limitu f této posloupnosti v intervalu I = [0, 1]. Rozhodnéte, zda posloup-
nost { fn}:z konverguje stejnomérné k f na intervalu J, kde

a) J=10,1],
b) K = [a, 1], kde o € (0,1).

Reseni:
Volme z libovolné, ale pevné z intervalu I\ {0}, pak zjevneé plati, ze

. nT
lim ——=0
n—+oo 1 + n2x2
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Pokud je 2 = 0 pak je posloupnost { fn(as)}:z posloupnosti samych nul a limita je opét
rovna nule. Bodova limita posloupnosti { fn}Iiﬁ na intervalu I je tedy nulovd funkce
f=0,

lim f, =0.

n——+oo

Stejnomérnou konvergenci vysetiime s pouzitim ekvivalentni charakterizace. Plati véta

Bud {f,}>% C R posloupnost funkei. Posloupnost funkei {f,}> konver-
guje pro n — 400 stejnomérné k funkci f na intervalu M, aneb

M
fn=2 1,
pravé kdyz pro n — +oo plati
on, — 0,

kde

on =det SUP |fn(w) — f(@)].
xeM

Najdéme tedy supremum funkce |f,(z) — f(z)| na ptislusnych intervalech. (Funkce f,, a
f jsou spojité a oba intervaly jsou uzaviené, je proto mozné namisto sup ¢, | fn(x) — f(2)]
psét rovnou maxcn | fn(z) — f(2)].) Vyraz f.(x) — f(z) je v nasem piipadé zjevné
kladny, a proto muzeme bez problému odstranit absolutni hodnotu.

Hledejme nyni maximum funkce f,,(z) — f(z). Prvnf derivace je
n (1 + n2m2) —nx (2n2m) n (1 — n2m2)

d
a(fn(:c)—f(x)) = (1+n2x2)2 - (1+n2x2)2

Derivace je tedy rovna nule v bodé Text = %

V piipadé intervalu J = [0, 1] je tento bod vzdy uvnitf tohoto intervalu a plati

(Fal@) = T, = 5.

Déle je zjevné, ze funkee f,,(x)— f(x) v staciondrnim bodé Zeyx; nabyvd maxima. (Funkce
fu(x) — f(z) je kladnd, spojité diferencovatelnd a je rovnd nule pro z =0 a x — +00.)
Pro n — 400 tedy plati
1
sup () — ()| = 5 A0
xeJ

a posloupnost { fn}zz tedy nekonverguje stejnomérné na intervalu J.

V pifpadé intervalu K = [a, 1] bod Zext = % od néjakého (velkého) n lez{ mimo inter-
val K. Funkce f,(z) — f(z) tedy nabyvd maxima v jednom z krajnich bodu intervalu K.
Pro dostatecné velké n je f,(x)— f(x) na pfislusném intervalu klesajici, a proto nabyva
maxima v levém krajnim bodé. Plati tedy

no

sup | fn(z) = f(2)] = fn(a)

rzeK 1 +n2a27
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z ¢ehoz plyne, ze pro n — 400 plati

no

sup | fn(z) — f(2)]

rzeK 1+ n2a?

a posloupnost {fn}z:j tedy konverguje stejnomérné na intervalu K.

[10] 4. Rozhodnéte, zda je fada
2
Nty arctanx

stejnomérné konvergentni na mnoziné

a) [7@,&]7 o€ RJr’

b) R.
Dale rozhodnéte, zda je tato fada na uvedenych intervalech absolutné stejnomérné konver-
gentni.

Reseni:
Vyuzijeme Dirichlet kritérium, které rika:

Bud'te {£.}/>5 a {gn}, > posloupnosti funkei. Nechf plati:

n=1

a) Posloupnost ¢asteénych soucti ZnN:1 fn(x) je stejnomérné omezend na
mnoziné 1.
I
b) Pro kazdé z € T je posloupnost {g,(z)},/>; monoténn{ a g, = 0.

Potom fada
+oo
Z Jngn
n=1

je stejnomérné konvergentni na mnoziné I.

Posloupnost, kterda mé byt stejnomérné omezené budiz posloupnost
fn =def (_]-)n

Posloupnost { fn}zg je ¢iselnou posloupnosti a tato posloupnost je zjevné omezena.

Skutec¢né tedy méce co do ¢inéni s stejnmérné omezenou posloupnosti funkei.
Posloupnost {g,(z)}.7>, volme jako

1

On =def — 5 -
n 4+ % arctan

(Posun v indexu n je nedulezity.) Bodova limita této posloupnosti je zjevné nulovéd
funkce. Déle pro = € R plati, ze

1

n+ % arctan x

1
77’1—17
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a poslopnost tedy konverguje stejnomérné na celém R. Navic plati, ze

1 1

n+1)+ 2 arctanx a n+ 2 arctan x

In+1 — Gn = (

1
T [(n +1)+ = 2 arctan x] [n + = 2 arctan x] <&

a uvazovana posloupnost je tudiz monoténni. VSechny podminky pozadované Dirichlet
kritériem jsou splnény a dand fada proto konverguje stejnomérné na R. Pokud konverguje
stejnomérné na R, tak navic automaticky konverguje i na podintervalu [—a«, .

Zkoumana fada neni absolutné konvergentni, o ¢emz se lze snadno presvédcit zvolime-li
x = 0. V tomto pripadeé je

+o00 (
Z: n—i—farctanx Zi
n=2 n=2

+o<>
pricemz o fadé Y %) L je zndmo, ze diverguje.




