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Kapitola 1

Motivac¢ni uvod

1.1 Matematicka analyza ve svétle matematiky a
jinych véd

Matematika je bohuzel v soucasnosti pokladana za témér neslusné slovo, alespon
v jisté Casti spolecnosti, kde je médni chlubit se jejimi neznalostmi. Prestoze se
tito lidé setkavaji s matematikou denné, tvari se, ze matematika je zbytecna a
kdo ji umi, je ménécenny. Doufejme, Ze se to Casem zmeéni a chlubit se neznalosti
&ehokoliv bude spise poklddano za hloupost daného ¢lovéka. Ale vratme se k ma-
tematice. Plno véci, které v kazdodennim zivoté pouzivame, vychazi z néjakého
matematického modelu, na jehoz zakladé funguje. Vezméme si napiiklad prenos
dat (zejména v bankovnictvi), internet, ale i takové véci jako pracka, fotoaparat,
mobilni telefon, atd.

Déle se matematika stala nesmirné dilezitou soucasti nejen fyziky, ale i jinych
véd, jako napiiklad chemie, biologie, ¢i ekonomie a sociologie. Bez jistych solidnich
zékladd matematiky se nedé v téchto oborech védecky pracovat, ale ani porozumét
nejnovéjsim objeviim. Proto je dilezité matematiku na odpovidajici Grovni znat a
umeét ji pouzivat.

Cilem téchto skript je predstavit jistou dulezitou ¢ast matematiky, matematic-
kou analyzu, ktera zejména ve fyzice sehrala v minulosti dominantni roli. Velka ¢ast
téch nejlepsich fyzikt byla soucasné matematiky, kteri se zabyvali predevsim mate-
matickou analyzou. Nové objevy ve fyzice ale podnitily rozvoj i dalsich obori, jako
je algebra, diferencialni geometrie, ale i mnohych jinjych. My se témto soucastem
matematiky vénovat nebudeme, nasim cilem je predstavit ucebnici matematické
analyzy, kterd ma slouZit pfedevsim studenttm fyziky na Matematicko-fyzikalni
fakulté Univerzity Karlovy v Praze, ale mohou z ni ¢erpat i zdjemci z jinych oboru
a koneckonct i studenti matematiky, kterym nebude vadit, kdyz se tu a tam setkaji
s nékterymi aplikacemi, predevsim ve fyzice.

Budeme se ale snazit o peclivy a presny vyklad. Ctenaf, ktery ma spise zajem
matematicky aparat vyuzivat, mtze nékteré dlouhé technické diikazy preskocit.
Totéz plati i pro ty ¢asti, které lze nalézt v Appendixu a jsou uvedeny pro tplnost
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vykladu. Na pfednéaskach na tyto véci neni ¢as, pro nékteré studenty ale mize byt
pfinosné je najit na jednom misté spolu se zbytkem vykladu.

Budeme vychazet z toho, Ze ¢tenafr zna stfedoskolskou matematiku; alespon
v tvodu by ¢ast vykladu bez jeji znalosti mohla byt pomérné komplikovana. Na
druhou stranu je mozno motivacéni tivod a nékteré ptiklady preskocit a zacit s
budovanim matematické analyzy na takika zelené louce. To ale neni nasim cilem
a Ctenarum, kteri maji tyto ambice, spiSe doporucujeme ucéebnice matematické
analyzy jako [Ja DPI], [Ja DPII], [Ja IPI], [Ja IPII], [AmEs An| a mnohé jiné. Na
druhou stranu, samoziejmé existuji i u¢ebnice, které jsou psany primo pro studenty
fyziky. Zmifime pfedevsim dnes jiz klasickd skripta [Ko MA I]-[Ci MA V]. Dale
existuje cela fada knih, které mohou byt vhodnym doplitkem tohoto vykladu, jako
napiiklad [Ap MA], [StSa AnI]-[StSa AnIII] a mnohé jiné.

Samoziejmé, nedilnou soucasti vyuky matematické analyzy je feSeni uloh. Kaz-
dy student by si mél propocitat béhem pétisemestralniho kurzu nékolik tisic pri-
kladt. V téchto skriptech je mozno nalézt pouze par fesenych tloh. Vzhledem k
tomu, ze pocet sbirek prikladt v ¢eském jazyce je pomérné uspokojivy, doporu-
¢ujeme Gtenaftum si nalézt piiklady napiiklad v [Ko Pr I]-[Ko Pr V], nebo v [De].
Navic existuji desitky dalSich knih ¢&i skript, které obsahuji ptiklady, pfedevsim k
prvnim dvéma dilim. Nebudeme je zde vypisovat a ponechdme volbu sbirky na
¢tenari.

Nabizi se prirozena otazka, pro¢ psat nova skripta, kdyz existuji jina, ktera
pomérné dobfe odpovidaji obsahu prednasky z matematické analyzy pro fyziky.
Zminme zde alespon hlavni duvody, které soucasné demonstruji cile, které si pii
jejich psani klademe. Ve skriptech [Ko MA I] chybi peclivéjsi uvod, ktery by lépe
vysvétlil zaklady moderni matematiky. Déle se dnes zavedeni realnych ¢isel vyklada
trochu jinak, nez je popsano ve skriptech. Metoda zvolena ve skriptech navic patti
k tém méné vhodnym pro vyklad. K posunu stylu vykladu doslo také v nékterych
dalsich ¢astech, jako napriklad pofadi limit posloupnosti a limit funkci, v teorii
Lebesgueova integralu, partii tykajicich se diferencidlnich forem a dalsich.

Nez se dame do vykladu, pokusme se na dvou typovych fyzikalnich tlohach
vysvétlit, k ¢emu je dobré matematickou analyzu znat, ale také, jakymi problémy se
nékteré partie matematické analyzy a jeji nadstavby (funkcionélni analyza, teorie
diferencidlnich rovnic a jiné) vénuji v soucasném vyzkumu, a demonstrovat, ze je
stale mnoho otevienych problémt, které jsou tizce svazany s relativné zakladnimi
a z fyzikalniho pohledu klasickymi modely v mechanice. Ctenafi, ktefi maji pocit,
Ze néco podobného by je mohlo spise nez motivovat vystrasit, mohou samoziejmé
zbytek této kapitoly preskocit a zacit se zabyvat rovnou zdklady matematiky,
potiebnymi k vykladu matematické analyzy.

1.1.1 Model, jeho matematicky popis a vztah k realité

Uvédomme si, Ze jiné pfirodni védy nez matematika potiebuji ke svému zkoumani
okolni svét. Na zékladé experimentti a pozorovani prichéazi s teoriemi, jak ptislusné
jevy funguji a na zakladé predpovédi, které by méla kazda nova teorie pfinaset,
pak zpétné ovérit, do jaké miry je tato teorie spravna. Matematika a specidlné i
matematicka analyza si, na rozdil od jinych véd, vystaci sama se sebou. Je mozno
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formulovat tulohy, které pouzivaji pouze jazyk matematiky a nevztahuji se nijak
k redlnému svétu, jejich vyfesenim se dosdhne pouze pokroku uvnitt matematiky,
neni nikterak jasné, ze by vyreSeni takové tlohy jakkoliv ovlivnilo jiné védni obory.
Ale co neni ted, mtze byt tfeba nékdy v budoucnu.

Nasi ctenafi ale samoziejmé ocekavaji néco jiného. Pokusme se tedy ukazat
néjaké ulohy, které bezprostredné vychazi z fyzikalniho popisu reality. Cilem bude
od sebe oddélit, co je redlny svét, co je jeho fyzikalnim modelem a kdy nastupuje
matematickd analyza a jak poméhd fesit tlohy, které vznikly z téchto fyzikalnich
modelt. Uvidime, Ze nékdy se matematickéd analyza zabyva zdanlivé nesmyslnymi
ulohami, ale na druhou stranu se ukazuje, Ze tyto zdanlivé nesmyslné tlohy mohou
nékdy ukazat, ze dany fyzikalni model neni Gplné dobry a je tieba ho revidovat.

Pohyb éastice v silovém poli

Predpokladejme, Ze hmotna ¢astice, tj. bezrozmérna ¢astice s nenulovou konstantni
hmotnosti, se pohybuje v silovém poli. Budeme tedy zanedb&avat relativistické
efekty. Zacneme jednoduchou situaci, tj. situaci, kdy se Castice muze pohybo-
vat pouze ve sméru jedné soufadnicové osy. Jeji pohyb je popsan Newtonovym
pohybovym zikonem, tedy

ma = f. (1.1.1)

Necht sila f zavisi na ¢ase, na poloze a rychlosti ¢astice. ProtoZe zrychleni a
je vlastné druhou derivaci polohy castice a rychlost prvni derivaci, dostavame
obyc¢ejnou diferencialni rovnici druhého radu

ddigt) - f(t,m(t), dzsf)), (1.1.2)

kde x(t) znali polohu &éstice v ¢ase t. Abychom méli Sanci, Ze polohu ¢&astice
uréime jednoznacné, potfebujeme znat pocatecni polohu a rychlost ¢astice,

x(to) = o, i—f(to) = v(to) = vo. (1.1.3)
Dostali jsme pocateéni tlohu pro obyéejnou diferencidlni rovnici 2. fadu. Ted by
méla nastoupit matematickd analyza, tj. na zdkladé vlastnosti funkce f(-,-,-) roz-
hodnout o tom, zda ma uloha Feseni, zda je jednoznacné a na konec na zakladé
znamych metod tlohu vyftesit. To se nau¢ime mnohem pozdéji. Nékomu se miize
zdat, ze premyslet o tom, zda mé rovnice feseni a zda je jednoznacné, je zbytecné
véc. Uvidime pozdéji, Ze je sice toto mnohdy zfejmé, ale na druhou stranu, pokud
sestavime model reality, ktery nemé feSeni, nebo pripousti vice feseni, kterd se v
realité nepozoruji, tak jsme nékde udélali chybu pfi zanedbavani a zjednodusovani
modelu, popfipadé je tfeba model doplnit, abychom vyloucili nefyzikalni feseni.
Pokud je sila v (1.1.2) konstantni, tj. f = K, potom je FeSenim nasi dlohy (a
to FeSenim jedinym)

(1) = w(to) + v(te)(t — to) + %K(t t0)? = wo +volt—to) + %K(t Cto) (1.1.4)
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Uvédomme si, ze jsme redlnou situaci, tj. ¢astici pohybujici se néjakym redl-
nym prostiedim, modelovali pomoci pohybu hmotného bodu, pficemz jsme umoz-
nili pouze pohyb ve sméru jedné souradnicové osy. Neuvazovali jsme relativistické
efekty, dospéli jsme tedy diky Newtonové pohybovému zakonu k obycejné diferen-
cialni rovnici (1.1.1). Tu jsme poté formulovali ve tvaru (1.1.2)—(1.1.3) a teprve
nyni mohla nastoupit ke slovu matematickd analyza. Ta miize urcit, za jakych
podminek mé tloha feSeni, popf. tlohu vyfesit, jak tomu je napiiklad v (1.1.4),
kdy se uvazovala konstantni sila.

Presnéjsi popis reality ziskame, budeme-li uvazovat, Ze se ¢astice maze pohybo-
vat ve vSech tfech smérech. Dostédvame tedy misto (skalarni) obycejné diferencialni
rovnice (zkracené ODR) 2. fadu systém t¥i ODR 2. fadu, ktery je moZno pomoci
vektorové symboliky zapsat jako

d?x(t)

m e = £ (1x(0), d’;ff)), (1.1.5)

¢1 ve slozkach

dQI‘Z(t) dl‘l(t) dl’g(t) dl‘g(t)
=f; 1.1.
a2 fz(t,l‘l(t),diz(t),l‘g(t), ar ' dr ° at )7 ( 6)
1 =1,2,3, spolu s poc¢atecnimi podminkami
dxi .
{L‘i(to) = (I,Co)i, dz (to) = Ui(to) = (’U())i, 1 = 1,273. (117)

Neni nutné pfipominat, ze feseni lohy (1.1.6)—(1.1.7) je mnohem komplikované&;jsi
nez feSeni skalarni ulohy (1.1.3)—(1.1.4). Pokusme se ted fesit trochu jinou tlohu.
Predpokladejme pro jednoduchost, ze sila f zavisi jen na poloze a ze mé specidlni
tvar, tj. je potencialni. To tedy znamena, Ze

ou
6xi

fi(ﬂfl,l’g,l'g) = — ($1,ZCQ,Z3), 1= 1,2,3, (118)

kde symbol B%i oznacuje parcidlni derivaci podle i-té proménné. Hledejme staci-
ondrni feeni, tj. feseni s nulovou rychlosti. Uloha (1.1.6) se redukuje na fegeni
ulohy

%(ml,xg,l‘g) :07 1= 1,2,3, (1.1.9)
tedy na hledani staciondrnich bodd funkce U(-,-, ). Obecné tedy feSime soustavu
nelinearnich algebraickych rovnic a tuloha zna¢né zavisi na tvaru funkce U. Po-
kusme se ale proniknout do tlohy jesté hloubéji. Resenim (1.1.9) nalezneme bud
body lokalniho minima, lokdlniho maxima nebo sedlové body. Které stavy ale v
realné situaci nastanou? Neni tézké si uvédomit, ze v pripadé, kdy pijde o lokalni
maximum, bude sila ptsobit tak, Ze se bude snazit pfi malé vychylce ¢astice ze sta-
cionarniho stavu tuto vychylku zvétSovat, zatimco v pripadé lokalniho minima se
bude snazit ¢astici vracet zpét do stacionarniho stavu. V pripadé sedlového bodu
pak pujde o kombinaci obou, tj. vychylky v nékterém sméru se budou zvétso-
vat, zatimco vychylky v jiném sméru se budou zmensovat. Vidime tedy, Ze ¢astice
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se pravdépodobnéji usadi v bodech lokalniho minima funkce U, nejpravdépodob-
né&ji pak v bodé globdlniho minima (pokud existuje). Dostali jsme dalsi zajimavou
ulohu, tj. tlohu na hledéani lokalnich ¢i globalnich minim.

Pokud se tedy pokusime tuto situaci shrnout, dostali jsme se diky zjednoduseni
(stejnd jako vySe, kromé omezeni pohybu podél jedné soufadnicové osy, bereme
specidlni tvar sily a hleddme staciondrni feseni) na tlohu hledéni stacionarnich
bodt daného potencidlu. Pokud navic budeme hledat stabilni polohy, pak vlastné
hledame body lokalniho ¢i globalnitho minima dané funkce, coz je z pohledu mate-
matické analyzy relativné standardni loha, mize byt ale komplikované ¢i nemozné
ji Fesit analyticky.

Resen{ tloh typu (1.1.3)—(1.1.4), (1.1.6)—(1.1.7) ¢i (1.1.9) lze nékdy ziskat jen
pomoci piibliznych metod. Resime tedy dané tilohy jen s jistou presnosti, pomoci
numerickych metod. Vyse uvedené tlohy jsou z tohoto pohledu pomérné stan-
dardni a umi je fesit celd fada komeré¢nich ¢i akademickych balikti programt. Ale
pozor, nékdy se muze stat, ze pocita¢ nalezne zdanlivé zcela nesmyslné reseni. V
tom okamziku je tfeba se zamyslet a na zakladé znalosti matematické analyzy a
prislusné priblizné metody ovéfit, zda nékde nenastala chyba a pokusit se ji odstra-
nit. Tedy i v tomto pfipadé jsou znalosti, jak asi feSeni vypadd, co o ném mutizeme
Fici, zda je jednoznacné a jaké méa dalsi vlastnosti, velmi dulezité.

Proudéni tekutin

Nyni se podivame na trochu komplikovanéjsi problém, abychom ilustrovali, jaké
problémy soucasna matematicka analyza fesi v souvislosti s fyzikalnimi modely re-
ality a ukazali, Ze je stale jesté hodné zajimavych otevienych otézek. Podivame se
na modely proudéni tekutin, které vedou ke studiu systémii parcidlnich diferenci-
alnich rovnic, tedy rovnic, které neobsahuji pouze derivace funkce jedné proménné
(jak tomu bylo vySe pii popisu pohybu hmotné ¢astice), nybrz derivace funkei vice
promeénnych.

Jak se dozvite na prednaskach z mechaniky (bliZe si o tom muizete také precist
napiiklad v knize [BrSaSo MeKo)), nejjednodussim modelem tekutin je tzv. ide-
alni tekutina. Budeme pro jednoduchost uvazovat pouze tekutinu nestlacitelnou.
Dostavame nasledujici Eulertv systém parcidlnich diferencidlnich rovnic

divu = Z g;" =0, (1.1.10)
Ou; 529 - .
(uj ) g =oofo =123 (1.1.11)

na (0,7) x Q, kde (O,T) je Gasovy interval a ) C R3? je néjaks, pro jednoduchost
¢asové neménnd oblast, ve které se tekutina pohybuje. V rovnicich (1.1.10)—(1.1.11)
reprezentuje u = (ug,us2,u3) pole rychlosti, p je tlak, gp je konstatni hustota
af = (f1, f2, f3) je vnéjsi sila. Pro korektni formulaci bychom museli jesté zadat
pocateéni podminku pro rychlost a pfedepsat chovani na hranici (napfiklad nulovy
tok pfes hranici), to ale nechame ted byt.
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Dalo by se ocekavat, ze nejjednodussi model bude z hlediska matematické ana-
lyzy jednoduché cviceni. Ukazuje se, Ze tomu zdaleka tak neni, nebof rovnice
(1.1.11) je nelinedrni. Jako FeSeni nasi tlohy bychom &ekali funkci u, kterd je
spojité diferencovatelna podle ¢asu a podle prostorovych proménnych a funkce p,
ktera je spojita v Case a spojité diferencovatelna podle prostorovych proménnych.
Ukazuje se ale, ze i kdyz predepiSeme rozumné okrajové a pocatecéni podminky,
takové TfeSeni (pokud existuje, je ddno jednozna¢né) bude existovat obecné jen
krétkém Gasovém intervalu (v redlném piipadé je ale odhad délky ¢asového inter-
valu fadové i 10710 sekund) nebo na delsich intervalech pro mala data, tj. jestlize
je tekutina na pocatku prakticky v klidu. To samozifejmé moc zajimavé neni.

Matematici proto pfisli s konceptem tzv. slabého Feseni, ktery ale presahuje
ramec téchto skript. Ukazuje se, ze i toto slabé feSeni neni pfili§ rozumné, protoze
v nékterych pripadech mutze existovat dokonce nekone¢né mnoho feseni, ¢i tekutina
je bez pusobeni sil na zacatku v klidu, ale mize zacit samovolné proudit. Takova
feSeni nemaji s fyzikalni realitou nic spole¢ného, otazkou ale je, jak je vyloudit.
Zatim se nepodafilo nalézt zadné rozumné kritérium, které by z téchto mnoha
feseni vybralo to spravné, a tato otazka je v soucasné dobé oteviena.

Jednou z moznosti, jak tento problém fesit, je uvédomit si, ze zadna redlna
tekutina neproudi bez tfeni. Vnitini t¥eni popisuje vazkost (viskozita) a odpovi-
dajici nejjednodussi model, popisujici chovani nestlacitelnych newtonovskych te-
kutin, jsou Navier—Stokesovy rovnice

3 aul

divu = -0, 1.1.12
ivu i:18xi ( )

w; 5 Ou; > 92u;  dp
TN (u- 1)— i 9P f i=1,2,3, (1.1.13

kde p je (pro jednoduchost) konstantni viskozita. Model obsahuje druhé parci-
alni derivace podle prostorovych proménnych, musime tedy pfislusnym zptsobem
upravit definici feSeni. Opét musime predepsat chovani tekutiny v po¢ateénim case
a na hranici. Ukazuje se, ze situace je sice mirn€ lepsi nez u rovnic Eulerovych, ale
stale ne zcela uspokojiva. Klasické Feseni opét nemusi existovat (odhady na délku
¢asového intervalu souvisi s velikosti viskozity, kterd je ale napfiklad u vody velmi
mald), u slabého FeSeni je situace lepsi. Vi se, Ze existuje, vi se dost o jeho vlast-
nostech, ale otazka jeho jednoznacnosti ¢i diferencovatelnosti pro rozumna data je
oteviena. Tento problém se dokonce dostal mezi tzv. 7 problémi pro nové milé-
nium, za jejichz vyfeseni nabidl Claytiv matematicky institut v roce 2000 odménu
milién dolard.

Jen poznamenejme, zZe situace u dvoudimenzionalniho proudéni je jind. Pokud
forméalné nahradime funkci t¥i prostorovych proménnych za funkci dvou prostoro-
vych proménnych a misto t¥i slozek rychlosti uvazujeme dv€, vi se, ze pro vhodnou
pocatecni podminku existuje pravé jedno klasické feseni. My ale Zijeme ve tfech
dimenzich a tak nas spisSe zajima néco jiného.

Poznamenejme ale, Ze tyto modely davaji ve specialnich situacich fyzikalné ro-
zumné Feseni. Napriklad pro Eulerovy rovnice, pokud predpokladame potencialni
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silu (gravitacni sila takova je), lze integraci rovnice (1.1.11) pfes proudnice dostat
tzv. Bernoulliho zakon, tj.

1
§QO|U|2 +p+ 00U = const,

kde f; = _f%i' Dale specialnim fesenim Navier—Stokesovych rovnic popisujici
proudéni newtonovské tekutiny v trubici kruhového prifezu (za predpokladu, Ze
tekutina ulpivd na sténé) je tzv. Poisseillovo proudéni, které vykazuje parabo-
licky profil rychlosti, coz v nékterych piipadech dobife aproximuje realné proudéni
nékterych tekutin.

Tedy vyse uvedené modely v nékterych pripadech dobfe aproximuji realitu.
Ovsem jak dobfe souvisi v obecné situaci s problémy, na které jsme upozornili.
Odpovédi na vyse zminéné otézky existence a jednoznacnosti feSeni, at negativni
¢i pozitivni, asi neovlivni, Ze se tyto modely budou nadale pouzivat, ale mohou
privést k zamysleni, zda realné tekutiny nejsou komplikovanéjsi nez predpokla-
daji nejjednodussi modely a co je rozumné pridat, aby modely nejen fungovaly
jako dobra aproximace, ale aby soucasné byly jednoznacné fesitelné. To mize byt
dilezité i pti volbé numerického feseni daného modelu.

Zde je ale situace mnohem komplikovanéjsi nez v popisu pohybu hmotné ¢as-
tice. I kdyz se vykonnost pocitaci béhem poslednich desetileti vyrazné zvysila,
porad je velmi presné FeSeni tfidimenzionalniho proudéni newtonovské tekutiny na
intervalech délky fddové minut otazkou dnu ¢i tydnd vypoctd na nejvykonnéjsich
strojich, takze je tfeba ¢asto délat kompromisy. Je tfeba kombinovat fyzikalni zna-
losti se znalostmi z matematické analyzy a numerickych metod, aby se ovéftilo, ze
feSeni ziskané méné presnou metodou stale dobie odpovida realité, ale i lezi blizko
feSeni pavodnich rovnic.

Samoziejmeé existuji i dalsi aplikace matematické analyzy a to nejen ve fyzice,
ale i dalgich védnich oborech. Uvedme, jiz jen velmi struéné, ze mnohé biologické
modely (napiiklad typu dravec—kofist) se daji popsat pomoci oby¢ejnych ¢ parci-
alnich diferencialnich rovnic, v 1ékafstvi se dnes bézné pracuje s modely proudéni
krve v cévach, ¢i pomoci matematickych modelt se popisuje riist nadort, pfi roz-
poznévani obrazu se nékdy pouzivaji parcialni diferencidlni rovnice a mnohé tlohy
v ekonomii jsou popsané pomoci stochastickych diferencialnich rovnic, z nichz lze
nékdy (jako napiiklad u Black—Scholesova modelu) pfejit k rovnicim determinis-
tickym. Takovych aplikaci se da nalézt mnoho a neni nasim cilem je podrobné
komentovat.

Vidéli jsme tedy, Ze matematicka analyza ma stale co Fici i k relativné jednodu-
chym fyzikalnim modeltim a Ze rozhodné neni pravdivy nézor, Ze vSe v matematice
je jiz znamo a nemad cenu se ji prilis vénovat, staci se jen néco méalo naucit a pak
to n&jak (obdas i pongkud nepfesné) pouzivat. Fyziklni modely nejsou vzdy ta-
kové, aby pfislusné problémy byly (jednoznacéné) Fesitelné, jak se mnozi fyzikové
domnivaji.
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1.2 Par poznamek k historii matematické analyzy

Protoze se budeme velmi ¢asto setkavat se jmény slavnych matematikt a fyzikia
(zejména v nézvech vét), je vhodné si Fici par slov o tom, jak se ta ¢4st matematiky,
kterou nazyvame matematickou analyzou, vyvijela v minulosti, a ktefi vyznamni
védci k jejimu rozvoji ptispéli nejvice.

Matematicka analyza se v dnesnim pojeti vénuje predevsim vlastnostem funkci.
Nez vsak matematika dospéla vibec k pojmtim funkce, derivace a integral, ura-
zila poradny kus cesty. My si vS§imneme jen téch krokt, které k rozvoji nastroja
matematické analyzy prispély nejvyraznéji.

Pojmy blizké integralu se objevuji ve starovékém Egypté i Mezopotamii v sou-
vislosti s potfebou mérit obsahy a objemy. Pozdéji feckd matematika tyto pristupy
zdokonalila, zkoumala napf. obsahy ¢i objemy pomoci postupného vyplniovani jed-
noduchymi utvary. Odtud také pochazi odhady disla .

Jiz v 6.-5. stoleti pr.n.l. fecké skola pythagorejct dospéla k zavéru, ze ne kazdé
Cislo je racionélni (vyjadfitelné jako podil dvou celych éisel), naptiklad délka pre-
pony v pravouhlém trojuhelniku s délkami odvésen 1 je iracionalni. Zaklady logiky
se pak objevuji u Aristotela (384-322 pf.n.l.). Antickd matematika se setkéva i s
pojmem nekonec¢na, slavné jsou napiiklad paradoxy typu Achilles a Zelva. Chapala
ho ale jako nekonecno potencialni, tedy jako nikdy nekoncici proces priblizovani
se k nému.

Evropskd (chapéno jako kiesfanskd) matematika se na turoven matematiky
fecké (a arabské) dostavala velmi pozvolna, snad az nékdy kolem 15. stoleti mtize-
me Fici, ze vSechny jeji myslenky plné vstiebala. V 16. stoleti pak Francois Viéte
(1540-1603) zavadi symboliku blizkou dnesni, pismena pro oznaceni konstant i
proménnych. Tuto symboliku zdokonalil v 17. stoleti René Descartes (1596-1650),
ktery je soucasné zakladatelem analytické geometrie.

Velkym vysledkem matematiky 17. stoleti je pak zrod infinitezimélniho poctu;
doslo k nému nezévisle v pracich Isaaca Newtona (1643-1727) a Gottfrieda Wilhel-
ma von Leibnize (1646-1716). Pozdéji tyto myslenky rozvinuli Jacob (1655-1705)
a Johann Bernoulliové (1667-1748) (posledné jmenovany zavedl pojem integral).
V 18. stoleti k nim jesté mizeme pfifadit Leonharda Eulera (1707-1783) (pfispél
k rozvoji prakticky celé matematiky), Josepha-Louise Lagrange (1736-1813) (vé-
noval se predev§im variaénimu poétu) a Brooka Taylora (1685-1731) (studoval
nekoneéné fady a rozvoje funkci do fad).

V 19. stoleti se pak zjistuje, Ze zdkladni pojmy matematické analyzy je tfeba
zpfesnit. Uvédomili k tomu nezévisle na sobé v Praze Bernard Bolzano (1781-1848)
a ve Francii Augustin Louis Cauchy (1789-1857), ktery zavedl pojem limita funkce.
Karl Weierstrafy (1815-1897) dobudoval tzv. -0 gymnastiku, zanedlouho se s ni
seznamime. Richard Dedekind (1831-1916) (jeho zdk) pak rigorézné vybudoval
teorii redlnych ¢isel a Georg Cantor (1845-1918) zacal systematicky budovat teorii
mnozin.

Cantor zavadi do matematiky pojem aktualniho nekonecna, naptiklad N chéa-
peme rovnou jako jako celek, ktery ma nekoneéné (ale spoéetné) mnoho prvki.
Ovsem pojem mnoziny chapany intuitivné se ukazuje jako neudrzitelny.

O népravu se pokusil David Hilbert (1862-1943), ktery chtél matematiku for-
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malné presné vybudovat a pak ukazat jeji bezespornost. To se ukazalo jako ne-
mozné, diky pracim Kurta Gidela (1906-1978), ktery ukézal, Ze je-li axiomatickd
teorie bezesporna, pak v ni existuje tvrzeni, které nelze ani dokazat, ani vyvratit
a neexistuje zadny konstruktivni ptistup, ktery by ukazal, ze teorie je bezesporna.

I pfes tyto obtize zlistava matematika ojedinélou védou s velkym vyznamem
pro jiné obory, ale i se svou vlastni vnitini krasou.

Shrnuti a zavérecné poznamky. Pokusili jsme se presvédcit ¢tenare presvéddEit o
tom, Ze matematika a matematickd analjza zv1ast je uzitecna pfi analyze mnohych,
zejména fyzikalnich modeld. Soucasné jsme naznacili, ze i v zdanlivé elementarnich
modelech proudéni tekutin neni vSe tak jednoduché, jak by se mohlo zdat. Existuji
oteviené matematické problémy, jejichz feSeni mtze mit vliv na vytvareni dalsich,
presnéjsich modelt reality.
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Kapitola 2

Matematicky tvod

2.1 Opakovani stiedoskolské latky, zakladni zna-
¢eni

V této c¢asti budeme vychazet z toho, co by mél znit z matematiky absolvent
stredni Skoly. Naptiklad budeme predpokladat, ze ¢tenaf ma néjakou predstavu
realné osy a umi s redlnymi cisly zachézet. Na druhou stranu zavedeme o néco
pozdéji realna ¢isla sami. PrestoZze nase zavedeni nevyzaduje zadné predbézné zna-
losti, ve skutecnosti vychazi z toho, jak se na zakladni a stfedni skoly s ¢isly pra-
cuje. Podobné predpokladame, ze ¢tenaf ma néjaké povédomi o zakladech logiky a
intuitivni predstavu o mnozinach. Nékteré pojmy upresnime, upozornime na jisté
problémy, ale v této ¢asti neptijdeme do zadnych detailt, nebudeme vSe dokazovat
a na hlubsi vysledky se odkazeme na pfislusnou literaturu, kde se témto vécem
vénuje mnohem vice prostoru.

Poznamenejme, Ze pro znaceni otevienych intervalti v R budeme pouzivat ote-
viené zavorky, naptiklad (0, 1), zatimco uzaviené intervaly znac¢ime pomoci zévo-
rek hranatych, naptiklad [0, 1].

2.1.1 Logika

Budeme zasadné pouzivat, tak jak je to v matematické analyze zvykem, dvouhod-
notovou logiku. Pravdu budeme znaéit 1 nebo T (z anglického true) a nepravdu 0
nebo F (z anglického false). Budeme se zabyvat jen vgroky, o kterych mé smysl
fici, zda jsou pravdivé ¢i nepravdivé. Budeme také pracovat s pojmem vyrokové
funkce neboli predikdtem, tj. predpisem, ktery kazdému prvku z daného pole ob-
jektt priradi vyrok.

Priklad 2.1.1. Vyrok: matematika je krasna.
Vyrokova funkce: P(z): = je krasnd. Prvky x bereme z M = {matematika,
fyzika, chemie}.

13
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Komplikovanéjsi vyroky budeme vytvafet pomoci logickych spojek definova-
nych nasledujici pravdivostni tabulkou.

negace | konjunkce | disjunkce | implikace | ekvivalence
A | B |l nonA ANB AV B A= B A<~ B
1 1 0 1 1 1 1
110 0 0 1 0 0
0|1 1 0 1 1 0
010 1 0 0 1 1

Priklad 2.1.2. Vyrok A: matematika je krasnda; vyrok B: matematika je tézka.
Negace B: matematika neni tézka.

Konjunkce A A B: matematika je krasna a tézka.

Implikace A =—> B: matematika je krasna, proto je t&zka.

Priiklad 2.1.3. Vyrok A: venku prsi, vyrok B: venku je mokro.
Implikace A = B: Venku prsi, proto je mokro.
Implikace B = A: Venku je mokro, proto prsi.

Vidime, Ze z hlediska redlné zkuSenosti (kterou v tomto okamziku ml¢ky pted-
poklddame) je prvni implikace pravdivy vyrok (pokud prsi, pak je mokro), zatimco
druhy vyrok neni pravdivy (miize byt mokro, aniz by prselo). Je dobré se nad timto
rozdilem zamyslet.

Vyroky jsou ¢asto doprovazeny kvantifikatory. Pouzivime

Oznaéeni 2.1.4. Obecny kvantifikator: Vx € M P(z) (pro kazdy prvek z z
mnoziny M plati vyrok P(z)).

Ezistencni kvantifikdtor: 3x € M P(z) (existuje prvek x z mnoziny M takovy,
ze plati vyrok P(x)).

Budeme také pouzivat kvantifikdtor jednoznacné existence znaceny 3!.

V nésledujicim ptikladu (stejné jako v nékolika dalsich) pracujeme s nékterymi
¢iselnymi obory. Predpokldadame, Zze ¢tenaf ma o nich jistou pfedstavu ze stfedni
skoly. Pfipomenme, Ze N oznacuje pfirozend ¢isla, Z c¢isla celd, Q ¢isla racionalni,
R cisla realna a C dcisla komplexni. Znak € ¢teme z, tj. © € M znamend = z M.
Blize si znaceni souvisejici s pojmem mnozina pfipomeneme nize.

Piiklad 2.1.5. Vyrok In € N /n € N je pravdivy vyrok (Ize vzit tfeba n = 4).
Naopak, vyrok Vn € N /n € N je nepravdivy (uvazme naptiklad n = 2).

Pri skladani kvantifikatorti 1ze prohodit dva ze sebou stojici stejné kvantifika-
tory, nikoliv dva rtzné.

Priklad 2.1.6. (i) (Vz <0Vy >0 y<z)<= Vy>0Ve <0 y<uzx)
(ii) (Vn e NIm € N n < m) neni ekvivalentni s (Im e NVn e N n < m).

Snadno se nahlédne, Ze plati nasledujici vztahy pro negaci vyroku s kvantifi-
katorem.
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Tvrzeni 2.1.7. Plati:
(i) non(Ir e M P(z)) <= (Ve € M nonP(x))
(ii) non(Vz € M P(z)) <= (3x € M non P(z)).

Ukazme, napiiklad, Ze plati prvni ekvivalence, druhou pak ponechdme ¢tenari
k samostatnému rozmysleni. Necht je vyrok non(3z € M P(x)) pravdivy. Pak
neexistuje zadné x € M tak, ze P(z) je pravda, tj. Vo € M je P(x) nepravdivy.
Analogicky se ukéaze i druhd implikace.

Dvouhodnotova logika pracuje s néasledujicimi zakony:
zdkon sporu: pro zadny vyrok A neni zaroven pravda A a non A
zdkon vyloucent tretiho: pro kazdy vyrok A je bud A nebo non A pravdivé.

Poznamka 2.1.8. Vyse uvedené zdkony jsou nasi dohodou, Ze nebudeme pouzivat
vyroky typu:
To, co ted fikdm, neni pravda.

Nasledujici tvrzeni plyne okamzité z definic v pravdivostni tabulce (otestuji se
vSechny volby pravdivosti vyrokt A, B, C).

Tvrzeni 2.1.9. Plati:

(i)A= A

(i) (A= B)ANB=0) = (A=0)
(i) A <= A

(iv) (A<= B) <= (B <= A)

V) (A<= B)AN(B<=()) = (A= ()
(vi) non(non A) < A

(vii) (A = B) <= (non B = non A)
(viii) (A <= B) <= (non A <= non B)
(ix) (A<= B) <= (A= BAB = A)

(x) non(AV B) <= (non A A non B)

(xi) non(A A B) <= (non A V non B)

(xii) non(4A = B) <= (A Anon B)

(xiii) non(A <= B) <= ((A Anon B) V (non A A B)).

Ukazme alespoii platnost (ix), ostatni ponechdme ¢tenafi k samostatnému roz-
mysleni. Mame

A|B| A< B A— B | B—A| A— BAB— A
111 1 1 1 1
110 0 0 1 0
0|1 0 1 0 0
0|0 1 1 1 1

V matematice nejéastéji dokazujeme implikace (pFipomerime, Ze ekvivalence se
d4 rozlozit na dvé implikace). Na pfedchozim tvrzeni jsou zaloZeny metody jejich
dikazt. Ty nejcastéji délime na:

e piimy dikaz
e nepiimy dikaz (vyuziva (vii))
e dikaz sporem (vyuzivéa (xii)).
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Uloha 2.1.10. Dokazme: je-li n? liché &islo, pak n je rovnéz liché &islo.

Reseni: Ukazeme si viechny t¥i metody diikazu, které jsme zminili vise.

e Za¢neme piimym dtikazem. Necht n = py...p, je prvoéiselny rozklad (p; jsou
prvocisla, mohou se opakovat). Pak zfejmé plati n? = p? ... p2. Protoze n? je liché,
74dné z &isel p? nemizZe byt délitelné dvéma a tedy ani z4dné z prvocisel p; neni
rovno dvéma. Proto n je liché.

e Ukazme si diikkaz nepfimy. Pfedpoklddejme, ze n je sudé. Pak lze psat n = 2k,
kde k € N. Proto n? = 4k? a je tedy také sudé.

o Nakonec si ukdZeme ditkaz sporem. Necht n? je liché a n je sudé. Pak musi byt
n? 4+ n liché. Na druhou stranu, ze dvou po sobé jdoucich &isel je vzdy jedno sudé
a jedno liché, a proto n? +n = (n + 1)n je sudé. To je spor. e

V matematice nam samoziejmé staci jen jeden dukaz.

Poznamka 2.1.11. V pokrocilé matematické analyze se symboly pro kvantifi-
stavbou vyzadovala pouziti ptilis velkého poctu zavorek, coz by zhorsilo ¢itelnost.
V téchto situacich pravé volba vhodnych slov na misté logickych spojek a kvanti-
fikator umoziiuje snazsi orientaci ¢tenéafe.

Poznamka 2.1.12. Poznamku si také zaslouZi jev, kterému se fiké diikaz kruhem.
Dochézi k tomu, kdyz v diikazu pouzijeme vyrok, ktery pravé dokazujeme. Takovy
dikaz je pak bezcenny a o platnosti dokazovaného vyroku nam nedava zadnou
informaci.

2.1.2 Mmnoziny

Mnoziny definujeme jako soubor prvki, pficemz o kazdém prvku lze rozhodnout,
zda do dané mnoziny patfi, ¢i nikoliv. Budeme se tedy vyhybat nasledujicim situ-
acim.

Priklad 2.1.13 (Pfiklad (paradox) Bertranda Russella). Definujme Y jako mnozi-
nu vSech mnozin, které neobsahuji sebe sama jako prvek. Potom nelze rozhodnout,
zda Y € Y. Kdyby totiz mnozina Y pattila do mnoziny mnozin Y, pak dostavame
spor s definici mnoziny mnozin Y. Pokud by tam nepatfila, pak dostavame spor
téz, protoze dle definice Y by tam pak patfit méla.

Mnoziny tedy zadédvame nésledujicimi zpisoby:
e vy¢tem prvka (naptiklad M = {1,2,3})
e zadanim vlastnosti prvk (M = {n: n je prvoéislo})
e pomoci uz zndmé mnoziny (M = NN [1,3]).
Budeme pouzivat néasledujici znaceni:

Oznaceni 2.1.14. (i) x € M (x patii do M), x ¢ M (x nepatii do M)
(i) PCM<=Vpe P pe M (podmnozina)

(iii) P=M <= P C M AN M C P (rovnost mnozin)

(iv) PUM ={z: 2 € M Vx € P} (sjednoceni)
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(v) PNM ={z: x € M ANz € P} (prinik)

(vi) PC M < P C M AP # M (vlastni podmnozina)

(vii) () je prdzdnd mnoZina a je podmnozinou kazdé mnoZiny

(viil) #M je pocet prvki, ktery zavadime jen pro koneéné mnoziny

(ix) exp M je mnozina viech pomnozin (véetné M a ), plati # exp M = 2#M
(x) M\ P={x € M: z ¢ P} (rozdil mnozin)

(xi) MAP = (M \ P)U (P \ M) (symetrickd diference).

Poznamka 2.1.15. Mezi zna¢enim nerovnosti a mnozinovych inkluzi je jisty ne-
soulad. Zatimco x < y vylucuje pfipad z = y, v mnozinovém znaceni je pfipusténo
ACA.

Priklad 2.1.16. Pro mnozinu {1,2,3} méme
exp{L,2,3} = {0, {1}, {2} {3}, {1,2},{1,3}, {2,3}. {1, 2.3} |

a plati #exp{1,2,3} = 8 = 23 = 2#{1,2.3}
Tvrzeni 2.1.17. Necht A, B jsou mnoZiny. Pak

(A\B)U(ANB)=A
(AUB)\ (AN B) = AAB.

Dikaz. Rovnosti ovéfime ve étyfech moznych piipadech € AAz € B,z € AAx ¢
B,x ¢ ANz € Bax¢ AAx ¢ B. Pro ilustraci si ukazme ditkaz prvni rovnosti
pro prvni pripad. Leva strana zjevné obsahuje x, protoze = patii do praniku obou
mnozin. Proto ho prava strana obsahuje téz. Analogicky se postupuje v ostatnich
pripadech. O

Definice 2.1.18. Necht M je systém mnozin. Sjednocenim systému M nazveme
mnozinu vSech bodu, které lezi alespori v jedné z mnozin M € M, tedy

U ={z:3MeMm zem}.
MeM

Prinikem systému M nazveme mnozinu vSech bodu, které lezi ve vSech mnozinach
M e M, tedy
m ={x:VM eM zeM}
MeM

Piiklad 2.1.19. Pro systém mnozin M := {(—oc0,y): y € (0,1)} plati

U (_OO,y) = (_007 1) a m (_OO,y> = (_OO?O]
y€(0,1) y€(0,1)
Tvrzeni 2.1.20 (De Morganovy vzorce). Necht A, B,C jsou mnoZiny. Pak
C\(AUB) = (C\A)N(C\B)
C\(ANB)=(C\A)U(C\ B).
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Necht P je mnoZina a pro systém M plati M € M = M C P. Pak

P\ |J M= () P\M

MeM MeM
P\ (W M= |J P\M.
MeM MeM

Diikaz. Uvazme druhou situaci, tj. libovolny pocet mnozin. Ukazme nejprve, Ze
P\UpyemM C Npyrepm P\ M. Necht tedy © € P\ Uyepn M. Potom nutné
x € P, ale z nepatii do zaddné z mnozin patficich do M, tedy pat¥i do kazdé
mnoziny P\ M pro M € M. Ukazme druhou inkluzi. Necht x € (,,cr P\ M.
Tedy = € P\ M pro kazdé M € M. Proto x € P, ale x ¢ |J,,c M. Analogicky
se postupuje i v jinych pfipadech. O

Definice 2.1.21. Necht A, B jsou mnoziny. Kartézsky soucin A x B definujeme
predpisem Ax B = {(a,b): a € AAb € B} (jedna se tedy o mnoZinu uspofadanych
dvojic prvk z A a B). Analogicky definujeme Ay X --- X A pro k € N, k > 3.

Poznamka 2.1.22. (i) Obecné A x B # B x A. Stad¢i volit tfeba A = (0,1)
a B = (1,2). Pokud by vSak platilo A = B, nebo alespoii jedna z mnozin byla
préazdné, méli bychom A x B = B x A.
(ii) Casto budeme pracovat s mnozinou R x --- x R (N-krat). Budeme ji znacit
RY, podobné jako napiiklad Z" ¢ NV,

Dilezitym pojmem je aziom vybéru. Zdanlivé je prirozené ocCekavat, ze mohu
z kazdé mnoziny z néjakého souboru mnozin vzdy vybrat po jednom prvku, at
je pocet mnozin jakykoliv. Pfekvapivé to ale vede v nékterych piipadech k zaji-
mavym paradoxtim, jako je napiiklad Banach—Tarského véta (v jistém matema-
tickém smyslu mohu zdvojnésobovat hmotu). Na druhou stranu matematika bez
axiomu vybéru je podstatné ochuzend o mnohé diilezité vysledky. Axiomaticka te-
orie mnozin, ktera nahrazuje intuitivni teorii mnozin a zbavuje nas paradoxt typu
Piiklad 2.1.13, blize viz napi. [BaSt TeMno], si s timto problémem neumi poradit.
Pokud mé&m bezespornou teorii mnozin (tj. teorii, kterd neobsahuje zddny vnitini
rozpor) a pfiddm k ni axiom vybéru, teorie ziistane bezespornou.

Ovsem pojem bezespornosti neni také tak jednoduchy. Dilezity vysledek K.
Godela tika, ze nelze konstruktivné prostfedky teorie mnozin ovérit, ze dana teorie
je bezesporna. Vzdy v ni existuji vyroky, které nelze konstruktivné dokéazat.

2.1.3 Zobrazeni

Pojem zobrazeni je také jednim ze zdkladnich pojmt v matematické analyze.

Definice 2.1.23. Necht A, B, D jsou mnoziny a D C A. Necht kazdému prvku
x € D je pfifazeno pravé jedno y, € B. Oznafme p(z) := y,. Pak fikdme, Ze
p: A — B je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B.

Mnozinu D nazyvame definicnim oborem ¢ a znacime ji D,. Mnozina ¢(D) :=
{p(x): € D} se nazgva oborem hodnot (nékdy se také znaci R, ¢i H,). Mnozina
0 *({y}) :={z € D: p(x) =y} se nazyva vzorem prvku y.
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Jestlize z1 # xo = @(21) # @(x2), ¢ se nazyva prosté zobrazeni (nebo také
injektivni). Jestlize R, = B, fekneme, Ze ¢ je na (jde o zkraceni: ¢ zobrazuje A
na (celé) B; surjektivni zobrazeni). Je-li ¢ prosté, na a D, = A, iikdme, Ze ¢ je
vzdjemné jednoznaéné (bijektivni).

Poznamka 2.1.24. Mnozina ¢~ '({y}) mtze byt prazdna. Obecné lze definovat
vzor jakékoliv podmnoziny B. Nékdy se struéné pise o~ 1(y), coz miize byt zava-
déjici vzhledem k oznaceni inverzniho zobrazeni.

Poznamka 2.1.25. Podminka pro prostotu zobrazeni se dé ekvivalenté zapsat
jako
p(x1) = p(22) = 71 = T2.

Cviceni 2.1.26. Ovéite, ze implikace z Poznamky 2.1.25 je ekvivalentni definici
prostého zobrazeni.

Poznamka 2.1.27. Pokud definujeme ¢(z) = z? pro z € R (tedy D, = R), méme

zobrazeni, které neni prosté. Pokud definujeme ¢ (x) = 2% pro z € (0,00), mame

bijekci mezi (0,00) a (0,00). P¥i zaddvéni zobrazeni je tedy dulezité se nejenom

zabyvat predpisem, ale i definiénim oborem. Podobné lze porovnavat napiiklad
xZ

o(x) =1 a(x) = £ (neni-li defini¢ni obor explicitné uveden, uvazuje se nejvétsi

mozny, coz je zde D, =R a Dy, =R\ {0}).

Uvedme nékterd dulezitd zobrazeni a nékteré dilezité pojmy, které budeme
nadéle ¢asto pouzivat.
e Pokud A =R a B = R, mluvime o redlné funkci jedné redlné proménné.
e Pokud A =R a B = C, mluvime o komplexni funkci jedné redlné promeénné.
e Pokud A =N a B = R, mluvime o (realné) posloupnosti (komplexni posloupnost
se zavadi analogicky).
e Funkce p(x) = x se nazyva identita.
e Pro a,b € R se p(x) = ax+b Casto nazyva linedrni funkce (vhodnéjsi nazev je ale
afinni, nebof mimo matematickou analjzu se linearita obvykle definuje zptisobem,
ktery pfipousti jen b = 0).
e p(x) = yo pro viechna x € D, definuje konstantni zobrazeni (Casto piSeme
©(x) = yo nebo p = yo).
e Funkce sign: R — R je definovana predpisem

-1 proz <0
sighz =40 proxz=0

1 pro x > 0.

e Prifazujeme-li ¢islim = € R &fsla y € R takova, ze y? = z, nejedna se o zobrazeni
(zde nevadi, Ze pro zaporné x nenajdeme vyhovujici y, nase definice totiz pfipousti
A =B =RaD, = [0,00); definici zobrazeni porusuje skute¢nost, ze kladnym
Cisltim pfifazujeme hned dvé ¢isla zarover).

1

Inverzni zobrazeni ¢~ zavadime jen v pfipadé, Ze ¢ je prosté.
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Definice 2.1.28 (Inverzni zobrazeni). Necht zobrazeni ¢: A — B je prosté. Pak
inverzni zobrazeni ¢~ ': B — A je definovano vztahy

Dy =R,

e Ha)=y <= z=o).

Priklad 2.1.29. Pozdéji si ukazeme, 7Ze zobrazeni x — x? je na [0,00) prosté,
zatimco na celém R zjevné prosté neni. Potom zobrazeni x +— +/z je inverznim
zobrazenim k zobrazeni p(z) = 22, x € [0,00). Zobrazeni ¥(x) = 2%, z € R,
inverzi nema.

Definice 2.1.30 (Sklddani zobrazeni). Nechf jsou ddna dvé zobrazeni ¢: A — C
a1: C — B aplati R, N Dy # (0. Pak slozené zobrazeni ¢ o p: A — B je dano
vztahy

Dyop = ¢~ (Ry N Dy)

(Y op)(z) = ¢(p(x)).
Piiklad 2.1.31. Necht ¢(z) =2z +4, z € R, a ¢¥(z) = /&, € [0,00). Plati
R,NDy=RNJ[0,00) = [0, 00).

Proto ma slozené zobrazeni i o ¢: x +— /22 + 4 neprazdny defini¢ni obor a sice

@71([03 OO)) = [*Qa OO)
Ukazme si nékteré vlastnosti inverzniho zobrazeni.

Tvrzeni 2.1.32 (Zakladni vlastnosti inverze). Necht ¢: A — B je prosté zobra-
zenti. Pak

(i) ¢~* je prosté a R,-1» = D,

(ii) ¢ top=id na Dy, a pop™ =id na D,

(iii) (o~1) ! =

Diikaz. Nejprve dokézeme prostotu. Necht ¢~ 1(z1) = ¢! (22) pro z1,22 € Dy-1.
Ozna¢me tuto spoleénou hodnotu y. Podle definice p~! plati

z1 = p(y) = o2,

tedy ¢ je prosté.

Nyni ukézeme, ze R -1 = D,. Pro prvek y plati y € R -1 pravé tehdy, kdyz
existuje z € D, -1 takové, Ze ¢~ *(z) = y. To podle definice inverzniho zobrazeni
znamena totéz, co existence x € R, splijictho = ¢(y), neboli y € D,,.

Dokazme ¢ast (ii). Zafixujme x € D, a polozme & = ¢~ (¢(z)). To znamena
©(%) = ¢(x) a prostota ¢ zarucéuje, ze ¥ = x. Rovnost ¢(p~1(z)) = z se dokdze
podobné s vyuzitim prostoty ¢ 1.

Zbyvé dokézat cast (iii). Protoze obecné plati D,-1 = R, a navic R,-1 = D,
mame

Dy =R D

Lp71 - ©-
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Konec¢né, posledni pozadovana rovnost plyne z toho, ze

(e ) HNa)=y+=z=0"(y) < o) =y.
0

Priklad 2.1.33. Pfi pouzivani druhé ¢asti Tvrzeni 2.1.32 je nutné peclivé hlidat
defini¢ni obory vyslednych identit. Vezmeme-li napiiklad funkei z2: Rf — Ry,
jeji inverzi je funkce z — /z, € RJ. Plati

(Vr)?=x  proxeRJ.
Na druhou stranu z — v/22 je definovéna na celém R a plati
Va2 = |z pro z € R,
piicemz |z| = x pro x € R{, |x| = —2 pro z € R™.

Tvrzeni 2.1.34. Necht ¢, jsou prostd zobrazeni a Dy N R, # 0. Pak 1 o ¢ je
prosté zobrazent.

Diikaz. Pouzijeme ekvivalentni podminku pro prostotu. Necht zi,29 € Dyoy
splituji ¥ (o(x1)) = ¥(p(x2)). ProtoZe 9 je prosté, musi nutné platit ¢(x1) = p(z2).
Protoze dale ¢ je prosté, dostavame x1 = x5. Tedy ¢ o  je prosté. O

Definice 2.1.35. Necht ¢: A — B je zobrazeni. Mnozina {(z, p(x)): © € D,} se
nazyva grafem zobrazeni.

Pokud B = R, definujeme jesté nadgraf {(z,y) € R*: z € D, Ay > ¢(z)} a
podgraf {(z,y) € R?: z € Dy, Ay < p(x)}.

2.2 Ciselné obory

Jak jiz bylo zminéno vyse, pfedpoklddame, Ze ¢tenaf mé ze stfedni skoly intuitivni
predstavu o tom, co je mnozina pfirozenych, celych, racionalnich a predevsim real-
nych ¢isel, poptipadé i ¢isel komplexnich. Ukazeme si, jak je mozno matematicky
presné tyto Ciselné obory definovat, budeme ale postupovat trochu jinak, nez by
mohl ¢tenaf ocekavat. Nejprve budeme definovat ¢isla redlnéd a teprve z nich vy-
vodime dalsi ¢iselné obory. Lze postupovat i opacné, tj. zacit pfirozenymi ¢isly a
z nich postupné pfes ¢isla racionalni metodou Dedekindovych fezt dospét az k
¢isltim redlnym, viz naptiklad [Ja DPI]. Tento postup je ale ponékud zdlouhavy a
proto ho zde nebudeme pouzivat; radéji predstavime axiomaticky zptisob zavedeni
realnych cisel.

2.2.1 Supremum a infimum, axiomatické zavedeni realnych
¢isel

Relaci na X x X rozumime libovolnou podmnozinu X x X. Nés ale zajima specialni

tfida relaci.
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Definice 2.2.1. Nechf X je mnozina. Relaci R na X x X nazveme (¢dstecnym)
usporaddnim, jestlize
ez e X = (x,2) € R (reflexivita)
o (z,y) € RA(y,2) € R= (z,2) € R (tranzitivita)
o (z,y) € RA(y,z) € R =z =y (antisymetrie).
Pokud navic plati
r,ye X = (z,y) € RV (y,z) € R,

relaci R nazveme uplngm uspordddnim a znacime ji symbolem < (tedy z < y <
(z,y) € R).

Priklad 2.2.2. (i) Snadno se ovéfi, Ze v pfipadé X = R symbol < s obvyklym
vyznamem (ze stiedni Skoly) spliiuje pfedchozi definici.
(i) Na X = R? mtizeme zavést ¢astecné usporadani piedpisem

(x1,22) < (Y1,y2) <= a1 <y1Az2 <.

Toto uspofdadani vSak neni Gplné, nebof neumime porovnat naptiklad prvky (0, 1)
a (1,0).
(iii) Pokud na X = R? definujeme velikost vektoru jako ||(z1,z2)| = /22 + 22 a
zavedeme

(z1,22) < (y1,92) = [l(@1, 22)]] < [[(y1,92),

vysledna relace neni uspofaddnim, nebot chybi antisymetrie (sta¢i uvazit ||(0,1)| =
1= [[(1,0)[).

Ostatni Casto pouzivané relace se definuji nasledovneé

r<y<=zc<yANzr#y
rzy<—=y<uw
r>y<—=y<zAzx#y.

Definice 2.2.3 (Omezenost shora a zdola). Necht A je mnozina s Gplnym uspo-
fadanim a B C A. Rekneme, %e mnozina B je omezend shora, jestlize existuje jeji
horni zévorav A (Jy € A x € B = z < y). Rekneme, Ze mnozina B je omezend
zdola, jestlize existuje jeji dolni zdvorav A (3y € A z € B = x > y). Rekneme,
Ze mnozina B je omezend, jestlize je omezend shora i zdola.

Pfipomenme si jejich definici.

Definice 2.2.4 (Maximum a minimum). Nechf A je mnozina s tplnym usporada-
nim a B C A. Prvek M € B nazveme mazimem mnoziny B (piSeme M = max B),
jestliZe je horni zavorou této mnoziny (z € B = © < M). Prvek m € B nazveme
minimem mnoziny B (piSeme m = min B), jestliZe je dolni zdvorou této mnoziny
(r € B=x>m).

Jak uvidime na piikladech uvedenych nize, obecné se miize stat, ze mnozina
maximum nema, stejné tak minimum. V takové situaci nam srovnatelné kvalitni
informaci o velikosti prvkt mnoziny poskytuji pojmy supremum a infimum.
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Definice 2.2.5 (Supremum a infimum). Necht A je mnozina s uplnym usporada-
nim a B C A. Prvek S € A nazveme supremem B (piSeme S = sup B), jestlize je
nejmensi horni zavorou mnoziny B, nebo-li

er € B= 1 <S5 (S je horni zavora)

o (yc ANy<S)= (Ixr € B x> y) (zmensime-li S, uz nebude horni zévorou).
Prvek s € A nazveme infimem B (piSeme s = inf B), jestlize je nejvétsi dolni
zavorou mnoziny B, nebo-li

e x € B= 1 > s (s je dolni zdvora)

e (yc ANy >s)= (3x € B =z <y) (zvétsime-li s, uz nebude dolni zévorou).

Nasledujici tloha pracuje s redlnymi ¢isly na zakladé stfedoskolskych predstav.
Axiomatické zavedeni bude o kousek nize.

Uloha 2.2.6. Necht B = [0,1) C R. Naleznéte max B, min B, sup B a inf B,
pokud existuji. Je mnozina B omezena?

ReSeni: Omezenost plyne ze skutecnosti, e 0 < z < 1 pro viechna z € B.
Protoze 0 € B, z predchoziho odhadu také plyne, ze 0 = min B. Ukazme, ze
neexistuje max B. Pokud by existovalo M = max B, muselo by platit M € B, a
proto 0 < M < 1. Potom ale mame

M+M M+1 1+1

0< M= =1.
- 2 < 2 < 2

Tedy M+1 € B a zaroven M'H > M. Prvek M tedy nemuze byt maximem, coz je
spor. Proto max B neex1stuJe

Déle tvrdime, ze inf B = 0. Prvek 0 je dolni zédvorou B. Zafixujeme-li y € R
spliinujici y > 0, staci polozit = 0 a vidime, Ze je splnéna i druhd vlastnost infima.
Jesté ukazme, ze sup B = 1. Prvni vlastnost je zfejmé splnéna. Druha vlastnost
suprema se ukéze tak, Ze k zafixovanému y < 1 zkonstruujeme = = max{1, £*}.
PAY

Poznamka 2.2.7. Snadno se z definice ovéfi, Ze existuje-li minimum, existuje i
infimum a rovnaji se. Podobné existuje-li maximum, existuje i supremum a rovnaji
se.

Nyni se mtizeme pustit do axiomatického vybudovani redlnych ¢isel. Jeho vy-
hodou je, Ze jen opakuje kalkulus, ktery se uc¢i na zékladnich a stfednich skolach.

Definice 2.2.8. Nechf R je mnozina s usporfadéanim oznacenym <, operaci s¢i-
tani oznacenou + a operaci nasobeni oznacenou -. Mnozinu R nazveme mnozinou
redlngjch Cisel, jestlize:

(A) Vo, e Ry eR y=a+f

(A2) Voz [3 €ER a+p=p0+a (komutativita s¢itani)

(A3) Vo, B,v€eR (a+p)+v=a+ (B+7) (asociativita s¢itani)

(Ad) I0eRVzeER 24+0=0+z=2x (existence neutralniho prvku)
(AS)VeeRI—2z€R x4 (—z)=(—2)+2=0 (existence inverzniho prvku)
(P1l) Vo, BeRIYER y=a-f



24 KAPITOLA 2. MATEMATICKY UVOD

P2)Va,0 e R «a-f =0 -a (komutativita nasobeni)

P3) Va,8,7veR (a-pB)-vy=a-(8-7v) (asociativita ndsobeni)
P4)31eRVzeR z-1=1-x=ux (existence neutrdlniho prvku)

P5) Ve e R\ {0}z 1 e R z-27!=2"1.2=1 (existence inverzniho prvku)

Poznamka 2.2.9. Samoziejmé, nic neni zadarmo. Je tfeba ukédzat, Ze tato definice
dava (az na izomorfni zobrazeni) mnoZinu R jednozna¢né. To je mozno ukazat, ale
my se tim nebudeme zabyvat a odkazujeme ¢tendfe napiiklad na [Di An].

Poznadmka 2.2.10. (i) prvnich jedenact axiomu spliiuje také dvouprvkova mno-
Zina {0,1} s operacemi definovanymi nasledovné

=1

+ 10 1 - 10
010 1 00
111 0 110

(ii) bez podminky (C1) by definici spliiovala i mnozina raciondlnich é&isel.

Poznamka 2.2.11. Z definice realnych cisel se daji pomérné snadno odvodit
nasledujici pravidla. Necht = € R, pak

0-z=0 (-1)-(-1)=1 (1) z=—x
1>0 (xHt=zprox#0 x-x>0
z-x2=0<=2=0 r>0<=2""1>0 r>1l<=0<z <1

Cviceni 2.2.12. DokaZte pouzitim axiomu z Definice 2.2.8 tvrzeni z Poznamky
2.2.11.

Podmnozinu R lezici mezi dvéma body nazyvame interval. Pro a,b € R, kde
a < b, definujeme (pfipomerime +oo ¢ R)

(a,b) ={x e R:a<x <b} (a,+o0) ={z e R: x> a}

[a,0) ={z €R:a <z < b} [a,+00) ={z €R: z > a}

(a,b) ={r €eR:a <z <b} (—o0,a) ={zr eR: z < a}

[a,b] ={x eR:a <z < b} (—o0,al ={z €eR: z <a}
(=00, +00) =R

Poznamka 2.2.13. (i) Symbol +oo se ¢asto zkracuje na co. Druhy symbol je vSak
pouzivan v teorii komplexnich ¢isel (pozdéji si pfipomeneme, Ze komplexni éisla
maji jen jedno nekonec¢no). Vyse uvedené zkraceni je tedy nevhodné v textech, kde
se zaroven pracuje s realnymi a komplexnimi ¢isly.

(ii) Casto se také vynechévé symbol - pro nasobeni. Pokud tento symbol zastava
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ulohu skalarniho souéinu ve vyssi dimenzi (pfipometime, Ze nasobeni redlnych ¢isel
je jednodimenzionélni verzi skalarniho soudinu), nevynechava se. Déle se nékdy
namisto - pise hire prehlédnutelny znak x.

(iii) Pot¥ebujeme-li matematickou formuli pferusit kvili pfechodu na novy fadek
v misté symbolu jako tfeba =, >, 4+ a -, symbol pfesouvame na novy radek.

Oznaéeni 2.2.14. Je-li x € R, jeho celou édst [z] definujeme jako nejvétsi celé
¢islo spliujici [z] < x. Pak nutné [z] <z < [2] + 1.

Jesté se na chvilicku vratme k Uloze 2.2.6. Zde mélo jisté mnoho ¢tenait silné
nutkani neovérovat vysledky inf B = 0 a sup B = 1 pfimo z definice, nybrz pouzit
intuitivni predstavu vyplyvajici ze zkusenosti vytvorené na jednoduchych tlohach,
7e napriklad supremum je v podstaté maximum, pfidame-li do mnoziny spravny
bod (ktery se navic pfirozené sdm nabizi). Pfed timto piistupem vSak musime
¢tenare varovat. Intuitivni predstava totiz nemusi odpovidat skutecné definici ve
a jiz dokdzané vysledky (dluzno ovSem podotknout, ze védecké vysledky vznikaji
tak, Zze si autor na zakladé jednoduchych situaci a geometrickych pfedstav nej-
prve vytvori jakousi pracovni hypotézu, ¢asto i zakladni strategii dikazu, nicméné
findlni verze ¢lanku je jiz zpracovdna matematicky zcela korektné). Druhou nevy-
hodou onoho povrchniho pristupu pfi feSeni snadnych tloh je, Ze si fesitel patficné
neosvoji zédkladni techniky, které jsou pfi feSeni obtiznych tiloh nezbytné.

Pasaz o supremu a infimu zakoncime nékolika obtiznéjsimi tlohami.

Uloha 2.2.15. Nechf A, B C R jsou neprazné shora omezené mnoziny (pak maji
supremum podle (C1) z definice redlnych éisel). Zabyvejte se otdzkou vyjadreni
veli¢in sup(A U B) a sup(A N B) pomoci sup A a sup B.

Reseni: Nejprve se zabjvejme veli¢inou sup(A U B). Ukazeme, Ze
sup(A U B) = max{sup A, sup B}.

Pfedné mnozina AU B je shora omezena, mé tedy supremum. Nyni si uvédomime,
7e inkluze A C (AU B) mé za nésledek, ze sup(A U B) je jednou z hornich zavor
mnoziny A, a proto sup A < sup(AU B). Analogické vaha s mnoZinou B vede na

sup(A U B) > max{sup A, sup B}.

Dokazme obréacenou nerovnost. Zvolme libovolné S > max{sup A, sup B}. Vezme-
me-li nyni S jako stied intervalu (max{sup A,sup B}, S), pak S je horni zavorou
mnoziny AU B a proto S nespliiuje druhou vlastnost suprema. Protoze ¢islo S >
max{sup A, sup B} bylo libovolné, dostavdme zbyvajici nerovnost

sup(A U B) < max{sup 4, sup B}.
Nyni se zabyvejme hodnotou sup(A N B). Tvrdime, Ze pokud existuje, pak

sup(A N B) < min{sup A, sup B}. (2.2.1)
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Drikaz této nerovnosti se snadno ziskd vyse podrobné zdtivodnénym argumentem,
Ze supremum podmnoziny je shora odhadnuto supremem nadmnoziny, aplikova-
nymna (ANB)C Aa (ANB)C B.

Obecné supremum priniku existovat nemusi (bereme-li supremum viéi R),
staci si vzit A, B disjunktni. Volba A = (0,1)U(9,10) a B = (0,1) U(8,9) ukazuje
i v pfipadé existence suprema priniku, ze toto supremum miize byt velmi vzdalené
hodnot& min{sup A, sup B}. Na druhou stranu odhad (2.2.1) je nejlepsi mozny, jak
ukazuje volba B = A. AS

Uloha 2.2.16. Nechf A C R. Definujme —A := {—z: 2 € A}. Ukaite, 7e sup A
existuje v R pravé tehdy, kdyz v R existuje inf(—A). Navic v takovém piipadé
inf(—A) = —sup A.

Reseni: Nechf existuje S = supA € R. Pak pro vSechna = € A plati z < 9,
neboli —S < —ux, tedy —S je dolni zavora —A. Cislo —S déle spliiuje druhou
vlastnost infima. Vskutku, kdyby tomu tak nebylo, existovalo by € > 0 takové, ze
—S + € by bylo dolni zédvorou —A. To zase implikuje, Ze S — ¢ je horni zdvorou A
a proto S neni supremem. Tim je dokdzano, Ze inf(—A) = —sup A (a existuje).
Obréacend implikace se ukaze analogicky. AT

Poznamka 2.2.17. Vysledek pfedchoziho problému ndm s ohledem na (C1) z
definice redlnych cisel fika, Ze je-li mnozina omezend zdola, ma infimum v R.

V dalsi tloze budeme uvaZovat f,g: (0,1) — R (definiéni obor bude cely
interval (0,1)) a budeme pouzivat zkracené znaceni typu sup f = sup ) f =
SUPge(o,1) f () =sup{f(z): € (0,1)}.

Uloha 2.2.18. Necht f,g: (0,1) — R jsou dvé funkce. Je néjaky vztah mezi
veli¢inami sup(f + g) a sup f + sup g?

ResSeni: Z definice suprema mame f(z) < sup f a g(r) < supg pro vechna
€ (0,1), tedy f(z) 4+ g(x) < sup f + sup g pro vSechna = € (0, 1), a proto

sup(f 4+ g) < sup f +supy.

Tento odhad se neda vylepsit, jak ukazuje volba f = 1 = g. V odhadu obecné
neplati rovnost, jak ukazuje volba f(x) =z a g(z) = 1 — x. Pak totiz

sup f =supg =sup(f +g) =1.

2.2.2 Prirozena, cela a racionalni cisla

Definice 2.2.19. MnoZinu prirozengych c¢isel N definujeme jako nejmensi pod-
mnozinu R s vlastnostmi

(i)1eN

(i) neN=n+1€eN.
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Oznadeni 2.2.20. Casto zna¢ime Ny = N U {0}.

Poznamka 2.2.21. Ziejmé N je zdola omezend mnozina. Tuto vlastnost mé i
kazda podmnozina N.

Pfipomerime, Ze z definice pfirozenych ¢isel nelze vypustit slovo "nejmensi”,
pak by definici spliovalo i tfeba R.

Definice 2.2.22. MnoZinu celych cisel Z. definujeme predpisem
Z=NoU{-n:ne N}

Definice 2.2.23. MnoZinu raciondlnich c¢isel Q definujeme predpisem
_ P
Q_{gzpeZ/\qu}.

Poznamka 2.2.24. Piipomenme, Ze kazdé pFirozené ¢islo 1ze jednoznacéné zapsat
zpusobem

n=pip2...pPk,

kde p;, i = 1,...,k, jsou vzestupné sefazend prvocisla. To ndm umoznuje psat
racionalni ¢isla v jednoznacném nesoudélném tvaru.

Tvrzeni 2.2.25. Mnozina N neni omezend shora.

Diikaz. Provedeme dtikaz sporem. Necht je N omezend shora. Pak podle vlastnosti
(C1) realnych ¢isel existuje S := supN € R. Podle druhé vlastnosti suprema pak
musi jeSté existovat ng € N takové, ze ng > S — 1. Posledni odhad je totéz, co
ng+1 > S, a protoze ng + 1 € N podle definice pfirozenych ¢isel, S nespliiuje
prvni vlastnost suprema a dostavame spor. O

Tvrzeni 2.2.26 (Dtkaz matematickou indukci). Necht ng € N, kaZdému n €
NN [ng,00) je pFitazen vgrok P(n), a plati:

(i) P(ng) je pravdivy vygrok

(ii) pravdivost P(n) implikuje pravdivost P(n + 1) kdykoliv n € NN [ng, 00).

Pak pro kazdé n € NN [ng,00) je vgrok P(n) pravdivy.

Dikaz. Zvolme libovolné n € N N [ng,00). Pokud n = ng, je ziejmé P(n) =
P(ng) pravdivy vyrok. Pokud n > ng, polozime m = n — ng € N a postupujeme
néasledovné. Protoze P(ng) je pravdivy, podle pfedpokladu je pravdivy i P(no+1).
Nyni z pravdivosti P(ng+1) plyne pravdivost P(no+2). Takto pokrac¢ujeme celkem
(m — 1)-krat a zjistime, Ze P(n) je pravdivy vyrok. Protoze n € NN [ng, o) bylo
libovolné, je diikaz hotov. O

Uloha 2.2.27. Dokazte, e pro viechnan € Nplati 1+---+n = %
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Reseni: Provedeme dilkaz indukci s volbou ng = 1. Nejprve vidime, ze 1 = % a

proto vyrok P(1) plati. Pfedpoklddejme nyni, Ze plati P(n) pro pevné zvolené n €
N. S vyuzitim této informace dostavame
n(n+1) nn+1)+2(n+1) (nm+1)(n+2)

1+~«+n+(n+1):T+n+1: 5 = 5 .

Plati tedy i vyrok P(n + 1). VSechny pfedpoklady tvrzeni o matematické indukci
jsou splnény, a proto pozadovana rovnost plati pro libovolné n € N. W
Dokazujeme-li matematickou indukci nerovnosti, ¢asto pouzivame

a<pAY<d=a+v< [+, (2.2.2)

nebo
a<fAyYy<I=a+y<B+0. (2.2.3)

Cvifeni 2.2.28. Dokazte (2.2.2) respektive (2.2.3) pomoci axiomi z Definice
2.2.8.

Protoze pricteni nerovnosti je neekvivalentni tiprava, maji dikazy nerovnosti
neni z diikazu jasné, zda bylo dosazeno nejlepsiho mozného vysledku.

Pokusme se ted podivat na ditkazy obecnéji. Existuji dva mozné p¥istupy pre-
zentace vysledku. Jedna moznost je dikaz sepsat tak, jak jsme problém fesili.
Druhé moznost je diikaz sepsat tak, aby ¢tenaf byl schopen co nejrychleji ovérit
pravdivost naseho zavéru. Oba pfistupy maji své vyhody a nevyhody. Ukazeme si
je na nasledujici tloze.

Uloha 2.2.29. Pomoci matematické indukce ukazte, Ze existuje ng € N takové,
7e pro n € NN [ng, c0) plati n? < 2". Naleznéte minimalni ng, aby nerovnost pro
dana n platila.

Nejprve ukazeme podrobny postup reseni sledujici autorovy tvahy.

ReSeni: Ziejmé plati 1 = 12 < 2 = 2'. Pokusime se tedy nerovnost dokazat pro
vechna n € N. Pfistupme k indukénimu kroku. Pfedpokladejme, ze plati n? < 2.
Chceme ukézat (n + 1)2 < 27T Podle (2.2.3) nam tedy staci ukdzat, Ze pro
vS8echna n € N plati
(n+1)2 —n? <ontl _on

coz je totéz jako

2n+1< 2™ (2.2.4)
Tuto nerovnost dokdzeme indukci. Nerovnost (2.2.4) neplati pro n = 1 (3 > 2),
n =2 (5 > 4) a plati pro n = 3 (7 < 8). Pokusime se ji tedy dokazat pro n > 3.
Prvni krok dikazu jsme jiz uéinili, zbyva indukéni krok. Podle (2.2.2) ndm staci
ukézat, Ze pro n > 3 mame

2=(2n+3)— (2n—1) < 2"t 2" = 2",
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Posledni nerovnost uz plati pro vSechna n € N proto jsme dokéazali, ze nerov-
nost (2.2.4) plati pro n > 3. Pfipomeiime, Ze diky tomu méme

n? < 2" = (n+1)* < 2"t pro vSechna n > 3.

Tento vysledek vSak nemiZzeme kombinovat s tim, Ze jsme na zacatku dikazu
ovérili, ze nerovnost plati pro n = 1. Pfirozené je otestovat platnost nerovnosti
pro n = 3. Mame
3?=9>8=2%

Dokazovana nerovnost tedy pro n = 3 neplati a dikaz indukci stdle nemtzeme
pouzit. Sta¢i ale najit prvni ny > 3 pro které nerovnost plati. Pro n = 4 nerovnost
neplati (42 = 16 = 2%), ale pro n = 5 uz nerovnost plati (52 = 25 < 32 =
2%), a proto podle indukéniho kroku (platného pro n > 3) dostdvdme platnost
pozadované nerovnosti pro n > 5. Pokud si jesté dosadime n = 2, dostaneme
22 = 22, Celkové jsme tedy zjistili, Zze nerovnost n? < 2" plati pravé tehdy, kdyz

ne{l1}U{n eN:n>5}.

e
Pravé pouzity pristup k feseni ulohy se Casto pouziva v ucebnicich. M4 totiz
vyhodu v tom, ze studentiim ptiblizi myslenkové pochody resitele a studenti jsou
pak schopni sami tyto myslenky pouzivat v podobnjch tlohéch. Pristup mé vsak
i své nevyhody. Jednak zdrzuje Ctenare, ktery si chce precist jen vysledek a ovérit
jeho spréavnost (mélokoho bude zajimat nase tdpani pro n = 3). Druhéd nevyhoda
spoc¢iva v tom, ze student po Case ziskdva dojem, Ze spravné feSeni ma vypadat
takto (pfipomeiime, Ze spravné feseni obsahuje vysledek a ditkaz jeho spravnosti,
pedagogické poznamky tam byt nemusi).
Opacnym extrémem je dikaz upraveny tak, aby se co nejlépe cetl. Ukazme si
ale nejprve verzi, ve které vyuzijeme toho, Ze uz vime, jak priklad dopadne. Dtkaz

vevs

bude elegantnéjsi, zaroven v ném ale ponechame hlavni myslenky.

Reseni: Dokazme, 7ze n? < 2" plati pravé tehdy, kdyz

ne {1} U{n e N:n >5}.
Nejprve dosazenim snadno ovéfime, ze nerovnost plati pro n = 1,5 a neplati pro
n = 2,3,4. Matematickou indukci dokézeme, ze pozadovanéd nerovnost plati pro
n > 5. Pro n = 5 jsme nerovnost ovérili dosazenim, zbyva ovérit indukéni krok.

Piedpokladejme, 7e plati n? < 2". Chceme ukézat (n + 1)? < 2"+, Podle (2.2.3)
nam tedy staci ukazat, ze pro vSechna n > 5 plati

(n+1)2 —n? <ontl _on
coz je totéz jako
2n+1< 2™ (2.2.5)

Tuto nerovnost dokazeme indukei. Nerovnost (2.2.5) zfejmé plati pro n = 5, zbyva
indukéni krok. Podle (2.2.2) nam staéi ukdzat, Ze pro n > 5 mame

2=(2n+3)— (2n—1) < 2"t 2" =27,
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coz je ziejmé pravda. Tim jsme dokézali nerovnost (2.2.4) pro n > 5 a diky tomu
mame i
n? < 2" = (n+1)% < 2"t pro vSechna n > 5.

Tim je dikaz dokoncen. W
Pokud chceme, co nejkratsi a nejlépe citelny dukaz, preskupime jej tak, aby
mél co nejjednodussi myslenkovou stavbu.

ReSeni: Dokazme, ze n? < 2" plati pravé tehdy, kdyz
ne{l1}U{n eN: n>5}.
Nejprve si indukei dokazme pomocné tvrzeni
n+1<27 pro vSechna n > 5. (2.2.6)

Pro n = 5 tvrzeni ziejmé plati. Pfedpokladejme, Ze pro jisté n > 5 je splnéno
2n 4+ 1 < 2™. Secteme-li tuto nerovnost se ziejmou nerovnosti 2 < 2™, dostavame

o2n + 3 < 2t

¢imz jsme ovéFili indukéni krok a mame tedy dokazano (2.2.6).

Pristupme nyni k dikazu pozadované nerovnosti. Nejprve dosazenim snadno
ovéfime, Ze nerovnost plati pro n = 1,5 a neplati pro n = 2,3,4. Pokracujeme
matematickou indukci. Pro n = 5 jsme nerovnost ovérili dosazenim, zbjva ovérit
indukéni krok. Predpokladejme, ze plati n? < 2". Seé¢teme-li tuto nerovnost s
nerovnosti (2.2.6), dostavame

(n+1)?=n?+2n+1<2" 27 =21

¢im7 jsme ovéfili indukéni krok a mame tedy dokazano, ze n®> < 2" pron > 5 a
dikaz je dokoncen. W

2.2.3 Vlastnosti realnych, racionalnich a pfirozenych cisel

Tvrzeni 2.2.30. (i) Pro kaZdé x € R ezistuje n € N takové, Ze n > x.
(ii) Pro kazdé v € R a kaZdé € > 0 existuje n € N takové, Ze en > x.

Diikaz. Pokud by prvni tvrzeni nebylo pravdivé, nalezli bychom ny € N takové, Ze
n > n pro vSechna n € N. To by ale znamenalo, Ze N je shora omezend mnozina,
coz je spor (pfipomenime Tvrzeni 2.2.25).

Zafixujme x € R a € > 0. Protoze £ € R, podle pravé dokdzaného vysledku
existuje n € N spliujici n > £. Posledni nerovnost je ale ekvivalentni s dokazova-
nou nerovnosti en > x. Tim je diikaz dokoncen. O

Kromeé toho, ze budeme pracovat spise s implikacemi nez s ekvivalencemi, mno-
hem castéji se budeme setkévat s nerovnostmi nez s rovnostmi. Rovnosti se casto
dokazuji pomoci antisymetrie neostré nerovnosti, neboli rovnost a = b ziskame
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dikazem nerovnosti a < b a b < a. Dalsim ¢astym problémem je, Ze fada mate-
matickych néstroji neposkytuje pozadovanou nerovnost typu a < b piimo, ale jen
v néjaké slabsi podobé. Nasledujici vysledek ukazuje situaci, kdy nerovnost a < b
muze byt nahrazena velkym mnozstvim slabsich vysledk.

Tvrzeni 2.2.31. Nechf z,y € R. Pak
z <y = r<y+4+e Ve>0.

Diikaz. Implikace ,=“ je zfejmé. Implikaci ,<“ dokadzeme nepiimo. Pfedpokla-
dejme, ze x > y. Muzeme pak polozit € := 5% > 0. Proto mame
r—y r—y

y+6:y+T:x—T<m,

tedy neplati ani vyrok na pravé strané dokazované implikace a jsme hotovi. O

Poznamka 2.2.32. (i) Snadno se ovéfi, ze pfedchozi tvrzeni zistava v platnosti,
nahradime-li pravou stranu ekvivalence kteroukoliv z nasledujicich podminek

r<y+e Ve>0, x<y+2 Ve>0,

1
r<y+e? Ve>0, r<y+-— VnelN
n

Posledni podminka vyzaduje vétsi zasah do dikazu, kdy v situaci x > y hledame
n € N dost velké, aby y + = < z, neboli n > Tt

(ii) Na levé strané nemtiizeme psat x < y.

(iii) Jednou z nejéastéjsich aplikaci pfedchoziho tvrzeni je z < e Ve > 0 = z < 0.

Nasleduje nékolik tvrzeni, v nichz si ukazeme, Ze raciondlnich cisel je velmi
mnoho.

Tvrzeni 2.2.33. Necht x,y € R ax < y. Pak existuje ¢ € Q takové, Ze v < q < y.

Diikaz. Nejprve zafixujme m € Ny dost velké, aby m + x > 0. Déle si zafixujme
r € N dost velké, aby splnovalo % < y — z. Nyni naleznéme p € N minimélni, aby
platilo 2 > m 4 2 (existence plyne z toho, ze N je zdola omezena mnozina). Proto

1 . ,
P— <m + x a celkové mame

p p—1 1 1
r<--m=——-m+-<zr+-<zr+y—-r=y.
r r r
Proto £ —m = P=% ma4 vlastnosti hledaného racionalniho ¢isla. O

Dusledek 2.2.34. Necht z,y € R a x < y. Pak existuje nekoneéné mnoho racio-
nalnich &isel z intervalu (x,y).

Dikaz. 7 ptredchoziho tvrzeni vime, ze alespon jedno raciondlni ¢islo z intervalu
(z,y) existuje. Pokud by jich byl jen koneény pocet, oznaéme ¢; nejmensi z nich.
Nyni podle pfedchoziho tvrzeni existuje gy € Q takové, ze x < g9 < q1. To je spor,
nebot ¢; mélo byt nejmensi. O
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Oznaceni 2.2.35. Realnd ¢isla, kterad nejsou racionalni, se nazyvaji iraciondlni a
jejich mnozinu zna¢ime R\ Q.

Postupné si v nékolika krocich ukazeme, ze i iracionélnich ¢isel je velmi mnoho.
Zacneme tim, ze alespon jedno iracionalni ¢islo existuje.

Tvrzeni 2.2.36. Cislo v/2 je iraciondlni.

Diikaz. Pokud by ¢islo v/2 bylo racionélni, po pfepisu do nesoudélného tvaru a
prvociselném rozkladu bychom dostali

2 2p3...p?
22 =Dl Ph (2.2.7)
91493 - - -
kde p1,...,pr jsou vzestupné sefazend prvocisla a totéz plati pro qi,...,qm. Ze

zapisu (2.2.7) plyne, ze p; = 2. Pak ale po upravé dostavame

4G5 - - G = 205 .- P}
Odtud ¢; = 2 a to je spor s nesoudélnosti ¢itatele a jmenovatele v zapisu ¢isla v/2.
O

Pfipomertime, Ze soucet dvou racionélnich ¢isel je vzdy racionélni (to snadno to
plyne z pfevodu na spoleény jmenovatel). Soucet dvou iracionalnich ¢isel muze byt
jak racionalni (\/5 — \/ﬁ)7 tak iraciondlni v/2 + v/2. Pokud sé¢itdme &islo raciondlni
s Cislem iracionalnim, mize nastat jen jedna moznost.

Tvrzeni 2.2.37. Necht g € Q ar € R\ Q. Pak g+ r € R\ Q.

Diikaz. Pokud by platilo ¢+ r € Q, nutné by platiloi —¢+ (¢+7) € Q. To je spor,
nebot —g+ (¢+7r)=r R\ Q. O

Dusledek 2.2.38. MnoZina Q nesplriuje podminku (C1) z definice redlnych éisel.

Diikaz. Ozna¢me M = {q € Q: ¢*> < 2}. O této shora omezené mnoziné ukézeme,
Ze nemd supremum v Q. Pro spor predpokladejme, Ze existuje S := sup M € Q.
Nutné pak S # v/2, nebof v/2 € R\ Q. Pokud by platilo S < v/2, pak bychom
dokazali najit raciondlni ¢islo ¢ € (S,v/2) a tim bychom dostali spor s prvni
vlastnosti suprema. Zbjva tedy piipad S > /2. Tentokrat najdeme racionalni
q € (v/2,5), tedy horni zavoru M, které je mensi nez S, a dostavame spor s druhou
vlastnosti suprema. O

Tvrzeni 2.2.39. Necht z,y € R a v < y. Pak existuje nekonecné mnoho iracio-
ndlnich &isel z intervalu (x,y).

Dikaz. Nejprve ukdzeme, Ze v intervalu (z,y) existuje alesponl jedno iracionalni
¢islo. Podle Tvrzeni 2.2.33 existuje ¢ € QN (z — /2,y —V/2), tedy ¢+ /2 € (z,),
coZ je iracionalni ¢islo, nebot je sou¢tem racionélniho ¢isla s iraciondlnim.

Pokud by takovych ¢isel byl jen koneény pocet, oznacili bychom nejmensi
z nich r1 a nalezenim iraciondlniho ¢isla v intervalu (z,r;) (pomoci jiz dokéza-
ného) dostavame spor. O
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2.2.4 Zakladni rovnosti a nerovnosti

Definice 2.2.40. Necht z € R. Jeho absolutni hodnotu definujeme piedpisem

x prox >0
2 = {—33 pro x < 0.
Tvrzeni 2.2.41. Necht a > 0. Pak pro x € R plati
lz| <a — —a<z<a.
Specidlné —|x| < x < |z|.
Diikaz. Uvazme dva piipady. Pokud x > 0, jsou vyroky z = || <aa—-a <z <a

ziejmé ekvivalentni. Pokud = < 0, nalevo médme vyrok —z < a a napravo (po
prendsobeni éislem —1) —a < —x < a, coz jsou opét ekvivalentni vyroky. O

Tvrzeni 2.2.42 (Trojihelnikovd nerovnost). Pro vSechna x,y,z € R plati

lz 4yl < |z| + |y
l[z] = ly[| < |z -y
lv — 2| <z —yl+ |y — 2|

Diikaz. Podle Tvrzeni 2.2.41 médme —|z| < = < |z] a —|y| < y < |y|. Proto po
secteni

—(lz[ +lyl) <z +y < |z + ]yl

Nyni Tvrzeni 2.2.41 s volbou a = |z| + |y| dava |z + y| < |z| + |y].
Dale vyuzijeme pravé dokazanou nerovnost

2| = |z —y+yl < |z —yl+ [yl
Odtud |z| — |y| < |z — y|. Prohozenim roli z a y bychom dostali
yl =] <y — 2| = [z —yl.

Posledn{ dva odhady dévaji ||z| — |y|| < |z — y|-
Tteti z dokazovanych nerovnosti plyne okamzité z prvni. O

Poznamka 2.2.43. Obcas se hodi néasledujici vzorecek vyjadiujici vztah mezi
maximem dvou ¢isel a absolutni hodnotou jejich rozdilu

T+y+|r—yl

max{x,y} = 5

Tento vzorecek se snadno dokaze rozlisenim pfipadi « > y a x < y.
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Tvrzeni 2.2.44 (Cauchy-Schwarzovy nerovnosti). Necht ai,...,an abi,..., by
jsou N -tice redlnych cisel a € > 0. Pak

(o)’ = (Set) (309

k=1 k=1

N N 1
kZ:lakbk gs’;ai—i—zekzﬂbi.

Diikaz. Piedné si povS§imnéme, zZe pro libovolnou volbu A € R plati

N
Z()\ak +bp)? > 0.

k=1

Definujeme-li A := Z,ivzl ai, B := ng’:l arby a C = Z,ivzl b?, naSe nerovnost ma
tvar
MA+2\B+C >0. (2.2.8)

Pokud A # 0, polozme A = —£ a z (2.2.8) dostdvame 372 - 2372 +C > 0. To
je ekvivalentni B2 < AC, coz pii nasi volbé A, B, C dava presné prvni Cauchy—
Schwarzovu nerovnost. Zbyva ovérit, ze prvni Cauchy—Schwarzova nerovnost plati
i v pfipadé A = 0, ale to je zfejmé.

Pii dikazu druhé Cauchy—Schwarzovy nerovnosti si nejprve povSimnéme, Ze
pro a,b € R vzdy plati (a — b)? > 0. Odtud jednoduchou tipravou dostévéame

a® b

p< X4
ws 5ty

Polozime-li nyni v pfedchozi nerovnosti a = av/2¢ a b = \/’%, dostavame

1
aff <ea® + —p%
4e
Nyni staci pouzit posledni nerovnost na vSechny séitance typu agby zvIast. O

Poznadmka 2.2.45. (i) Pokud si ¢isla ay,...,ay predstavime jako soufadnice
vektoru a € RY, podobné pro b € R¥ | skaldrni sou¢in a-b definujeme standardnim
vzorcem a pokud si na RY definujeme délku vektoru piedpisem

N 1

lall = (3" a?)”

k=1

prvni Cauchy—Schwarzova nerovnost po odmocnéni déva |a - b| < ||a||||b]].

(ii) V dikazu druhé Cauchy-Schwarzové nerovnosti jsme si odvodili a pouzivali
2

nerovnost ab < % + % (odpovida také volbé N =1 ae = % v druhé Cauchy-

Schwarzové nerovnosti) . Tato nerovnost se pouzivé velice ¢asto a ¥iké se ji Youn-

_p_
. . P b|p—1 ,
gova nerovnost (obecnd Youngova nerovnost mé tvar ab < % + % s pevnym
p—1
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parametrem p € (1,00)).
1

(iii) Druhd Cauchy-Schwarzova nerovnost se pouziva s volbou ¢ = ;5 (pak i
ﬁ = %), ale mnohem castéji s € dostatecné malym, kde malost £ zavisi na dané

uloze. Jak jsme vidéli v diukazu, staci si pamatovat znéni nerovnosti pro prvni
pripad a verze s obecnym ¢ > 0 se pak snadno odvodi.

Cauchy—Schwarzova se da v nékterych situacich vyuzit k péknym odhadtm,
jak ukazuje nasledujici problém.

Uloha 2.2.46. Na zakladé definic z Poznamky 2.2.45 (i) ukazte, ze

max a-v=]|a.
VERN[|v|=1

Reseni: Pouzitim Cauchy-Schwarzovy nerovnosti ve tvaru z Poznamky 2.2.45
(i) mame

la-v| < [laflfv] < [lall.

Nyni si sta¢i uvédomit, Ze pro a nenulovy vektor volbou v = a/||a|| dostaneme
rovnost, zatimco pro a = 0 je tvrzeni ziejmé.

Véta 2.2.47 (Binomicka véta). Nechtf a,b € R an € N. Pak
" /n

(a+d)" =) (k) akpn Tk, (2.2.9)
k=0

kde (}) = k,(+lk), (pFipomerime 0! = 1).

Diikaz. Nejprve si dokazme Pascalovo pravidlo (n, k € Ng, n > k)

(Z) - (kil) - (ZI D (2.2.10)

n n n! n!
<k) + (k+1) TR Dl k1)
(k4 1)n! (n—k)n!
G+ Dl =R (s Dl(n =R
_ e+ :(n+1)_

Ziejmé

E+Dn—k)!  \k+1

Nyni dokdzeme pozadovany vzorecek indukci. Pfedng, pro n = 1 vztah (2.2.9)
zfejmé plati. Dale pfedpokladejme, Ze (2.2.9) plati pro néjaké pevné n € N. Diky
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tomu a Pascalové pravidlu (2.2.10) dostavame

(a+b)" "t =(a+b)"(a+b)= zn: (Z) a*b" (a4 b)

k=0

_ Zn: <Z) akripn—k 4 zn: <Z> gkpn—k+1

n kpn—k+1 kpn—k+1
=X (2 ettt 3 (et
N\ 03n+1 - n n kpn—k+1 N\ nt130
(O)ab +Z(<k_l>+<k))ab +(n>a b

k=1

n+ R A A n+1\ 41150
pnt b + +1p
( 0 >a +Z< k )a + n+1a

k=1

n+1
_ Z ( )akbn—k+1-

Tim jsme dokon¢ili indukéni krok a jsme hotovi. O

Dalsi vzorecek, ktery je obc¢as uziteény, ponechame ¢tenafi za cviceni. Pouziva
se napriklad ke s¢itani geometrickych fad a k odhadtim odmocnin.

Cviceni 2.2.48. Necht a,b € Ran €N, n > 2. Pak
n_pn— (Cl _ b)(an—lbo —|—Cln_2b1 +an—3b2 et &Obn_l).

Pripomenme, Ze na Rar je definovédna funkce x + {/z jako inverzni funkce
k x — a™. Blize si vSe dokdzeme pozdéji, az se budeme vénovat vlastnostem
elementarnich funkci.

Uloha 2.2.49. Dokazte A-G nerovnost, ktera iika, Ze geometricky primér koneé-
ného poctu nezapornych ¢isel je shora odhadnut primérem aritmetickym, neboli

a1+a2+...+an
Yaias . ..a, < .

n

(2.2.11)

Reseni: Diikaz bude proveden nestandardni verzi matematické indukce. Nejprve
si pov§imnéme, Ze tvrzeni pro n = 1 je zfejmé (dokonce plati rovnost) a pro n = 2
se snadno ziskd z Youngovy nerovnosti. Pro pfehlednost v dalsim oznac¢ujme P(n)
A-G nerovnost pro n éisel, tj. vztah (2.2.11).

Ukazme nejprve, ze P(n) = P(2n) pro n > 2. Necht tedy a1,...,a2, > 0 a
plati P(n). Nerovnost P(n) pouzijeme jednak na aq,...,a,, pak na ap41,...,a,
a nakonec jesté na vysledek aplikujeme P(2)

AL+ Fan Angif oo+ ag,
zm\/{/al...an{'/an_,_l..,agng\/ o .

n

ait-+an ant1+---+aon
: n + - n ap+---+azy

<
- 2 2n
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Plati tedy P(2n) a pozadovand implikace je dokdzana. Dale dokdZeme, ze P(n +
1) = P(n) pro n > 1. Necht tedy aq,...,a, > 0 a plati P(n + 1). Polozme jesté
apt1 = {/aj...a, apouzijme P(n+ 1)

ar+---+a, + Yar...a
”T/al...an{‘/al...ang ! n+1 ! n.
n

Tuto nerovnost prepiseme jako

1 1 ai+---+a 1
Vay . an = (ay...ap) A TR D < i Yay ... a,.
n+1 n+1
Nyni jiz staci od obou stran odecist n}rl vay ... ay, vyslednou nerovnost vynasobit
n+1
n

a ziskdme P(n).

Tim je dikaz dokonéen, nebot plati P(1) a P(2), déle diky druhému induké-
nimu kroku plati P(2*) pro viechna k € N a tim padem diky tietimu indukénimu
kroku plati P(n) pro v8echna n € N. ¥

ai1t---+an
- .

Poznamka 2.2.50. V poslednim kroku by k cili vedla i volba a,,+1 =

2.2.5 Komplexni cisla

Definice 2.2.51. MnoZinou komplexnich ¢isel nazveme mnozinu
C={z=(21,22): 21,22 € R}

s operaci s¢itani oznacenou + a operaci nasobeni oznacenou - definovanymi pred-
pisy
z+w = (21,22) + (wi,wsz) := (21 + w1, 22 + wa)

z-w = (21, 22) - (w1, wz) 1= (z21w1 — 22w, 21W2 + Zowy).

Poznamka 2.2.52. (i) Reiln4 ¢isla miZeme povazovat za podmnoZinu komplexni
roviny; staci polozit imaginarni ¢ast redlného ¢isla jako 0.

(ii) Z definice plyne (0,1)-(0,1) = (—1,0). Pokud ozna¢ime i = (0, 1) a komplexni
¢isla stru¢né piseme ve tvaru

(Zl, 22) = Zl(l, 0) + ZQ(O, ].) =2z1+ iZQ

(namisto (1,0) piSeme 1), dostavdme i-1 = (—1,0) = —1 a mame standardni
kalkulus komplexnich ¢isel ze stfedni skoly.

(iii) Pokud z = 21 + iz9, Cislo 21 se nazyva redlnd slozka komplexniho ¢isla z a
znadi se Re z. Cislo 2, se nazyvéa imaginarni slozka komplexniho &isla z a znadi se
Imz. Tedy 2z =Rez+ilmz.

(iv) Pfimym vypoctem se da ovéfit, ze komplexni é&isla spliiuji podminky (A1)
az (A5), (P1) az (P5) a (D1) z definice redlnych ¢isel. Potize muze délat snad
jediné hledani inverzniho prvku vi¢i nasobeni. Pfipomenme tedy metodu rozsifeni
zlomku

1 zZ1 — iZQ zZ1 — 12’2 z1 Z92

— = . - = = —1i .
21 +iz9 (21 +i22) (21 — iz9) 22+ 22 22+ 22 22+ 22
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(v) Poznamenejme, Ze ani vektorovy soudin na R? ani skaldrni sou¢in nemaji ana-
logické vlastnosti jako nasobeni, které jsme pravé zavedli. Vektorovy soucin napii-
klad neni komutativni, skalarni soucin zase pfirazuje vektorim skalar.

(vi) Na mnoziné C se nedd zavést tplné usporddéani, které by spliiovalo (O1)
aZ (O3) z definice redlnych ¢isel. Skutecéné, pokud by platilo i > (0,0) = 0, méli
bychom

3

0>—-i=1=i-i-1>0,

coz je spor. Naopak, v pfipadé i < 0 mame spor diky
-i>0 = i=(-i)*>0.

Definice 2.2.53. Necht z = 21 +iz9 € C. Velikosti komplexniho ¢isla z je nezé-

porné realné cislo
|z] := /2% + 22.

Kolize se zna¢enim absolutni hodnoty u realného ¢isla nehrozi, nebot pro z €
R mame vz2 = |z| jak ve smyslu absolutni hodnoty, tak ve smyslu velikosti
komplexniho ¢isla.

Tvrzeni 2.2.54. Necht z,w € C. Potom plati:
(1) ]2]>0alz|=0<=2=0

ii) |[Rez| <z a|Imz| <z

i) |zw| = [2]|w| a |5] =
iv) |z +w| < |z] + fw]

v) |lz] = |wl] < |z — wl.

\ w

‘prow;é()

(
(
(
(

Diikaz. Prvni dvé tvrzeni jsou zfejméa. Dokazme tfeti. Zacneme s velikosti soucinu

|zw] = |(21 + 122) (w1 + iws)| = |z1w1 — zowa + i(z1w2 + 22w )|

= \/(zlwl — 22w2)2 + (Zl’wg —+ 22w1)2

23w? — 221 20w we + Z3w3E + 22w3 + 221 20w wo + 23w

2
le1 + z2w2 + lez + 22“’1

= J(z% +22)(w? + wj) = |2l uwl.

Dale, protoze si mizeme prepsat |Z| = |zL| a tvrzeni o velikosti soucinu jsme jiz
dokazali, sta¢i ndm dokazat || = 1 Tl COZ ; snadno ovéfime rozsifenim zlomku
wyp — 1’lU2 w1 — 11112 .
—| = = = 2 1’(1)2)
w (w1 + tws)(wy — tws) w? + w3 |w|

LSRRI SOy S
= —— w1 —1Wy| = ——=1\/W w5 = .
wl? w2V ]
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Dokazme predposledni tvrzeni. Rozepsani po slozkach a prvni Cauchy—Schwarzova
nerovnost davaji

|z + w|2 =(z + w1)2 + (22 + w2)2 = z% + wf + zg + w% + 2(z1w1 + zows)

< [P+ ol + 2422 + 22w + g = (2] + w])?.

Posledni tvrzeni se ziska z predposledniho, staci jen zopakovat postup z dikazu
trojuhelnikové nerovnosti. O

Definice 2.2.55. Necht z = z; + iz9 € C. Pak komplexni ¢islo Z = 21 — iz
nazveme cislem komplexné sdruzenym k ¢islu z.

Tvrzeni 2.2.56. Necht z,w € C an € N. Potom plati:

() 2=z, [z] = ||

ii) 2z = |2

(iif) %:%proz;éo
(iv)z+w=z+4+w
(v)zu=zw

() (B) = 2 prow £0
(vil) 2™ =7z".

Diikaz. Dtikazy tvrzeni (i) a (iv) jsou trividlni, (ii) a (iii) se snadno ovéfi vypoctem
(dokonce jsme oboji vidéli v diikazu pfedchoziho tvrzeni). Paté tvrzeni plyne z

ZW = 21wy — 2aWs + 1(21wa + 20w ) = 21wy — 22wy — i(z1we + 22w1)

g €

= (Zl — 122)(11)1 — 1w2) = Z1W1 — 22W2 — i21U)2 — iZQ’U}l.

]

Sesté tvrzeni dostaneme ze tietiho, patého a druhého

() =Gop) = (p)= 7=
— )= = W = ZW = —zZw =
w |w|? |wl? |w|? ww

Posledni tvrzeni se snadno dokaze matematickou indukei za pomoci tvrzeni (v). O

1) v

Poznamka 2.2.57. Pripomenime, %e komplexni ¢islo z se da prepsat do takzva-
ného goniometrického tvaru

z = |z|(cosa + isin @),

kde thel « je urcen jednozna¢né az na pfic¢teni libovolného (t¥eba i zaporného)
nasobku ¢isla 2. Méame-li jesté ddno w = |w|(cos 8 + isin 8), pak Moivreova véta
fik4, ze

zw = |z||w|(cos(a + B) + isin(a + B)).

Moivreova véta se casto pouziva pii hledani komplexnich odmocnin. Na dikaz této
véty zatim nejsme vybaveni, nebot pouziva hlubsi vysledky o chovani funkce exp.
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Poznamka 2.2.58. Mnozina komplexnich ¢isel byva ztotozilovana s jednotkovou
sférou v R3 s vynechanym severnim pélem, kterd je umisténa tak, Ze komplexni
rovina sféru protind na rovniku a stied sféry odpovidé bodu 0 + i0 € C. Tomuto
ztotoznéni se rika stereografickd projekce a je definovano tak, ze kazdému bodu
z € C pfifadime prisecik nasi sféry a polopfimky vychézejici ze severniho pdlu a
prochézejici bodem z. Body, pro néz plati |z| = 1 (tedy leZi na rovniku), se zobrazi
sami na sebe. Body, pro néz plati |z| < 1, se zobrazi na jizni polokouli, pfi¢emz ¢im
blize jsou k pocatku, tim blizZe je jejich obraz k jiznimu pélu a samotny pocatek se
zobrazuje na jizni p6l. Body, pro néz plati |z| > 1, se zobrazi na severni polokouli,
pri¢emz ¢im je jejich velikost vétsi, tim blize je jejich obraz k severnimu pdlu.

Obrazek 2.1: Stereograficka projekce.

2.2.6 Rozsifena realna osa a komplexni rovina, okoli bodu
vR,C,R*aC*

Definice 2.2.59. Mnozinu R* = [—o00, 00| definujeme jako R* = R U {—o0, +00}
spolu s pravidly:
(i) jestlize x € R, pak

T+ (+00) = +0 x4+ (—o0) = —0
pro x > 0 navic
z - (+00) = +00 z - (—00) = -0

a pro z < 0 navic
z - (+00) = —o0 z - (—00) = +o0

(ii) definujeme nésledujici operace mezi prvky —oo a 400

(+00) 4+ (+00) = +0 —00 + (—00) = —o0 %:%:O
(+00) - (+00) =400 (~o0)- (o) =400 (+00) (~o0) = —o0

(iii) v pfedchozich pravidlech plati komutativita pouZitjch operaci
(iv) pro vSechna = € R zavadime —oo < x < 400.
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Poznamka 2.2.60. (i) Z pfedchozi definice plynou jesté pravidla pro odé¢iténi a
déleni

x — (4+00) = —00 x — (—00) = 400 —=—=0
+00 —00
prox >0
E:—i—oo _OO:—oo
T T
pro x <0
+0o0 —00
= —Q :+OO
T T
a

(+00) = (=00) = 400 (=00) = (+00) = —oc.
(i) Nejsou definované vyrazy

+oo T +oo

T 0- (£o0) =

(+00) = (+00)  (=00) = (~x) > =

Na rozsifené realné ose mame nasledujici dulezity vysledek, ktery zobecnuje
existenci suprema a infima v R pro omezené mnoziny.

Tvrzeni 2.2.61. KaZdd podmnoZina R* ma v R* supremum a infimum.

Dikaz. Ukazme nejprve, ze existuje supremum. Mohou nastat t¥i pripady. Pokud
je naSe mnozina neprazdnd a omezend shora, podle definice redlnych cisel ma
supremum, které je dokonce realné. Prazdnd mnozina mé supremum —oo, nebot
to je nejmensi horni zavora. Konec¢né, pokud mnozina neni omezena shora, ma
jedinou horni zavoru oco. PFfi dikazu existence infima postupujeme podobné, v
piipadé zdola omezené neprazdné mnoziny pouzijeme Ulohu 2.2.16. O

Poznamka 2.2.62. Prizdna mnozina je jedinym piipadem, kdy neplati inf M <
sup M.

Definice 2.2.63. Mnozinu C* definujeme jako C* = C U {oo} spolu s pravidly:

(i)

(ii) jestlize z € C, pak

(iii) jestlize z € C\ {0}, pak

Poznamka 2.2.64. Realna osa je rozsifena o body —oo a +oo (korektni znadeni).
Pokud nehrozi zaména za co € C*, je mozné zkratit +00 € R* na co. V téchto

skriptech budeme toto zkraceni pouzivat velice ¢asto v dlouhych pasazich, kde se
pracuje jen s realnymi Cisly.
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Poznamka 2.2.65. Pripomeiime si stereografickou projekci z Poznamky 2.2.58.
Potom mtizeme chapat obraz bodu oo jako severni pél N, soucasné si také 1épe
uvédomime, pro¢ rozsifena komplexni rovina obsahuje nekonecno jediné.

Nyni pfistoupime k definici pojmu okoli. To nam pozdéji umozni elegantné
zadefinovat pojem limity funkce, aniz bychom v definici museli rozliSovat limitu

ve vlastnim bodé od limity v bodé nevlastnim, stejné tak limitu vlastni od limity
nevlastni.

Definice 2.2.66. Nechf ¢ > 0 a x € R*. Epsilonové okoli bodu = definujeme jako

(x—e,x+¢) proxeR
U () :== < (g, +0o0] pro x = +0o

[—00, —€) pro r = —oo.

Levé epsilonové okoli bodu x € (—o0, 00] definujeme jako

U (2) = (x —e,x] proxz €R
(e,400]  pro z = +4oc.

Analogicky definujeme pravé epsilonové okoli U (z) bodu z € [—o0, +00).

Poznamka 2.2.67. V aplikacich nas budou zajimat pfedevsim velice malé okoli.
Tedy pro z € R bude € > 0 velice malé ¢islo. Naopak, napriklad pro x = 400
se okoli zmensuji (ve smyslu mnoZstvi bodi obsaZenych v uvazované mnozing) se
zvétsujicim se €. Protoze v matematice je zvykem, ze znak e reprezentuje velmi
malé ¢islo, radé&ji v takové situaci budeme pouzivat znaceni Uy (00) = (K, 4+00].

Zavedeme si jeSté pojem prstencového okoli (nékdy se mu téz Fikd okoli redu-
kované), které ziskame tak, Ze z klasického okoli vypustime bod x.

Definice 2.2.68. Nechf ¢ > 0 a x € R*. Epsilonové prstencové okoli bodu z defi-
nujeme jako P.(z) := U:(z) \ {x}. Analogicky definujeme jednostranna prstencova
okoli.

Poznamka 2.2.69. Pokud se mluvi o redukovaném okoli, ¢asto se pouziva misto
Pe(x) znaceni U (x).

Zavedeme si jesté okoli pro komplexni ¢isla. Pristup bude podobny jako u
realnych ¢isel. Epsilonovym okolim bodu z € C* bude kruh se stfedem z a po-
lomérem e. Epsilonovym okolim bodu z € C bude doplnék kruhu se stfedem
v pocatku a polomérem e. Protoze na C nemame uspotfadani, nic jako jednostranné
okoli zde nedefinujeme.

Definice 2.2.70. Necht € > 0 a z € C*. Epsilonové okoli bodu z definujeme jako

) {fweC:|w—yl<e} pro z € C
tele) {{WEC5|W|>€}U{OO} pro z = oo.

Epsilonové prstencové okoli bodu z definujeme jako P.(z) := U (z) \ {z}.
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2.2.7 Mohutnost mnozZin, spocetné a nespocetné mnoziny

Cilem této kapitoly je naucit se porovnavat mnoziny podle poctu jejich prvka. U
koneénych mnozin se jejich mohutnost definuje jako pocet jejich prvki. V piipadé
nekone¢né mnoziny budeme chtit mohutnost definovat tak, aby méla vétsi vypo-
vidaci hodnotu nez je informace, ze uvazovana mnozina je nekonecna. O slozitosti
naseho tkolu vypovida nasledujici jednoduchy piiklad. Uvazme mnozinu sudych
prirozenych ¢isel. Na jednu stranu se na tuto mnozinu da pohlizet tak, ze vznikla
z mnoziny prirozenych ¢isel odstranénim ¢isel lichych, a proto by méla mit mensi
mohutnost nez mé N. Na druhou stranu uvedena mnozina mohla také byt zkonstru-
ovana tak, ze jsme do ni umistili dvojnasobek kazdého prirozeného ¢isla a pak by
méla mit stejnou mohutnost jako N. Jako rozumné se ukazuje nasledujici definice.

Definice 2.2.71. Nechf A, B jsou dvé mnoziny. Rekneme, ze A méa stejnou nebo
mensi mohutnost nez B, piSeme m(A) < m(B), jestlize existuje prosté zobrazeni
mnoziny A do mnoziny B.

Rekneme, e A ma stejnou mohutnost jako B, piseme m(A) = m(B), jestlize
existuje prosté zobrazeni mnoZiny A na mnozinu B.

Rekneme, ze A méa mensi mohutnost nez B, piseme m(A) < m(B), jestlize m(A4) <
m(B) a neplati m(A) = m(B).

Velice uzitecna je nasledujici véta. Jeji dikaz je mozno nalézt napfiklad v
[BaSt TeMno].

Véta 2.2.72 (Cantor—Bernsteinova véta). Necht A, B jsou dvé mnoZiny. Jestlize
m(A) <m(B) a m(B) <m(A4), pak m(A) = m(B).

P¥iklad 2.2.73. e Polozme A = {k?: k € N}. Pak m(A) = m(N), nebot napiiklad
k — k? je zobrazuje prosté N na, A.
e Polozme A = {1,2,3}. Pak m(A) < m(N), nebot napiiklad identita zobrazuje A
do N. Na druhou stranu jakékoliv zobrazeni A do N zobrazuje A na nejvyse tii-
prvkovou (tedy vlastni) podmnozinu N, proto m(A4) < m(N).
e Necht A = (—1,1). Pak m(4) = m(R) diky funkci 2 — ﬁ

Neni viubec zfejmé, ze mohutnost libovolné dvojice mnozin lze porovnat. Po-
kud se pfipusti aziom vgbéru (pro kazdou neprazdnou tfidu neprazdnych mnozin
existuje funkce, kterd z kazdé mnoZiny tohoto souboru vybird pravé jeden prvek),
da se ukézat, Ze pro kazdou dvojici mnozin A, B plati pravé jedna z moznosti
m(A) < m(B), m(4) = m(B), m(A) > m(B). BliZe se 1ze o tom doéist napfiklad
v [BaSt TeMno].

V dalsim se budeme zabyvat mohutnosti N. Pokud jsou tvrzeni uvedena bez
dikazu, je mozno je nalézt napiiklad v [BaSt TeMno] ¢ v [Ja DPI].

Tvrzeni 2.2.74. Kazdd nekoneénd podmnozina N ma stejnou mohutnost jako N.

Ostatni podmnoziny N jsou koneéné, proto maji mohutnost mensi (neostrou
nerovnost mezi mohutnostmi nam dé identita, navic zddnou kone¢nou mnozinu
zfejmé nemiizeme prosté zobrazit na celé N). Plati dokonce nésledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 2.2.75. Zddnd nekonecnd mnogina nemize mit mensi mohutnost nez N.

Definice 2.2.76. Mnozina se nazyva spocetnd, méa-li stejnou mohutnost jako N.
Mnozina, kterda ma konecény pocet prvku se nazyva konecnd. Mnozina, ktera je
konecna nebo spocetné se nazyva nejvyse spocetnd, ostatni mnoziny se nazyvaji
nespocetné. Znacéi se m(N) = V.

Poznamka 2.2.77. (i) Symbol R oznacuje prvni pismeno hebrejské abecedy alef.
(if) Spocetnost je v matematice velice dilezitd vlastnost. Znamend, Ze je mozné
prvky dané mnoziny sefadit do nekonec¢né posloupnosti.

Tvrzeni 2.2.78. (i) Spocetnd mnozina nemize obsahovat nespocetnou podmno-
Zinu.

(ii) KaZdd nekonecnd mnoZina obsahuje spocetnou podmnoZinu.

(iii) KaZdd nekoneénd podmnoZzina spocetné mnoZiny je spocetnd.

(iv) Sjednoceni nejvyse spocetného systému spocetnych mnoZin je spocetné.

Dikaz. Ukézeme si diikaz ¢tvrtého tvrzeni nebotf obsahuje velice dilezitou kon-
strukci. Necht mame spocetné mnoziny Ai, As,... a jejich prvky jsou éislovany
metodou A; = {ai,d},...}. Sjednoceni sefadime nasledujici diagondlni metodou
(modifikace konstrukce v pfipadé kone¢ného poc¢tu mnozin je jasnd)

1 .2 1.3 2 1 4 3 2 1
ay,ay,ay, 07,05, 03,07, Ay, A3, 0y, . - - .

Pro leps$i predstavu mozna poslouZi ilustrace na Obrazku 2.2.

ap  ay a4y a

Obrazek 2.2: Sefazeni do posloupnosti.

O

Poznamka 2.2.79. Pomoci diagonalni metody z dilkkazu predchoziho tvrzeni lze
snadno dokazat, 7e N2 je spocetna. Odtud je jiz jen krticek k tomu, abychom
si uvédomili, Ze mnozina raciondlnich ¢isel je spocetna. Neni také tézké metodu
modifikovat pro ditkaz spocetnosti N3, potazmo N¥ s libovolnym pevnym k € N.
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Tvrzeni 2.2.80. Mnozina R je nespocetnd.

Dikaz. Stali ukdzat, Ze interval (0,1) je nespocetny. Kazdé ¢islo z intervalu (0,1)
muZeme reprezentovat jeho nekoneénym desetinnym rozvojem (je-li koneény, do-
plnime nuly). Toto pfifazeni bude jednoznaéné, odstranime-li desetinné rozvoje,
obsahujici od ur¢ité pozice samé devitky. Pfedpoklddejme pro spor, ze (0,1) je
spocetny. Pak muzeme vSechny jeho prvky sefadit do posloupnosti. Mame tedy

0, al a} a}
0, a? a3 a3

3 5 3
0, ay a3 a3

a muzeme definivat ¢islo a = 0, ajasas ... predpisem

2 pokud a’,: =1
ar =
F 1 pokud af # 1.

Nasge nové éislo zfejmé spliiuje a € (0, 1). Bylo vSak zkonstruovéano tak, Ze nemtze
byt obsazeno ve vysSe uvedné posloupnosti, coz je spor s tim, ze vySe uvedena
posloupnost obsahuje vSechna éisla z intervalu (0, 1). O

Dusledek 2.2.81. Iraciondlni cisla jsou mespocetnd, je jich tedy mmnohem vice
nez cisel raciondlnich.

Poznamka 2.2.82. (i) Mohutnost R se znaci 2% a fik4 se ji mohutnost kontinua.
(ii) Nevi se, zda mohutnost kontinua je nejmensi moznd mohutnost nespocetné
mnoziny (hypotéza kontinua). Vi se v8ak, Ze toto tvrzeni neni mozné dokazat ani
vyvratit pomoci axiomatické teorie mnozin, dokonce ani pouzitim axiomu vybéru.
(iii) Plati, Ze m(exp N) = 2%, Toto tvrzeni mizZe vypadat na prvni pohled piekva-
pivé, nebot pro pevné k € N je podet k-prvkovych podmnozin N spocetny, stejné
tak pocet mnozin, kterym chybi pravé k prvkiu, a nabizi se pouziti Tvrzeni 2.2.78.
Problémy vsak ptsobi podmnoziny N, které obsahuji nekone¢né prvkia a zaroven
neobsahuji zadny prvek z néjaké nekonecné podmnoziny N.

Shrnuti a zdvérecné pozndamky. V této kapitole jsme si zopakovali stfedoskol-
skou latku, na kterou budeme navazovat. Zaroven jsme si u dulezitych objekta
zavedli znaceni, které budeme ve skriptech pouzivat. Pfipomnéli jsme si dvou-
hodnotovou logiku a zaklady teorie mnozin. Ukazali jsme si axiomatické zavedeni
realnych ¢isel a pomoci nich jsme zavedli i dalsi ¢iselné obory. Soucasné jsme se
naucili porovnévat libovolné, tedy i nekoneéné mnoziny. Upozornili jsme ale i na
nékteré komplikovanéjsi véci, které jsou soucasti zdklad matematiky. Ty nejsou
a nemohou byt tak prizracné jasné a nezpochybnitelné, jak se jesté pocatkem 20.
stoleti nektefi matematici a filozofové domnivali. Vidéli jsme dokonce i tvrzeni,
ktera se nedaji ani dokéazat, ani vyvratit.

I pfesto jsme snad ¢tenafe presvéddili, ze v matematice (a zejména v pokrocilé)
se vSechna tvrzeni zdtvodiuji, stejné tak spravné teseni piikladu obsahuje po-
drobny postup, ktery dokazuje spravnost feseni. Dilkazy pouzivaji definice, axiomy
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a jiz dokazana tvrzeni pospojovana za pomoci matematické logiky. Volba dikazo-
vych prostiedkt odpovidd ocekavané Grovni ¢tenare. Praci nam zefektiviuji jednak
rizné symetrie (byva napiiklad zvykem podrobné studovat jen vlastnosti suprema,
vlastnosti infima se odvodi jen pfechodem k mnoziné pfezrcadlené pies pocatek)
a navazovani na predeslé vysledky.



Kapitola 3

Limita, spojitost a derivace
funkce jedné realné
promeénné

Dfive nez budeme definovat jeden ze zakladnich pojmi matematické analyzy, li-
mitu funkce, dohodnéme se, ze kromé posledni ¢asti budeme v celé kapitole uva-
zovat pouze redlné funkce, tj. f: R — R. Az na konci kapitoly uvedeme nékolik
poznamek tykajicich se pfipadu f: R — C.

Pro jednoduchost znaceni se didle domluvme, ze v celé kapitole budeme pied-
pokladat, ze

To € (a,b) - Df.
defini¢nim oborem) se budeme zabyvat pozdéji.

Upozornéme také, ze ve vétsiné vysokoskolskych ucebnic se nejprve probiraji
limity posloupnosti a teprve pozdéji se autori vénuji funkcim. K tomuto pfistupu
jsou didaktické divody. Nase skripta jsou ale urcena pro studenty, ktefi matema-
tiku aplikuji v jinych védach a pro né je tedy dutlezité pomérné rychle dospét k
pojmu funkce a definovat si zdkladni pojmy: limity funkci, spojitost a derivaci.
Teprve pozdéji se vratime k pojmu limita posloupnosti, protoze i s nim budeme
samoziejmé potfebovat pracovat. Postup, kterym se co nejrychleji propracujeme
k pojmu funkce a definujeme vSechny zékladni pojmy, ma také sva negativa. Né-
ktera tvrzeni budeme potfebovat diive, nez je budeme schopni dokéazat. Protoze
ale neptjde o ditkaz kruhem, neni to zadny problém a tato didaktickéd obét splni
svij ucel; na konci této kapitoly zavedeme rigorézné vSechny elementarni funkce
a budeme schopni s nimi pracovat.

Budeme zde sice probirat témata, ktera bézné byvaji soucasti stiedoskolské
latky, ale ptijdeme mnohem vice do hloubky a budeme fesit obtiznéjsi lohy. Prave
zvané elementarni funkce vyzaduji opustit neopatrny zmechanizovany pfistup k
matematice, ktery by mohl v nékterych pripadech vést k nepravdivym vysledkam.

47
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3.1 Limita funkce

Limita funkce je jeden z nejzakladnéjSich pojm matematické analyzy, pomoci
néhoz se pozdéji definuji dalsi dulezité pojmy jako jsou derivace, primitivni funkce,
urcity integral nebo soucet fady. Pocitat limity budeme potiebovat snad ve vsech
kapitolach. Navic budeme muset umét s timto pojmem pracovat i v dikazech vét.
A to dokonce i v tak pokroéilych partiich, jako jsou tieba parcidlni diferencilni
rovnice.

Definice 3.1.1 (Definice limity funkce). Nechf f: R — R, 2y € R* a A € R*.
Rekneme, 7ze A je limitou funkce f pro x jdouci k xg, jestlize pro kazdé ¢ > 0
existuje § > 0 takové, ze

x € Ps(xg) = f(z) e U:(A).

V takovém piipadé piseme lim, ., f(z) = A, f(x) = A pro © — x, nebo také
fla) =5 A

Ajl—e //

| | |
I
.Tof(s Zo l’o+5

Obrazek 3.1: Limita funkce: pro dané ¢ > 0 hleddme 6 > 0 tak, aby na mnoziné
(xo—0, 20+8)\{zo} byl graf funkce uvnitt obdélniku o rozmérech 24 x 2¢ se stiedem
v bodé (2, A). Tento bod ale bodem grafu byt nemusi a (xq, f(z()) nemusi v tomto
obdélniku lezet ¢i nemusi byt vibec definovan.

Pravé definovany pojem si nejprve ilustrujme na nékolika piikladech, pak se
budeme vénovat jeho vlastnostem.

Priklad 3.1.2. Uvazme funkci f(z) = z, pro € R, a bod 2y = 1. Ukazme, Ze
limg_,4, f(z) = 1. Zvolme libovolné € > 0. Chceme k nému najit § > 0, aby

O<lz-1<d = 0<|f(x)—-1<e.

Pfi nasi volbé funkce f vSak mame |f(x) — 1| = |x — 1], a proto vidime, Ze staci
volit § :=e.

Drobnou modifikaci postupu lze ukézat, ze lim,_,,, * = x¢ pro libovolné z( €
R.

Piiklad 3.1.3. Necht ¢ € R. Uvazme funkci f(z) = ¢ na R. Pro libovolné =y € R
se d& snadno ukdzat (podobné jako v pfedchozim piikladu), ze lim, ., c = c.
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Priklad 3.1.4. Uvazme funkci

~JO0 prox#0
f(x)_{l pro x = 0.

Tvrdime, Ze lim, o f(z) = 0. Ovéfeni je zde obzvlast snadné, nebot pro libovolné
6>0ae >0 mame

0<lz—0l<d = z2#0 = |f(x)—0/=0<e.
Priklad 3.1.5. Uvazme Dirichletovu funkci

0 prozeR\Q
1 prozeQ.

f(z) =D(z) = {

Tvrdime, Ze neexistuje A € R spliiujici A = lim,_,¢ f(z). Postupujme sporem.

Uvéazime dva pfipady. Nejprve predpokladejme, Ze néjaké A < % je limitou. Pak
1

by pfi volbé e = 7 muselo existovat § > 0 takové, ze

E(-60\(0} = |A-f@)l<
Odtud plyne
fe) = At f) ~ A< A+ |f@) ~ Al < 47 <L

To v8ak neni mozné, nebot otevieny interval (0,d) obsahuje nekoneéné mnoho
raciondlnich ¢isel (stacilo by jedno) a v nich je funkéni hodnota rovna jedné.
Piipad A > % se vylouéi podobnym zptisobem (vyuZijeme toho, ze kazdy ote-
vieny interval obsahuje nekoneéné mnoho iraciondlnich éisel).
Priklad 3.1.6. Funkce f(z) =sin(1), z # 0, také nem4 limitu v poc¢atku. Vsim-
néme si, ze v libovolné malém prstencovém okoli bodu 0 méame nekone¢né mnoho
bodd, ve kterych je hodnota funkce napriklad 1, tj. =, = ﬁ, a bodu, ve
kterych je hodnota funkce napriklad 0, tj. y, = # Zde bereme jen n > ng pro
dostatecné velké ng € N.

P¥iklad 3.1.7. Uvazme funkci f(z) = 22, pro z € R, a bod zy = 2. Ukazme, Ze
lim,_, 4, f(z) = 4. Zvolme libovolné ¢ € (0,2) (rozmyslete si, Ze omezeni ¢isla
shora dvojkou v definici limity nic nezméni). Pro x € (1/4 — €,/4 + €) pak méme

4—ec<a®<4+4+e neboli |2?—4|<e.
Polozime-li nyni 6; =2—+v/4 —¢> 0,02 = v4+e—2>0ad=min{d,d2}, plati
(\/4—6,\/4+€) = (2—51,2+52) D (2—5,2+5)

Celkové mame
r€(2-6,24+06) = |2?-4|<e.
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Poznamka 3.1.8. (i) V pfedchozich prikladech jsme vidéli, Zze limita vibec exis-
tovat nemusi.
(ii) Také jsme videéli, ze i v pfipadé existence limity nemusi obecné platit

lim f(z) = f(xo).

T—rT0

Je to zptsobeno tim, Ze v definici limity bereme x pouze z prstencového okoli.
(iii) Priklad 3.1.2 ndm ukézal, Ze limitni hodnota se nemusi rovnat zadné hodnoté
z prstencového okoli.

(iv) To, ze se x bere z prstencového okoli, je motivovano aplikacemi, v nichz ¢asto
neni potfeba vibec védét, jaka je hodnota funkce f v bodé xg, pfipadné tam funkce
nemusi byt viibec definovana. Pojem limity je lokalni, roli tady hraji jen hodnoty
funkce blizko bodu xg. Proto jsou dilezité jen malé hodnoty e.

(v) Pfi ovéfovani limity z definice k danému ¢ hledame jakékoliv kladné ¢ spliiujici
pozadovanou podminku. Neni nutné hledat § tak, aby bylo nejvét$i mozné. Na-
priklad v Pfikladu 3.1.2 jsme namisto volby § = € mohli pouzit tfeba ¢ = %5 Gl
0 = min{1,e} a ni¢emu by to nevadilo.

3.1.1 Vlastni limita ve vlastnim bodé

Nebude-li vyslovné uvedeno jinak, v dal$im se budeme vénovat pouze vlastnim
limitdm ve vlastnich bodech. V této situaci mame

z € Ps(rg) <= 0<|z—x0|<d

f@) elU(A) < |f(z)-Al<e

Poznamka 3.1.9. (i) Struény zépis definice limity pomoci kvantifikdtori je na-
priklad nésledujici

Ve > 030 > 0Vx € Ps(xo) flx) € U(A). (3.1.1)

(ii) Snadno se d& nahlédnout, ze nésledujici vyroky jsou ekvivalentni s definici
limity

Ve>030>0Ve eR O0< |z —a9| <d=|f(x) —
Ve>030>0Ve eR 0< |z —a9| <d=|f(x) —
Ve>030 >0Vz eR 0<|z—x9| <d=|f(zx)—

Ve>030 >0VzeR 0<|z—x9| <d=|f(zx)— \<E
Ve>030>0Ve eR O0< |z —a9| <d=|f(z) —
AC >0Ve > 035 >0Vx eR 0< |z —xo| <0 = |f(x) —
Jeg > 0Ve € (0,60) 0 >0V €R 0< |z —29| <d = |f(z) —

Cviceni 3.1.10. Dokazte, Ze v8echny vyroky v Poznamce 3.1.9 (ii) jsou ekviva-
lentni s definici limity (3.1.1).
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Poznamka 3.1.11. (i) Pfestoze jsme si ukazali, Ze v definici limity mame jis-
tou volnost, je stale nutné zachovavat zna¢nou opatrnost. Uz naptiklad prohozeni
kvantifikdtord by meélo dalekosdhlé nasledky. Uvazime-li napiiklad vyrok

6 >0Ve >0V e R 0< |z —20| <d = |f(z) — 4| <¢,
snadno nahlédneme, ze je ekvivalentni s
I >0VzeR 0<|z—x| <d= f(z) =4,

coz je prisné€jsi podminka, nez je definice limity.
(ii) Negace vyroku definujiciho vlastnost lim,_,,, f(z) = A je

de > 0V6 > 03z € Ps(xo) f(z) ¢ U(A).

Protoze vyrok |f(z) — A| > e implikuje, ze |f(z) — A| je vé&tsi nez vSechna &isla
z intervalu (0, &), negaci lim,_,,, f(z) = A je také

Jdeg > 0Ve € (0,60) V0 > 03z € Ps(zg) |f(x) — Al >«

(znovu vidime, Ze v definici limity jsou dilezitd jen velmi mala e > 0).

(iii) O nasi definici limity se nékdy k4, Ze je moderni. Je§té zhruba pfed dvéma
sty lety by se vyrok lim,_,,, f(x) = A definoval jinak a sice velmi dlouhym vyétem
situaci.

(iv) Nage definice limity m4 jednu zvla$tnost. Struény matematicky zapis vypada
takto

lim fz)=A &5 Ve >030>0Vx € Ps(ao) f(x) € UulA).

0

Presto se v definici pouziva sluvko ,,jestlize“, které znaci implikaci, nikoliv ekviva-
lenci. Tento pfistup se pouziva v definicich napfi¢ celou matematikou a dokonce i
v cizojazyc¢né literatufe. Domnivame se, Ze tato zvlastnost v matematické kultute
muze byt zpusobena tim, Ze mnoho matematickych termint je reprezentovanych
slovy, ktera ¢asto maji v jinych oborech odlisny vyznam.

Pfirozenou otézkou je, zda je limita uréena jednoznacné (pokud existuje).

Véta 3.1.12 (Jednoznacnost limity). Necht f: R — R a x9 € R. Pak existuje
nejvyse jedna limita funkce f v bodé xy.

Diikaz. Postupujme sporem. Necht ¢isla Ay, As spliuji definici limity a A; # As.

Volme ¢ := w > 0. Podle definice limity pak musi existovat d1, 2 > 0 takova,
ze

0< |Z‘—l‘0| <6 = |f($)—A1| <e€
a

0<|l‘—$0|<(52:>|f($)—142|<5.

Zafixujeme-li nyni libovolné x spliiujici 0 < |x — x¢| < min{dy, d2}, dostdvame
e = A1 = Aof = A1 = f(2) + f(2) — Aof <|Ar1 = f(2)] + |f(2) — Ag| < 2,

coz nam dava spor. O
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Dal$im vyznamnym pojmem jsou jednostranné limity, které nam casto davaji
jemnéjsi informaci nez limita.
Definice 3.1.13. Nechf f: R — R, 290 € R a A € R. Rekneme, Ze A je limitou
funkce f pro x jdouci k xg zprava, jestlize pro kazdé £ > 0 existuje § > 0 takové,
ze

z € P (rg) = f(z) €U(A).

V takovém piipadé piseme lim, ., f(z) = A nebo f(z) — A pro z — o, nebo
také f(z) —3* A.

Limita zleva (tedy lim, ., f(z)) se definuje analogicky za pomoci levého
prstencového okoli.

Priiklad 3.1.14. Funkce signum je definovana pfedpisem

1 proxz >0

signz =0 prox=0
—1 proz <O0.
Snadno se d4 ovérit, ze
lim signzx =1, lim signx = —1 a lim sign x neexistuje
r—04 z—04 z—0

(prvni dva vysledky ovéfime piimo z definice, tfeti ziskdme postupem z Pii-
kladu 3.1.5). Nacrt grafu této funkce je na Obrazku 3.2.

sign x

Obrazek 3.2: Nacrt casti grafu funkce sign.

Priklad 3.1.15. Uvazujme funkci [z] (celd ¢ast z) definovand slovné jako: [z] je
nejvetsi celé ¢islo, které je mensi nebo rovno z, tj.

[z] = n, n =max{k € Z; k < z}.

Potom plati
lim [z] = k&, lim [z] =k — 1, ke Z.

c—k rz—k_

Nacrt grafu funkce je na Obrazku 3.3.
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Obrazek 3.3: Nacrt ¢asti grafu funkce z — [z].

Nyni se zabyvejme vztahem jednostranngch limit a limity (oboustranné).

Véta 3.1.16 (Vztah limity k jednostrannym limitdm). Necht f: R - R, o € R
a A €R. Pak

lim f(z) =4 << lim f(z)= lim f(z)=A.

T—x0 T—T0o4 T—x0_

Diikaz. Implikace ,,=“ je zfejma. Umime-li k danému ¢ > 0 najit § > 0 takové, Ze
na mnoziné (zo — d, 29+ 9) \ {0} plati pozadovana nerovnost, tato nerovnost bude
jisté platit jak na intervalu (xg — 0, x¢), tak i na intervalu (xg, g + 9).

Dokazme implikaci ,«=*. Necht plati lim, ., f(z) = lim; ., f(z) = A,
K danému € > 0 pak existuji d1,d2 > 0 takova, ze

z € (zo — 01, 20) = |f(z) — Al <e a z € (z0, w0 +02) = |f(z) — A| <e.
Staci tedy polozit § = min{dy,d2} a jsme hotovi. O

Poznamka 3.1.17. Posledni véta se ¢asto pouziva, kdyz chceme ukézat, ze néjaka
limita neexistuje. Vzpomenme na funkci signum, kterd méa rozdilné jednostranné
limity v pocatku.

Uz z Prikladu 3.1.5 se d& odtusit, ze pocitani limit pfimo z definice nemusi byt
prilis prijemné. Budeme pouzivat elegantnéjsi pristup, kdy si dokazeme nékolik
obecnych tvrzeni o limitach a ta pak budeme kombinovat s nékolika mélo vysledky,
které ziskdme p¥imo z definice (napiiklad diky znalosti limity konstanty a identity
budeme schopni pocitat limity vSech polynomi).

Véta 3.1.18 (Limita absolutni hodnoty). Necht f: R — R, 29 € R a A € R.
Jestlize limy ., f(x) = A, pak lim, ., |f(x)] = |A].

Diikaz. Zvolme € > 0. Pak existuje § > 0 takové, zZe
[f(z)— Al <e pro 0 < |x — x| < 4.
Diky trojihelnikové nerovnosti také mame
[If (@) — Al < |f(z) — A pro viechna x € Dy,

a proto || f(z)| — |A|| < e pro 0 < |z — xo| < J, coz jsme chtéli ukdzat. O
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Poznamka 3.1.19. Obrécend implikace v predchozi vété obecné neplati. Staci

uvazit funkei signum, pro niz plati lim,_,¢ | sign z| = 1, ale lim,_,( sign = neexistuje.
Na druhou stranu, v nékterych situacich plati i obracena implikace.

Tvrzeni 3.1.20. Necht f: R - R, 2o € R a A € R. Pak:

lim f(z)=0 — lim |f(z)|=0
Tr—xo T—rTo

lim f(z)=A4 = lim |f(z) — A] =0.
T—To T—To

Dikaz. Prvni ekvivalence je jen specidlnim ptipadem druhé ekvivalence (staci volit
A :=0). Druhé ekvivalence plyne pfimo z definice limity, nebot podminka f(z) €
U:(A) je ekvivalentni podmince |f(z) — A| < e. O

Uvedme si jesté dva vysledky o tom, jak hodnota limity ovliviiuje chovani
funkce na malych prstencovych okolich. Tyto vysledky budeme Casto pouzivat
v diikazech.

Véta 3.1.21 (Vztah limity a omezenosti). Necht f: R — R, g € R a nechl
lim, ., f(z) = A € R. Pak je f na jistém prstencovém okoli bodu xy omezend.

Diikaz. Volme € = 1. Pak existuje 6 > 0 takové, Ze na Ps(zo) plati | f(z) — A| < 1.
Proto
[f(@)] = [f(z) = A+ Al < |f(z) — A[+[A] <1 +]A].

O

Poznamka 3.1.22. Ctenafi bychom doporudili, aby si predchozi vétu zapamato-
val ve znéni: ma-li funkce v néjakém bodé vlastni limitu, pak je na jistém prsten-
covém okoli tohoto bodu omezena.

Dtiraz klademe na slovo ,vlastni“. V této kapitole toto slovo neni podstatné,
nebot zde pracujeme jen s vlastnimi limitami. Na druhou stranu, ¢asem za¢neme
pripoustét i limity nevlastni a nevlastni limita omezenost vylucuje.

Vé&ta 3.1.23 (Nenulovd limita a odraZzenost od nuly). Necht f: R — R, zp € R
a lim, ., f(z) = A € R\ {0}. Pak je f na jistém prstencovém okoli bodu x

odrazend od nuly. Specidlné, prstencové okoli je mozné volit tak, Ze |f| je na ném

odrazena od nuly hodnotou %,

Dikaz. Volme ¢ = @. Pak existuje 6 > 0 takové, ze na Ps(zo) plati | f(x) — 4| <
é, a proto
A A
[f@)] =14 —= (A= f2))] 2 [|A] = |f(z) - All 2 |A] = |f(z) —A| 2 A~ 5 = 5
O

Nyni jiz mtzeme piistoupit ke slibenym vétam, které nam usetfi mnoho prace
pri pocitani limit.
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Véta 3.1.24 (Aritmetika limit). Necht f,g: R = R, 29 € R, A, B € R a necht
lim, s, f(z) = A alim,_,,, f(x) = B. Pak:
(i) limw—mo f(l‘) + g(l‘) =A+B
(ii) limg—4, f(x)g(z) = AB
fl@) _ A

(iii) pokud navic plati B # 0, mdme limg_, ., 5@ = B

Dikaz. (i) Zvolme e > 0. Podle pfedpokladu existuji 41, do > 0 takova, Ze
x € Ps, (x0) = |f(z) — A| < ¢ a x € Ps,(x9) = |g(z) — B| < e.

Polozime-li § = min{édi,d2} > 0, na Ps(x) plati obé vyse uvedené nerovnosti
a dostévame

|f(z) +9(x) = (A+ B)| < |f(z) — Al + |g(z) — B| < 2e.

Protoze € > 0 bylo libovolné, jsme hotovi (¢tenéfi zde doporucujeme, aby si pfi-
pomnél ekvivalentni definice limity z Poznamky 3.1.9 (ii)).
(i) Zvolme € > 0. Je-li § > 0 dostateéné malé (upfesnime nize), mame

[f(x)g(x) — AB| = |f(x)g(z) — f(x)B + f(x)B — AB|
< [f(@)llg(x) = Bl +|B]|f(z) = A| < (|A] + [B| + 1)e.

Zvolili jsme § = min{d1, d2,03}, kde 1,02 > 0 bereme jako v ¢asti (i), a d3 > 0
ziskdme aplikaci Véty o vztahu limity a omezenosti (Véta 3.1.21), tedy

z € Psy(xo) = [f(@)] <[Al+1.

(iii) Protoze jiz mame dokazanou ¢ast (ii), stac¢i ndm ovéfit jednodussi tvrzeni
limg 4, ﬁ = L. Zvolme € > 0. Je-li § > 0 dostatené malé (upiesnime niZe),
mame

‘L_i‘:‘B—f(af)‘:If(JC)—BI< e _ 2,
g(z) B g(x)B lg(@)[Bl ~ BBl B>~

Zde volime § = min{ds,d4}, kde d2 > 0 je jako v Easti (i) a d4 > 0 jsme ziskali
aplikaci Véty o nenulové limité a odraZenosti od nuly (Véta 3.1.23), tedy
|B|

PEPs () = lol@)]z

O

Poznamka 3.1.25. (i) VSechny ¢asti véty jsou opét implikace, které nelze obratit.
Napftiklad pfi volbé zg = 0, f(z) = signz a g(x) = —signz jednotlivé limity
neexistuji, zatimco limita souctu existuje.
(ii) Podminka B = 0 ve tfet{ ¢asti véty se nedd vypustit. Jednak by ndm pak
hrozila nevlastni limita, ale ani vyraz % se neda interpretovat jednoznacné, jak
ukazuji nasledujici priklady

2x . - .0

. x .
lim — =1 lim — =2 Iim — = -1 lim — = 0.
x—0 X x—0 X x—0 X z—0 21
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(iii) Aritmetika limit se d& aplikovat vicendsobné. Pokud napfiklad plati (zo € R
a A, B,C eR)

lim f(z)=A4 lim g(xz) =B lim h(z) =C,

r—To rT—To T—T0

pak lim,_,,, (f(z)+g(z)+h(x)) = A+ B+ C. Skuteéné, prvni aplikaci aritmetiky
limit dostavame lim,_,,,(f(z) + g(z)) = A + B a druhd aplikace dava

lim (f(x) + g(x) + h(z)) = lim ((f(2)+g(2)) + h(z))

r—rxo r—rxo

= lim (£(x) + g(@)) + lim h(z) = (4+ B)+C.

(iv) Ve vété jsme nezminili pravidlo pro vypodet limity rozdilu, které se d4 snadno
odvodit z pravidel (i) a (ii). Skute¢né, nejprve mame podle (ii)

R
(pouzili jsme pomocnou funkci h(z) = —1) a ted uz staéi jen pouzit (i) na soucet

f(@) + (—g(2)).
Uloha 3.1.26. Spoététe limitu

% + 32
1m .
z—0 2x + 1

Pripomenme, Zze uz umime pocitat limitu identity a konstanty. Nejprve si
ukazeme postup, ktery s aritmetikou limit pracuje velice opatrné.

Reseni: Podle aritmetiky limit mame

lim 22 = lim z lim z = 0 a lim 3z = lim 3 lim =z = 0.
z—0 z—0 x—0 z—0 z—0 x—0

Proto aritmetika limit dava

lim (2? 4 3z) = 0.

x—0

Pouzijme opét aritmetiku limit

lim 2z = lim 2 lim « = 0,
z—0 z—0 z—0

a proto dalsi uziti aritmetiky limit dava
lim(2z +1) = 1.
z—0
Ted jiz stadi jen pouzit aritmetiku limit v kombinaci se ziskanymi mezivysledky:

. 22+ 3z lim,o(z?2+32) 0
1m = = - =

A
Nyni si predvedeme elegantnéjsi pristup, ktery vsak vyzaduje jistou opatrnost.
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ReSeni: Neékolikanasobnym uzitim aritmetiky limit dostavame

2?2+ 3z limgo(z? +32)  limg, 022 + lim, 32
1m = =
=0 2z + 1 lim, (22 + 1) lim,_,9 22 + lim,_,o 1

limg_0 2lim,_,0 x + limg, o 1 T 2.0+1
A

Poznamka 3.1.27. (i) Druhy z postupii je prehlednéjsi a také vérnéji sleduje
poradi ivah Fesitele.

(ii) Druhy postup je korektni teprve ve chvili, kdy je Gplné dokoncen. Skuteéné,
napiiklad prvni ze ¢tyf rovnosti je zduivodnéna teprve ve chvili, kdy zjistime, Ze
Citatel ma konec¢nou limitu a jmenovatel ma limitu konec¢nou a nenulovou. To se
ale dozvime az na konci vypoctu. Této situaci se nékdy rika podminénd rovnost.

7 predchozich prikladi by se mohlo zdat, Ze zaruc¢enou metodou pro hledéni
limit raciondlnich lomenych funkei (podil dvou polynomti) je rozlozeni zadani na
konstantni ¢i identicka zobrazeni a pak uz jen vyuziti aritmetiky limit. Skutecnosti
ovSem je, ze neopatrnou aplikaci aritmetiky limit muaze fesitel od spravného feseni
zbloudit, jak ukazuje nasledujici ptiklad.

Priklad 3.1.28. Vysledek lim, ¢ %2 = 0 se neda ziskat vzoreCkem pro limitu
podilu, nebot jmenovatel ma nulovou limitu. Tedy

Na druhou stranu, “’; = x pro z # 0, a proto

2
lim — = lim 2 = 0.

z—0 X z—0
Odlisné chovani uvazovanych funkci v pocatku znamend, Ze se jednd o rizné
funkce. Tyto funkce se vSak rovnaji na vSech prstencovych okolich pocatku, je
tedy jedno, se kterou z nich pfi pocitani limit pracujeme.

Uloha 3.1.29. Spoctéte limitu lim,_,; 5242

Ukazeme si dvé feseni vyuzivajici myslenku z pfedchoziho ptikladu.

ReSeni: Provedeme rozklad na kofenové éinitele, provedeme ¢astecné vykraceni
(vznikla funkce se pak bude shodovat s piivodni na jistém prstencovém okoli) a
pak pouzijeme aritmetiku limit

3 — 202+ . z(r—1)2 . T 1

lim —m———— = lim —m————— = lim ——— = —.
P32z 41 el (—1)2@+1) avl(@+1) 2
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Poznamka 3.1.30. (i) Ke ¢tenaii jsme zatim byli Setrni v tom, Ze v naSich pfi-
kladech ma vzdy kofenovy cinitel s nulovou limitou v ¢itateli mocninu vétsi nebo
rovnou své mocniné ve jmenovateli. Opacné situace vede bud na nevlastni limitu,
nebo limita neexistuje (zavisi to na parité rozdilu mocnin; tyto problémy budeme
studovat az v kapitole o nevlastnich limitéch).

(ii) Pro naSe feSeni nebyl kli¢ovy rozklad na vSechny kofenové ¢initele. Stacilo na-
16zt nejvyssi mocninu, se kterou se ¢initel (x — 1) vyskytuje ve jmenovali (zde je
nutné ovladat déleni polynomi) a starat se jen o ni.

Dalsi moznosti feseni nasi tilohy je pfevedeni na zkoumani limity v pocatku.
To ma své vyhody, které shrneme pod vypoctem.

ReSeni: Piepiseme si = 1 +t, provedeme ¢astecné vykraceni a pak pouzijeme
aritmetiku limit
.ot -2+ ()R —2(t 4+ 1)+ (t+ 1)
lim = lim
el —a?2—x4+1 =0 (t+ 12 —(+1)2—-(t+1)+1
T S o B |
— 0B o2

_tgr(l)t+2_2'
pis

Poznédmka 3.1.31. (i) Pfepsani x = 1+t je jednoducha uprava, kterd zachovava
vzdélenosti (| — 1| = |t — 0]), v definici limity bude k danému & > 0 pouzitelné
stejné § > 0, které slo pouzit pred upravou. Jedna se tedy o korektni operaci,
které neni nutné vznesené rikat substituce a ani neni nutné pouzivat Vétu o limité
slozené funkce (Véta 3.1.46), ktera bude uvedena nize.

(ii) Pouzitd metoda je pfijemnd v tom, Ze jsme pomérné nepiijemné déleni poly-
nomu nahradili jen s¢itdnim a umocnénim polynomu stupné jedna.

(iii) Hlavnim pifinosem pfevddéni na limitu v pocatku je v8ak to, Ze budeme-li
takto pocitat vSechny limity, budeme moci snaze pouzivat zkusenosti z predeslych
vypoctu. Tento pristup je velice rozsifeny, proto byva zvykem hlubsi vysledky
uvadét pro limitu v pocatku.

s vz

V predchozi ¢asti textu jsme si ukazali nékteré jevy souvisejici s tim, Ze aritme-
tika limit neni ekvivalentni tpravou. Vidéli jsme, ze jistotu o opravnénosti pouziti
aritmetiky ziskdme az po uspé$ném dokonceni celého vypoctu, nebot v pribéhu
tohoto vypoctu jesté nemame informaci o splnéni predpokladi na existenci dil¢ich
limit. V prubéhu tohoto vypoc¢tu navic nikdy nevime, zda se skutecné blizime
k cili (pokud jsme se ovSem nedostali do situace, kde ndm pomtize zkuSenost s po-
dobnymi tlohami). Navic mize dojit k tomu, Ze nendvratné sejdeme ze spravné
cesty (v situaci z Piikladu 3.1.28 se po pfehozeni limit na ¢itatele a jmenovatele
uz nemuzeme vratit). V nékterych situacich vSak aritmetika limit ekvivalentni
upravou je, mame tedy jistotu, Ze jsme z cesty nesesli.

Tvrzeni 3.1.32. Necht f,g: R =R, 20 € R, A €R alim,_,,, f(z) = A. Pak

(1) limg a0 (f(2) 4+ 9(2)) = A+ limy 4, g(z)
(ii) pokud navic plati A # 0, mame lim, ., f(z)g(x) = Alim,_,,, g(x),
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kde v obou pripadech rovnost navic chapeme tak, Ze limita na levé strane existuje
a je koneénd prdvé tehdy, kdyZ existuje koneénd lim,_, ., g(z).

Diikaz. Nejprve dokazme (i). Pokud existuje koneéna lim,_,,, g(x), podle aritme-
tiky limit existuje i limita levé strany a nastava pozadovana rovnost. Pokud exis-
tuje limita levé strany, napiSeme si g(x) = (f(z) + g(z)) — f(x) a opét pouzijeme
aritmetiku limit.

Zabyvejme se tvrzenim (ii). Pokud existuje kone¢nd lim,_,,, g(x), existence

a rovnost plynou z aritmetiky limit. Pokud existuje limita levé strany, napiseme si

gle) = 2552

Priklad 3.1.33. Pokud bychom dostali variantu Ulohy 3.1.29

a aritmetika limit dokon¢i dukaz. O

1 3 _ 2
lim (24 Dz 20 + @) nebo lim

(x—|—1+ 23— 2%+ )
z—1 (x4 2)(2® — 22—z + 1) z—1 ’

r+2 ad3—z2-z4+1

mame jistotu, Ze nic nezkazime prvnim krokem vypoctu

(x4 1)(23 — 222 + z) . ox+1, 2224
im = lim lim
a=1(x+2) (@3 —22—2x+1) a—lax+2z—1a8—22—x+1
2 .. 3 =222 + o

T A
a1’ —a2—x+1’

respektive

x+1 23— 22+ x o x+1 . 23— 2%+
( )zhm + lim ——F—
z=olax+2 aolxd—zx2—zx+1
2 3_22
— % lim T T+ T

3 asiad—a?2 -+ 1
Nyni se zaméfime na vztah limit a nerovnosti.

Véta 3.1.34 (Zachovani nerovnosti pfi limitnim p¥echodu). Necht f,g9: R — R,
zg €ER, A, B € R, lim, ., f(z) = A alim,_,,, g(x) = B. Jestlize f < g na jistém
prstencovém okoli bodu xq, pak A < B.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze B < A. Pak muzeme polozZit € = %(A -B) >
0. Podle pfedpoklad véty lze nalézt 6 > 0 tak malé, ze na Ps(zg) plati

[f(z) = Al <e, fg(z) =Bl <e a  f(x) <g(a).

Odtud
f@)<g(x)<B+e=A-2 < f(z) —¢,

coz vede ke sporu. O

Poznamka 3.1.35. (i) V dikazu jsme ponékud zrychlili nasi standardni pro-
ceduru p¥i praci s prstencovym okolim. Cislo § > 0 lze opét volit jako 6 =
min{dy, da, 3}, kde 07 ziskdme z limitniho chovani funkce f, d2 ndm obstara limitni
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chovani funkce g a d3 je takové, ze f < g na Ps,(zo).
(ii) Ostra nerovnost se pfi limitnim pfechodu obecné nezachovava. Staci uvazit
f=0ag(xr)=2% Pak f < gnaR\ {0}, ale

lim f(z) = 0= lim g(z).

Véta 3.1.36 (O dvou straznicich). Necht f,g,h: R = R, 20 € R, A € R a necht
lim, ., f(z) = A, limg_,,, h(z) = A. Jestlize f < g < h na jistém prstencovém
okoli bodu xq, pak lim,_,,, g(z) = A.

Diikaz. Zvolme € > 0. Pro dostate¢né malé 6 > 0 pak mame na Ps(zo)
|f(z) — Al <e,  |h(z) —Al<e a  f(z) <g(z) < h(z).

Proto
A—e< f(x) <g(x) <h(z) < Adte

Protoze € > 0 bylo libovolné, podle definice limity mame lim,_,,, g(z) = A. O

Uloha 3.1.37. Spoététe lim,_,q Ltf*l, kde k € N.

Reseni: Aplikaci vzorecku pro a* — b* (Cviceni 2.2.48) dostavame

M +x-1 . (+=x) -1 1
lim —— = lim 1 k—2 :
20 z =0 @ Vita  +V1+z "+ +1

Déle, protoze
l—z<1<¥14+z<1l+z proz >0

l+2<VYl+z<1<1+|z|] pro —1<z<0,

méame na P (0)

1—|z| < V1+a<1+]z|

Odtud jiz snadno pomoci Véty o dvou straznicich (Véta 3.1.36) dostéavame, Ze plati
lim,_,¢ /1 + 2 = 1. Celkové z aritmetiky limit mame

VA Iy | 1 1
lim =

2550 :z: TR T2 r 14l K

v

Vratme se jesté jednou k aritmetice limit. Je nutné pouZivat pouze v situa-

cich popsanych v odpovidajici vété. Jinak riskujeme Spatny vysledek, jak ukazuje
nasledujici priklad.

Priklad 3.1.38. Spoctéme

) 2
i YE— 20t a”

r—1 r—1
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Spravny postup je

. VT —1 1-2z3+2? _ 1 . (1=2) 1
1 ( ) = lim —— + lim - =
o | B Y i Ry s M
Ale nékdo by mohl uvazovat $patné nésledujicim zpisobem
-2 2 1-2 2 —1)?
TR e SR N ek e R TR Gt ) S
rz—1 x—1 rz—1 (.’L‘ — 1) z—1 x—1

Této typické chybé se casto fika ,Castecné dosazeni“.

Véta 3.1.39 (Omezend krat jdouci k nule). Necht f,g: R — R, 2o € R, ne-
cht lim,_,,, f(x) = 0 a g je omezend na jistém prstencovém okoli bodu xy. Pak

limg ., f(z)g(x) = 0.

Diikaz. Zvolme e > 0. Pak existuji 6 > 0 a K > 0 takovd, Ze na Ps(zo) plati
[f@)<e a gla)] < K.

Odtud |f(z)g(z)| < Ke na Ps(zp) a ovéfili jsme jednu z ekvivalentnich definic
limity. O

Poznamka 3.1.40. Predpoklad o omezenosti funkce g nelze vypustit. Uvazme
tfeba lim,_,q o:%

Uloha 3.1.41. Spoététe limitu lim, o zD(z), kde D je Dirichletova funkce.

Reseni: Protoze |D(r)] < 1 na R a lim, ,ox = 0, z predchozi véty okamzité
dostavame lim,_,o xD(z) = 0. DA

Poznadmka 3.1.42. (i) V pfedchozi tloze jsme nemohli pouzit aritmetiku limit,
nebot lim,_,o D(z) neexistuje. Je tedy vidét, ze nékdy standardni néstroje selzou.
Protoze vzdy plati |[zD(z) — 0| < |z — 0] (neboli vzdalenost xD(x) od limitni hod-
noty 0 je shora odhadnuta vzdalenosti x od limitni hodnoty 0), nabizi myslenka,
Ze by nemélo byt o nic t&z81 dokazat, ze lim, o zD(x) = 0, nez ze lim, oz = 0.
V matematice se skute¢né pomérné casto stava, ze obecné véty nejsou tim sprav-
nym nastrojem v jednoduché situaci. Proto potiebujeme matematice co nejlépe
porozumét a umét pouzivat i ty nejjednodussi nastroje.

(ii) Pfedchozi véta ndm neddva nic, co by nezvladla Véta o dvou straznicich (Véta
3.1.36). Staci polozit

—K|f(z)] < f(x)g(z) < K|f(2)],
kde K > 0 je takové, Ze |g(z)| < K na jistém prstencovém okoli bodu xy.

Priiklad 3.1.43. Analogicky jako v pfedchozim piikladu se ovéri, Ze

lim z sin (1) =0.

z—0 xT
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Nyni pfistoupime k otazce poéitani limit slozenych funkei. V Uloze 3.1.37 mél
mnohy ¢tenaf jisté silné nutkani pouzit nasledujici postup:

lim V142 = §/lim(1 +2) = V1=1.
x—0 x—0

Je tedy pfirozené zabyvat se otdzkou, zda v situaci f,g: R — R, lim,_,,, f(z) =
AeR, lim,, 4 g(y) = B € R plati

lim g(f(x)) = B. (3.1.2)

T—XT0
Odpovéd je obecné negativni, jak ukazuje nasledujici piiklad.
Priklad 3.1.44. Necht f(x) = xD(z) prox #0 a

_Jv* proy#0
9(y) =
1 proy=0.

Pak lim,_,o f(z) =0, limy_,0 g(y) = 0, ale lim,_,¢ g(f(z)) neexistuje, nebot

22 proxz €Q
1 prozxzeR\Q.

Poznamka 3.1.45. Pokud bychom v pfedchozim pfikladu volili f = 0, vyslo by
nam limg_,o g(f(z)) =1 # 0 = limy,_, g(y).

Z predchozich pfikladt vidime, Ze pro platnost vzorce (3.1.2) je nutné pfedpo-
kladat vic, nez jen existenci vlastnich limit obou funkci v odpovidajicich bodech.

Véta 3.1.46 (O limité slozené funkce I). Necht f,g: R = R, g € R, ddle necht
lim, ., f(z) = A € R, limy,49(y) = B € R a navic f(z) # A na jistém
prstencovém okoli bodu xy. Pak

lim g(f(x)) = B.

T—xTo

Dikaz. Zvolme € > 0. Protoze lim,_, 4 g(y) = B, miZzeme najit 6 > 0 takové, ze
y€ePs(A) = g(y) €U(B).

Déle protoze lim,_,,, f(x) = A, k vySe zvolenému ¢ > 0 muzeme najit 7, > 0
takové, ze
x € Pr(xg) = flz) elUs(A).

Koneéné, podle posledniho predpokladu véty mame 7o > 0 takové, ze f(z) # A
na P, (xo). Polozme 7 = min{r, 72 }. Pak celkové dostédvame

x € Pr(xo) = f(z) €eUs(A) A f(z) # A= f(z) € Ps(A) = g(f(x)) € U:(B)

a jsme hotovi. O
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Poznamka 3.1.47. Z dukazu a ptikladu pfed vétou muzeme vidét, co zpusobilo
neplatnost vzorec¢ku (3.1.2) v obecném piipadé: definice limity nehlidd funkéni
hodnotu v bodé, pro ktery limitu poé¢itdme. Pokud tedy dojde k tomu, ze f(z) = A,
nemuzeme Fict, ze g(f(x)) = g(A) je blizko pozadované hodnoté B. Ve vété jsme
tomuto problému predesli tak, Ze jsme pfipustili jen p¥ipad, kdy k jevu f(z) = A
vibec nedochazi (staci na malych prstencovych okolich bodu z(). Druhou moZnosti
je pozadovat, aby g(A) = B. Odpovidajici vétu budeme mit v dalsi kapitole.

Uloha 3.1.48. S vyuzitim vysledku lim, .o /1 + z = 1 (ziskali jsme jej p¥i feseni
Ulohy 3.1.37) spoététe

lim /1 + 23 — 22.

z—0

Reseni: Pouzijeme Vétu o limité slozené funkce I. Polozme f(z) = 2% — 22

a g(y) = /1T + y. Pomoci aritmetiky limit snadno ovéfime, ze lim,_,o(z3 —22) = 0.
Protoze navic vime, ze limy_,o/1+y = 1, zbyva ovéfit, ze funkce f nenabyva
limitni hodnoty 0 na jistém okloli pocatku. K tomu si sta¢i prepsat

23— 2? =2 (x - 1)

a vidime, Ze
reP(0) = 23—2%#£0.

Mizeme tedy pouzit Vétu o limité slozené funkce I (Vétu 3.1.46) a dostavame

lim v/14 23 — 22 =1.
x—0
Yo

Poznamka 3.1.49. Pfi pouzivani aritmetiky limit jsme narazili na situaci, kdy
neekvivalentni iiprava pozaduje predpoklad, o jehoz splnéni se dozvime aZ na konci
vypoctu. P pocitani limit sloZzenych funkci se s predpokladem na nenabyjvani
limitni hodnoty dostavame do odlisné situace, kdy na jednu stranu s ovéfenim
pfedpokladu nemusime na nic ¢ekat, na druhou stranu se jedna o jakysi bo¢ni
vypocet, na ktery je mnohem snazsi zapomenout.

Vyfesme jesté jednu tlohu. Tentokrat neuvedeme pfimo vzorové feseni, cestou
budeme troSicku tapat, aby si ¢tenadf mohl udélat predstavu, jaka tskali musi
jakysi neredlny svét, v némz lze vzdy na priklady pouzit pravé probiranou latku a
vSechny potfebné predpoklady jsou splnény. Z ovérovani predpokladi se pak stava
rutina, kterou student provadi jen proto, ze to ucitel vyzaduje.

Uloha 3.1.50. Spoctéte lim, o {/x sin %
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Reseni: Piimo z definice limity se d4 ukazat, ze lim, o ¢y = 0. Protoze uZ také
vime, Ze lim;_,q msin(%) = 0, jevi se jako prirozené pouzit Vétu o limité slozené
funkce I (Véta 3.1.46) k ziskdni vysledku lim,_,o {”/:Usin% = 0. Tuto vétu vsak

pouzit nemiZeme, nebot
si (1) 0 kdykoli L rez\ (0
mi(—|) = 1 = —
z - ykoliv T=

a takovych bodt je v kazdém prstencovém okoli pocatku dokonce nekonecné mno-
ho. Jsme tedy zase na za¢atku (kdyZ nemuzeme pouzit néjakou vétu, neznamend
to, Ze neplati dokazovany vyrok). Mizeme se ale pokusit vyuzit toho, Ze

1
—|z| < zsin— < || na R,
x

funkce y — &% je rostouci (dikaz je lehké cviceni s vlastnostmi redlnych cisel)
a déle lim, o ¢y = 0. Pak mame

[ 1
—|Va| = =¥/la] < {[wsin— < /2] = | Val.
xT

Funkce nalevo a napravo maji nulovou limitu (staci kombinovat lim, ,o /7 = 0
s Vétou o limité absolutni hodnoty funkce, Véta 3.1.18) a proto diky Vété o dvou

straznicich (Véta 3.1.36) méame i lim,_,q f’/a:sin% =0. $Ad

Poznadmka 3.1.51. Snadno se d4 nahlédnout, ze Véta o aritmetice limit (Véta
3.1.24) ¢&i tfeba Véta o dvou straznicich (Véta 3.1.36) plati i pro jednostranné
limity. Situace je slozit&jsi u limity slozené funkce, nebot v obecné situaci nekon-
trolujeme, zda vnitini funkce zobrazuje jednostranna okoli bodu z( jen na jednu

stranu od bodu A.

Poznamka 3.1.52. Nékteré ,patologické“ jevy jsme demonstrovali pomoci po-
meérné exoticky vyhlizejicich funkci, jako je tfeba Dirichletova funkce. Je tedy na
misté se ptat, zda se tyto jevy a podobné exotické funkce skutecné vyskytuji v apli-
kacich (na zékladnich a stfednich §koldch se bohaté vystaci s takzvanymi elemen-
tarnimi funkcemi, jako jsou tfeba polynomy, goniometrické funkce, exponencialni
funkce a podobné). Pravdou je, Ze s podobnymi funkcemi se ve fyzikélnich aplika-
cich nesetkavame prilis casto, ale ani moderni fyzika uz nevystaci jen s elementar-
nimi funkcemi a polynomy. Pouzivaji se tak slozité objekty, jako je tfeba Diracova
delta ,funkce®, kterd vlastné, jak uvidime pozdéji, ani funkci neni. Dirichletova
a ji podobné funkce jsou pro nas tedy nastrojem, ktery nam umoziuje demon-
strovat, Ze ne vSe je jednoduché, ne kazda funkce ma limitu, a pfesnd formulace
predpokladi ve vétach je opravdu dulezita.

Poznamka 3.1.53 (Nékolik malickosti k nevlastnim limitdm). PfestoZe nevlast-
nim limitdm a limitdm v nevlastnich bodech se budeme vénovat v jedné z dal-
sich kapitol, uvedeme zde nékolik poznamek, abychom s nimi mohli pracovat ale-
spon v nejjednodussich situacich. Konkrétné nas budou zajimat nevlastni limity
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ve vlastnich bodech. Pfedné zékladni definice pracujici s pojmem okoli je stejné
jako v pripadé vlastni limity. Role € je vSak u okoli nekonec¢na odlisné, nejdilezi-
téjsi byvaji velmi velkd . Pokud A = 400, defini¢ni vztah se obvykle prepisuje do
tvaru (abychom nematli ¢tenédfe velkym ¢)

lim f(z) = too = (VK>035>0 0<|x—x0|<5:>f(x)>K).

T—rT0o

I nevlastni limity se leckdy ovéfuji z definice. Uvazime-li naptiklad funkeci f(z) =
|1?|, definovanou pro = # 0, a x¢p = 0, plati

nebot k zafixovanému K > 0 staci zvolit § = 4 a pak mame

1 1
0<lz|]<d = O0<lz|]<= = —>K.
K |z

e

| | |
I I I
xg—06 o o+ 90

Obréazek 3.4: Nevlastni limita funkce.

3.2 Spojitost funkce

P1i studiu limit slozenych funkci jsme zjistili, ze je nékdy vyhodné pracovat s funk-
cemi spliujicimi podminku lim,_,., f(x) = f(x¢). Pro tuto podminku ¢asem na-
jdeme mnoho dalSich uplatnéni.

Definice 3.2.1 (Spojitost v bodé). Necht f: R — R a xy € R. Rekneme, ze
funkce f je spojitd v bodé xo, jestlize lim, ., f(x) = f(zo). Rekneme, Ze funkce f
je spojita na M C R, jestlize je spojitd v xy pro kazdé xy € M.

Poznamka 3.2.2. (i) Spojitost v bodé v sobé nese hned tfi informace: funkce
zde musi mit vlastni limitu, musi byt v tomto bodé definovana a pro obé hodnoty
plati rovnost lim, ., f(z) = f(xo).

(ii) Spojitost v bodé je velice vzacnd vlastnost. I kdyz mé funkce v nasem bodé
limitu a je v ném definovana, jako funkéni hodnota pfipadaji v tvahu vSechna
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redlnd ¢isla a z nich jen jedno jediné se rovna limité. Toto tvrzeni se da vyslovit
pomoci pojmu mohutnosti i pfesnéji, coz délat nebudeme. Toto pozorovani je v
prikrém rozporu s tim, ze vétSinou pracujeme s ,,péknymi“ funkcemi.

Definice 3.2.3 (Spojitost v bodé zprava/zleva). Necht f: R — R, 29 € R. Rek-
neme, ze funkce f je spojitd v bod¢ o zprava, jestlize limy, .., f(z) = f(zo).
Analogicky pro spojitost zleva.

Plati nésledujici analogie Véty o vztahu limity a jednostrannych limit (Véta
3.1.16)

Cviceni 3.2.4. Dokazte: funkce f: R — R je spojitd v bodé xy € R pravé tehdy,
kdyz je v bodé zg spojita zprava i zleva.

Priklad 3.2.5. (i) Diky vysledktim minulé kapitoly vime, Ze polynomy jsou spojité
ve vsech bodech. Podobné racionalni lomené funkce jsou spojité ve vsech bodech,
kde se jmenovatel nerovnd nule (tam dokonce funkce neni ani definovana).

(ii) Definujme f(z) = S #1,a

rz—1"
z2-1
o) =z 1= =1 POTF]
2 pro z = 1.

Pak f je spojitd na R\ {1} a g je spojitd na R.

(iii) Dirichletova funkce neni spojitd v zéddném bodg&, nebot v zddném bodé nema li-
mitu. Definujeme-li f(x) = (z—x0)D(x), ziskdme funkci, kterd je spojitd v bodé z,
a nikde jinde spojita neni.

(iv) Funkce signum je spojita vSude kromé pocétku.

Poznamka 3.2.6. Kvantifikitorovy zapis definice spojitosti je nésledujici
Ve >030 >0 z€lUs(xo) = flz) € U(f(0))-

Dulezitym rozdilem je, Ze tentokrat bereme klasické okoli bodu g, nikoliv redu-
kované.

Poznamka 3.2.7. Neni vhodné délit funkce na spojité a nespojité, kdy do prvni
skupiny patii funkce spojité na celém svém defini¢nim oboru a do druhé skupiny
ty ostatni. Spojitost je vlastnost, kterd ndm umoziuje pouzivat rtzné uziteéné
nastroje. Napiiklad u funkce signum by byla Skoda se téchto nastroju vzdat aplné,
kdyz je mtizeme pouzivat vSude mimo pocatek.

Pro praci se spojitosti jsou uziteéné nasledujici dvé véty.

Véta 3.2.8 (Aritmetika spojitosti). Necht f,g: R — R jsou spojité v o € R. Pak
(i) f+g a fg jsou spojité v xg
(ii) je-li g(zg) # 0, je g spojitd v xg.

Dikaz. Véta je disledkem Véty o aritmetice limit (Véta 3.1.24). O
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Vé&ta 3.2.9 (Spojitost slozené funkce). Necht f,g: R — R, f je spojitd v xg a g je
spojitd v f(xg). Pak go f je spojitd v xg.

Diikaz. Zvolme e > 0. ProtoZe g je spojitd v f(xo), miZeme najit § > 0 takové, ze

y €Us(f(xo) = g(y) € Ue(g(f(20)))-
Dale, protoze f je spojitd v zg, k vySe zvolenému ¢ > 0 muZeme najit 7 > 0
takové, ze
x €Uy (xg) = f(z) €Us(f(z0)).
Celkové dostavame

z€Ur(ro) = [f(x) €Us(f(z0)) = g(f(z)) € Us(9(f(x0)))

a jsme hotovi. O

Uloha 3.2.10. Necht k € N. Ukaite, 7e funkce f: x — /z je pro k liché spojit4
na celém R a pro k sudé je spojita na (0,00) a v pocatku je spojitd zprava.

ReSeni: Z piedchozi sekce vime, Ze lim,_,o ¥/1 + z = 1 = /1, neboli nage funkce
je spojita v bodé 1. Zvolme nyni xy > 0. PiSme

Ve = Vrog+x—x0= ¥roifl —|—

Nyni vnitini funkce ¢: x — ””_ je spojita v xp a platl xo) = 0. Déle vnéjsi
funkce ¥: y — &1+ y je spOJlta v poc¢éatku a proto podle Vety o0 spojitosti sloZené
funkce je funkce x — {/1+ % spojitd v xp. Snadnou aplikaci aritmetiky spo-
jitosti konecné dostavame, ze f je spojita v xg. Pokud zg < 0 a k je liché, postu-
pujeme analogicky. Pokud x¢p = 0 a k je liché, pfimo z definice limity ukazeme, ze
lim,_,o &z = 0. Pokud o = 0 a k je sudé, z definice spo¢itdme limitu zprava. v

Uloha 3.2.11. Necht f(z) = 37”";6_1 pro x # 0. Dodefinujte funkci f v pocatku
tak, aby byla spojita na celém R.

Reseni: V piedchozi sekci jsme si ukézali, ze lim,,_,q Y2E2—1 H'I L — % Proto polozme
- 7%90*1 pro z # 0
fl@) =1,
3 proxz =0

a ukazme, Ze f je spojitd na R. Pfedné f je spojitd v pocatku, nebot jsme ji
definovali tak, aby f(0) = lim,_,o f(x). Pokud  # 0, aplikaci aritmetiky spojitosti
a Véty o spojitosti sloZzené funkce snadno dokdzeme, ze x — /1 + x je spojitd v xg.
Konec¢né, podle aritmetiky spojitosti je i f Spojita v xg. w

Uloha 3.2.12. Riemannova funkce je definovina piedpisem
R(z) 0 prozxzeR\QU{0}
€Tr) =
% pro x = %,kde p € Z\ {0} a ¢ € N jsou nesoudéln.
Dokazte, Ze R je spojitd na R\ QU {0} a nikde jinde spojita neni.
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Reseni: Piedné pokud zy € Q\ {0}, je R(x¢) > 0 a zaroven v kazdém prsten-
covém okoli bodu g jsou obsaZena iracionalni ¢isla s nulovou funkéni hodnotou.
Snadno se proto nahlédne, ze R neni spojita v xg.

Necht naopak zg € R\ QU {0}. Zvolme ¢ € (0, %) Nutné pak existuje jen
koneény pocet bodd x € Py(xg) (P1(xo) je prvni néstiel prstencového okoli) tako-
vych, Zze |R(z) — 0] = R(x) > e. Skute¢né, v takovém piipadé musi pro jmenovatel
éisla x = % platit ¢ < % Takovych jmenovateli je jen kone¢né mnoho a navic pro
jedno takové ¢ pfipadd v tivahu jen koneény podet ¢itatelll. Zadny ze zminénjch
bodil neni roven xg, a protoZe jich je jen kone¢ny pocet (navic podminka ¢ < %
zaruuje, ze alespoii jeden zminény bod v Pi(xg) existuje), miZzeme mezi nimi
zvolit bod s miniméalni vzdalenosti od bodu zy. Ozna¢me tento bod ;. Staci pak
poloZit § = |x1 — xp| a méme

|t —z0| <0 = |R(z)— R(xo)] = R(z) <e.

Ve
Sekci zakonéime druhou verzi véty o limité slozené funkce.

Véta 3.2.13 (O limité slozené funkce II). Necht f,g: R = R, ¢ € R, ddle necht
lim, ., f(z) = A €R a funkce g je spojita v A. Pak

lim g(f(z)) = g(A).

Tr—To

Dikaz. Zvolme € > 0. Protoze g je spojitd v A, muzeme najit § > 0 takové, ze

yeUs(A) = g(y) €U(g9(A)).

Déle protoze lim,_,, f(z) = A, k vySe zvolenému 6 > 0 mizeme najit 7 > 0
takové, ze
x € Pr(rg) = flx) elUs(A).

Celkové pak dostavame
z € Pr(xo) = f(z) € Us(A) = g(f(z)) € U=(g(A))
a jsme hotovi. O

Poznamka 3.2.14. (i) Piseme-li lim,_, 4 g(y) = B, ze spojitosti g v bodé A plyne,
ze B = g(A). Zavér véty je tedy stejny jako u prvni verze Véty o limité slozené
funkce (Véta 3.2.9).

(ii) Obé véty o limité slozené funkce tedy davaji, ze pokud existuji diléi limity ve
spravnych bodech a plati alespon jedna z podminek

(i) vnitini funkce na jistém prstencovém okoli nenabyva své limitni hodnoty

(i) vnéjsi funkce je spojitd v A,

pak lim,_,,, g(f(x)) = B.
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P¥iklad 3.2.15. Necht f(z) = 2D(z) a g(y) = y*. Pak

lim f(z) =0, lim g(y) =0
z—0 y—0
a g je spojitd v pocatku. Proto podle Véty o limité slozené funkce II (Véta 3.2.13)
plati

lim (zD(z))* = 0.

z—0
Verzi s nenabyvanim limitni hodnoty neslo pouZzit, nebot f(x) = 0, kdykoliv z €

R\ Q.

3.3 Derivace funkce

Nyni si zavedeme dal$i dulezity pojem, jimz je derivace funkce. ZaCnéme stru-
¢nou motivaci. Pracujeme-li s afinni funkei f(x) = ax + b, redlné ¢islo a nadm
poskytuje dtlezitou informaci o chovani této funkce (mame informaci o monotonii
a prirtstcich). Podobnou informaci bychom radi méli rovnéZz u funkei nelinearnich.
Uvéazime-li napifklad funkci g(x) = 22, ktera klesd na (—oo,0] a roste na [0, c0),
nelze o¢ekéavat, Ze by se jeji chovani dalo popsat jedinym ¢islem na celém definic-
nim oboru. Na druhou stranu, stéle je jista nadéje, Ze by mohl existovat rozumny
popis chovani na malych okolich jednotlivych boda defini¢niho oboru.

K pojmu derivace dospéli nezavisle na sobé Gottfried Wilhelm von Leibniz
a Isaac Newton v 17. stoleti. Kazdy k nému dospél z jiného thlu pohledu, oba
pristupy jsou z dnesniho pohledu zna¢né tézkopadné, takze se je pokusime priblizit
v dne$ni fec¢i matematické analyzy.

Isaac Newton vychazel z tlohy nalézt okamzitou rychlost pohybu hmotného
bodu. Pokud se hmotny bod pohybuje ve sméru osy x, jeho primérnou rychlost
na intervalu (to,¢;) mizeme nalézt jako

ol = A=)

Jestlize se budeme blizit s ¢; k to, nebo-li pfiristek v ¢ase (oznacovany jako o)
infinitizimalné maly, miZzeme dostat (v dnesni fe¢i jako limitu pro ¢; jdouci k tg)
okamzitou rychlost. Tu nazyval fluxi, fluentem pak infinitizimalni p¥irastek funkce
x. Pokud uvazoval funkci y = f(x), zavedl si potom ¢as jako pomocnou veli¢inu
a derivaci y'(x) pak chépal jako podil fluxi § a &, tedy v dnesni feéi néco jako
derivaci parametricky zadané funkce, tedy pro

. dy . dz
= — €r= —
LT at
mame .
dy _ 3
de &

G.W. Leibniz vychazel z ulohy hledani tecny ke kiivce. Uvazujeme-li kiivku
popsanou y = f(z) a hleddme teénu ke kfivce prochézejici bodem (zo, f(xo)).
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Potifebujeme nalézt jeji smérnici. Nahradime si te¢nu se¢nou, prochézejici body
(w0, f(x0)) a (zo + Az, f(xo + Ax)). Jeji smérnice je

f((zo + Ax) — f(x0)

ks = Az

a smérnici tefny pak dostdvame, pokud je Az infinitizimélné malé (oznaéime jako
dz). V fe¢i dnesni analyzy tedy provedeme limitu pro Az — 0, Leibniz ale o limité
nemluvil.

Dostavame se tedy k nasledujici definici.

Definice 3.3.1 (Derivace funkce). Nechf f: R — R, 29 € R a A € R*. Rekneme,
ze funkce f ma v bodé€ z( derivaci rovnou A, jestlize

fim 78 = f@0)

T—rTo Tr — X

V takovém piipadé piseme f'(xg) = A. Analogicky se pomoci jednostranngch limit
definuji derivace zprava a zleva, které znac¢ime f’ (z) a f’ (o).

To— 0 Zo T+ 6

Obrazek 3.5: Derivace funkce: pro dané € > 0 hledame § > 0 tak, aby na intervalu
(xo — 8,29 + &) byl graf funkce sevien grafy linedrnich funkci g: z — f(zo) + (A +
e)(x—xo) ah:xr— flxg)+ (A—e)(x — x).

Poznamka 3.3.2. (i) Nékdy se derivace znaéi %(mo).

(ii) Diky jednozna¢nosti limity je derivace uréend jednozna¢né (pokud existuje).
(iii) Definice derivace, na rozdil od limity, pracuje i s hodnotou f v bodé x.
(iv) Limita z definice derivace se d4 také piepsat do tvaru

lim J(xo+h) — f(fﬂo)'
h—0 h

(v) Derivace obecné existovat nemusi. Zvolme tieba f(z) = |z| a 29 = 0. Pak

f1(0) = lim Bl m1=1 ale f(0) = lim T

z—=04L X =04 x—0_ X x—0_
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Poznamka 3.3.3. Vztah pro f'(zg) = A, kde A € R, se také d4 piepsat do tvaru

lim f($o+h)—f(l‘0)—f4h:

h—0 h 0-

Oznacme g(z) = f(xo) + A(x —x0), coZ je afinni funkce. Pak miZzeme ucinit nésle-
dujici pozorovani: Je-li funkce f spojita, pak existuje nekone¢né mnoho afinnnich
funkeci aproximujicich f na okoli z( s presnosti

lim f(z)—L(z)=0

Tr—To
(staci, aby afinnni funkce spliiovala L(zg) = f(xo)). P¥isnéjsi podminku

o @)~ L)

T—x0 Tr — T

=0

spliiuje nejvyse jedna afinni funkce a sice g. Derivaci tedy mutzeme chapat jako
smérnici afinni funkce, ktera nejlépe aproximuje f na okoli bodu zg.

S predchozi poznamkou souvisi jeden dilezity pojem.

Definice 3.3.4 (Diferenciél funkce). Rekneme, 7e funkce f ma v bodé o diferen-
cidl, jestlize existuje linedrni funkce L (poZzadujeme nulovou hodnotu v poc¢atku)
takova, ze
i {0+ 1) = (o) = L
im

h—0 h =0

Snadno se da ovérit, Ze existence diferencidlu je ekvivalentni existenci vlastni
derivace a pak Lh = f'(x¢)h. To plyne p¥imo z pfedchozi poznamky.

Poznamka 3.3.5. Casto se studuje zobrazeni zo — f'(x¢). Toto zobrazeni se
znali f’, fik4 se mu derivace funkce f a jeho definiénim oborem jsou jen body, kde
f/(x0) existuje a je vlastni.

Piiklad 3.3.6. (i) Uvazme konstantni funkci f = a € R. Pak
f(z) = f(=o) a-a

f(x9) = lim = lim —— =0.
T—To T — X0 T—To T — T

(ii) Pokud f je identita, mame

fl(l,o): lim f(I)*f(I’O) — lim T — Zo

T—To T — X0 T—To T — T
(iii) Pokud f(x) = 22, plati
(vo + h)? — a3 I 2z0h + h?

ooy — i 4 @0+ R) = fzo) _ _ _
feo) = = L =2

=1.

Touto metodou bychom mohli zderivovat libovolny polynom. Brzy se vSak nauc¢ime
aritmetiku derivace, jejiz uziti je pohodInéjsi.
(iv) Pokud f(z) = /z pro z > 0 a o > 0, plati

\/:Co+h*\/%_l. h 1

= a0 h o0 h(vVao T R+ ao) | 20
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Véta 3.3.7 (Vztah vlastni derivace a spojitosti). Necht f: R — R md v bodé
o € R vlastni derivaci. Pak je v tomto bodé spojitd.

Diikaz. Protoze vlastni limita implikuje omezenost na jistém prstencovém okoli,
existuji K > 0 a § > 0 takova, ze

vePolm) = |LES@)) g
T — X0

Odtud mame na tomto okoli 0 < |f(z)— f(zo)| < K|z — 10| a aplikaci Véty o dvou
straznicich (Véta 3.1.36) dostavame pozadovany vysledek. O

Poznamka 3.3.8. Obracend implikace neplati. Jiz jsme si ukazali funkci z — |z|,
kterd je spojitd na celém R, ale nemé derivaci v pocatku. Dokonce jsou znamy
konstrukce spojitych funkci, které derivaci nemaji viibec v zadném bodé.

Priklad 3.3.9. Ma-li funkce v bodé nevlastni derivaci, spojitd zde byt muize i
nemusi, jak ndm uk&zi nasledujici piiklady. Pfedné polozme f(z) = Fx. O této
funkci uz vime, Ze je spojitd na celém R. Dale mame

7 T
F0)= illlg% h h=0 h %HO h3

Volime-li g(z) = sign z, mame funkci, ktera neni spojitd v po¢atku. Navic

/ . f(h)y—f(0) .  signh 1
9(0) = fim = = i ek — A T T
Véta 3.3.10 (Aritmetika derivaci). Necht f,g: R — R maji vlastni derivace v bo-
dé xo € R. Pak
(i) (f +9)(x0) = f'(w0) + g'(x0)
(i) (f9)'(zo) = f'(0)g(wo) + f(w0)g' (x0)
(iii) jestlize g(xo) # 0, pak

(i)'(x ) = f'(@o)g(@o) — f(20)g' (20)
g/ " 9%(20) '

Diikaz. (i) Tvrzeni plyne pfimo z aritmetiky limit, nebot

f(x) +g(z) — f(wo) — g(x0)

(f +9) (20) = lim

T—Xo Tr — X9
— lim f(‘T) B f(SC()) + lim g(l‘) B g(l'o) — f/(IO) +g/(x0)
T—To r — X T—To r — X

(ii) Defini¢ni vztah si vhodné pfepiseme a pak pouZijeme aritmetiku limit spolu s
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tim, Ze vlastni derivace implikuje spojitost

f(x)g(x) — f(xo)g(wo)

(f9)'(zo) = lim

T—To Tr — X
i £@)9(@) = F@0)g(@) + flao)g(a) — flao)g(xo)
=) S i o) S

= f'(w0)g(x0) + f(x0)g (xo).

(iii) Sta¢i ndm ukazat, ze

1y/ 9'(xo)
(=4

g 9%(xo)
a pak pouzit vysledek pro derivaci sou¢inu. Opét si definiéni vztah vhodné pre-
piSeme a pak pouzijeme spojitost zarucenou existenci vlastni derivace

1

1
lim @ 9@ _ o 9@ —glw) -1 g'(z0)
T—=x0 T — T T—T0 T — Xo 9(37)9(330) 92<$0) '

Poznamka 3.3.11. Indukci se d4 snadno dokézat vzorec (existuji-li vliastni deri-
vace jednotlivych funkci v bodé zg)

(I15) @)= feo  II s (33.1)
i=1 i=1 JE{1ym} i
Napriklad pro t¥i funkce tedy mame
(f1fafs) (z0) = fi(xo) f2(w0) f3(0) 4 f1(x0) f2(w0) f3(20) 4 f1(x0) f2(w0) f3(20)-
Cviceni 3.3.12. Dokazte indukeci vztah (3.3.1).

Poznamka 3.3.13. (i) Specialné, volbou g(z) = ¢ (konstanta) dostavame z Véty
o aritmatice derivaci (Véta 3.3.10) (ii)

(cf(x)) = cf'(x).

(ii) Pomoci stejné véty lze jednoduse dokdzat vztah pro derivaci polynomu

n / n
E apx® | = g kapz®1.
k=0 k=1

Véta 3.3.14 (Derivace slozené funkce). Necht f,g: R = R, g € R, f'(xp) € R
a g (f(zo)) € R. Pak
(g0 f)(zo) = g'(f(x0))f'(20).
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Diikaz. Uvazme dva piipady. Nejprve necht f'(xg) # 0. Nutné pak existuje prs-

tencové okoli bodu xg, na némz mame w odrazené od nuly, proto také

f(z) # f(zo). Zarovenn mame lim,_,,, f(z) = f(zo), nebot f je spojita. Zde pak
mé smysl nasledujici vypocet, kde vyuzivame aritmetiku limit a Vétu o limité

slozené funkce II (Véta 3.2.13; vnéjsi funkce je y — %(éso)))

L9 @) = g(fw0) _ g (@) = g(f(x0) f(@) — £(w0)
T T — Zo e=zo f(z) — f(20) T — Zo
o @) =g @0)) | (@) = (o)
e=wo f(x) = flzg)  w=w0  x—a0
=g (f(0))f' (x0).

Zabyvejme se nyni zbyvajicim p¥ipadem f’(xo) = 0. V tomto p¥ipadé je prava
strana dokazované rovnosti nulova. Zbyva ukazat, ze nulova je i limita na levé
strané. Zvolme ¢ > 0. Pak existuje d; > 0 takové, Ze

z) — f(zo)

x € Ps,(xg) = ‘f(x—xo ‘<€

Daéle diky spojitosti f, konec¢nosti ¢'(f(x0)) a Vété o vztahu limity a omezenosti
(Véta 3.1.21) existuji 2 > 0 a K > 0 takova, ze

9(f(x)) — 9(f(x0))
f(@) = (o)
Polozime-li 6 = min{dy, d2}, mame pro = € Ps(zo) splijici f(x) # f(zo)

’g(f(fv)z - iif(wo)) ’ _ ’g(f;:(rii - ?((J;Ef)c())) Hf(xi - i“(()fvo) ‘ < Ke.
Na druhou stranu, pokud x € Ps(xg) spliuje f(x) = f(xo), trividlné plati
’g(f(x)) — 9(f(20)) ‘ _ ’ 0

r — X

z € Ps,(xo) A f(x) # f(xg) = ‘ ‘ <K.

Celkové tedy mame

T € 735(.%‘0) — ‘

tedy (g f) (20) = 0. O
Priklad 3.3.15. Plati

nebot
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Vé&ta 3.3.16 (Derivace inverzni funkce). Necht g € R a f: R — R spliuje:

(i) existuji o, By, B2 > 0 takovd, Ze f je prosté na (xg— a, o+ @) a zobazuje tento
interval na (f(zo) — B1, f(xo) + B2)

(ii) ezistuje vlastni nenulovd f'(xo)

(iii) £~ je spojitd v bodé yo = f(x0).

Pak ezistuje derivace f~1 v bodé yo a plati

1

T I R (U C

(f~) (o) =

f'(wo)

neboli (1) (o) = m.

Diikaz. Protoze f'(x¢) # 0, mdme na jistém prstencovém okoli Ps(x¢) diferencéni
podily nenulové (dokonce odrazené od nuly) a proto lze definovat pomocnou funkeci

r—Iq
h(z) = { T@=1G@) PrOTE Pi(o)
m pro r = xy.
Navic podle aritmetiky limit a definice derivace je tato funkce spojita v xg. Nyni jiz
jen sta¢i pouzit definici derivace, skuteénost, ze f~! existuje na jistém okoli bodu

f(zo) (podle (ii)), a Vétu o spojitosti slozené funkce (Véta 3.2.9), v niz pouziviame
(iii) a spojitost h v xo,

f71 ) = 71 (f(=20))

(f7)(f(zo)) = lim

y—f(xo) y — f(x0)
. -1 _ “1(f(g — h(zn) = 1
= yj;rao)h(f (y)) = h(f~"(f(x0))) = h(z0) Fzo)”

Poznamka 3.3.17. Tvrzeni véty si lze dobfe zapamatovat na zakladé nasledujici
avahy:

1=alamsy = (f 7 (f(2)) la=a0 = (F ) (f (z0)) f' (0)-

To ale neni diikaz piedchozi véty, protoZe obecné nevime, zda je f~! diferencova-
telna.

Priklad 3.3.18. Funkce y — /y je inverzni k f(z) = 22. Funkce f je prosta na
(0, 00) a zobrazuje jej prosté na (0, 00). Dale zde ma nenulovou derivaci f/(z) = 2z
a uz také vime, Ze odmocnina je spojita. Proto diky vztahu y = z

7)== 5 = 3

f'(@o) 220 20

Poznamka 3.3.19. Pii aplikaci véty je nutné nezapominat na to, Ze cely proces
se sestavd ze dvou krokt. V prvnim kroku vezmeme pfevracenou hodnotu cisla
f'(z0) a ve druhém kroku prejdeme k proménné yo (funkee f pracuje na prostoru
R, jehoz prvky oznadujeme z a xg, zatimco funkce f~' pracuje na prostoru R,
jehoz prvky oznacujeme y a yo).
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Obrazek 3.6: Schéma pro derivaci inverzni funkce.

Nase Véta o derivaci inverzni funkce (Véta 3.3.16) mé jednu slabinu a tou je
pozadavek (iii). V aplikacich totiz vétSinou mame néjaké informace o funkci f,
zatimco o funkci f~! nevime nic. Uvedme si zde pro ilustraci dalsi dvé verze, v
nichz jsou zakomponovany podminky zarucujici existenci a spojitost inverze. Tyto
véty dokdzeme pozdéji. V dalsim vykladu vedoucim k jejich dikazu je nebudeme
pouzivat, nehrozi tedy diikaz kruhem.

Prvni vysledek plyne z Véty o derivaci inverzni funkce (Véta 3.3.16) a nésle-
dujiciho lemmatu.

Pfipomertime, Ze funkci nazyvame rostouci na (a,b), jestlize x > y = f(x) >
f(y) pro vSechna z, y z (a,b). Analogicky pro klesajici funkci. Funkce rostouci
nebo klesajici se nazyva ryze monotonni.

Lemma 3.3.20 (O spojitosti inverzni funkce). Necht f: R — R je ryze monotonni
a spojitd na intervalu (a,b). Pak obrazem intervalu (a,b) je interval (c,d), kde

c= lim f(z) a d= lim f(x) je-li f rostouct
T—ay z—b_

z—b_

c= lim f(z) a d= l_i}m f(z) je-li f klesagict
x a4

(limity mohou byt i nevlastni). Ddle existuje funkce f~1, je spojitd na inter-
valu (¢, d) a zobrazuje jej na interval (a,b).

Dikaz tohoto lemmatu budeme zatim dluzit.

Vé&ta 3.3.21 (O derivaci inverzni funkce IT). Necht g € R a f: R — R je spojitd
a ryze monotonni na jistém okoli bodu xo. Necht existuje vlastni nenulovd f'(xy).

Pak (171 (f(20)) = 775

Druhy vysledek pouziva vztah monotonie a znaménka derivace, ¢emuz se bu-
deme vénovat v jedné z dalsich kapitol.

Véta 3.3.22 (O derivaci inverzni funkce IIT). Necht g € R a f: R — R spliiuje
jednu z podminek:

(i) na jistém okoli bodu xo plati f' > 0

(ii) na jistém okoli bodu xo plati f < 0.

Pak (f1(/(20)) = ety
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Poznamka 3.3.23. Povsimnéte si, Ze v nasem piikladu s volbou f(z) = 2%,z > 0,
bylo mozné pouzit i obé nové véty.

3.4 Elementarni funkce

Probranou teorii jsme az do této chvile mohli demonstrovat jen na malém poctu
prikladi, nebot jsme doposud znali jen velmi malo funkci. V této sekci nasi kolekci
pouzivanych funkci obohatime o elementarni funkce, se kterymi byva zvykem pra-
covat jiz na stfedni Skole. Zde vS8ak narazime na jeden problém. Standardni definice
téchto funkci pracuji s pojmem nekone¢né fady a pii odvozovani jejich vlastnosti
se pracuje s hlubsimi vétami z teorie nekoneénych fad. Nékteré vysledky tedy za-
tim jen zformulujeme a dikaz zustaneme dluzni. Radi bychom ¢tenaie ubezpedili,
ze nedojde k dikazu kruhem. Dalsi budovani teorie se bez téchto funkci obejde,
nasim cilem je tyto funkce ¢tenari zptistupnit, aby na né mohl aplikovat Cerstvé
probrané teoretické vysledky a diky tomu témto vysledktim 1épe porozumél. Hlubsi
vysledky, jejichz diikaz ziistaneme dluzni, zde budeme nazyvat vétami, dokazova-
nym jednodussim vysledktm, které z téchto vét plynou, budeme fikat tvrzeni.

Véta 3.4.1 (O funkcich sin a cos). Ezistuji pravé dvé funkce sin, cos: R — R
a jedin€ iractondlni cislo w tak, Ze plati:

(i) sin(z + y) =sinz cosy + coszsiny Vz,y € R

(ii) cos(z +y) = coszcosy — sinxsiny Vr,y € R

(iii) sin(—z) = —sinx a cos(—x) = cosx Vzr e R

(iv) sin je rostouci na [0, 5]

(v sm( )=0uasin(3) =1

(vi) sin’(0) = 1.

Tvrzeni 3.4.2. Ddle plati:

cos’x +sin*z =1 vz € R (34.1)
sinx 1—cosz 1
1 =1 lim —— = — 4.
Iyl e (342)
sin’ x = cosw a cos’z=—sinz  VzeR (3.4.3)

(0bé funkce jsou tedy spojité na R)

sin je rostouci na intervalu [—%, %

| a zobrazuje tento interval na [—1,1] (3.4.4)
sin(z + 27) = sinx a cos(x + 2m) = cos(x) vz € R, (3.4.5)
cos je klesajici na intervalu [0, 7] a zobrazuje tento interval na [—1,1]. (3.4.6)
Diikaz. Identitu (3.4.1) ziskdme pomoci (v), (iii) a souc¢tovych vzorcti
1 =sin§ = sin(F§ +0) = sin § cos 0 + cos § sin0 = cos 0 = cos(z — x)

= cos x cos(—x) — sinzsin(—z) = cos?(z) + sin?(z).
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Prvni &ast (3.4.2) plyne z (v), (vi) a definice derivace. Druhou éast ziskdme z tohoto
vysledku pomoci sou¢tovych vzorci a zédkladnich vét o limitach

. —CcoS X . — 5+ 5 . 2 in“ £ — 2 —sin” £
1 1—cos(2+ %) cos? Z +sin? 2 — (cos? Z —sin? 2)
lim = lim 227 — |im 2 2 2 2
z—0 T z—0 x2 z—0 x2
_ 2sin? 5 . lsingsing 1
= lim = lim - — —= = —,
z—0 T z—0 2 5 3 2

Identity (3.4.3) ziskdme z ptfedchozich vysledkid nasledovné

. . sin(z + h) —sinz . sinzcosh+ coszsinh —sinx
sin’ x = lim = lim
h—0 h h—0 h
. sin h . . cosh—1
= lim cosx—— + lim smx72h =cosx
h—0 h h—0 h
a . .
, . cos(x+ h)—cosx . cosxcosh —sinzsinh —cosx
cos' x = lim = lim
h—0 h h—0 h
. cosh—1 . . sinh .
= lim Cosxizh — lim sing—— = —sinxz.
h—0 h h—0 h

Vlastnost (3.4.4) plyne z (iii), (iv), (v) a z Lemmatu o spojitosti inverzni funkce
(Lemma 3.3.20).

Dokazme identity (3.4.5). Pfedné diky (v) a (3.4.1) mame cos 5 = 0. Proto
plati pro vSechna z € R

sin(§ +x) = sin § cos x 4 cos § sinz = sin § cos(—x) 4 cos § sin(—x) = sin(§ — ).
Volime-li v posledni identité x = § a pak x = 37“, postupné dostavame

sinT =0 a sin(27) = 0.
Z vysledku cos § = 0 jesté ziskame

cosm = cos(Z + %) =cos’ T —

a proto

2

cos(27) = cos(m + ) = cos’ m —sin’ 7 =1 —0 = 0.

7 dosavadnich vysledkt dale dostavame

sin(z + 27) = sinx cos(27) 4 coszsin(27) = sinz

cos(x + 2m) = cos x cos(2m) — sinz sin(27) = cos z.

Posledni vysledek (3.4.6) plyne z (3.4.4), nebot

cosz = sinxcos § + sin § cosz = sin(z + g)
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1 COS T
_T jus 3T
2 2 ™ D) 27T
£ sinx
-1

Obrazek 3.7: Nacrt ¢asti graft funkeci sin a cos.

Kdyz uz mame zavedeny funkce sin a cos, mizeme zavést jesté funkce tangens
a kotangens (pouzijeme mezinarodni znaceni)

sinx ”
tanl‘—cosx Dtan—R\{(2k+1)§kGZ}
cotxch)sm Deot =R\ {k7: k € Z}.

sin x

Snadno se nahlédne, ze obé funkce jsou m-periodické, tangens je rostouci na (-7, 7)

a kotangens je klesajici na (0,7). Na svych defini¢nich oborech maji obé funkce
vlastni derivaci, jak se snadno presvédéime vypoctem vyuzivajicim aritmetiku de-
rivace:

. ./ . .
tan’ (Slnx)’ sin’ zcosz —sinzcos’z  cos?z + sin’z 1
an' x = = = =
coS T cos? x cos? x cos? x
¢ (cos x )’ cos' xsinx — cosxsin’z  —sin®x — cos® 1

CcO xTr = - = - = N = — " .

sinx sin? sin? z sin? z

tanx
_T s 3T
2 2 ™ o> 27T
cotx

Obrazek 3.8: Nacrt casti grafti funkci tan a cot.

Na intervalech, kde jsou pfedchozi goniometrické funkce ryze monotonni, exis-
tuji jejich inverzni funkce. Vybirdme vzdy interval monotonie obsahujici (0, 5) a
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s vyuzitim lemmatu o spojitosti inverze dostavame nasledujici tabulku.

sin || [-5,5] — [=1,1] || arcsin | [-1,1] — [=F, 7]
cos [0, 7] — [-1,1] || arccos | [-1,1] — [0, 7]
tan || (=5,5) — R arctan R - (=5,%)
cot 0,7) — R arccot R —  (0,m)

Praveé zavedené cyklometrické funkce umime zderivovat.

Tvrzeni 3.4.3. Plati ndsledugici vztahy

1
arCSinlx = ﬁ na (717 ]-)
-1
arCCOS/I = ﬁ na (717 ]-)
1
arctan’ r = ——— na R
14 22
, -1
arccot' r = —— na R.
1422

Diikaz. Zabyvejme se nejprve prvnim vysledkem. Pro z € (—1,1) piSme y =

arcsinz, tedy y € (=%, §) ax = siny. Protoze funkce sin ma nenulovou vlastni de-
rivaci na (-7, §), mizeme aplikovat Vétu o derivaci inverzni funkce (Véta 3.3.14;

pozor, prohodili jsme roli z a y) a dostavame

o 1 1 1 1
sin’ z = — = = =
siny  cosy V1—sin?y V1-—2?

(tfeti rovnost plati na (—7, 5 ), protoze je zde cosy > 0). Ve zbyvajicich piipadech
postupujeme stejné. Uvedeme jen strucné odvozeni a podrobnosti pfenechame ¢te-
nari.
Volba y = arccosz pro « € (—1,1) odpovida y € (0,7) a z = cosy. Proto
1 1 —1 —1

!
arccos r = = = =
U 1]
cos’y —siny \/1 —cos2y V1—zx2?

(pozor na identitu siny = /1 — cos? y, kterd opét neplati obecné).

m™ T

Volba y = arctanz pro z € R odpovidd y € (=7, ) a = tany. Proto

o 1 1 1 1
arctan’ z = = = _ = = .
tan’y rglz J % 1+tanZy 1+a22
s Y

Volba y = arccot z pro x € R odpovida y € (0,7) a = coty. Proto

oo S S L (.
areeo x_cot’y_ L sinyteot’y ] 4oty 14+ a2’

in2 -
sm=y sin? y
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T
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arcsin x
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arccos x
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Obrézek 3.10: Nacrt ¢asti grafi funkel arctan a arccot.

Véta 3.4.4 (O exponencidle). Erxistuje prdvé jedna funkce exp: C — C takovd,

Ze:

i) exp(z1 + 22) = exp 21 exp 29 Vz1,20 € C

ii) exp(z + iy) = expx(cosy + isiny) Vz,y € R
iii) exp0 =1

i

je

je (0,00)

(
(
(i
(iv) restrikce funkce exp na R (redlnd funkce) je rostouct a jejim oborem hodnot
(v) restrikce funkce exp na R spliuje exp’ © = expx Vr € R.

Odvodime si jesté dalsi dilezité vlastnosti na R.

Tvrzeni 3.4.5. Ddle plati

1
exp(—z) = p— Vr e R (3.4.7)
. expr—1
lim —— =1 (3.4.8)
x—0 €T

inverzni funkce log zobrazuje (0,00) na R, je spojitd, (3.4.9)
rostouct, zdpornd na (0,1) a kladnd na (1, 00) o

log(zy) = logx + logy Y,y € (0,00) (3.4.10)
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log1 =0 (3.4.11)
logz™ = mlogx Vz € (0,00)Ym € Z (3.4.12)
1
log'z = — vz € (0,00) (3.4.13)
xr
lim 1987 _ pp, s+ (3.4.14)
z=1x—1  h—0 h

Diikaz. Vlastnost (3.4.7) plyne snadno z (i), kde polozime 0 = z + (—z).
Vlastnost (3.4.8) plyne z (v) a (iii). Z (iii) plyne také (3.4.11).
Cast (3.4.9) se ziskd z (iii), (iv) a Lemmatu o spojitosti inverze (Lemma 3.3.20;
vyuzivdme (v)).
DokaZme (3.4.10). PisSme u = log z, v = logy. Aplikaci (i) dostdvame

logz +logy = u+v = log (exp(u + v)) = log (exp U exp v) = log(zy).
Vlastnost (3.4.12) se pro m € N snadno ziskd indukci z (3.4.10). Pro m = 0 plyne
z (3.4.11). Ve zbyvajicim ptipadé, kdy —m € N, stac¢i pouzit predeslé vysledky a
0=1log1 =log(z™z~™) = log(z™) + log(z~™).
Déle podle druhé verze véty o derivaci inverzni funkce (Véta 3.3.16; pfedpoklady
jsou splnény podle (iv) a (v)) mame

1 1 1 1

exp’ y - exp y - exp(logz)

log' x =

Posledni dokazovany vztah plyne z

. expy—1 . exp(logz) — 1 o ox—1
1= lim = lim = lim ,
y—0 y z—1 log x z—1 logx

kde jsme pouzili (3.4.8) a Vétu o limité slozené funkce (Véta 3.1.46) s vnitini funkci
x +— log z, kterd nenabyva své limitni hodnoty diky (3.4.7). O

Daéle se budeme zabyvat odmocninami. Necht m € N. Snadno pomoci axiomut
(02) a (03) z definice redlnych éisel ovéiime, ze funkee f: 2 — 2™ je rostouci
na [0,00) a je-li dokonce m liché, je rostouci na celém R. MiZeme tedy definovat

zeR pro m liché
x € [0,00) pro m sudé.

Ve =aw = (x) {

Podle Lemmatu o spojitosti inverze (Lemma 3.3.20) dostdvame spojitou rostouci
funkci, kterd v prvnim piipadé zobrazuje R na R a ve druhém [0, o) na [0, 00).
Déle mizeme zavést

1

L
T m

]
3=

)
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kde defini¢ni obor opét zavisi na parité m, navic z néj vyjmeme pocatek. Prop € Z
a q € N definujeme .
; q

xra = \xP

a defini¢ni obor zavisi na znaménku p (je-li zdporné, vyjmeme pocatek) a parité ¢
(je-li liché, ztzime definiéni obor na R ¢ RT; to ovSem plati jen pro nesoudélny
tvar %, v obecném piipadé zalezi i na parité p). Protoze jsme nepfedpoklddali
nesoudélnost ¢isel p a ¢, definié¢ni obor racionalni mocniny zavisi na reprezentaci

exponentu pomoci zlomku. Nyni si dokdZeme zékladni vlastnosti téchto funkci.

Tvrzeni 3.4.6. Nechim € N, p,r € Z, q,s € Na«a,8 € Q. Pak pro x,y > 0 plati
) vy = ey
ii) 174*(:04)”

iii) jestlize % L, pak x

2
q

’nH

= exp(£ log z).

Diikaz. Cast (i) se dokdZe umocnénim na m-tou, coz je prosté zobrazeni na neza-
pornych é&slech. Vztah (i) plyne indukei z (i). Pii dikazu (iii) polozme u = x4
av=ux5. Pak

wd® = pPS — 274 — 95,
Proto musi platit « = v, coz jsme chtéli dokazat. V dikazu (iv) a (v) si pfepiSme
azﬁaﬁ:%,kdek,leZameN.Pakpodle (i)

m
Bl m g ,
2B = ' = Wkt = gkl = Yk Vgl = gmaw = g8,

Déle (jednotlivé rovnosti si vysvétlime pod vypoctem)

2B — gz = gkl = F \/ :(xa)ﬂ.

Prvni dvé a posledni dvé rovnosti vyuzivaji zlomkovy zapis c¢isel o a 8 a nasi
definici racionalni mocniny. Platnost t¥eti identity se dokaze polozenim y™ = z*!
a aplikaci vlastnosti 3/ /y™ = x/y = me/y™, kde druhd rovnost plyne z (iii).
Kone¢né pata rovnost plyne z (ii).

Dokazme (vi). Pfedné podle (3.4.12) mame

-ab—‘

)-

Odtud ziskédvame log(x%) = élogm . Nyni sta¢i pouzit (3.4.12) a dostédvame prvni
identitu. Z ni jiz snadno dokazeme druhou identitu. O

logz = log(z7) = log(ac%) = qlog(x

Posledni vztah z Tvrzeni 3.4.6 nés inspiruje k definici obecné (redlné) mocniny.

Definice 3.4.7 (Obecnd mocnina). Necht a € R a z € (0, 00). Pak definujeme

z® := exp(alogx).
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Tvrzeni 3.4.8 (Vlastnosti obecné mocniny). Necht o, 3 € R. Pak pro viechna
z,y € (0,00) plati:

(i) zobrazeni x — x® je spojité na (0, 00)

(i) je-li o > 0, je toto zobrazeni rostouct na (0,00), je-li a« < 0, je toto zobrazent
klesagici na (0, 00)

(iii) o8 = 2B, 290 = ()% a 2%Y* = (zy)°

(iv) je-li « # 0, pak Ry = (0,00)

(v) (%) = az>~t.

Diikaz. Spojitost plyne ze spojitosti exponencialy, logaritmu a Véty o spojitosti
slozené funkce (Véta 3.2.9). Tvrzeni o monotonii se snadno dokédzi s vyuzitim toho,
7e exponenciala i logaritmus jsou rostouci. Déle

22T =exp((a+ B)logz) = exp(alogx + Blogx)
= exp(alog z) exp(Blogx) = 2%z,

()7 = exp(Blog(z)) = exp(Blog(exp(arlog x))) = exp(falogz) = x*7,

(zy)* = exp(alog(zy)) = exp(alogz + alogy)
= exp(alogz) exp(alogy) = x*y®.

Nyni se vénujme oboru hodnot. Pfedné logaritmus ma obor hodnot celé R. Tentyz
obor hodnot mé zobrazeni x — «log x a protoze funkce exp zobrazuje R na (0, co),
dostavame Ry« = (0,00).

Konecéné podle véty o derivaci slozené funkce mame

(%) = (exp(alogx)) = exp’(alogz)alog’ x

1
=exp(alogz)a— =z%— = ax
x x

Definice 3.4.9 (Exponencidla s obecnym zakladem). Necht ¢ > 0, a # 1. Pak
pro z € R definujeme

a” := exp(zloga).
Poznadmka 3.4.10. (i) Pokud bychom v pfedchozi definici pfipustili @ = 1, do-
stali bychom dobfe definovany pojem 17 = 1. Chovani této funkce je odlisné od
ostatnich exponencial (napfiklad neni prostd a tudiz neni invertovatelnd), proto
jsme tento ptipad vyloucili.
(ii) Definujeme-li ¢islo e > 1 vlastnosti loge = 1, dostavdme e® = expx pro
vSechna = € R. V dalsim budeme pouzivat obé znaceni e* a expx. Pokud bude
z € C, zapisem e* budeme vzdy myslet exp z.

Tvrzeni 3.4.11 (Vlastnosti exponencidly s obecnym zdkladem). Méjme a > 0,
a # 1. Pak:

(i) zobrazeni x — a” je spojité na R

(ii) je-li a > 1, je toto zobrazeni rostouci na R, je-li a < 1, je toto zobrazent
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klesagici na R

(iii) @Y = a®a¥ a (ab)® = a®b*®
(iv) Rge = (0,00)

(v) (a®) = a”loga.

Diikaz. Prvni vlastnost se ziskd pomoci Véty o spojitosti slozené funkce (Véta
3.2.9). Monotonie se ziskd z toho, ze exp a log jsou rostouci na svych defini¢nich
oborech. Céast (iii) plyne z identit z ditkazu Tvrzeni o obecné mocniné (Tvrzeni
3.4.8).

Obor hodnot funkce x — xloga je celé R a protoze funkce exp zobrazuje R
na (0, 00), celkové dostdvame Ry= = (0,00).

Kone¢né podle véty o derivaci slozené funkce (Véta 3.3.14) méame

(a®)" = (exp(zloga)) = exp’(zloga)(xloga) = exp(xloga)loga = a” loga.
O

Podle predchoziho tvrzeni je funkce a® invertovatelnd. Inverzni funkce se na-
zyva logaritmus se zdkladem a a znacime ji log,. Pokud a = e, dostdvdme nam
dobfe zndmy (pfirozeny) logaritmus.

Tvrzeni 3.4.12 (Vlastnosti logaritmu s obecnym zdkladem). Nechta > 0, a # 1.
Potom:

(i) zobrazeni log, je spojité na (0, 00)

(ii) pro a > 1 je toto zobrazeni rostouci na (0,00), pro a < 1 je toto zobrazeni
klesagici na (0, 00)

(iii) Rppg, =R

(iv) log, = = }giz

(v) log,(zy) = log,(x) + log,(y)

(vi) log,, z = L loga.

Dikaz. Prvni tfi vlastnosti lze snadno ziskat z Lemmatu o spojitosti inverze
(Lemma 3.3.20) a vlastnosti exponencialy s obecnym zakladem (Tvrzeni 3.4.11).
Dokazme vlastnost (iv). Pro pevné z > 0 ozna¢me u = log, z. Tedy

z = a" =exp(uloga).
Aplikaci funkce log na obé strany rovnosti dostavame
log z = uloga = log, zloga.

Odtud jiz snadno ziskdme (iv). Posledni dvé vlastnosti plynou ze (iv) a jiz doka-
zanych vlastnosti funkce log. O

Za pomoci exponencidly se daji definovat hyperbolické funkce a k nim inverzni
funkce hyperbolometrické. Znalost téchto funkci je uzite¢na napiiklad prfi pocitani
integrali.
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Definice 3.4.13 (Hyperbolické funkce). Funkce hyperbolicky sinus, hyperbolicky
kosinus, hyperbolicky tangens a hyperbolicky kotangens jsou definovany predpisy

sinhx:%, reR coshx:%, reR
sinh cosh x

tanhz = , eR thx = — , e R\ {0}.

anhe cosh x v cove sinh x o \ {0}

Poznamka 3.4.14. Definice je korektni. Skute¢né, cosh je kladna funkce a sinh
je nulovy pouze v pocitku, nebot je to rozdil rostouci a klesajici funkce, tedy je
rostouci.

Tvrzeni 3.4.15 (Vlastnosti hyperbolickych funkei). Plati:

(i) funkce sinh je spojitd, rostouct, lichd, zobrazuje R na R a sinh’ x = cosh x

(ii) cosh?z —sinh? z = 1 na R

(iii) funkce cosh je spojitd, sudd, roste na [0,00), klesd na (—o0,0|, zobrazuje R

na [1,00) a cosh’x = sinhx

(iv) funkce tanh je spojitd, rostouct, lichd, zobrazuje R na (—1,1) a tanh’'z =
1

cosh? z
(v) funkce coth je spojitd na svém definicnim oboru, klesajici na (—o0,0), klesajict
na (0,00), lichd, zobrazuje R\ {0} na (—oo, —1) U (1,00) a coth’z = —5—.

Diikaz. Monotonii funkce sinh jsme si vysvétlili vysSe, lichost se snadno ovéri z de-
finice a spojitost plyne ze spojitosti dil¢ich funkci. Z definice limity se da snadno
ukdzat, Ze lim,_, o, sinhx = oo (e7* je pro dostateéné velké hodnoty argumentu
v intervalu (0,1)) a lim,_, o sinhz = —oo. Podle Lemmatu o spojitosti inverze
(Lemma 3.3.20) je tedy oborem hodnot celé R. Derivaci ziskdme pfimym vypoétem

= cosh .

Ly e’ —e "\ e +e7”
sinh’ x = =

2 2

Identita v ¢asti (i) plyne z definic obou funkci

T —x\ 2 T _ T2
cosh? z — sinh?z = <e te ) — (e ¢ )
2 2
B 62$+2+972m e21 _2+e72z

4 B 4

=1.

Dokazme (iii). Spojitost a sudost se odvodi snadno. Déle protoze sinh je nezadporny
a rostouci na [0,00), plati totéz pro sinh®. Podle (ii) je zde tedy cosh? rostouci
a odtud i cosh je rostouci na [0,00), nebot je nezdporny. Na intervalu (—oo, 0]
pouzijeme sudost. Navic cosh0 = 1 a snadno ovéfime, ze

lim coshx = lim coshxz = co.
Tr—r 00 Tr—r — 00

Lemma o spojitosti inverze (Lemma 3.3.20) proto déva Reosn = [1,00). Pro derivaci
mame

, e + e TN/ et — e %
cosh’' z =

7 = 5 = sinh x.
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Dokazme (iv). Spojitost a lichost se odvodi snadno. Déle

tanh et —eTT e 1 1 2
annr = = =1 — .
er e eZ:r + 1 6293 + 1

Odtud vidime, Ze tanh je rostouci. Dale snadno lim,_,., tanh x = 1. Toto zkombi-
nujeme s lichost{ a monotonii a ziskdme pozadovany obor hodnot (diky Lemmatu
o0 spojitosti inverze; Lemma 3.3.20). Derivaci spo¢itdme

. . . !
, sinhz\’ sinh’xcoshz — sinh z cosh’ =
tanh' z = = 5
coshx cosh® z

cosh? z — sinh? 1

cosh? x cosh? x

Dokazme (v). VSechny informace az na posledni ziskame z toho, Ze coth je pfevra-
cend hodnota tanh. Zbyva spocitat derivaci

/ . . ! .
b (cosh T )/ cosh’ zsinhz — coshzsinh’ z  sinh? z — cosh? -1
CO xTr = " = - = - = N .
sinh x sinh? z sinh? z sinh?
O
sinh z
cosh z
1

Obrazek 3.11: Nacrt ¢asti graft funkei sinh a cosh.

Poznadmka 3.4.16. Povsimnéte si, Ze coth je klesajici na (—o0,0) a na (0, 00),
ale neni klesajici na (—o0,0) U (0, 00).

Na intervalech, kde jsou predchozi funkce ryze monotonni, existuji jejich in-
verzni funkce. S vyuzitim lemmatu o spojité inverzi dostavame nésledujici tabulku.

sinh R — R argsinh R — R
cosh || [0,00) — [1,00) argcosh [1,00) - [0,00)
tanh R — (-1,1) argtanh (—-1,1) — R
coth | R\ {0} — R\[-1,1] || argcoth || R\ [-1,1] — R\ {0}

Praveé zavedené hyperbolometrické funkce umime zderivovat.
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Obrazek 3.12: Nacrt ¢asti grafti funkei tanh a coth.

Tvrzeni 3.4.17. Plati ndsledugjici vztahy

inh' z = ! R
argsinn r = ﬁ na
1
argcosh’ x = = na (1,00)
, 1
argtanh’ x = .2 na (—1,1)
1
argcoth’ x = T (=00, —1) U (1, 00).
-z

Diikaz. Zabyvejme se nejprve prvnim vysledkem. Pro z € R piSme y = argsinh z,
tedy y € R a x = sinhy. Protoze funkce sinh mé nenulovou vlastni derivaci na R,
muZeme aplikovat Vétu o derivaci inverzni funkce (Véta 3.3.14; pozor, prohodili
jsme roli = a y) a dostavdme

1 1 1 1

argsinh’ x = — = = = .
sinh’(y)  coshy \/1 + sinh?y V1+ a2

Ve zbyvajicich pfipadech postupujeme stejné. NapiSeme jen struéné odvozeni a
podrobnosti pfenechdme ¢tenafi.
Volba y = argcosh z pro z € (1, 00) odpovidéd y € (0,00) a & = coshy. Proto
1 1 1 1

argcosh’ z = = — = =
& cosh’(y) sinhy \/cosh?y—1 Va?—1

(pozor na identitu sinhy = /cos? y — 1, kterd neplati obecng).
Volba y = argtanh z pro = € (—1,1) odpovidd y € R a z = tanhy. Proto

ol 1 1 1 1 1
arg an xr = = = - = = = .
tanh’y Cosilz S Cobhzoys;;jhz Yy 1 —tanh?y 1— 2?2

Volba y = argcothz pro € R\ [-1,1] odpovidd y € R\ {0} a = = cothy. Proto

" 1 1 1 1 1
argeoth’ x = = = — = = :
g coth'y by STy ) _ooth?y 1 a?
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ﬁzosh x

1

argsinh z

Obrazek 3.13: Nacrt ¢asti grafi funkci argsinh a argcosh.

argcoth

Obrazek 3.14: Nacrt casti graft funkei argtanh a argcoth.

Poznamka 3.4.18. Hyperbolometrické funkce na svych defini¢nich oborech spl-
nuji nasledujici identity:
argsinhz = log(x + V22 4+ 1) argcoshz = log(x + Va2 — 1)

1 1 1 1
argtanh z = 3 log 1 i_ ;C argcothz = 3 log i i_ T

AZ budeme védét, ze k rovnosti dvou funkci sta¢i shodna derivace a rovnost v
jednom bodé (1ze také nahradit shodnou vlastni limitou v jednom z krajnich bodi),
budeme tyto identity umét lehce dokézat.

Priiklad 3.4.19. Dokazme prvni identitu z pfedchozi poznamky pouZitim definice
funkce x — sinh . PoloZzme x = sinhy, t = e¥. Potom

1
t—3
2

xr =

Odsud
2 —2%txr —1=0,
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tedy
t=x++Vz2+1.

Protoze t = €Y > 0, mame
argsinha = y = log(z + V22 + 1).
Cviceni 3.4.20. Dokazte analogicky zbylé identity z Pozndmky 3.4.18.

Elementarni funkce ¢asto spliiuji rtizné symetrie (¢i periodi¢nost) a mohli jsme
si v8imnout, ze jisté symetrie pak maji i jejich derivace. Obecné plati nésledujici
pravidla.

Tvrzeni 3.4.21. Derivace periodické funkce je periodickd funkce se stejnou peri-
odou, derivace liché funkce je sudd a derivace sudé funkce je lichd (pokud prislusné
derivace existuji).

Diikaz. Dukaz je jen jednoduché cviceni s definici derivace. Ukazeme si jej jen v
pripadé liché funkce

ooy = e T h) = f=x) L fle—h) = f(x)
f(z) = i, h S S
_ f(x_h)_f(m)_ /
=dm e W

Zmifime se jesté o parametricky zadangch funkcich y = f(x), kde
z=¢1(t) a y=pa(t) t € (a,b),
pficemz 1, p2: R — R a funkce ¢1 je prosta na (a,b).

Vé&ta 3.4.22 (Derivace parametricky zadané funkce). Necht ¢1,p2: R — R maji
vlastni derivaci na (a,b), navic ) # 0 na (a,b) a x,y jsou jako vyse. Pak

dy _ ¢5(t)
dz  ¢(t)

pro t € (a,b).

Diikaz. Podle vét o derivaci inverzni funkce je ¢y prosta na (a,b), t = o] '(x) na
p1((a;)) a

Piiklad 3.4.23. Necht z = t® 4+t a y = sint na R. Pak

dy  cost

dz 3241

prot € R.
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3.5 Derivace vyssich radu, parcialni derivace

Definice 3.5.1 (Derivace vyssiho fddu). Necht zp € R, § > 0 a f: R — R md
v Us(xo) vlastni derivaci. Jestlize existuje

’ o
i T@ =)
T—To T — X0
pak toto ¢islo nazveme druhou derivaci funkce f v bodé xo a znacime jej (o),
2
popiipadé %(xo). Analogicky definujeme pro k € N
F® (o) = (FFIY (o).

Poznamka 3.5.2. Rad derivace oznacuje bud iimska éislice nebo arabska ¢islice
v kulaté zavorce. Pouziva se konvence f(©) = f.

P¥iklad 3.5.3. Pro funkci f(z) = 23 + 22 + 2z + 1 plati

f(x) = 32% + 22 + 2
f'(x) =6x+2
F(a) = 6
fY@)=f"(@@)=--=0

Priklad 3.5.4. Pro funkci f(z) = e®y/z spoc¢téme prvni tii derivace na (0, 00).
Mame

1
f(z) = a2 + ie‘”af%
f(x) = ez? + %e"”m*% + %ezx*% - iemx*%
—e%z? et — iewx*%
f(x) = "z + %e””x_% +etrTE — %e’“’x_% - ie’m_% + gemx_g
— "3 + ge‘”:v_% - Ze“‘x_% + gewx_%

V predchozim vypoctu jsme narazili na nékolik dvojic ¢lent, jejichz vyséitanim
doslo ke zjednoduseni vysledné formule. Nésledujici vysledek zaloZeny na bino-
mické vété nam pfimo ohlid4, které ¢leny je ve vyssi derivaci soucinu dvou funkci
mozné secist, a tim nam zrychli vypocet.

Véta 3.5.5 (Leibnizovo pravidlo). Necht n € N, zg € R, f,g: R — R a existuji
vlastnd £ (z0) a g™ (20). Pak
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Dikaz. Pouzijeme matematickou indukci. Pro n = 1 se jednd pfimo o vzorecek
pro derivaci souc¢inu. Nechf je n € N, n > 2, existuji vlastni £ (z¢) a g™ (20)
(tedy existuji vlastni derivace vSech nizsich fadi) a vzoreéek plati pro derivaci
fadu n — 1. Pak (pro pfehlednost vynechdvidme argument )

(F9)™ = ((fg)" V) = (nZl (” . 1) f® gm0’

k=0

n—1
n—1 i n—1 "
. )f<k+1>g<n 1 k)+2( . )f<k>g< 5
k=0

k=0 (
n—1 n—1 n—1 n—1
_ (k - 1)f<k>g<n—k> OO ( ) )f(mg(n—k)
k=1 k=1
n n -
-y (k) B )
k=0

P#iklad 3.5.6. Spoctéme (r2e®)L. Podle Leibnizova pravidla mame (nenulové
jsou jen t¥i ¢leny)

(1,2ew)L _ (x2)(0) (ez)L + (510> (xz)/(ex)xmx + <520) (xz)//(ez)xwm

= 22e® + 100xe® + 50 - 49¢7.

Uloha 3.5.7. Spoctéte (e” sinx)X(0).

Reseni: Pouzijeme Leibnizovo pravidlo. Pfedné si uvédomme, ze pro vsechna

k € Ny plati exp®(0) = exp0 = 1. Déle, protoze sin®*** = sink pro viechna
k € Ny, a
sin0 =10
sin’ 0 = cos0 =1
sin”0=—sin0=0
sin”/ 0 = —cos0 = —1

sin'V(0) = sin 0 = 0.
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dostavame diky Leibnizové formuli

3! 5! 3!
=2-10—2-120+ 252 = 32.
e
Nyni uvédzime situaci, kdy N € N, N > 2 a f: R¥Y — R. Body v R" zde
budeme znadit = (z1,22,...,TN).

Definice 3.5.8 (Parcidlni derivace). Necht a € RY, f: RY — R a dile necht
i €{1,2,...,N}. Jestlize existuje vlastni limita

lim f(ah...,ai—|—h,...,aN)—f(a)7
h—0 h

fekneme, Ze funkce f ma v bodé a parcidalni derivaci vzhledem k proménné z; a
N . 0
znacime ji BT{-(@)'
i

Poznamka 3.5.9. (i) V definici jsme zafixovali vechny proménné aZ na tu, podle
niz derivujeme. Tim jsme presli k funkci jedné proménné a tak pii vypoctu parci-
alnich derivaci mizeme pouzivat techniky odvozené pro funkce jedné realné pro-
meénné.

(ii) U funkci vice proménnych byvéa zvykem nepfipoustét nevlastni parcidlni deri-
vace.

(iii) Casto se pouziva kratsi znadeni f,,(a) nebo 0;f(a).

(iv) Zobrazeni a — %(a) je opét funkce z RY do R. M4 tedy smysl zkoumat jeji
derivaci podle kterékoliv proménné z; (pocitame tedy %(%)) Vyslednd funkce

v 9%f ,oz I : P N
se znaci 55 nebo f;,.; a nazyva se druhou parcidlni derivaci podle proménnych

2

x; a x;. Pokud i = j, piSe se % nebo fi,z,.

P¥iklad 3.5.10. Necht f(z,y) = 2% + zy. Pak

fe=2z+y fy:x foz =2 fyy:O fwyzl fy;tzl
a vS8echny parcialni derivace od tfetiho fadu vyse jsou nulové.

Poznamka 3.5.11. (i) Polynomy stupné n € Ny na R? nazgvame funkce tvaru
Zi,jeNo,iJern ai;x'y’, kde a;; jsou redlné koeficienty.
(ii) Rovnost f,, = fy. neplati obecné (ale tfeba pro polynomy plati vzdy).
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Piiklad 3.5.12. Necht f(z,y,z2) = /22 + y? + 22. Pak pro (z,y, 2) # (0,0,0)

2z _ T
22242 +22 a2y 422

—~

| =

fmz

Uloha 3.5.13. Nechf N € N. Pro vektor # = (z1,...,7x5) € R" definujeme
velikost |x| = /2% + -+ + 2%.. Pro f: RY — R definujeme gradient funkce f jako
Vf= (fmla R sz) a Laplaceiv operdtor Af = ffL‘lfL‘l ot fIN:EN‘

Pro volbu f(x) =|z| a = # (0,...,0) spoctéte Vf, |[Vf| a Af.

ResSeni: Analogicky jako v pfedchozim piikladu mame f,, = fp—i‘, kdykoliv i €
{1,...,N}. Proto Vf = iy a [Vf[ = 1.

x|

Dale )
o x; || - %Iz || — i
f _ _ 7 i _ | |
T Qg x| |22 CE
Odtud ,
Nlz| - Ny
A _ |$| _
f=—p E

A

3.6 Limita a derivace komplexni funkce jedné re-
alné proménné

V tomto pfipadé pouzivame standardni definici limity, ovSem okoli v obraze je
tentokrat brano v komplexni roviné.

Definice 3.6.1 (Limita komplexni funkce). Necht f: R — C, zp € R a A € C.
Rekneme, 7ze A je limitou funkce f pro z jdouci k zg, jestlize pro kazdé € > 0
existuje & > 0 takové, ze

xz € Ps(xg) = f(z) €eU(A).
V takovém piipadé piseme lim,_,,, f(x) = A nebo f(z) — A pro x — xg.

Nasledujici charakterizace nam umoziuje pouzivat vysledky ziskané pro realny
pfipad.

Vé&ta 3.6.2 (Limita komplexni funkce jako limity redlnych funkci). Necht funkce
fifR—=C,zgeR aAecC. Pak

lim f(z)=A — lim Re f(z) =ReA a lim Im f(x) =Im A.

T—xTo T—xTo T—rT0

Diikaz. Pro jednoduchost znaceni zavedme A; = Re A, A = ImA, fi = Ref
a f2 =Im f
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»= Zvolme ¢ > 0. Pak existuje prstencové okoli bodu xp, na kterém plati
|f(z) — Al < e. Nutné pak zde plati i |fi(x) — A1| < e a|fa(z) — As| < &, nebot
na C vzdy mame |Rez|g < |z|c a |Rez|r < |2]c.

»<=“ Ke zvolenému ¢ > 0 umime najit takové prstencové okoli, Ze pro = z néj
mame

Ifi(z) — Al <e a  |fa(z) — As] <e.

Odtud

(@) = Al = VIfi(@) = AP + [fa(2) — A2 < V2e.

Mame-li definovanou limitu komplexnich funkci redlné proménné, lze zavést i
jejich derivaci.

Definice 3.6.3 (Derivace komplexni funkce). Necht f: R — C, zg € Ra A € C.
Rekneme, ze funkce f méa v bodé zy derivaci rovnou A, jestlize

fim 1) = f@0) _

rT—TQ r — X

Potom piSeme f’(xo) = A. Analogicky jako pro redlné funkce také definujeme
jednostranné derivace.

Vsimnéme si, Ze definice je témér stejna jako u redlnych funkci, pouze nepfi-
poustime nevlastni derivace, protoze pro komplexni funkce nemaji zadny smysl.
Ptedchozi véta nam opét umoznuje pouzivat vétsinu technik odvozenych pro re-
alné funkce. Abychom si toto ilustrovali, dokazme si, Ze Véta o aritmetice derivaci
(Véta 3.3.10) plati i pro komplexni funkce.

Véta 3.6.4 (Aritmetika derivaci pro komplexni funkce). Necht f,g: R — C mayji
vlastni derivace v bodé xg € R. Pak

(1) (f +9)(xo) = f'(z0) + g'(w0)

(i) (£9)'(z0) = £'(x0)g(w0) + f(z0)g' (o)

(iii) jestlize g(xo) # 0, pak

(i)’(x )= f'(x0)g(zo) — f(w0)g' (o)
g/ " 9°(x0) '

Diikaz. Oznacme f = f1+if2, g = g1 +igo, kde f;, gj, 7 = 1,2, jsou realné funkce.
Potom mame
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(i)
(f +9)'(x0) = (f1 +if2 + g1 +iga) (o)
(fi +ifo + g1 +ig2)(x) — (f1 +if2 + g1 + ig2)(20)

= lim
T—x0 T — To
~ i [(fl +91)(x) — (f1 + g1)(20) n i(f2 + g2) (%) — (f2 + 92)(w0)
T—x Tr — X9 r — X
iy W1 90)(@) — (fi +91)(20)
T—To Tr — X
41 lim (f2 + g2)(®) — (f2 + g2)(20)
z—x0 T — T

=(fi + 1) (wo) +i(f2 + g2) (w0) = f'(w0) + ¢’ (x0).

(ii) Analogicky, s vyuzitim bodu (i) a aritmetiky derivaci pro realné funkce

(f9)'(z0) :((fl +if2)(g1 + 192)) (z0) = (f1g1 — fag2 +i(f192 + fzgl)) (o)
=(f191 — f292) (x0) +i(f192 + f291) (z0)
=f1(x0)g1(z0) + f1(z0)g1 (z0) — f2(x0)g2(20) — fa(20)gs(0)
+i(f1(z0)g2(z0) + f1(z0)gs(w0) + fo(xo)g1(zo) + fa(x0)gi (x0))
=(f1 +1if2) (w0)(g1 + ig2)(w0) + (f1 +if2)(20)(g1 +ig2) (o)
=f"(x0)g(x0) + f(x0)g (xo)-

iii) Stejné jako u realnych funkci staci dokazat, ze plati
Jne J

(=223

g g%(zo)

Maéme, pouzitim bodu (i) a aritmetiky derivaci pro realné funkce
1 )/ 1 / gl — 192 !/
=) (o) =(——=) (@0) = ( ) (@)
(9 o vig) 9t + 95

g1 ! . go !
~(ra) e i) @
_g1(z0)(gf + 93)(w0) — 201(w0) (91(w0)g1 (w0) + g2(x0)g5 (w0))
(9% +92)2($0
. 95(x0) (g7 + 93)(w0) — 292 xo

)

) (91(20) g1 (20) + g2(0) g5 (o))

9 2

2) (zo)

_ g1 (wo)(—g¥ + g5 — 2igig2)(x0) | gh(w0)(—igf +ig3 + 29192) (o)
(91 Jr92) () (g% Jrg%)Q(xO)

(91 +iga) (o) (g1 —ig2)*(x0) (g1 +ig2)'(w0) _ ¢'(0)

(9% + 93)° (o) (91 +ig2)%(z0)  ¢*(zo)’

Diikaz je hotov. O
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Priklad 3.6.5. (i) Necht o, 5 € C a f(z) = ax + . Pak

F/() = (Re f +iTm £ (z) = (Re £)/(z) + i(Tm Y (2)
= (Reazr + ReB) +i(lmaxr + ImpB) = Rea +ilma = a.

Analogicky se pro polynom s komplexnimi koeficienty ziska

n ’ n
J) = oyl 1
(E ajx)—gja]x .
Jj=0 Jj=1

(ii) Necht o € C, n € N a f(z) = (z + a)". Pak nékolikandsobnou aplikaci Véty
o aritmetice derivaci pro komplexni funkce (Véta 3.6.4) dostdvame

f'(@) =n(z + )"

(Vétu o derivaci slozené funkce (Véta 3.3.14) pouzit nemtzeme, nebot vnitini
funkce je komplexni a jeji rozklad na redlnou a imagindrni slozku nam nijak nepo-
mize.)

(iii) Pokud « € C, plati

( + (l) + «
Skut eéné, pléeme—h o=« + lag,

1 1 rz+a« T+ o1 — iag

r+a z+arta (r+a)?+ad’

a proto

I\ (@+o)?+a3— (x4 a1 — i) (22 4 20q)
(x—|—o¢) N ((z + a1)? + a3)?
a3 — (2 +a1)? —i2a(x + ay)
(@ +a1)® + a3)?
(o —iag)? -1

(@t a)?+ad)? (@+a)?

Aplikaci Véty o aritmetice derivaci pro komplexni funkce (Véta 3.6.4) dostavame
pron € N

/

((a: + oz)fn) = —n(z+a)" N
(iv) Necht o € C. Pak (e*®) = ae®®, nebot (opét piSeme o = a1 + i)

(e**)" = (e** cos(agx) + ie** sin(asz))’
= e™%(aj cos(aax) — ag sin(asx)) + i€ (ay sin(asx) + ag cos(asz))
= e (ay + iag)(cos(agx) + isin(agz)) = ae™”.

Pokud se podivame zpét na véty, které jsme dokazali dfive pro realné funkce,
pak nema smysl preformulovavat véty, ve kterych hraje roli usporadani realnych



98 KAPITOLA 3. LIMITA, SPOJITOST, DERIVACE

¢isel. Tedy konkrétné Véta o zachovani nerovnosti pfi limitnim pfechodu (Véta
3.1.34) a Véta o dvou strédzmicich (Véta 3.1.36) nemaji rozumnou analogii pro
komplexni funkce. U vét o sloZzenych zobrazenich musime pfedpokladat, ze vnitini
funkce musi byt redlna. To se tyka Vét o limité a spojitosti slozené funkce (Véty
3.1.46, 3.2.9, 3.2.13) a Véty o derivaci slozené funkce (Véta 3.3.14). Déle nemd
zatim smysl mluvit o inverzni funkci pro komplexni funkce, tedy Véty 3.3.16,
3.3.21, 3.3.22 a Lemma 3.3.20 nemaji pro komplexni funkce svoji analogii. Ostatni
véty lze pro komplexni funkce jednoduse preformulovat.

Cviceni 3.6.6. Preformulujte (pfipadné mirné modifikujte) ty véty z celé kapitoly,
které maji smysl pro komplexni funkce, a provedte jejich diikaz.

Shrnuti a zdvéreéné pozndmky. V této kapitole jsme se seznamili s pojmem
limita funkce, pficemz jsme se soustiedili na vlastni limity ve vlastnich bodech.
Daéle jsme si zavedli pojem spojitost funkce (v bodé ¢ na intervalu) a studovali
jsme ruzné dusledky existence limit a spojitosti funkce. Sezndmili jsme se i s po-
jmem derivace funkce a ukézali jsme si riizné disledky existence (vlastni) derivace
funkce. Zavedli jsme si t¥idu elementdrnich funkei (i kdyz dvé zdkladni véty si
dokdzeme pozdéji, v kapitole vénované mocninnym faddm) a ukézali si jejich za-
kladni vlastnosti. Kapitola se vénovala predevsim readlnym funkcim, na zavér jsme
si proto uvedli zdkladni rozdily pro funkce komplexni.



Kapitola 4

Primitivni funkce

V prvni ¢asti této kapitoly se budeme zabyvat hleddnim primitivnich funkci, coz je
presné opacny proces, nez je derivovani. Nejjednodussi metody budou zalozeny na
zkuSenostech z derivovani. Ukazeme si ale i pokrocilejsi metody. Na tilohu hledéani
primitivni funkce lze také pohlizet jako na velmi jednoduchy typ diferencidlni
rovnice. Toto téma lehce rozsitime ve druhé ¢asti kapitoly, kde se naucime fesit
dva zakladni typy diferencidlnich rovnic a fekneme si i néco méalo o rovnicich
diferencnich.

4.1 Zakladni pojmy a priklady

Definice 4.1.1. Necht f,F: R — R. Rekneme, ze F je primitioni funkci k f
na (a,b), jestlize F’ = f na (a,b). Pak piSeme F(z) = [ f(z)dz.

Poznamka 4.1.2. Vzhledem k tomu, Ze primitivni funkce k souétu funkci je
souet primitivnich funkci (dokdZeme si nize), zfejmé pro komplexni funkci f =
Re f +ilIm f plati

/fd:c:/Refd:c+i/Imfdx. (4.1.1)

Proto neni tfeba primitivni funkce pro komplexni funkce studovat zvlast, staci dle
vztahu (4.1.1) pouzit vysledky pro realné funkce.

Poznamka 4.1.3. (i) Neékdy se zavadi primitivni funkce na uzavieném ¢&i po-
louzavieném intervalu. Pak se navic kontroluji odpovidajici jednostranné derivace
v hraniénich bodech.

(ii) V definici primitivni funkce je dulezité, Ze pracujeme na intervalu. Pak totiz
dostavame rozumné vysledky ohledné jednoznac¢nosti primitivni funkce, které jsou
kompatibilni s teorii diferencidlnich rovnic.

(iii) Dand funkce mit obecné primitivni funkci nemusi (tfeba x — sign x, zatim to
ale neumime dokézat).

(iv) I kdyz primitivni funkce existuje, nemusi byt vyjadfitelnd pomoci elementar-
nich funkei (toto je zndmo napiiklad o funkci z — ).

99
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(v) Symbol pro primitivni funkci se ¢asto zkracuje na [ fdz nebo jen [ f. Tyto
zkracené tvary je vSak nutné pouzivat opatrné, nebotf napiiklad u vicerozmérné
integrace musi ¢tenal poznat, podle kterych proménnych se pravé integruje.

(vi) Nékdy se misto primitivni funkce mluvi o (neurcitém) integralu. My se tomuto
terminu budeme snazit vyhybat a budeme dtisledné mluvit o primitivni funkci.
Nicméné funkei za [ budeme nazyvat integrand. O integralu budeme mluvit v dal-
gich kapitolach (Riemannové, Newtonové a Lebesgueové), vysledek dané operace
nebude (na rozdil od primitivni funkce) funkce, ale &islo.

Véta 4.1.4 (O nejednozna¢nosti primitivni funkce). (i) Je-li F' primitiond funkce
k f na (a,b) a C € R, pak F + C je také primitivni funkce k f na (a,b).

(ii) Jsou-li F a G primitivni funkce k f na (a,b), pak existuje C € R takové, Ze
G=F+C.

Dikaz. Prvni ¢ast se dokdZe zderivovanim. Dikaz druhé ¢asti zatim odlozime (z
predpokladt plyne, ze (F — G)’ = 0. My ale zatim nevime, Ze nulovou derivaci
maji pouze konstanty). O

Poznadmka 4.1.5. Dodame-li poc¢ateéni podminku tvaru F(xg) = yo, kde z¢ €
(a,b) a yo € R, primitivni funkce je uréena jednoznac¢né.
Priklad 4.1.6. Naleznéme primitivni funkci k f(z) = /2 na (0, o), ktera spliuje
F(1) = 4. Pfedné méme (z3) = 3 /x. Odtud (%x%)’ = /z. Tedy G(z) = %x% je
jednou z moznych primitivni funkci. Spliuje G(1) = 2. Stadi tedy polozit

2 3 10

F(z) = G(a) +4-G(1) = 3a% + 3

Véta 4.1.7 (Spojitost primitivni funkce). Je-li F' primitivnd funkce k f na (a,b),
pak je na (a,b) spojitd.

Diikaz. Primitivni funkce mé ve vSech bodech vlastni derivaci, a proto je v nich
Spojita. O

Nésledujici véta plyne z vysledkii v pfedchozi kapitole (sekce vénované derivaci
a elementarnim funkcim).

Véta 4.1.8 (Ptehled zakladnich primitivnich funkei). Platd
(i) nechfa € C, n € Z\ {~1}. Pak [(z + a)* dz = EE2" 1 ¢ pro

n+1
reR pokud a ¢ R neboa € R,n >0
x € (—o0,—a) nebo x € (—a,00) pokud a € R,n < -2
ii) necht & € R\ {—1}, pak [2*dzx = gf;: + C na (0,00)

(

(iii) necht a € R, pak [ w—}ra dz =log |z + a| + C na (—o0, —a) nebo na (—a, o)
(iv) [e"dz =e"+C na R

(v) [coszdr =sinz + C naR

(vi) [sinzdz = —cosz + C na R
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1+I2 = arctanz + C; = arccotx + Cy na R

= arcsinz + C; = —arccosz + Cy na (—1,1)

(ix) f 1+ > —argsmhx—i—Czlog(x—i—\/l+w2)+C na R

x) [ \/T = argcoshz - signz + C' = log(|z| + Va? — 1) signz 4+ C na (—oo, —1)
ne bo na (1, 00)

xi) [coshzdz =sinhz + C na R

xu) fsmha:d:z: =coshz + C na R

=tanz +C na (=5 + km, 5 + k) s k € Z pevnym

=cotx + C na (kn,(k+ 1)7) s k € Z pevnym.

0052

hlIl xT

Poznamka 4.1.9. Do prvnl Casti véty spadéa napfiklad f dx. Veta nam nabizi
primitivni funkci Fi(z) = —2 4+ C; na (—o0, 0) nebo Fy(x ) =—-14C5na (0,00).
Primitivni funkce na celém R nemtize existovat uz jenom proto, ze integrand neni
definovan v pocatku. Funkce

_1 _
Flo) = gchrCl na (—o0,0)
—=+Cs ma (0,00)

neni primitivni funkei na (—oo,0)U(0, 00), nebot uvazovana mnozina neni interval.
Na tomto piipadé je také vidét, pro¢ se ndm situace, kdy nepracujeme na intervalu,
nelibi. Mame zde dvé aditivni konstanty a pripadnd pocate¢ni podminka nidm
pomiize urcit jen jednu z nich.

Uvazme situaci, kdy f: (a,¢) — R, umime najit primitivni{ funkce na podin-
tervalech (a,b), (b, c) a integrand je definovan v bodé b. Pak mame nadéji (nikoliv
jistotu), Ze existuje primitivni funkce pro cely interval (a,c), kterd se ziska tak-
zvanym slepenim dil¢ich primitivnich funkci. Véta o spojitosti primitivni funkce
(Véta 4.1.7) ndm k4, jak si maji odpovidat aditivni konstanty.

Uloha 4.1.10. Spoctéte [ |z|dz.

Reseni: Uvazime dva piipady. Na (—oo,0) mame

2
/|m|dx:/—xdx:—%—l—Cl =: Fi(x)

a na (0, 00) plati
22
|z|dz = /xdx =3 + Cy =: Fy(x).
Snadno spocteme, Ze

lim Fi(z) =Cy a lim Fy(z) = Cs.

rz—0_ z—04
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Ponechme tedy konstantu C7 jako libovolnou, polozme Cy = (4, abychom méli
shodné jednostranné limity v poc¢atku (primitivni funkce je spojitd), a definujme

—% +C; prox € (—00,0)
F(z)=4C; prox =0
2
T +C1 proz e (0,00).

Zbyvé ovéiit, ze F'(z) = |x| na celém R. Z dosavadni konstrukce to méme zajisténo
ve vSech bodech mimo pocatek. V pocatku spoctéme jednostranné derivace

F(h) - F Eio-c
F'(0) = lim F(h) - F(0) _ i —z t@rmCr
h—0_ h h—0_ h
a
. FMh)—-F0) . Y+0,-0y
/ _ — 2 —
F(0) = hli%i h hli}& h 0
Proto F’(0) = |0| a jsme hotovi. ¥

Poznamka 4.1.11. Pokud bychom neuhlidali podminku

lim F(z) = F(0) = lim F(z),

z—0_ z—04
jedna nebo obé jednostranné derivace by byly nevlastni.
Uloha 4.1.12. Necht

fz) =

1 prox<0
e® prozxz > 0.

Naleznéte primitivni funkci.
Reseni: Na (—o0,0) mame

/f(x)da:z/ldx:aH—Cl

a na (0, 00)
/f(x)dacz/eﬁdx:ew—i—(}'g.

Dale
lim x4+ Cy =C4 a lim e* 4+ Cy =1+ C,.

z—0_ =04
Proto je funkce
x4+ C) pro x € (—o0,0)
F(z)=14C; proxz =0
e*+C;—1 prozx e (0,00)
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spojitd na R a spliiuje F’(x) = f(z) pro z # 0. Navic

F’(0) = lim £ - FO) = lim htGi=G 1
h—0_ h h—0_ h
’ F(h) = F(0) "
, h) — F(0 e+ -1-Cy
/ = = =
F0) = hl—>l%l+ h hlg&r h L

Odtud F’(0) = 1 = f(0) a celkové jsme ukézali, Ze F' je hledanou primitivni funkci
na celém R. AT

Uloha 4.1.13. Necht f(z) = signz. Ukaite, Ze funkce f mé primitivni funkce na
intervalech (—o0,0) a (0, c0), ale nemd primitivni funkci na celém R.

Reseni: Snadno ovéfime, Ze

/signxdx = /—1d1: =—x+C na (—o0,0)

/signxdx:/ldaj:az—i—C’g na (0, c0).

Nyni pro spor predpokladejme, ze existuje primitivni funkce na celém R a ozna¢me
ji F. ProtoZe je zaroven primitivni funkci na (—oo,0), podle Véty o nejednozna-
¢nosti primitivni funkce (Véta 4.1.4) musi platit F'(x) = —x + C na (—00,0).
Pouzijme tutéz Gvahu na (0,00), dale Vétu o spojitosti primitivni funkce (Véta
4.1.7) a celkové dostavdme F'(x) = |z|+C na R. Funkce napravo ale nem4 derivaci
v pocatku a to je spor. PAd

V dalsim se budeme zabyvat pokrocilejsimi metodami hledani primitivnich
funkci. V nékterych pripadech tyto metody vedou k cili pro celou uvazovanou
t¥idu funkei (budeme mit metodu pro integraci racionélnich lomenych funkei, kterd
funguje, kdykoliv polynomy vyskytujici se ve vypoctu umime rozlozit na kofenové
Cinitele), jiné metody v sobé zahrnuji tdpani s nejistym vysledkem. Néasledujici
dvé pokrocilejsi véty ndm v nékterych pripadech davaji alespon nadéji, ze Feseni
existuje, pfipadné nas ujistuji, Ze Sance na nalezeni primitivni funkce neni. Na
jejich dtikaz zatim nejsme vybaveni.

Véta 4.1.14 (Primitivn{ funkce ke spojité funkci). Necht f: R — R je spojitd
na (a,b). Pak zde ma primitivng funkci.

Véta 4.1.15 (Darbouxova vlastnost derivace). Necht F': R — R md vlastni deri-
vaci f na (a,b). Pak f zde md Darbouzovu vlastnost.

Definice 4.1.16 (Darbouxova vlastnost). Necht f: R — R a (a,b) C R. Rekneme,
7e f ma na (a,b) Darbouzovu vlastnost, jestlize plati

a<z<y<b A cemin{f(z),f(y)}max{f(z), f(y)})

= dze(x,y) f(2)=c
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Poznamka 4.1.17. (i) V Uloze 4.1.10 jsme méli integrand spojity na celém R.
Proto jsme podle Véty o primitivni funkei ke spojité funkci (Véta 4.1.14) védéli, ze
se nemame spokojit pouze s primitivnimi funkcemi na intervalech (—o0,0) a (0, c0).
(ii) V Uloze 4.1.13 integrand skute¢né nemé Darbouxovu vlastnost. Volime-li z = 0
ay =1, mame f(x) =0, f(y) = 1 a napiiklad pro mezihodnotu ¢ = % nenajdeme
bod intervalu (z,y), kde by se této hodnoty nabjyvalo. Snadno se da ukazat, ze
funkce sign ma na intervalu (a,b) Darbouxovu vlastnost pravé tehdy, kdyz tento
interval neobsahuje pocatek.

(iii) Pozdé&ji se dozvime, Ze spojitost implikuje Darbouxovu vlastnost.

(iv) Darbouxova vlastnost spojitost nezarucuje. Sta¢i vzit funkci = +» sinl a v

pocatku ji dodefinovat libovolnou hodnotou z intervalu [—1, 1].
Dokonce se dé ukézat, Zze pro spojitou funkci je metoda lepeni vzdy tspésné.

Tvrzeni 4.1.18. Necht a < b < ¢, [ je spojitd na (a,c), Fy je primitivni funkce
k f na (a,b) a Fy je primitivnd funkce k f na (b,c). Pak existugi vlastni limity
lim,p_ Fi(2) alim,_p, Fo(x), a funkce

Fy(z) pro z € (a,b)
F(z) = < limgy,_ Fi(x) prox =b
Fy(x) = limg_p, Fo(x) + lim,_,_ Fi(z) pro x € (b, c)
je primitivng funkei k f na (a,c).

Diikaz. Protoze f je spojitd na (a,c), ma zde primitivni funkci G (samozfejmé jich
je nekoneéné mnoho, jednu jsme si vybrali a budeme s ni pracovat). Ta je zérover
primitivni funkci na intervalu (a,b) a podle Véty o nejednoznaénosti primitivni
funkce (Véta 4.1.4) existuje C; € R tak, ze

G(z) = Fi(x) + C4 na (a,b).
Odtud (pfipomenime, %e G je primitivni na celém (a, c¢) a tudiz je spojita v b)

lim Fi(z) = lim G(z) —Cy =G((b) —Cy € R.

r—b_ z—b_
Analogicky dostaneme
G(z) = Fy(z) + Cy na (b, c)
lim Fy(x) = lim G(z) — Cy = G(b) — Cy € R.
:EHZLF 14)174,

Prepsanim predchozich vysledki za pouziti definice funkce F' dostavame

F(z) = Fi(z) = G(z) — C4 na (a,b),
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F(x) = Fy(z) — lim Fy(z)+ lim Fi(z)

T—b z—b_

= G(z) — Cy — (G(b) — Co) + (G(b) — C1) = G(z) —C1  na (b,c).

Celkové F'(z) = G(z) — C; na (a,c), a proto i F' je primitivni funkci k f na
celém (a,c). O

Poznamka 4.1.19. Jednou z castych aplikaci primitivni funkce pro nas bude
vypocet Newtonova (urcitého) integrdlu, ktery je definovany jako

b
/ f(z)dx = lim F(z)— lim F(x).

z—b_ T—a4
Pokud bychom pfi lepeni neuhlidali aditivni konstanty (tedy spojitost vysledné
primitivni funkce), hodnota Newtonova integralu by nadm vysla Spatné. Na dru-

hou stranu, u Newtonova integralu se lepeni pouzivd minimalné, spise se voli jiné
metody vypoctu, které se nau¢ime pozdéji.

Aritmetika derivace ma za dusledek nasledujici dva nastroje pro hledani pri-
mitivnich funkci.

Véta 4.1.20 (Primitivni funkce sou¢tu a nasobku konstantou). Necht o € R, F
je primitivnd funkce k f na (a,b) a G je primitivni funkce k g na (a,b). Pak oF
je primitivng funkce k af na (a,b) a F + G je primitivni funkce k f + g na (a,b).

Diikaz. Oba vysledky obdrzime zderivovanim. O

t}loha 4.1.21. SpOététe fﬁ

Reseni: Integrand mé defini¢ni obor [1, 00). Pokusime se tedy primitivni funkci
hledat na (1,00) (na této mnoziné je integrand dokonce spojity, primitivni funkci
zde tedy uréité ma). Po rozsifeni a aplikaci Véty o primitivni funkci souétu a
nasobku (Véta 4.1.20) mame

dx 1 1
=— [+ 1 — [ V-1
/ o1 2/ T+ dx—|—2/ T dz
1

1
= g(x—kl)% + g(x— 1)% + C pro z € (1,00).

A

Poznamka 4.1.22. Prvni rovnost v zavérecném vypocétu jsme byli opravnéni
napsat teprve v momenté, kdy jsme méli tu druhou (nebo v momenté, kdy jsme
védéli, ze na pravé strané této rovnosti jsou dva spojité integrandy).

Nasledujici véta vyjadiuje v feci primitivnich funkci vztah pro derivaci soucinu.
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Vé&ta 4.1.23 (Metoda per partes). Necht f,g: R — R maji na (a,b) vlastni deri-

vace. Pak
/f’gdx ~ fg- /fg’ dz,

jestlize alespori jedna z primitivnich funkci existuje.

Diikaz. Necht existuje primitivni funkce na levé strané. Oznacme ji H (tedy H' =
f'g). Pak

(fg—H) =fg+fgd—fg=1fd.
Funkce fg — H je tedy primitivni k fg’ a navic plati dokazovand rovnost. Druhy
pfipad je analogicky. O

Priklad 4.1.24.

/xe dz = , = xe —/e dx = ze” —e* + C pro z € R.
g

g=
Priklad 4.1.25.

f=u f=1
/arcsinxdx = /1~arcsin:rdx = . , 1
g =arcsinx ¢ = 2

1—x

T
=zarcsinz — [ ——=dx =zarcsinz+ V1 —22+C prox € (-1,1).
[ == v prox € (~1,1)
Priklad 4.1.26. Pro n € Ny ozna¢me I, := [sin"zdz. Pak Iy = 2+ C, I =
—cosx + C apron > 2 mame

f=—cosz f'=sinx

n—1 2

I, = /sin"a:dz: =

g=sin"""x ¢ =(n—1)sin""“xcos a:]

= —coszsin" 'z + (n—1) / sin" 2 (1 — sin? z) dz

= —coszsin" 'z + (n— 1)/Sin”_2zdx —(n—-1) /sin”xda:
= —coszsin® x4+ (n— DI, o—(n—1)I,.

Odtud ) )
I, =—=coszsin" 'z + r
n

I, o pro z € R.
n

Piiklad 4.1.27. Pron € N ozna¢me J,, := [ m dx. Pak J; = zarctanz +C

a pro n > 2 mame

1 f=x fr=1
Jn = (1 + :L,Z)n dr = g= 1 g/ _ —2nx
(1+x2)n (1+x2)n+1
_ T nz® g T 2n + 2nz? — 2n
T (At T | ety 4 = 1+ 22)" + (1 + 22)n+1
x

— o, — 20T
(Tt azyn = 2

dx
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Proto
2n—1 1 x

— eR.
2n +2n(1+x2)" pro®

Jn+1 =

Dalsi technikou je substituce, ktera je odvozena od vztahu pro derivaci slozené
funkce. RozliSujeme dvé situace. Prvni je ta, kdy zndme [ f(z)dz = F(z) + C, a
potfebujeme najit [ f(¢(t))¢' (t) dt. Mame tedy

d
r=p(t)  spolus d—f = ¢'(t)

a dostavame

[ e ®at= [ 1@)ds = F)+ ¢ = Fetn) + .

Korektnost této tipravy nam zaruci nasledujici véta.

Véta 4.1.28 (Prvni substituéni metoda). Necht F je primitivni funkce k [ na
intervalu (a,b) a ¢: (o, 8) — (a,b) md vsude v («, 8) vlastni derivaci. Pak F o ¢
je primitivng funkce k (f o p)¢" na (o, B).

Diikaz. Podle Véty o derivaci slozené funkce (Véta 3.3.14) mame na («, 3)

SF(p(t) = F(p(0)¢' () = (o) (1),

O

Poznamka 4.1.29. (i) Vzhledem k pfedpokladu o vlastni derivaci je definiénim
oborem ¢ cely interval («, j3).

(ii) Povsimnéte si, Ze nepotiebujeme, aby zobrazeni ¢ bylo na.

(iii) Vztah % = ¢'(t) se pfi poc¢itani ptikladt Casto nahrazuje zdpisem dz =
¢’ (t) dt, ktery opticky lépe koresponduje s tim, co se pod integralem p¥i substituci
déje. Tento zapis neni ale matematicky korektni, nebot dz a dt nemaji samostatné

v

zadny vyznam. Vhodnégjsi je psat ”dx = ¢/ (t) de”.

Priklad 4.1.30. Chceme najit f ‘m\[ dt. Polozme f(z) = cosznaR a ¢(t) = v/t

na (0,00). Pak F'(z) = sinx je prnmtlvm funkce k f na (a,b) = R a ¢ zobrazuje
(a,ﬁ) = (0,00) na (0,00) C (a,b) (inkluze ¢((a, 5)) C (a,b) ndm zaruci, ze F o ¢
bude dobfe definovano na celém («, 8)). Proto mame

om =t
[ cos(Vt) 2= dt 1 ; .| = [coszdz
dx = \/dt

=sinz 4+ C =sinvt+ C pro t € (0,00)

U druhé moznosti uziti substituéni metody zname [ f(¢(¢))¢'(t) dt = ®(t)+C
a potiebujeme najit [ f(z)dz. Mame tedy

d
x=p(t)  spolus d—f = ¢'(t)
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a dostavame

/ f(z)dz = / Fe(®)g' (1) dt = B(t) + C.

Tim ovSem nase prace nekonci. Na pravé strané potibujeme pfejit k proménné zx.
K tomu vyuzijeme funkci ¢! (potiebujeme proto navic existenci inverze k ¢(t))
a prepiSeme si ®(t) = ®(¢'(x)). Korektnost predchozich tiprav ndm zaruéi né-
sledujici véta.

Véta 4.1.31 (Druhd substituéni metoda). Necht f: (a,b) — R a necht funkce
p: (o, B8) = (a,b) je bijekce, kterd md vsude v («, 8) nenulovou vlastni derivaci,
a @ je primitivni funkce k (fop)y’ na (o, B). Pak ®op™! je primitivnd funkce k f
na (a,b).

Diikaz. Pouzijeme Vétu o derivaci slozené funkce (Véta 3.3.14) a tieti verzi Véty
o derivaci inverzni funkce (Véta 3.3.22). Potfebujeme, aby ¢’ neménila znaménko.
ProtoZe ¢’ existuje vSude na (a, 8) a dle Véty o Darbouxové vlastnosti derivace
(Véta 4.1.15) mé ¢’ Darbouxovu vlastnost, nemtze tedy ménit znaménko (jinak
by na («, 8) existoval bod, ve kterém je ¢’ nulova). Dostdvame

Ofllx:/—ll, —1/x: ° —11, /—lx 1
(@op ) (x) =0 (¢ (2))(¢™ ) (x) = (fep)(e™ ()¢ (¢ ( ))7@,@_1@))
= fple™ (@) = f(z)  proz e (a,b).

O

Poznadmka 4.1.32. (i) Rozdil mezi obéma substituénimi metodami je v tom, Ze
pfi prvni substituéni metodé vyjadfujeme novou proménnou pomoci proménné
ptvodni, zatimco pfi druhé substituéni metodé vyjadiujeme piivodni proménnou
pomoci proménné nové.

(ii) Druhé substituéni metoda mé vice pfedpokladi nez prvni substituéni metoda,
nebot obsahuje navic podminky zarucujici existenci inverze.

(iii) V jedné z dalsich kapitol se budeme zabyvat vztahem monotonie a znaménka
derivace. Ziskdme vysledky, podle nichz prostota ¢ ve druhé substitu¢ni metodé
jiz plyne z vhodnych podminek na derivaci.

(iv) V nékterych situacich je mo7né pouzit obé substituéni metody. Byva zvykem
upfednostnit prvni substituéni metodu, nebot néas éekd méné prace s ovéfovanim
predpokladti a je i mensi nebezpecdi, ze predpoklady nebudou splnény.

(v) Daji-li se pouzit obé substituéni metody, ze zapisu nemusi byt ihned vidét,
kterou z nich jsme pouzili (napifklad situaci x = > odpovida t = ¢z a pii pie-
poéitdvani proménngch je Gplné jedno, se kterou z téchto formuli pracujeme). Na
druhou stranu, ve vypoctu se bude vyskytovat pravé jeden z vyrazi % a g—;, coZ
jiz podava informaci o pouzité substituc¢ni metodé.

(vi) Pomérné Casto se stéva, Ze pfi aplikaci substitu¢nich metod nejsou v nékolika
bodech splnény podminky na derivaci funkce . V takovém piipadé pouzijeme
substitu¢ni metodu na vzniklych podintervalech a pak se pokusime pouzit lepeni.
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Piiklad 4.1.33. Naleznéme [ lyf;(, dz. Provedeme substutuci ¢ = 3, coZ je totéz

jako t = /x. Pouzijeme-li prvni substituéni metodu, mame

3

32 1.s.m t==x reR / 1
de = = | ——dt = arctant + C
/1+’£6 "dt = 32%da”  tER 1+¢2
= arctanz® + C pro z € R.

Druhé substitu¢ni metoda se aplikuje nasledovné

35, » 1
= [ ——3tT3dt= | ——dt
/1+ﬂ3 /1+ﬁ

= arctant + C' = arctanz® 4+ C pro xz € R.

/3332 q 2.s.m[ z =t teR
x

1+ a6 ”dx:%t_gdt” reR

Piiklad 4.1.34. Urceme primitivni funkei [ mdx za pomoci substituce
t = tan z. Pouzijeme prvni substituéni metodu. Funkce tan vSak neni definovana
v bodech 5 + km, k € Z, budeme tedy pracovat jen na intervalech mezi témito

body a vyslednou primitivni funkci ziskdme lepenim. Pro pevné k € Z mame

. 2
/L g lem t =tanx 811123::713_{2 v € (=5 +km 5 +kn)
.2 -
1+sin“z Pdt = - da” COSZJJZf:tQ teR

1 1 1 1
= — = _dt= [ ———dt = — arctan(+v/2t) + C
/£+Wfﬁ1+ﬁ /1+2ﬂ V2 (vat)

1
= —— arctan(v2tanz) + C.
75 Arctan(v2tan )

Pi#i vyjadfovani sin? z a cos?

x jsme si uvédomili, Ze

2 2
cos“ r + sin“ x 1
1+#2=1+tan’z = 5 = 7 -
Ccos? T CcoS® T

Primitivni funkci [ {74z dt jsme uréili tak, Ze jsme si zderivovali A arctan(v/2t) a
koeficient A dopocitali podle vysledku.

Nyni pfejdéme k lepeni. Funkce ®(z) = % arctan(v/2tanz) je m-periodicka,
v bodech § + km, k € Z, neni definované, na intervalech mezi témito body je
rostouci. Skok funkénich hodnot v bodech § + k7, k € Z, je vzdy (vzpomeiite si
na limitni hodnoty funkce arctan)

1 7 1 7 1
lim ®(z)— lim ®(z)=——+=-— —— = ———.
Proto
/ 1 dp — @(IL‘)'FC'FIC%’]T pro x € (=5 + km, § + k),
1+sin’x C’+(k+%)%7r pro z = % + km,

k € Z, je hledana primitivni funkce na R (pouzivdme tvrzeni o korektnosti lepeni
pro spojity integrand).
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Obrazek 4.1: Nacrt casti grafu funkce ® a ¢asti grafu skuteéné primitivni funkce
ziskané lepenim

Poznamka 4.1.35. Primitivni funkce f ﬁ dt se dala spocitat také substituci,
ale pristup pres derivovani ma tu vyhodu, Ze nemusime ovéfovat zadné predpo-
klady substituc¢nich metod. Navic je vipocet rychlejsi a 1épe se déla zpaméti.

Priklad 4.1.36.

t=sinx gt
/sin"xcosxdx Lam. [ ] :/t"dtz +C

?dt = cos x dx” n+1
. n+1
zw—l—c na R.
n+1

Poznamka 4.1.37. Obecné plati [ f™(z)f'(z)dz = ft:gz) + C, jeli f ,ro-
zumna“.

Priklad 4.1.38.

‘m =2 t € (0,
/ dz_ 2sm. | @ (0, 00) :/—% dt:/Zdtf/—Q dt
11z dr = 2tdt” € (0, 00) 1+t 1+t

=2t —2log |1+t + C =2yz —2log(1+vz)+C  na (0,00).

Priklad 4.1.39.

/ 2ax +b 1.s.m. t=az?+bx+c
2 d.l? = 9 »
az? + bx +c dt = 2ax + bdx

1
:/Zdt:10g|t|—|—0
= log |ax? + bz +c| + C

na intervalech, kde je jmenovatel nenulovy.

Poznamka 4.1.40. Obecné plati [ ]},((gf)) dz =log |f(z)| + C, je-li f ,rozumnd®.
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P¥iklad 4.1.41. Necht polynom x2+bx+c nemé realny koien (neboli b* —4c < 0).

Pak
/ dz _/ dz _/ dz
Ptbrte ) (a+8)24e—2 ) ()2 il

_ b
_ 4 / dz 1.s.m. t= \/243;/-‘:71)2
4ec — b2 (\/2%)24—1 ?de = 7\/402—172 de

dt 2
= arctant + C

2
_\/4cfb2/1+t2_ de — b2
2 2x+b) c

e

Poznamka 4.1.42. Pokud p,q € R a b? — 4c < 0, z dosavadnich vysledkt mame
proz € R

na R.

22+ bxr+c 22+ bxr+ec

b
/ pT+4q dxz/g(2x+b)+q_2pdx

29 —b 2 b
= glog(mQ +bx+c)+ e B arctan(L> +C.

Poznamka 4.1.43. (i) V predchozich piikladech jsme aplikovali nékolik substi-
tuci, které integrand zjednodusily natolik, Ze primitivni funkce $la jiz snadno spo¢i-
tat. Nicméné ¢tenafe jsme nepoucili, jak takové substituce hledat. Véc se ma tak,
7e obecny navod na vypocet primitivni funkce pomoci substituce ¢i metody per
partes neexistuje a tyto postupy nam nabizeji jen vétsi pocet pokustd, jak po-
stupné prechazime k jinym integrandim. Na druhou stranu je znama celd fada
standardnich situaci (které se ¢asto vyskytuji v aplikacich, a proto byly dikladné
prozkoumadny), v nichZ je zndm Gspé&sny postup. Témto situacim se budeme véno-
vat v nasledujici ¢asti textu.

(ii) S hleddnim primitivnich funkci se setkdme jesté v kapitolach o Riemannové
a Lebesgueové integralu. V tomto okamziku si jen feknéme, vysledkem vypoctu
téchto integrala je ¢islo, na rozdil od hledani primitivnich funkci, kde uréujeme
funkci. K urceni vySe zminénych integrali se nam nicméné znalosti primitivni
funkce muze hodit; srovnejte s Poznamkou 4.1.19.

(iii) Znalost standardnich situaci je uziteénd i pii poéitdni v obecném ptipadé. Pak
nam totiz postaci nalézt nejen tpravu, diky niz primitivni funkci vypocteme, ale
i tpravu, kterd vede na nékterou ze standardnich situaci.

4.2 Rozklad na parcialni zlomky, primitivni funk-
ce pro racionalni lomené funkce

Jednou ze t¥id funkci, pro kterou je znadm algoritmus jak nalézt jejich primitivni
funkci, jsou racionalni lomené funkce. Odpovidajici algoritmus si zde predstavime.
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Dopfedu miizeme prozradit, Zze vypocet bude tspésny, kdykoliv se nam podafi
nalézt vSechny kofeny polynomu ve jmenovateli.

Postup se bude skladat ze tii ¢asti. Nejprve nas ¢eka tprava racionalni lomené
funkce do tvaru vhodného pro rozklad na parcialni zlomky. Druhym krokem je
rozklad na parcialni zlomky a tfetim je urceni primitivni funkce pro vzniklé zlomky.
Zde budeme rozliSovat Sest typil zlomkii a postupné si ukazeme, jak pro jednotlivé
typy uréit primitivni funkce.

V dalsim bude
P(z)

Q(z)’

kde P, @ jsou polynomy (s redlnymi koeficienty).

R(z) =

4.2.1 Piipravné prace

Nejprve za pomoci ¢astecného podéleni dosdhneme tvaru

R(z) = Pi(z) + 0

kde Py, P5 jsou polynomy a st P, < st Q.

Priklad 4.2.1.

x3 .Z'3+J]—$ x

22+1 2241 _x_:cQJrl'

Pro polynom P; umime nalézt primitivni funkci a zbyva se postarat o 1222((;”) .

Bez jmy na obecnosti v dalsim tedy pfedpokladejme, ze P, =0, P, = P.
Nyni jesté rozlozime polynom @ na ireducibilni polynomy. Budeme rozlisSovat
pripady realnych a komplexnich kofent. Pouzijeme nasledujici vysledek.

N

Lemma 4.2.2. Necht Q je polynom s redlnymsi koeficienty a a+ib, kde a,b € R, je
jeho komplexni koren. Pak a—ib je také jeho kotenem a navic md stejnou ndasobnost
jako a + ib.

Dikaz. Necht polynom @ mé stupeii n € N a koeficienty cg, c1,. .., ¢, € R. Ozna-
¢me z = a + ib. Protoze z je kofenem, dostavame

Proto a —ib je také kofenem. V takové situaci lze z polynomu @) vytknout x —a—ib
a také r — a + ib. Mtzeme tedy vytknout polynom

Qi(z) = (x —a —ib)(z — a+ib) = (x — a)® + b*.

To je polynom s redlnymi koeficienty, proto gl((i)) je rovnéz polynom s realnymi

koeficienty. VySe uvedeny proces tedy miuzeme provést tolikrat, kolik je ndsobnost
kofenu a + ib. O
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Diky pfedchozimu lemmatu dostavame, ze miizeme napsat
Q) =clx —a)™...(x —ap)™(@* +prx + @) ... (2% +px +q)%, (4.2.1)

kde ¢ € R, «; jsou realné kofeny, r; je jejich nasobnost, 2% +p;z+g; jsou ireducibilni
polynomy vzniklé z dvojic komplexné sdruzenych kofent a s; je jejich nésobnost.

Poznamka 4.2.3. Tento krok je ono jediné misto, kde muze nas postup selhat.
Nalezeni korenti polynomil vyssich stupnu totiz obecné neni mozné.

4.2.2 Rozklad na parcialni zlomky

Nyni jsme jiz pripraveni provést hlavni krok. Dikaz nasledujiciho tvrzeni je mozno
nalézt naptiklad v [Ja IPI].

Véta 4.2.4 (O rozkladu na parcialni zlomky). Necht P, Q jsou dva polynomy s re-
dlngmi koeficienty, st P < st Q a plati (4.2.1). Pak existuji sady redlngch konstant
AT, B} a C} takové, Ze plati

P(x) Al Aj At Aj Ay
Q(x) - T — o + (x —aq)? Tt (x — o)™ +m—a2 +'”+m
R A Biz + C} Bix + C%
(x—ap)™  22+pir+aq (22 +pr+q)?
Bitz + C} L Bla+C} Btz 4+ C}!
(2 +prz+q1)* 2+ pr+q (@2 + pix + q)s

Poznamka 4.2.5. (i) Na kurzech matematické analyzy byva zvykem dikaz této
véty vynechéavat. Neni sice vylozené obtizny, ale rozliSuje mnoho pfipadi, coz jej
¢ini velice dlouhym.

(ii) Dikaz se d& ozelet jesté z jednoho diivodu. Kdykoliv nalezneme koeficienty A",
B} a C}', ukazali jsme, ze rozklad na parcialni zlomky funguje v pravé reseném
prikladu, coz staci ke zdtivodnéni korektnosti tipravy.

Priklad 4.2.6. Jmenovatel funkce Iz(iii) je souc¢inem ireducibilnich polynomu

stupné jedna. Proto hleddme rozklad ve tvaru

2¢ + 1 A B

z(rx+1) _;_Fac—&—l'
Odtud
2e+1=A(x+1)+ Bx (4.2.2)

pro x ¢ {—1,0}. Protoze jsou funkce na obou stranach polynomy, jsou spojité na
celém R a predchozi identita tedy plati na celém R. Nyni se d4 postupovat dvéma
zpusoby. Jednak si miZzeme uvédomit, ze rovnost dvou polynomt implikuje rovnost
jejich koeficientii (skuteéné, pokud by tomu tak nebylo, ode¢tenim bychom dostali
polynom, ktery je identicky nulovy, ale méa alespoii jeden nenulovy koeficient, coz
nen{ mozné). Dostavame

2t+1=(A+B)jx+A — A+B=2AA=1 =— A=1AB=1.
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Druhou moznosti je dosazeni vhodnych bodi, které zjednodusi zapis identity
(4.2.2). Volime-li x = —1, dostdvame

—-24+1=-B =— DB=1.

Volba x = 0, dava
1=A.

Poznamka 4.2.7. (i) Prvni metoda vzdy vede na jednozna¢né feSitelnou sou-
stavu rovnic.

(ii) Druhd metoda byva piijemnéjsi na pouziti. V pfipadé ireducibilnich poly-
nomd druhého fadu ve jmenovateli je nutné dosazovat odpovidajici komplexni
kofeny. V pripadé vicenasobnych kofend druhd metoda nedodé dostateéné mnoz-
stvi informaci. Tento problém se da feSit napiiklad kombinovanim obou metod,
dosazovanim dalsich bodt nebo derivovanim obou stran rovnosti a dosazovanim
vicenasobnych kofend polynomu.

Priklad 4.2.8. Uvazme funkci m Rozklad hleddme ve tvaru
1 A B Cx+D
Cr2@2 D) e+l @t @yl
Odtud
l=A(@+1)(2*+ 1)+ B(@*+ 1)+ Cx(x + 1) + D(z + 1)
Volba x = —1 dava B = % Volba z = i dava hned dvé informace, nebot

-1
1=Ci(1+4)?+D(1+i)* = Ci(2i) +2Di = —2C+2Di = (= - AD=0.

Polozime-li nyn{ napiiklad = 0 (je to totéz jako porovnavani koeficientt u nulté
mocniny), dostdvame z dosavadnich vysledkt

1

a jsme hotovi. Jinou moznosti bylo obé strany rovnosti zderivovat a dosadit bod
x = —1. Mame

0=A@@*+1)|pe 1 +A-0+B2z|p— 1 +C-0+D-0,

tedy
1

A=B=-.
2
Nyni se vénujme hledani primitivnich funkci pro integrandy vzniklé po rozkladu
na parcialni zlomky. Realné kofeny jmenovatele vedou na dva typy uloh, které
umime snadno Tesit:

A
/ de = Alog |z —a;| +C  a / —dx = +C
T — ;
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prom € N\ {1} a 2 € (—o0, ;) nebo z € (a;,00).
Komplexni kofeny vedou na hledani primitivnich funkci dvou typu

Bx+ D Bx+ D
a? +px+q (2 + pz + q)
Prvni pfipad umime spoéitat podle Poznamky 4.1.42 (za pomoci rozdéleni na ¢ést

davajici logaritmus a ¢ast davajici arkustangens). Druhy integrand se pfepiSe do
tvaru

Bx+ D B 2 +p q D Bp dz
2 e vl g T o 2 n'
(22 + pz + @)% (22 4 pr 4 q)" (x2 4+ pr +q)

Zde na prvni ¢ast pouzijeme postup z Poznamky 4.1.37 a dostaneme

2 +p -1 1
da = +C.
/(w2+px+Q)” n—1(z*+pr+q)" "

Konecné, na druhou c¢ast aplikujeme prevod na ctverec jako v Prikladu 4.1.41 a
po substituci mame

/ dx _/ dx _/ dx
@rprar ) g5 ) (R

t — 2x+p
_( 4 )n/ dz 1.s.m. [ \/4q—p? ]
- _ .2 2o+ no—
4(] p (( /4q—1;2 )2 + 1) Ao = vV 4‘;—1’2 ds”

:(4qip2)n_§ / (1 —l(-ii?)”

Primitivni funkci iplné napravo umime urcit pouzitim rekurentni formule ziskané
v Prikladu 4.1.27 pomoci metody per partes. Umime tedy vyfesit vSechny typy
racionélnich lomenych funkci, které se vyskytuji na pravé strané formule z Véty o
rozkladu na parcidlni zlomky (Véta 4.2.4).

Uloha 4.2.9. Spoctéte 2a° +5E‘mj'17)€(:21ﬁ)j‘7”+4 dz.

ResSeni: Protoze stupen itatele je mensi nez stupeti jmenovatele, mizeme pouzit
Vétu o rozkladu na parcidlni zlomky (Véta 4.2.4). Rozklad hleddme ve tvaru

2% + 52t + T2 + 1122+ Te + 4 A B Cx+D Ez+F
@+ 12(a? 1+ 1)2 ol @t @41 @ E

Odtud méme na celém C
22 4 5t + 7xd + 112% + Te + 4 = A(z 4+ 1)(2® + 1)* + B(z? + 1)?
+ (Cz+ D)(z+1)*(2* + 1) + (Ez + F)(z + 1)°.
Nejprve polozme x = i. Pak

A4+5—Ti—11+Ti+4=—-242=(Bi+F)(1+i)? = (Ei+ F)2 = —2E + 2Fi.
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Proto

Volba z = —1 davéa
—245-7+11-7+4=4=4B = B=1.
Polozme = = 0, pak
4=A+B+D+F=A+1+D+1 == A+D=2.
Porovnani koeficientti u 2% dava
2=A+C = D=C.
Konec¢né porovnani koeficient u x dava
T=A+CH+2D+E+2F=2-C+C+20+3 = C(C=1D=1aA=1.

Celkové méame

2x5+5x4+7x3+11x2+7x+4_ 1 4 1 +x+1+ r+1
(x+1)%2(22 4+ 1)2 S+l (w412 2241 (224 1)27

Zbyva nalézt primitivni funkce na pravé strane.

dx

/2m5+5x4+7x3+11x2+7x+4
(z+1)2(2? +1)?

/ dx +/ dx Jr1/ 2x q +/ 1 q
— — [ ——dx ——dzx
z+1 (x+1)2 2) 22+1 2 +1

2 ) (22 +41)2 v (x2 +1)2

1 1 1 1

=logl|z + 1| — o + ilog(sn2 + 1) + arctanx — 271 +Jo

kde (pouzivame rekurentni vzorec z P¥ikladu 4.1.27)
1 1 =z 1 1 =z
Jy=—-J+ -—— = —arct ———+C
2T T Tt e
Primitivni funkci mame bud na intervalu (—oo, —1) nebo (—1, 00). ¥
Uloha 4.2.10. Spoctéte [ 19;.
ResSeni: Jmenovatel mé Gtyii komplexni kofeny
1 i 1 1 i 1 1 1 1 1
—+i—=, ——+i—=, ——=—-i— a ——i—.
V2 V2T V2 V2 V2 V2 V2 V2
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Spocitejme si (pFipomerime, Ze v piipadé komplexnich kofent kazdé dvojici kom-
plexné sdruzenych kotenti odpovida ireducibilni polynom stupné dva ziskany jako
souéin jejich kofenovych ¢initeli)

1 1 1 1
rT——=—1— x——+i—>:x2—\/§w+1
1 1 1 1
x+——i—)(m+—+i—) =22 +V2z +1.
( V2 V2 V2 V2
Rozklad na parcialni zlomky méa proto tvar

1 Ar+ B Cr+D

- + )
1+a2t 22—V +1 224+V22+1

Odtud
1= (Az + B)(22 4+ V2x + 1) + (Cz + D)(z® — V2z + 1) na C.

Volba = = % + i% implikuje 22 — v/2z + 1 = 0, a proto

1= ( (7+17)+B)((7+17) +1+i+1)

(A(\[ f> +B)(2+2i) = A2V2i + 2B + 2Bi.

Odtud B = faAffh—f Polozime-li x = 0, mamelquLD a proto D =

Koneéné, porovnani koeficienttt u 22 davd C = —A = m. Méme tedy

d x—l—f x—}—f
/ L BN dﬂ/zfidx
1+ 22 —2zx+1 22 4+2z+1

Nyni se jiz ptiklad snadno dopocitd pomoci vzorct z Poznamky 4.1.42. AT

Poznamka 4.2.11. Predchozi metoda se d4 snadno modifikovat na libovolny
pitklad typu [ 2%, k € N.

Poznamka 4.2.12. Tézko lze oc¢ekévat, Ze si studenti budou dlouhodobé pama-
tovat tieba vztah z Poznamky 4.1.42. Ctenaii tedy doporuc¢ujeme, aby si zapama-
toval spiSe postup hleddni primitivnich funkci pro racionalni funkce:

Nejprve se provede ¢astecné podéleni polynomt, abychom v pfipadé potieby snizili
stupen citatele, pak rozlozime jmenovatele na ireducibilni polynomy.

Druhy krok je rozklad na parcidlni zlomky.

Zlomky, kde je jmenovatelem polynom stupné jedna, umime snadno vyftesit.

U zlomki typu zQB f;’iq si algebraickou tipravou vytvofime v citateli derivaci jme-
novatele, ¢imZ dostaneme zlomek, pro ktery jiz umime nalézt primitivni funkci
(dostaneme logaritmus). Ve jmenovateli pfipadného zbytkového ¢lenu provedeme
prevod na ¢tverec a po substituci dostavame arkustangens.
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U zlomkt typu % si algebraickou upravou vytvorime v citateli derivaci po-
lynomu 22 + px + ¢, ¢imZ dostaneme zlomek, pro ktery jiz umime nalézt primitivni
funkci (dostaneme nasobek W) Ve zbytkovém ¢lenu provedeme prevod
na ¢tverec a po substituci dostaneme nasobek ﬁ Nyni si jiz staci pamatovat,
ze primitivni funkce typu [ —L— dt se fesi metodou per partes aplikovanou na

(1+t2)k
tvar [1- dt, a vyjde rekurentni vzorec.

1

(a+e2)*

4.3 Substituce vedouci na racionalni lomené funk-
ce

Budeme se zabyvat dalsimi pripady, kdy je zndm postup pro hledani primitivni

funkce. Jednak budeme pracovat s racionalnimi lomenymi funkcemi jedné realné
proménné, tedy

Polynom dvou proménych stupné n definujeme jako

P(u,v) = Z al-juivj, kde a;; jsou realné koeficienty.
0<i+j<n

Pfiklad 4.3.1. Raciondlni lomenou funkci dvou proménnych (stupné 5) je napfi-
klad
ut + 02 4+ 3u?vd + 1

R(u,v) = uv + 1

4.3.1 Exponencialni substituce

Primitivni funkce typu
/ R(e™*) dx,

kde o € R\ {0}, Fesime substituci ¢t = e**

s.m. t = o 1
/R(em)dm Lo ¢ - /R(t)—dt.
"dt = ae® da” at

Integrand na pravé strané je ziejmé racionalni lomend funkce v proménné ¢, ¢ehoz
jsme chtéli dosdhnout. PovSimnéme si jesté, ze e mé vSude vlastni derivaci (jedna
z klicovych podminek Prvni substituéni metody, tedy Véty 4.1.28).

—_



4.3. SUBSTITUCE NA RACIONALNI LOMENE FUNKCE 119

Priklad 4.3.2. Uvazme [ eg—ﬁe*w dz. Polozime-li a = %, snadno nahlédneme,
e

7e se jedna o pravé studovany typ tlohy. Pouzijeme tedy substituci t = e

541 om. | t=¢€b 24116 241
/e;+ e dg ™ i :/i—fdt:6/;dt
es +1 "dt = e da” B3+ 1t5¢ t7(t3 + 1)

a primitivni funkci napravo jiz umime urcit.

4.3.2 Logaritmicka substituce
Primitivni funkce typu

1
/ ;R(log z)dx

hleddme pomoci substituce ¢t = log x

/ L Rlog 2) dz 1™ t=loga / R(t)dt
—_ ogex €T = = .
x s 7dt = %dx”

Integrand na pravé strané je racionalni lomend funkce v proménné ¢, cehoz jsme

vvvvv

(jedna z klicovych podminek Prvni substituéni metody, tedy Véty 4.1.28).
Priklad 4.3.3.

log” z + 1 om. | t=logz 2 +1 2
/Og“dxl-:w g ]:/ 1y L g+

rlogz dt = Lda” t

_ log2 T

+log|logz| + C na (0,1) nebo (1,00).

4.3.3 Odmocninova substituce

Necht s € N\ {1} a a,b,¢,d € R spliiuji ad — be # 0. Primitivni funkce typu

o250

fesime substituci t = ¢/22£8 Mame pak totiz
cx+d
b—dt®
T = —
ct®s —a

£71<ax+b>§—1 ad—bc 1 1 ad-—be
dz  s\cx+d (cx+d)2 st (cx +d)?
ad — be 1 _ (et® —a)?

stoT (el redi=ad)2 ~ (qd — be)st=1
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Proto

: b sm : b b — dt® d—bc)st*!
/R(a:, o2 )da by = Nl /R( t) (ad = be)st™™" ;.
cx+d cr+d ct® —a (ct® — a)?
Jednoduse je vidét, ze integrand napravo je racionalni lomené funkce v proménné

t. Je-li s liché, za defini¢éni obor bereme intervaly, kde cx —d # 0. Pro sudé s mame

navic podminku fjig > 0.

Poznamka 4.3.4. Ve vyloudeném piipadé s = 1 je integrand piimo racionalni
lomend funkce v proménné z, zddnou substituci tedy nepotiebujeme. Podobné
pokud ad — be = 0, pod odmocninou je konstanta a opét je integrand racionélni
lomenéa funkce v proménné .

Priklad 4.3.5. Na intervalu (—1, 00) spoctéme [ 1=vetl 4z, Provedeme substi-

1+ Fz+1
tuci t = vz + 1. Plati
dt 1
=t0—1 —=—(z+1)°=_—.
. 2 ot 65

Proto

1-— \/ZC"‘rl 1.s.m. 6
——dz = t=vzr+1
/1+\3/x+1 [

-t .
= t5 dt
/1+t26

o — 8 . t—1
:6/7dt:6/(—t6+t4+t3—t2—t+1+7)dt

141¢2 t2+1
6 6 3
= —?t7 + gtf’ + 5t‘L — 263 + 6t + 3log(t> + 1) — 6 arctant + C

a nyni jiz staci jen vSude pfepsat t na v/x + 1 a uvédomit si, Ze vypodet vyse ma
smysl pro x € (-1, 00).

4.3.4 Eulerovy substituce

Necht a, b, ¢ € R. Budeme studovat primitivni funkce typu
/R(x, var? + bxr + c> dz.

Poradime si v nasledujicich pfipadech (vzdjemné se nevylucuji):
(i) polynom az? + bx + ¢ mé dva realné koteny (nemusi byt riizné)
(ii) plati @ > 0
(iii) plati ¢ > 0.
Ukazeme si, ze prvni pfipad se d& prevést na odmocninovou substituci, pro
zbylé dva se naucime nové substituce.

Poznamka 4.3.6. Mame pokryté vSechny rozumné piipady. Pokud totiZ nena-
stava ani prvni ani druhd moznost, mame bud polynom stupné jedna (a mtzeme
pouzit odmocninovou substituci), nebo ireducibilni polynom stupné dva, ktery mé
pouze zaporné hodnoty, a proto ma integrand prazdny defini¢ni obor.
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Poznamka 4.3.7. Ve svétle pfedchozi poznamky se mize zdat, ze studium pii-
padu, kdy ¢ > 0, a jemu odpovidajici substituce, je zbytecné. Volba substituce ale
Casto znacné ovlivni délku a naroc¢nost vypoctu.

Vénujme se nyni piipadu dvou redlnych korentt x1 < xo. Pfedné, pokud x1 =

To, plati
Var? + bz +c=+/alr —x1)? = Valz — 4|

Integrand mé neprazdny defini¢ni obor jen pokud a > 0. V tom pfipadé se na
intervalech (—oo, 1) a (z1,00) jedna o raciondlni lomenné funkce a tuto situaci
umime Fesit (v bodé x; bude mozna nutné pouzit lepeni).

V dalsim tedy staci uvazovat jen zajimavejsi piipad z; < x2. Mame

ax® +bx +c=alx — 1) (x — x9)

a pro a > 0 je odmocnina definovina na intervalu [z1, z2], zatimco pro a < 0 na
(=00, 21]U[z2, 00). Pfepis pro aplikaci odmocninové substituce vypada nésledovné

7\/5 I=T(y —29) proa>0ax € (—o0,x1)

r—T2
Var? +br+c=q+a/T=(x —x3) proa>0ax € (v, +00)
V—a /T (z2 —x) proa<0aw € (21,72).

Pfejdéme nyni k pfipadu a > 0. Pouzijeme pruni Eulerovu substituci, kde novou
proménnou zavadime pfedpisem

vVar? +br+c=+vVar+t

(mdme dvé moznosti, pfi¢em? zvolime tu, kterd ndm d& jednodussi zépis). Po
umocnéni mame
az?® + bx + ¢ = az® + 2y/axt + 2

(umociiujeme dva neziporné vyrazy, jedné se tedy o ekvivalentni upravu). Odtud

_— 2 —¢
-~ bF2y/at
a
dz  2t(bF 2v/at) £ 2/a(t* — ¢)
dt (bF 2y/at)?

Tento pristup odpovidé druhé substitucni metodé. Umime tedy x vyjadfit jako
racionalni lomenou funkci v proménné ¢, diky tomu lze také v/az? + bz + c napsat
jako racionélni lomenou funkci v proménné ¢ a konecné i ‘é—f je racionalni lomena
funkce v proménné ¢. Proto bude po tpraveé cely integrand racionalni lomenéa funkce

v proménné t.

Poznamka 4.3.8. Proménnou ¢ lze zavést dokonce ¢tyfmi zptisoby

Vaz? +bxr+c=+vax £t

Pfechod k opa¢nému znaménku tiplné napravo méa vSak jen miniméln{ dopad (jako
bychom ve vysledné racionélni lomené funkci provedli jesté substituci y = —t).
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Zbyva ndm studium piipadu ¢ > 0. Ve druhé Eulerové substituci novou pro-
ménnou zavadime predpisem

Vazr? +bx +c=+/cE xt.

Po umocnéni

ax? + bx + ¢ = ¢ £ 2\/cat + %>,
Od obou stran odecteme ¢ a vyslednou rovnost podélime x (od této chvile pra-
cujeme na intervalech (—o00,0) a (0,+00) zvlast a vysledné primitivni funkce
v poéatku musime vétsinou lepit). Dostédvame

+2¢/ct — b
r=———F
a— t?
de  £2/c(a — 1) + 2¢(+2\/ct — b)
dt (a —t2)2
Opét se jedna o druhou substituéni metodu a opét se da snadno nahlédnout, ze
ziskame racionalni lomenou funkci v proménné t.

Uloha 4.3.9. Spoctéte fﬁ

Reseni: Defini¢ni obor integrandu je (—oc,—1) U (=1, +00). Na jednotlivich
intervalech pouzijeme prvni Eulerovu substituci v podobé

Vit+r+l=—x+t

(tato volba ndm prevede jmenovatel zadaného integrandu na ¢, zatimco volba
Va2 4+ x +1=x+t by vedla na slozit&jsi vyraz). Potom mame

t2—1 de  2t(142t) —2(t* —1) 2% +2t 42

_ de _ _ 0.
Tirvw Y (1 +2t)2 1202 =

P¥ipadu z € (—oo, —1) odpovida ¢ € (—1,0) a piipadu « € (—1, +00) odpovida t €
(0, +00) (jiz také vime, Ze po substituci ziskdme racionalni lomenou funkci, kterou
umime integrovat, budou tedy splnény vSechny pfedpoklady druhé substituc¢ni
metody). Dostavame

dz 2.6m. [ 202 +2t+2 A B C
/x+\/ac2—|—ac+l / t(1 + 2t)2 /(t+1+2t+(1+2t)2>

P11 hledéani koeficientti vychazime z identity

2% + 2t + 2 = A(1 + 2t)* + Bt(1 + 2t) + Ct.

Volba t = 0 dava A = 2 a z volby t = —% plyne C = —3. Porovnejme jesté
koeficienty u 22

2=4A+2B=8+2B - B =-3.
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Odtud

2 3 3 3 3 1
1=[(5- - ) dt = 2loglt] — Slog |2t + 1] + 5 o=+ C.
/ {112t (Lr20? ogltl = 5log b+ 1+ 507 +

Stadi jiz jen polozit ¢ = V22 + 2 + 1 +  a mame primitivni funkci na (—oo, —1)
nebo na (—1,400). 25e

Uloha 4.3.10. SpOététe fﬁ

ReSeni: Defini¢ni obor integrandu je (—1 — v/2, —1 + /2). Pouzijeme druhou
Eulerovu substituci v podobé

V1—-2x — 22 =1+ xt.

Dostavame
t+1 V1-2z—22-1
=2~ t=
t2+1 T
a
de P4+ 1-2(t+1) 2° 44t —2
dt (t2 +1)2 (2 +1)2

Druhou substituéni metodu budeme aplikovat zvlast na intervalech (—1 — v/2,0)
a (0,—1 + /2), pficemz v prvnim pifpadé t € (—1,—1 + v/2) a ve druhém t €
(=1 — /2, —1). Dostavame

/ da 7/ 1 22 +4t -2
V1I-2z —22+1 2—25E (2 +1)

242t —1 A Bt+C
_/(t—l)(t2+1)dt_/<t—1+ t2+1)dt'

P1i hledani koeficientti vychazime z identity

dt

2 =24+ 1=A*+ 1)+ Bt(t — 1) + C(t — 1).

Volba t = 1 dava A = —1. Pak volby ¢ = 0 plyne C' = —2. Porovnanim koeficienta
u t? koneéné dostavame B = 0. Odtud (na uvazovanych intervalech plati 1—t > 0)

-1 -2
If/<t_71+m)dtf—1og(1—t)—2arctant+0
V1-2z—2%2-1 V1-2x—22-1
:—log<1— Ix : )—Zarctan< xx a )—|—C’=: F(z)

na intervalech (—1 — v/2,0) a (0, —1 + /2). Zbjvé jesté zkonstruovat primitivni
funkci pro cely interval (—1 — v/2, —1 + v/2) pomoci lepeni. Povsimnéme si, ze

o V1I=2z—22-1
lim =

x—0 x

—1.
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Odtud vidime, ze funkce I je spojita v pocatku, pokud ji pro x = 0 dodefinujeme

7”_2”;_12_1 hodnotou —1. Lze tedy polozit

I=F(z) na(-1-v2,-1+V2).

4.3.5 Goniometrické substituce

Budeme studovat primitivni funkce typu
/ R(coszx,sinz)dz.

Na tyto primitivni funkce se pouzivaji ¢tyri substituce v kombinaci s prvni substi-
tucni metodou:

(i) t = sinx, pokud R(—cosz,sinz) = —R(cosz,sinz)

(ii) ¢ = cosx, pokud R(cosz, —sinx) = —R(cosz, sin z)

(iii) ¢ = tanx, pokud R(— cosx,—sinz) = R(cosz,sin )

(iv) t = tan 3, vzdy.

Posledni uvedena substituce se sice da pouzit vzdy, ale ¢asto vede ke kompliko-
vanym vypoctim. Byva tedy vhodné prednostné ovéfit, zda nelze pouzit nékterou
z predchozich substituci. VSechny ¢tyti substituce si nejprve lehce predstavime a
pak je porovname.

Nejprve uvazme substituci ¢ = sin x. Pak mame

dt
— =cosz.
dx

V predpisu pro R(cos x, sin ) tedy umime nahradit libovolnou mocninu sinu a sudé
mocniny kosinu diky identité cos? z = 1—sin? z. Identity typu cos z = /1 — sin® z
pouzivat nebudeme. Jednak totiz plati jen na ¢astech definiéniho oboru, navic

bychom po substituci nedostali racionalni lomenou funkci. Ze vztahu pro g—; vi-

dime, Ze ze zlomku musime byt schopni vytknout lichou mocninu kosinu, aby
kompenzovala prispévek %.
x

Priklad 4.3.11. Uvazme integral [ $2°24cos® qp Skutecnd plats

cos3

;3 2 02 .3 2
. sin®x + (—1)“cos“x  sin”x + cos*x .
R(—cosz,sinz) = (1)(3 co)s3 - D S —R(cosz,sinx).

Po substituci dostavame

-3 2 3 2 3 2
sin” x + cos* T sin” x + cos“ x t 1—1¢
/;dx:/;msxdx:/ydt,
cos? x costx (1 —1t2)2

coz uz umime jednoduse dopocitat.
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Pri substituci ¢ = cos x mame

dt
dz

= —sinz.
Umime nahrazovat libovolnou mocninu kosinu, sudé mocniny sinu a jednu lichou
mocninu sinu musime mit pfipravenu jako kompenzaci pro 3—;.
P1i substituci t = tanz se daji nahrazovat jen sudé mocniny sinu a kosinu,
sinx

v N . _ T _ 2 9 R T
prlgadne vyrazy jako S22 = tanx Ci sinx cos x = cos” x tan x. Najit vyjddieni pro

cos? z a sin® z d4 trochu préace. Trikem je si pamatovat, ze vhodnym voditkem je
vyraz 1+ t2. Plati totiz

.2 2 .2
sin“ x cos® x + sin“ x 1
I+ =14 —— = +2 = —.
cos? x cos? x cos? x
Odtud
1 1 12
2 .2 2
cos“r = —— a sin“x=1—cos“zc=1——5 = ——.
1+ ¢2 142 1412

Po prepisu ¢ = arctant méame jesté

dx 1

At 1+

Piiklad 4.3.12. Substituci ¢ = tanz lze uzit napiiklad na [ C;;“j;ﬁ dz. Po
substituci dostavame

t3
/(1+t2)(1+t2+t4) dt,

coz umime Fesit (i kdyZ to d4 trochu préce).

Posledni substituci je t = tan §. Zde dokdZeme pifmo nahradit sinus i kosinus.
P¥i odvozovani odpovidajicich vzorct je opét vyhodné zadit virazem 1+t2. Mame

\in2 T 2T 4 Gin2Z
1?1 sin” 5 cos” 5 +sin” 5 1
trE=it cos2Z cos? & T cos2 2’
2 2 2
Nyni jiz stac¢i jen pouzit souctové vzorce
sinz = 2sin Z cos £ = tan £ cos? Z = L
= 2 2 = 2 27 142
a 2
. 2 1-—t¢
cos:c:cos2§fsm2§:2coszgf :7271:72.
14+t 1+1¢

Konecné, podobné jako vyse, x = 2arctant, tedy

dx 2

at 1+
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Poznamka 4.3.13. (i) Ctenaf se mozna pta, pro¢ jsme nehovorili o substitucich
t = cotxr at = cot3. Snadno se da rozmyslet, Ze tyto substituce maji velice
podobny efekt jako ¢t = tanx a ¢t = tan 3.

(ii) Substituce ¢ = tanx a t = tan § zpravidla vedou na lepeni.

V nasledujicim pfikladu budeme zkoumat efektivitu jednotlivych substituci.

Piiklad 4.3.14. Uvazme [ % dz. Snadno se nahlédne, ze je mozné pouzit

vSechny ¢tyfi substituce. Zacnéme substituci ¢ = sinx

sinx 1.s.m. t A B
_ dz = dt = <7 —) dt
/3+c0s2xcosx v /4—t2 / t—|—2+t—2

1 1
_ 2 _- _
/(t+2+ 2 )dt = 210g|(t+2)(t 2)|+C

=-3 10g(4 —sin?z) + C pro z € R.

Nyni pouzijeme t = cosx

Ccos T ) 1.s.m t 2
_— de = dt = 1 3+t°)+C
/ i sin z dx / 52 og( )

=-3 10g(3 +cos’x) 4+ C pro x € R.
Druhé substituce vedla na o néco jednodussi postup. Nicméné se neda ocekavat,

Ze by to mélo byt pravidlem.
Uvazme ¢ = tanz. Na intervalech typu (=5 + kn, § 4 kn), k € Z, dostavame

/tanxcos4a: 1 dxl,s:.m./ W q
3+ cos?z cos?x 3—1—@
:/; /(At+B Ct—i—D)dt
(4+32)(1+ £2) 1132 142
1
2

[ (e )= ()

4 + 3t2
_1 (1+tanx)
T2 4+ 3tan®zx

Posledni vyraz si pred lepenim zjednodusime

1 1+ tan® 1
2 (7) C=- 1 (7) C
08 4+ 3tan’zx o8 3 + cos? +

V tomto pfipadé jsme dokonce dostali spojitou funkci a tim se lepeni vyfesilo

samo. Substituce ¢ = tanx ma oproti predchozim nevyhodu v nutnosti pouziti
2
lepeni Nedava Véak o mnoho sloiitéjéi zapis. Napfiklad Vyjédfeni sin2 T =

vvvvvv

t
1+t2

sinové substituce. Uvédomme si vSak, ze se zde Jedna o vyjadieni druhé mocniny
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goniometrické funkce a navic se ¢initel H% vyskytuje ve vSech vyjadfenich, a
proto se nakonec do znacné miry vykrati.
Ptistoupime nyni k posledni substituci ¢ = tan 5. Mame

. t 1—t2
/smxcosxd l.s.m./ T ire 2de
— x =

3+ cos?zx a 3+(};§§)21+t2

2t(1 —t%)

:/(1+t2)(3(1+t2)2+(17t2)2) d

B / 2t(1 —t?) &
) (T4t 42 +4)
Tento postup nebudeme dokoncovat. Dostali jsme racionalni lomenou funkci s

polynomem stupné Sest ve jmenovateli, ktery by navic vyzadoval znacné usili pri
rozkladu na ireducibilni polynomy.

Poznamka 4.3.15. (i) Pfi rozkladu na parcidlni zlomky je pocet hledanych ko-
eficientti roven stupni polynomu ve jmenovateli. V situacich, jako je tfeba

! dt
/ @)@ +3)(E+5)

se proto vyplati nejprve provést substituci y = ¢2.

(ii) Mame-li rozlozit napiiklad m, podle Véty o rozkladu na parcidlni

zlomky (Véta 4.2.4) bychom méli hledat rozklad ve tvaru
1 _At+B  Ct+D

(BZ+D(t2+2) t2+1 242

Pokud bychom vsak vétu aplikovali na 0 L rozklad by mél tvar

z+1)(2+42)°

1 « B

(z4+1)(z+2) z—|—1+z—|—2'

Odtud vidime, ze v puvodni tloze vyjde A = C = 0.

(iii) I ve standardnich situacich lze nékdy nalézt dalsi substituce, které vedou k cili
podstatné rychleji nez standardni substituce. Tyka se to naptiklad nasledujicich
integralu.

integral rychld substituce

JV1—2a?dx | x =sint nebo x = cost
JV1+2?da x = cosht
[Va?—1dx x =sinht

Na zavér ukazme jesté jeden uzitecny priklad, ktery je lépe FeSit jinak nez
standardni goniometrickou substituci.
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Priklad 4.3.16. Hledame [ sin? z dz. Samoziejmé lze pouzit dvé standardni sub-
stituce, ale mnohem rychlejsi je pouzit vlastnosti goniometrickych funkci. Mame

.2 . 1—cos(2z)
sin“x = ———, pak

/sin4 rdr = i/ (1- (:05(295))2 do = i/ (1 —2cos(2z) + cos?(22)) d

}x — lsin(2x) + %/ (1 + cos(4x)) da

4 4
= §x - 1sin(2x) + 1 sin(4x) + C rozr € R
- 8% 32 P '

4.4 Elementarni metody reseni obycejnych dife-
rencialnich rovnic

Hledani primitivni funkce spliiujici danou pocateéni podminku je jednou z moz-
nych tloh z teorie obycejnych diferencialnich rovnic (protipélem jsou parcidlni di-
ferencidlni rovnice, v nichz se vyskytuji parcidlni derivace). Oby¢ejnd diferencialni
rovnice n-tého fadu je zadana predpisem

Fz,y(z),y (x),...,y"™(x) =0 na (a,b).

My budeme pracovat jen s mensi tfidou rovnic, které jsou rozresené vzhledem k
nejvyssi derivaci. To znamena, Ze je lze prepsat do tvaru

y () = flz,y(x),y (@), ..,y V() na (a,b). (4.4.1)

Definice 4.4.1. Necht f: (a,b) — R a k € Ny. Rekneme, Ze f je k-krdt spojité
diferencovatelnd na (a,b), jestlize f*) je spojita na (a,b). V takovém piipadé
piseme f € C*((a,b)).

Pozndmka 4.4.2. (i) Jestlize f € C*((a,b)), pak ma spojité i derivace viech
nizsich rada.

(ii) Zavadi se také C*([a,b]) za pomoci jednostrannych derivaci na krajich inter-
valu.

(iii) Pozdé&ji budeme ¢asto pracovat s prostorem

C>((a,b)) = () C*((a,b)).
k=0

Jeho prvky se nazyvaji nekonecnékrat spojité diferencovatelné funkce, ale jak vi-
dime, pravé strana definice s nekoneénym fddem derivace viibec nepracuje (pfes-
néjsi nazev by byl: funkce majici spojité derivace vSech fada).

Definice 4.4.3. Necht n € Nay € C"((a,b)). Funkci y nazveme fesenim obycejné
diferencidlni rovnice (4.4.1) na (a, b), jestliZe je rovnost (4.4.1) splnéna pro vSechna
x € (a,b).
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Poznamka 4.4.4. Zatim mize byt feSeni nekone¢né mnoho. Jednoznacnost nam
zarudi az vhodné sada pocatecnich podminek odpovidajicich typu studované rov-
nice.

V tuto chvili si predstavime jen dva zakladni typy obycejnych diferencidlnich
rovnic.

4.4.1 Linearni obycejna diferencialni rovnice prvniho fadu

Budeme uvazovat tlohu .
y'(z) + p(z)y(z) = f(z)
y(wo) = yo-

Predpoklddame, ze p, f € C((a,b)), zo € (a,b) a yo € R. Ukdzeme si postup,
jemuz se fika metoda integracniho faktoru. Nékolikrat vyuzijeme faktu, ze spojita
funkce mé primitivni funkei (uz jsme se o ném zmitiovali, diikaz bude v kapitole o
Riemannové a Newtonové integralu).

Podle ptedpokladii existuje primitivni funkce P(z) = [ p(x)dx (zafixujme si
jednu z nekone¢né mnoha moznych). Pfenasobime piivodni rovnici vyrazem e’ (*)
a povsSimneme si, ze levou stranu je pak mozné napsat jako derivaci souc¢inu

(4.4.2)

(y(2)e” @) =y (2)e" ™) + p(a)y(2)e” ™) = f(2)e" .

Odtud
y(z)el® = /f(:r)ep(””) dz =: Q(x) + C.

Primitivni funkce k f(z)e”(*) existuje diky spojitosti. Celkové dostavame takzvané
obecné Tesent na (a,b)

y(x) = Qa)e @) 4 Co P,

Diky pocatecni podmince nyni uréime jednoznacné C' € R (nebot e () > (0 na
(a,b)), aby platilo y(zo) = yo.

Poznamka 4.4.5. (i) Uvedeny postup neni jen ndvodem k feSeni, ale i dikazem
jeho existence.

(ii) Integra¢ni faktor neni uréen jednozna¢né. Funkce el (@)+C1 = C1eP(®) | kde
C7 € R, je také integracnim faktorem. D4 se snadno nahlédnout, Ze konstanta C
nehraje zddnou roli (na za¢atku postupu néasobime e”(®), na konci délime ef’ (@)
piipadnd multiplikativni konstanta se proto vyrusi).

(iii) Obecné Tesent je TeSeni diferencidlni rovnice bez zadéni pocéteéni podminky.
Presnéji feceno, jednd se o t¥idu feSeni, nebot jde o vSechna FeSeni dané diferenci-
alni rovnice. Parametrem byvaji konstanty, které lze uréit (u jednoduchych typt
rovnic, kterymi se budeme v této sekci zabyvat, jednoznac¢né), pokud p¥idadme
odpovidajici po¢atecni podminky. V takovém pripadé hovofime o pocdtecni uloze
(nebo téz o Cauchyové tloze) a fesent pocdtecni dlohy.

Tvrzeni 4.4.6 (Jednoznacnost feseni). Necht funkce y, z 7esi (4.4.2). Pak y = z.
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Diikaz. Definujme funkci w := y — z. Pak w Fesi
w'(z) +plx)w(x) =0 a  w(z)=0.

Tuto rovnici pfenasobime e”’(*)| kde P(z) = [ p(z)dz (jedna pevné zvolend pri-
mitivni funkce), a dostavame

(eP@)w(az))/ = e"@y/ (2) + @ p(a)w(z) = 0.

Odtud podle véty o nejednoznaénosti primitivni funkce musi byt e’ (I)w(x) kon-
stantni. Zaroven
eP @)y () = P @) .0 =0,

Proto e”®w(x) = 0. ProtoZe navic exponenciéla je vzdy kladna, méame w(z) =0
a jsme hotovi. O
P¥iklad 4.4.7. Resme 3 +2y = z, y(0) = 2. Integra¢ni faktor ma tvar (o aditivni
konstantu p¥i uréovani primitivni funkce se nestarame)

2
efa:d:x: :e%'

Odtud
‘LQ ! :1:2 :1;2 :22
(eTy) =ezy tezTay=c2x.
Proto
22 22 22 22
eTy:/eTxdx:e7+C = y(z) =14+ Ce™ 7.
Méme obecné Feseni na R. Podminka y(0) = 2 davd C = 1, a proto FeSenim

pocatecni dlohy je
1,2

ylz) =14+e 7 na R.
Piiklad 4.4.8. Resme 3/ + %y = sinz, y(7) = 7. Integracni faktor hledame ve
tvaru

ef%dac _ elog\xl _ |$L"

Protoze lze integra¢ni faktor nasobit konstantou a protoze jiz zadani tlohy vylucuje
intervaly obsahujici pocatek, za integra¢ni faktor muzeme vzit identitu. Odtud

(xy) =2y +y = zsinwz.

Proto ndm integrace per partes dava
Ty = /xsinxd:r = —xcosx + /cosazdx = —xcosx +sinz + C.

Obecné feseni ma tedy tvar

i C
Sy + = na (—oo,0) nebo na (0, c0).
x x

Yy = —COST +
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Pocateéni podminka dava
C
7T=140+4+— = C = 6m.
0
Reseni pocateéni alohy ma proto tvar

S + 61 na (0, c0).
x

Yy = —CoST +

4.4.2 Linearni obycejné diferencialni rovnice druhého radu
s konstantnimi koeficienty

Budeme zde uvazovat alohu

y' + a1y’ + aoy = f(x)

y(xo) =yo a  y'(x0) =1 (4.4.3)

Piedpoklddame, ze f € C((a,b)), xg € (a,b), ag,a1 € R a yg,y1 € R. PovSimnéme
si, ze diferencialni operator na levé strané (4.4.3) je linearni. Proto je-li y, libovolné
feSeni tilohy (4.4.3) a je-li y, obecné feSeni homogenni tlohy

Y + a1y’ + apy = 0, (4.4.4)

pak y = yn + yp je opét obecné feseni tlohy (4.4.3). Tohoto pozorovani nyni
vyuzijeme. Namisto hledani obecného FeSeni (4.4.3) budeme hledat obecné feseni
jednodussi tlohy (4.4.4) a k nim pak pfi¢teme libovolné pevné feseni (4.4.3). Urcité
tim zadnd FeSeni neztratime, nebot rozdil dvou obecnych feSeni (4.4.2) ziejmé
Fest (4.4.3).

Pfistupme k hleddn{ vSech feSen{ homogenni rovnice (4.4.3). Zkusime polozit
y = e’ kde A € C. Pak (4.4.4) dévé

AZeT + al)\e)‘m + aoe)‘x = (3>\z(/\2 + a1 A+ CL()) =0.
Protoze e’ # 0, zb§va nalézt kofeny charakteristického polynomu
p(N) = A+ a1\ + ao.

Rozlisujeme tfi pripady.
Pokud ma charakteristicky polynom dva rtzné realné koreny Ai, A2, mame
dvojici funkei {e*1® e*2%} fesicich (4.4.4). Proto je fesenim rovnéz

A A
yn = Cre™” 4 Coe™?”,

kdykoliv C1,Cs € R.

Pokud méa charakteristicky polynom kofeny A\; = a +ib a Ay = a — ib (pfi-
pomeiime, Ze ma-li polynom s realnymi koeficienty komplexni kofen, kofenem je i
¢islo komplexné sdruzené), vyjdou nadm jako feSeni (4.4.4) dvé komplexni funkce
realné proménné

elatit)e — e (cos(bx) + isin(bz)) a  elomir = e (cos(bx) — isin(bx)).
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Rovnici (4.4.4) fesi také jejich linedrni kombinace, specialné

1

. (elotit)e 4 g(atib)zy — 607 og(py)

1 . .
g(e(a—i-lb)m _ e(a+1b)w) — % sin(bx).
1

Tim jsme pfesli ke dvojici redlnych feSeni a mizeme polozit
yn = C1e% cos(bx) + Coe™ sin(bx).
Zbyva uz jen pripad s dvojnasobnym redlnym kofenem A. Zatim méme jedno

feSeni e**. Ukazme, Ze v tomto pifpadé je rovnéz fesenim funkce x — ze*. Sku-
tecné, v nasem pripadé méa rovnice tvar

y" =20y 4+ Ny =0.

Dosadme do ni naseho kandidata na FeSeni (pfi derivovani pouzivime Leibnizovo
pravidlo)

(xe)\w)ll _ 2)\(xe)\w)l + )\2xex\$

= (20 + N2zer®) — 20(eM 4 Aze®) + N2ze’ = 0.
Opét mame dvojici redlnych feSeni a z nich dostavame
yp = C1e™% 4+ Coze®.

Poznamka 4.4.9. (i) K tomuto typu diferencidlnich rovnic se vratime pozdéji a
provedeme jeho dikladnéjsi studium. Zjistime, Ze prostor FeSeni rovnice (4.4.4) je
vzdy dvoudimenziondlni podprostor prostoru spojitych funkci a Ze nami ziskané
dvojice fesSeni, z nichz jsme konstruovali obecné feseni, jsou jeho bazi.

(ii) Cheeme-li pouzivat pojem béze, je nutné zavést pojem linedrni nezévislost dvou
funkci fi, fo. Ten se definuje tak, Ze neexistuje netrividlni dvojice Cy, Cy € R (tedy
|C1| + |Cs| # 0) tak, Ze

Cifi+Csfe =0 na (a,b). (4.4.5)
Da se ukazat, ze pro TeSeni nasi rovnice je toto ekvivalentni podmince

fifs—fif2#0  nacelém (a,b). (4.4.6)

Snadno se d& pfimym vypoctem ovérit, ze jsme ve vSech tfech pfipadech tuto
podminku splnili.
(iii) VySe zminéné dvojici feSeni se ika fundamentdlni systém.

Piistupme nyni k hleddni partikuldrniho feseni y,. Pouzivaji se nasledujici tfi

postupy:
(i) uhodnuti
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(ii) metoda neurcitych koeficientii pfi specidlnim tvaru pravé strany
(iii) variace konstant (v obecném piipadsé).

Uhodnuti partikularniho feSeni se vétsinou realizuje tak, ze mame-li naptiklad
dtvod se domnivat, Ze feSenim by mél byt polynom stupné dva, polozime y, =
ax? 4 bx + ¢, kde a, b, ¢ jsou neuréité koeficienty. Funkci dosadime do diferencilni
rovnice a tim ziskdme podminky na hledané koeficienty. Pokud jsme spravny tvar
feSeni neuhodli, dostaneme podminky, které se nedaji splnit. V opa¢ném piipadé
ziskdme hledané koeficienty.

Pripad se specialni pravou stranou je velice podobny metodé uhodnuti, jen je
zarucen vysledek.

Tvrzeni 4.4.10 (O specialni pravé strané). Necht
f(@) = e"*(Py(z) cos(vx) + Py(z) sin(va)),

kde p,v € R a Py, Py jsou polynomy. Pak existuji polynomy Q1, Q2 stupné nejvyse
max{st Py, st P»} takové, Ze funkce

yp = el vgh (Q1(z) cos(va) + Q2(x) sin(vz)),

kde k € Ny je ndsobnost cisla p + iv jakozto korene charakteristického polynomu,
7est nehomogenni rovnici (4.4.3);.

Poznamka 4.4.11. (i) Polynomy Q1, @2 se hledaji metodou neurc¢itych koefici-
ent.

(ii) V tvrzeni pfipoustime, Ze u + iv neni kofenem charakteristického polynomu a
v tom pripadé je k = 0.

(iii) Pozor, i kdyZ je jeden z polynomt P;, P, nulovy, nemizeme obecné piedpo-
kladat nulovost kteréhokoliv z polynomu @1, Q.

(iv) Tvrzeni o specidlni pravé strané nyni dokazovat nebudeme.

Priklad 4.4.12. Uvazme rovnici 4" + 3y’ + 2y = e* +e~* a naleznéme jeji obecné
feSeni. Charakteristicky polynom ma tvar

pA) =A% +3X+2=(A+2)(A+1).
Odtud dostavame feSeni homogenni rovnice
Yh = Cle—2w + Che™™.

Pokud bychom nyni zkouseli uhodnout feSeni napfiklad ve tvaru y, = ax + b,
dostali bychom
3a+2ar+b=e"+e" na R,

coz je podminka, kterou neni mozné splnit. Pokusime se pouzit Tvrzeni o specialni
pravé strané (Tvrzeni 4.4.10). To se nedd pouzit pfimo, nebot prava strana nemd
pozadovany tvar. Pokud bychom ale nasli

Yp: fesici o +3y +2y=¢"
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Yps fesici " +3y +2y=e"",
zfejmé bude y, = yp, + Yp, hledané partikularni feSeni a navic obé podilohy uz
splituji pfedpoklady Tvrzeni o specidlni pravé strané (Tvrzeni 4.4.10).
Hledejme tedy partikuldrni feSeni tlohy y” + 3y’ +2y = e*. Zde mame p+iv =
1 4 i0. Toto ¢islo neni kofenem charakteristického polynomu, proto & = 0. Dale
méme Pj(z) = 1 a miizeme psat Py(z) = 0. Polynomy Q1,Q2 maji tedy nulovy
stupen, a proto

Ypy =€ 1 72%(Acos0- 2 + Bsin0 - x) = Ae”.
Po dosazeni
Ae” + 3A4e" + 2Ae” =€ = A=— = Yp, = =€,

Zabyvejme se tlohou y” + 3y’ + 2y = e~*. Zde méme p + iv = —1 +i0. Toto dislo
je jednonasobnym kofenem charakteristického polynomu, proto k = 1. Déle mame
Pi(x) =1 a miZeme psét Py(x) = 0. Polynomy @1, Q2 maji tedy nulovy stuper,
a proto

Yp, = €'z + (Ccos0 -z + Dsin0 - x) = Cze®.

Po dosazeni
—2Ce ™ +Cxe ™ +3Ce ™ =3Cxe ™ * +2Cxe " ="

Odtud

x

Cc=1 = Ypo = TE .

Celkove jsme dostali obecné feSeni ve tvaru
—2x —x 1 x —x
Y=Yn+Yp, t+Yp, =Cre” 7" + Cae + e Fae

kde (1, C5 jsou realné konstanty, a defini¢nim oborem je R.

Vsimnéme si, ze bylo mozné (i kdyz pfi tvodnim sezndmeni s problematikou
mirné méné piehledné) brat feseni pfimo ve tvaru Ae® +Cze™* a rovnou uvaZzovat
pravou stranu ve tvaru e* 4+ e~ ”.

Konecné, ukazme si metodu hledani partikularniho feseni, ktera se nazyva vari-
ace konstant. Pfedpokladejme, Ze jiz mame nalezen fundamentélni systém { f1, f2}.
Pripomenime, Ze plati

yn = C1f1 + Cafa.

Metoda variace konstant spociva v tom, Ze konstanty C7, C; nahradime funkcemi
c1, c2 a tyto funkce budeme hledat dosazenim do diferencialni rovnice. Mame tedy

yp(x) = c1(2) f1(2) + ca(2) fa(2).
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Toto vyjadieni dvakrat zderivujeme, pfiCemz jesté po prvni derivaci si vytvorime
druhou podminku tim, Ze budeme pozadovat, aby byl soucet ¢lentt obsahujicich
¢y, ¢4 roven nule (pro prehlednost jiz nepiSeme zavislost na proménné x)

Yp = c1fi +cafs + i fr +chfo
—_————

=0
Yp = cfi +cafs + A fi+ o f

Ziskané formule dosadime do (4.4.3), vysledny vyraz pfeskupime a vyuzijeme toho,
ze f1, fo Tesi homogenni tlohu (4.4.4)

=y, + a1y, + aoyp
. 1! 1! / ! / ! ! !
=c1f] +eafd +fi e fi+ai(enfi + cafs) +aoleifi + caf)
=ca(fif +aifi +aofr) + co(fy +arfy +aof2) + 1 f1 + o fy
=\ 1+ fs.
Celkové mame soustavu
Afi+cafa=0
afi +érfe =1

Zbyva jiz jen vyjadrit ¢, ¢, a poté nalézt ¢y, co.

(4.4.7)

Poznamka 4.4.13. (i) Pfipometime, Ze fundamentalni systém spliiuje (4.4.6). To
zarucuje, ze soustava ma v kazdém bodé jednoznacéné feseni.

(ii) Toto FeSeni lze ziskat pomoci Cramerova pravidla (jmenovatel bude vzdy ne-
nulovy diky (4.4.6))

o —ffa 0 o fh
Y ff = fif 2T R - fif

(iii) Nami vytvorend podminka ¢} fi +¢5 fo = 0 k ziskani druhé rovnice do soustavy
dvou rovnic pro dvé nezndmé nebyla zvolena vibec ndhodné. Za touto volbou se
skryva hlubsi teorie.

(iv) Povsimnéme si, %e vyrazy ziskané z Cramerova pravidla jsou spojité, proto
piislugné primitivn{ funkece existuji (ale nemusime je umét najit).

(v) Pii hledéni primitivnich funkei pro ¢}, ¢, nehraje aditivni konstanta zaddnou
roli. Odpovidajici ¢leny jsou jiz totiz zastoupeny v y,.

Poznamka 4.4.14. Ctenafi doporuc¢ujeme, aby si zapamatoval bud soustavu rov-
nic (4.4.7), nebo k ni vedouci postup pracujici s funkcemi f1, fo. Naopak nedopo-
rucujeme odvozovat soustavu po dosazeni konkrétnich funkci za f1, f2, nebot jejich
derivace mohou byt slozité a tézko se pak hledaji cleny, které se maji vyrusit pii
ziskévani rovnice ¢} f + b fs = f.

Tvrzeni 4.4.15 (Existence a jednoznacnost). Pocdtecni uloha (4.4.2) za predpo-
kladu f € C((a,b)), o € (a,b), ag, a1, Yo, y1 € R md vidy jednoznacné fesend.
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Diikaz. Nejprve dokazme existenci. Postup vedouci k y;, funguje vidy a ziskdme
fundamentélni systém { f1, f2}, pro ktery plati (4.4.6). Déle podle variace konstant
(véetné kroku s Cramerovym pravidlem) existuje partikularni feseni y,. Mame tedy
obecna TeSeni ve tvaru

y=C1f1 +Cafa+ yp,

kde C7,C5 € R jsou zatim libovolné. Pocatecni podminky déle davaji

C1 fi(zo) + Ca fa(zo)
C1f1(z0) + Ca.fy(wo)

Yo — yp(l‘o)
Y1 — y,/)(xo)-

-
L e
~ =
e
[e=] (=]
22
| |
GRS
PN
e
o o
N—
([

To je soustava dvou linearnich rovnic pro dvé neznamé Cp,C5. Podle podminky
(4.4.6) ma prislusnd matice této soustavy na levé strané nenulovy determinant a
proto existuje feseni (dokonce jednozna¢né). Tim je dokdzana existence.

DokaZme jednoznacnost. Necht yq,y2 jsou dvé feSeni. Pak z = y; — yo Fesi
ulohu (4.4.3) s pocateénimi podminkami z(z¢) = 0 a 2'(z¢) = 0. Protoze prostor
obecnych feSeni (4.4.2) je dvoudimenzionélni a { f1, f2} je jeho baze, existuji pevnéd
C1,C5 € R tak, ze

z2=C1fi+Cafa.

Aplikaci pocatecnich podminek dostdvame soustavu

C1f1(xo) + Cafa(zo) = 2(
C1f1(x0) + Cafy(wo) = 2/(

370) =0
(E()) =0.
Matice reprezentujici levou stranu je regularni, proto musi platit C; = Cy = 0.
Tedy z = 0. O

Poznamka 4.4.16. Uvédomme si, Zze jsme pii ditkazu této véty (v Casti véno-
vané jednoznac¢nosti) vychazeli z toho, Ze prostor feSeni dané homogenni rovnice
je dvoudimenzionélni. Toto jsme zatim nedokazovali. Pfesny diikaz tohoto tvrzeni
(v mnohem obecnéjsi situaci) provedeme v kapitole vénované obyéejnym diferen-
ciadlnim rovnicim.

2¢3®
1+x2°

Uloha 4.4.17. Naleznéte obecné feSeni rovnice y”/ — 4y’ + 4y =

Reseni: Charakteristick§ polynom mé tvar
p(A) =2 —4X+4=(\—2)2
Fundamentalni systém je tedy {e?*, ze?*}. Odtud
yp = C1e*® 4+ Cyze®®.
Partikularni feseni hleddme metodou variace konstant, tedy ve tvaru

Yp = 162 + coxe®®,
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Soustava (4.4.7) mé v naSem piipadé tvar

cie*” + chre®™ =0
2621
) ! 2z ) / 2x | n2T )
cie™ + 2cpxe”” + che 11 22
Odtud méame
A+ chr=0
2¢) + 2chx + ¢y = 2
1 2 2= T2
Proto 5
p_ et _ 2
Cl—m — 01——log(1—|—aj)
2
ch = T2 O es 2 arctan z.
Celkové
y = C1e*® + Coxe®™ — log(1 + 2%)e*” + ze*” arctan na R.

ve

Uloha 4.4.18. Naleznéte feSeni rovnice 3" — 2y’ + 2y = e spliiujici pocatecni
podminky y(0) =2 a y'(0) = 3.

ResSeni: Charakteristickd rovnice ma tvar A2 — 2\ 4+ 2 = 0, a proto ma Feseni
Mo=1+V/1-2=1+i.
Fundamentalni systém je tedy {e” cosz,e”sinx} a
yp = C1€” cosxz + Cye” sin x.

Partikulérni feSeni hleddme za pomoci Tvrzeni o specidlni pravé strané (Tvrzeni
4.4.10) ve tvaru y, = Ae”. Po dosazeni dostavime A = 1. Obecné Feseni ma tedy
tvar

y = C1e” cosx + Coe® sinx + €”.

Pocateéni podminky davaji

(O)ZCl+1
’

= C1=1,0o=1.
(O):Cl+02+1 ! 2

Proto je hledanym feSenim pocateéni tilohy

y=¢e"cosz +e’sinz +e” na R.
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Poznamka 4.4.19. Na zavér jeSté poznamenejme, Ze obycejnou diferencialni rov-
nici prvniho ¥4du (4.4.2); jsme mohli fesit obdobné jako rovnici druhého ¥adu, po-
moci obecného feseni homogenni rovnice a partikularniho feSeni s pravou stranou.
Mizeme tedy uvazovat

Y =UYn + Yp,

kde yp, je obecné Feseni rovnice

Yn(x) +p(@)yn(z) =0 (4.4.8)
a y, je libovolné feseni rovnice (4.4.2). Rovnici (4.4.8) miZeme piepsat do tvaru

!
Yh _

Un —p(.’E),

coz lze formalné prepsat jako

v _ —/—p(m)dw,

Y

a dostavame
log lyn(z)] = —P(z), tedy yn(z) = Ke F@),

kde P(z) je libovolnéd primitivni funkce k p(x). Partikulérni feSeni pak mtzeme
fesit napiiklad metodou variace konstant ¢i mtzeme FeSeni uhodnout. Rovnice
(4.4.8) je specidlnim piipadem tzv. rovnic ve tvaru separovanych proménnych.
Jejich TeSeni pies zdanlivou jednoduchost skryva hodné zaludnosti, a proto si ho
ponechame az do kapitoly vénované obycejnym diferencialnim rovnicim.

Cviceni 4.4.20. Naleznéte partikularni feseni rovnice (4.4.2) pomoci metody va-
riace konstant, tj. hledejte ho ve tvaru

yp(x) = c(x)e_P(m).

4.4.3 Poznamka o linearnich diferenc¢nich rovnicich

V ekonomickyjch a biologickych aplikacich se nékdy nehled4 funkce, ale posloup-
nost fesici dany problém. K podobnym tlohdm se muzeme dostat i u nékterych
numerickych metod feSeni obycejnych diferencialnich rovnic. Nejcastéji se fesi dva
typy diferencnich rovnic. Jednak je to linedrni diferencéni rovnice prvniho vadu

Yn+1 +pnyn = f’ru

kde {p.} a {fn} jsou dané posloupnosti, a je ddna pocateéni hodnota y;. Déle se
studuje linedrni diferencni rovnice k-tého ddu s konstantnimi koeficienty

Yntk + Che1Yntb—1 + - + C1Ynt1 + Q0Yn = [fn, (4.4.9)

kde {f,} je dana posloupnost, aq, ..., a;_1 jsou redlné koeficienty a mame zadany
pocatecni hodnoty y1,y2, ..., yr € R.
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U obou typu diferen¢nich rovnic se d4 osamostatnit ¢len tplné nalevo. Oka-
mzité vidime, Ze posloupnost je zadané rekurentné a automaticky mame jeji exis-
tenci a jednoznacnost. Otazkou zustava, je-li mozné ziskat formuli, kterd by dala
pfimo vzorec pro y,. U uvedenych dvou typi diferen¢nich rovnic jsou znamy po-
stupy FeSeni. Pro nas je zajimava zejména diferencni rovnice (4.4.9), kde postup
feSeni velice pfipomind postup, s nimz jsme se jiz setkali pii feseni obycCejnych
diferencialnich rovnic.

Tento postup si ukdzeme podrobné. Pro jednoduchost uvazime ptipad k = 2,
tedy rovnici

Yn+2 + A1Yn+1 + aoYn = fn~ (4410)

Zacneme fesenim homogenni tlohy

Yn+2 + Q1Ynt+1 + QGYn = 0. (4411)

Reseni budeme nejprve hledat ve tvaru y, = A*, kde X € C. Tento tvar dosadime
a po vykraceni ¢initele A™ dostavame charakteristickou rovnici

)\2—|—a1)\+a020.

V dalsim se nebudeme zabyvat situaci, kdy mé charakteristickd rovnice nulovy
kofen (pak je ag = 0 a diferen¢ni rovnice je niz§iho fadu).

Piipomerime, Ze polynom stupné dva s redlnymi koeficienty ma bud dva realné
kofeny, nebo jeden dvojnasobny realny dvojnasobny koren, nebo dvojici komplexné
sdruzenych disel.

Tvrzeni 4.4.21. Necht ag,a1 € R a ag # 0. Pak vSechna obecnd tesend diferencni
rovnice (4.4.11) jsou vyjddiena v zavislosti na kofenech charakteristické rovnice
ndsledovné

Ch AT + Ca Ny pro dva rizné kofeny A, A2 € R\ {0}
Yn = § C1A" + Con ™ pro dvojndsobny koten A € R\ {0}
Cyr™ cos(ng) + Car™sin(ny)  pro komplezni koteny r(cos ¢ £ isin p).

Diikaz. Postupné uvazime vSechny tfi pripady a ukazeme, Ze navrhovana feSeni
skutecné Fesi diferen¢ni rovnici (4.4.11). Budeme-li navic ke kazdé dvojici pocatec-
nich podminek y;,y2 € R umét najit odpovidajici koeficienty Cy,Cs € R, budeme
védét, ze jsme nasli skutecné vSechna FeSeni (pfipomenime, Ze u diferené¢nich rovnic
méme existenci a jednoznacnost feSeni automaticky).

Nejprve uvazme piipad dvou realnych kofent A, Ao € R. Diky konstrukci
charakteristické rovnice a linearité tlohy (4.4.11) je

Yn = Cl)\? + CQ)\;

ziejmé feSenim. Jsou-li dale dané pocatecni hodnoty yi1,y2 € R, dostavame sou-
stavu (pro neznamé Cq,Cy € R)

Cidi + oo =y
01>\§ + OQ)\% = Y2.
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Determinant matice soustavy na levé strané mé hodnotu (uvédomme si, ze jde o
variantu tzv. Vandermondova determinantu)

AAZ = AoAZ = Ao (Ag — Ap) # 0.

Ke kazdé sadé pocateénich podminek tedy existuji odpovidajici Cq, Co € R. Mame
tedy jistotu, Ze umime nalézt vSechna mozna feSeni.
Necht je dale A # 0 dvojnasobny redlny kofen. Potfebujeme ovétit, ze y,, := nA™
fesi rovnici
Yn42 — 2)\yn+1 + )\Qyn =0.
To dostavame okamzité po dosazeni
Ynio = 2Mns1 + N2yn = (n+2)A"T2 = 2X\(n + DA™ + 22" = 0.

Necht jsou dané pocateéni hodnoty yi,y2 € R. Soustava rovnic mé tentokrat tvar

Cl>\ + 02)\ =N
Cl)\Q + 202)\2 = Ya.

Determinant matice na levé strané mé hodnotu
203 — A3 = \3 £,

jsme tedy hotovi i ve druhém piipadé.
Koneéné, necht mé charakteristicky polynom kofeny r(cos¢ =+ isin). Diky
linearité (4.4.11) a Moivreové vété je FeSenim také

Csr™ (cos(ng) + isin(ng)) + Car™ (cos(ng) — isin(ny))
= (C5 + Cy)r" cos(np) +i(C3 — Cy)r" sin(ny),

kdykoliv C3,Cy € C. Volba C3 = Cy = 1 nam déva Fefeni 7" cos(ny) a volbou
C3 = —Cy = —4 dostavame FeSeni " sin(n¢p). Odtud také

Cyr™ cos(ng) + Car™ sin(ney)
fesi (4.4.11). Jsou-li dale dané pocateéni hodnoty y1,y2 € R, dostdvame soustavu

Circosp+ Corsing =y
C17? cos(2p) + Car? sin(2¢p) = ya.
Determinant soustavy ma tvar
7% (cos psin(2¢p) — sin ¢ cos(2¢))
= r3(2cos? psin ¢ — (cos? p — sin? @) sin @)
= 1"3((:032 @ sin ¢ + sin® ) = r3sing # 0
(protoze vidy uvazujeme netrividlni kofeny, mame r > 0, a protoZe v tomto pfi-

padé uvazujeme kofeny, které nejsou realné, mame singp # 0) a jsme hotovi i v
poslednim pripadé. O
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Priklad 4.4.22. (i) Uvazme diferenéni rovnici
Yn+2 — 3Yn+1 + 2yn = 0.
Charakteristicka rovnice ma tvar
0=X-32+2=N-1)(A—2),
a proto je obecnym FeSenim posloupnost
yn = C11" 4+ 092" = C1 + Cr2™.
(ii) Uvazme diferen¢ni rovnici
Yn+2 = 6Ynt1 4+ 9yn = 0.
Charakteristickd rovnice ma tvar
0=M—6\1+9=(\-3)2
a proto je obecnym feSenim posloupnost
Yn = C13™ 4+ Can3".

(iii) Uvazme diferen¢ni rovnici ypn12 — 2yn+1 + 4y, = 0. Charakteristickd rovnice
mé tvar 0 = A2 — 2) + 4. Jejimi kofeny jsou

Ao=1= V3i= 2(cosg +isin g)
a proto je obecnym Fesenim posloupnost
yYn = C12" cos %n + (92" sin %

Nehomomogenni diferen¢ni rovnice (4.4.10) se ¢asto fesi uhodnutim a néasled-
nym sectenim s feSenim homogenni rovnice. Mizeme pouzit nésledujici tvrzeni (v
literature se dokazuje jen malokdy, byva pouzivano jen jako inspirace pro uhodnuti
feseni).

Tvrzeni 4.4.23 (O specidlni pravé strané). Necht pro vSechna n € N plati
fn = 1" (P1(n) cos(vn) + Py(n)sin(vn)),

kde p,v € R a Py, Py jsou polynomy. Pak existuji polynomy Q1, Q2 stupné nejvyse
max{st Py, st P»} takové, Ze posloupnost

= 1" (Qu (n) cos(vm) + Qa(n) sin(vm),

kde k € Ny je ndsobnost cisla p + iv jakozto korene charakteristického polynomu,
Test nehomogenni rovnici.
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Piiklad 4.4.24. Resme tilohu
Yn+2 — SYn+1 + 2y, = n2" s podminkami y; = 2,42 = 0.
Charakteristickd rovnice ma tvar
0=X-3A4+2=N-1A-2),
a proto méa homogenni tloha feseni
zp = C1 + Cy2™.

Partikuldrni feSeni hleddme ve tvaru (prava strana f, = n2" ma specidlni tvar s
volbou p=2,v=0,k=1lastP, =1)

wy, = (An* + Bn)2".
Po dosazeni a vykraceni Cinitele 2" dostavame
n=4(A(n+2)>+ B(n+2)) —6(A(n+1)>+ B(n+1)) + 2(An> + Bn)
=0n® + (16A + 4B — 12A — 6B + 2B)n + (16A + 8B — 6A — 6B)
=4An + (104 + 2B).

Odtud A = i, B = —5 a mame partikularni feseni

1
1 4

1 5
w, = ~n22" — Zp2".

4 4

Obecné feseni ma proto tvar

1 5
Zn +w, = C1 + C2" + 1n22" — Zn2”.

Pocateéni podminky dale davaji

1 5
2:Cl+202+§—§ = (C14+20,=4

0=C14+4Cy+4—-10 — C(Cq+4Cy =6.
Odtud Cy =1, C; = 2 a hledana posloupnost je dana predpisem

1 5
=2+42" 4+ —n?2" — “n2"
Yn 1 1
Poznamka 4.4.25. Problematika diferenc¢nich rovnic je podstatné vice prozkou-
méana, nez jsme si zde ukazali. My jsme se zamérili jen na tu ¢ast, kde se postupy

feSeni velmi podobaji nasim postupiim z feseni oby¢ejnych diferencialnich rovnic.

Shrnuti a zdvérecné pozndmky. Seznamili jsme se s pojmem primitivni funkce k
dané funkce. Ukéazali jsme si zakladni obecné techniky hledani primitivnich funkeci
(metoda per partes a substituéni metoda) a pak jsme se sezndmili s jistymi tii-
dami funkci, pro néz v principu umime primitivni funkce nalézt (raciondlni lomené
funkce). Déle jsme se sezndmili s nékterymi t¥idami funkci, pro néz vhodnou sub-
stituci pfevedeme hledani primitivni funkce k nim na hledéni primitivni funkce
racionédlni lomené funkce. Poté jsme se seznamili s nékterymi jednoduchymi typy
linearnich obycejnych diferencidlnich rovnic a naudili jsme se je fesit. Nakonec jsme
si ukazali souvislost téchto tloh s hledanim feSeni linearnich diferen¢nich rovnic.



Kapitola 5

Limity podruhé

V této kapitole bude nasim hlavnim cilem doplnit latku k limitam nevlastnim a
limitdm v nevlastnich bodech. Budeme se také zabyvat limitami posloupnosti.

5.1 Limity nevlastni, limity v nevlastnich bodech,
limity posloupnosti

Ptipomernime si zédkladni definici limity pracujici s pojmy okoli a prstencové okoli,
kterd se pouziva v situaci, Ze funkce je definovand na jistém prstencovém okoli
bodu zy.

Definice 5.1.1. Funkce f: R — R méa v bodé g € R* limitu A € R*, jestlize
Ve > 030 > 0Vx € Ps(zo) f(z) € U(A).

S touto definici se vétSinou pracuje tak, Ze se okoli prepisi pomoci absolutnich
hodnot. V pripadé, Ze nepocitame vlastni limitu ve vlastnim bodé, jiz neplati, ze
nejdilezitéjsi jsou okoli Ps(xp) a U(A), kde § a e jsou velice blizkd nule. Byva
proto zvykem pouzivat odlisné znaceni.

Priklad 5.1.2. (i) Vlastni limita A € R v nevlastnim bodé +o0o mé ekvivalentni
definici

lim f(r)=A4 < Ve>03K>0Va>K |f(z)-A|<e.

r—r+00
(ii) Pro A € R a xp = —oo mame

lim f(z)=A4 <= Ve>03K>0Vx<-K |f(z)—A|<e.

r——00
(iii) Pro A = 400 a 29 € R mame

lim f(z) =400 <<= VK >036>0Vze (v9—3d,20+9)\{z} f(z)>K.

T—T0o

143
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(iv) Pro A = +00 a g = +00 méme

lim f(z) =400 <<= VK>03L>0Vx>L f(z)>K.

r—+o0
V ostatnich pfipadech se postupuje analogicky.

Poznamka 5.1.3. Mezi vlastnimi limitami redlnych funkci a komplexnich funkci
je uzky vztah. V pfipadé nevlastnich limit se vSak projevi znacna odlisSnost v
zavedeni co € C* a oo € R*.

Dalsim dulezitym pojmem je posloupnost.

Definice 5.1.4 (Posloupnost). Posloupnost je zobrazeni ¢: N — R. Hodnota
©(n) se nazyvéa n-ty clen posloupnosti. Obvykle se p(n) zkracené znaci ¢, a po-

sloupnost ¢ byva zvykem znaéit {¢,} >, nebo zkracens {,}.

Definice 5.1.5 (Limita posloupnosti). Necht {¢,} C R je posloupnost a A € R*.
Rekneme, ze A je limitou posloupnosti pro n jdouci do nekonecna, jestlize

Ve > 03ng € NVn >ng ¢, € U(A).

V takovém pripadé piseme lim, , o ¢, = A, ¢, — A pro n — 400, nebo také
©n "I 4,

Poznamka 5.1.6. Lze mluvit samoziejmé i o komplexnich posloupnostech, tedy
zobrazenich ¢: N — C. Pak by Definice 5.1.4 odpovidala rediné posloupnosti. Pro-
toZe vétSina vét (v piipadé vlastnich limit) plati ve stejném znéni pro realné a
komplexni posloupnosti a situace, kdy se véty pro redlné a komplexni funkce lisi,
jsme probrali v Kapitole 3, budeme nadale mluvit vétsinou o redlnych posloup-
nostech, aniz bychom slovo realné zduraznovali, a pouze v pfipadé, kdy nastane
pro komplexni posloupnosti specificka situace, zminime i je. Pozor ale na rozdily
v pfipadé nevlastnich limit, srovnejte téz s Pozndmkou 5.1.3.

Priklad 5.1.7. (i) Plati lim, . £ = 0. Skutecné, ke zvolenému £ > 0 stac
polozit ng = [1] + 1, kde [2] znaéi celou ¢ést ¢isla .
(ii) Plati lim,,—, 1 oo n = +00. Stadi si totiz uvédomit, ze

lim ¢, =400 <= VK >03npeNVn>ny ¢, >K.

n—-+oo

V naSem piipadé staéi volit ng = [K] + 1.
1

(iii) Pozdéji si ukdzeme, ze lim, (1 + )" =expl =e.

Posloupnost je vlastné funkce, jejiz defini¢ni obor obsahuje velmi mélo bodi.
Definice limity funkce a limity posloupnosti se da sloucit do jedné obecné definice,
ktera jiz nepozaduje, aby jisté prstencové okoli bodu z( lezelo v defini¢nim oboru.

Definice 5.1.8 (Obecnd definice limity). Necht f: R — R, zp € R* a A € R*.
Necht pro kazdé n > 0 je Py, (xo) N Dy # 0. Pak
lim f(z)=A &L Ve>035>0Vz € Ps(xo) N Dy f(x) € U(A).

T—rTo
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Poznamka 5.1.9. (i) NaSe nova definice v sobé zahrnuje jak nasi ptivodni definici
limity funkce tak definici limity posloupnosti. Navic pfipousti tfeba funkce, které
jsou definovany jen na Q.

(ii) Podminka o neprazdnosti priniku defini¢niho oboru s libovolnym prstencovym
okolim bodu zy byla pfidana kvtli jednoznacnosti limity, jak uvidime nize.

Nasledujici véta ndm v mnoha situacich umoznuje vyhnout se praci s nevlast-
nimi limitami. Budeme v ni pouzivat znaceni

ILm f(z) =04 BLUN ILm f(x) =0 A f>0mna Ps(xg) N Dy pro jisté § > 0.
T—T0 T—T0o

Véta 5.1.10 (Vztahy mezi vlastnimi a nevlastnimi limitami). Necht f: R - R a
xg € R*. Pak

(i) limg—p, f(2) = 400 — limg 0, ﬁ =04

(ii) limg sz, f(x) = —00 = limy 4, f(lz) =0_

(iif) limy o0 f(2) = limy o, f(3)

(iv) limg oo f(2) = limy 0 f(%)

(pFidemZ &dsti (iii) a (iv) chdpeme navic tak, Ze limita na levé strané existuje prdvé
tehdy, kdyz existuje limita na strané pravé).

Dikaz. Dokazme (i). Mame

ILm f(z) =400 <= VK > 03§ > 0Vx € Ps(zo) N Dy f(x) € (K,+00)
= VK > 035 > 0Va € Ps(zo) N Dy 5z € (0, %)
<= Ve >030 >0Vx € Ps(zo) N Dy f(x) € (0,¢)

1
lim —— =04.
= =

Cast (ii) se dokaze podobné.
Dokazme (iii). Pro A € R* plati

lim f(z) = A<= Ve >03K >0Vz € (K,400) N Dy f(z) € U(A)

r—r—+00
<= Ve > 03K >0V, € (K,+00)N Dy f(5) € U(A)
= Ve > 03K >0Vy e (0, )N Dy f(5) €Us(A)
= Ve>030>0Vy € (0,0)n Dy f(,)€U(A)
‘:’ylif& f(5)=4
Cast (iv) se dokaze podobné. O

Poznamka 5.1.11. (i) Casti (i) a (ii) predchozi véty, pro zo = +oo, se tykaji
také posloupnosti.
(ii) Pokud f: R — C, snadno se d4 dokazat, ze plati

1

Am flz)=c0 = lm s =0
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V dalsim se budeme vénovat rozsifeni ndm dosud zndmgych vysledk do no-
vych pfipadil. Protoze se v diikazech pouzivéa velmi podobny piistup jako v situaci
s vlastni limitou ve vlastnim bodé, dokdZeme jen néktera tvrzeni a zbytek prene-
chame ¢tenari jako uzitecna cviceni. Ve vSech tvrzenich automaticky predpokla-
déme podminku, ze pro kazdé n > 0 plati P, (x¢) N Dy # 0. Budeme také uvadét
prislusnou vétu, kterou jsme dokézali v kapitole vénované limitam funkci.

Véta 5.1.12 (Jednoznac¢nost limity; Véta 3.1.12). Necht f: R — R, 290 € R* a
limg_,,, f(z) € R*. Pak je tato limita urcena jednoznacné.

Diikaz. Pro spor predpoklddejme, Ze lim, ., f(z) = A € R*, lim,_,,, f(z) =
BeR*aA# B. Obecné A, B € {—oco} URU {400} a rozlisujeme celkem sedm
pfipadi. Pripad A, B € R se vyfidi podobné jako v kapitole o vlastnich limitach
ve vlastnich bodech. Necht dale A € R a B = 4o0. Diky lim,_,,, f(z) = A € R*,
méme (volime € := 1) §; > 0 takové, ze

If(z) — Al <1 na Ps, (zo) N Dy.
Déle diky lim,_,,, f(z) = B = 400 existuje d; > 0 takové, zZe
flz) > 1A +1 na Ps,(xo) N Dy.
Na neprazdné mnoziné Ps, (o) N Ps,(x0) N Dy tedy plati obé nerovnosti, a proto
F(5) = A+ f(z) = A< A+ |f(x) - Al < |A] +1 < f(),
¢imz dostavame spor. V ostatnich pfipadech se postupuje podobné. O
Cviceni 5.1.13. Dokazte ostatni piipady z Véty 5.1.12.

Véta 5.1.14 (Vztah k jednostrannym limitdm; Véta 3.1.16). Necht f: R — R,
zo € R a A € R*. Necht navic pro vSechna n > 0 jsou obé mnoziny (xo—n, o) Dy
a (zo, o +n) N Dy neprdzdné. Pak

lim f(z)=A4 = lim f(z)=A4 A lim f(z)=A.

T—rT0 T—To_ I*}l’o+

Cviceni 5.1.15. Dokazte Vétu 5.1.14.
V dalsim tvrzeni pouzividme znaleni | — oco| = | + oo| = +00.

Véta 5.1.16 (Limita absolutni hodnoty; Véta 3.1.18). Necht f: R — R, xp € R*
a necht plati lim, ., f(z) = A € R*. Pak lim,_,,, |f(x)| = |A].

Cviéeni 5.1.17. Dokazte Vétu 5.1.16.

Véta 5.1.18 (Limity a chovéani na okoli; Véty 3.1.21 a 3.1.23). Nechf f: R — R,
zo € R* alimy_,,, f(x) = A € R*.

(i) Je-li A vlastni, pak je f na priniku Dy a jistého prstencového okoli omezend.
(i) Je-li A # 0, pak je f na priniku Dy a jistého prstencového okoli odrazend od
nuly.
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Diikaz. Jestlize A € R, lze pouzit postup z dikazi podobnych vysledkt z kapi-
toly o vlastnich limitach ve vlastnich bodech. Situace, kdy A = Fo00, je dokonce
jednodussi. O

Pripomenme, Ze jsme pii zavedeni R* dodefinovali aritmetiku pro pocitani s
+00 a —oo (napfiklad +o0o + 6 = +00), nékteré operace jsme vSak nedefinovali
(naptiklad +22).

Véta 5.1.19 (Aritmetika limit; Véta 3.1.24). Necht f,g: R = R, 29 € R*, Dy =
Dy, limy 5, f(z) = A€ R* alim,_,,, f(z) = B € R*. Pak
(1) limg_u, (f(x) + g(x)) = A+ B, md-li pravd strana smysl
(if) imy—sy, f(z)g(x) = AB, md-li pravd strana smysl
f(z)

(iil) limg_yz, S = %, md-li pravd strana smysl.

Diikaz. Jestlize A, B € R, lze pouzit postup z dikazu aritmetiky limit z kapitoly
o vlastnich limitach ve vlastnich bodech. V ostatnich pfipadech vysledky plynou
z nésledujici véty (Véta 5.1.23) a Véty o vztazich mezi vlastnimi a nevlastnimi
limitami (Véta 5.1.10). O

Poznamka 5.1.20. Uvédomme si, Ze v pfipadé (iii) v pfedchozi vété to, Ze ma
prava strana smysl, implikuje, ze B # 0.

Priklad 5.1.21. Pocitejme lim, o, (logx + cosz). Abychom mohli pouzit Vétu
5.1.19 (i), zGzime definiéni obor druhé funkce na (0, +00). Pak neni problém ukéa-
zat, ze plati

lim (logx 4+ cosz) = lim logz + lim cosz = —o0o+ 1= —o0.
I—>O+ JJ—)O+ .'L'—>O+

Cviceni 5.1.22. Dokazte, ze Véta 5.1.19 plyne z nésledujici véty (Véta 5.1.23).
Véta 5.1.23 (Zesilena aritmetika nevlastnich limit). Necht f,g: R — R, oy € R*,
Dy=Dy, A>0,c€Raf>0.

(i) Je-lilimg_z, f(x) = 400 a g > a na Pa(xzo) N Dy, paklimg ., (f(z)+g(x)) =
+00.

(ii) Je-lilimg 4, f(z) = —00 a g < a na Pa(xo)NDy, pak lim, ., (f(z)+g(x)) =
—00.

(iil) Je-li limy 4, f(x) = £00 a g > B na Pa(zo) N Dy, pak lim,_,,, f(x)g(z) =
+o0.

(iv) Je-li limy 4, f(x) = £00 a g < —B na Pa(xo) N Dy, pak lim,_,,, f(z)g(z) =
Foo.

Diikaz. Dokazme (i). Z pfedpokladii plyne
i 1) = o
< VK >03§>0Vzx € Ps(zo) N Dy flz)>K
<= VK >036>0Vz € Ps(zo)ND; flz)+a>K
= VK >030 > 0Vz € Ps(xo) N Palzo) NDfNDy f(z)+g(x)>K
<:>zlggo f(z) + g(z) = +oo.
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Cast (ii) se dokazuje podobné.
Dokazme jesté (iii) v situaci, kdy lim,_,,, f(z) = +00. Mame

lim f(z) = +o0
TrT—xQ

< VK >03§>0Vz € Ps(zg)NDy flz)>K

< VK >03§>0Vz € Ps(zo) N Dy Bf(x)>K

= VK >036 > 0Vx € Ps(xo) N Palzo) N DN Dy  f(z)g(x) > K
= lim [@)g(x) = +oo.

Zbyla tvrzeni se dokazuji podobné. O

Cviceni 5.1.24. Dokazte zbyld tvrzeni z predeslé véty.

Véta 5.1.25 (Zachovani nerovnosti pfi limitnim pfechodu; Véta 3.1.34). Necht
f,9g: R—=>R, 20 € R, A, B € R*, lim,_,,, f(z) = A alimy,_,,, g(x) = B. Jestlie
Dy = Dy a f < g na jistém prstencovem okoli bodu xo proniknutém Dy, pak
A<B.

Diikaz. Lze pouzit postup z kapitoly o vlastnich limitach ve vlastnich bodech,
presnéji Vétu 3.1.34. O

Cvicéeni 5.1.26. Provedte dikaz Véty 5.1.25 podrobné.

Véta 5.1.27 (O dvou straznicich; Véta 3.1.36). Necht f,g,h: R — R, o € R*,
A e R*, limy_y,, f(z) = A alim,_,,, h(x) = A. JestliZe Dy =Dy =Dp a f <g<
h na jistém prstencovém okoli bodu x¢ proniknutém Dy, pak lim,_,,, g(z) = A.

Dikaz. Lze pouzit snadny diikaz z kapitoly o vlastnich limitach ve vlastnich bo-
dech. O

Cviceni 5.1.28. Provedte ditkkaz podrobné.
V pripad€ nevlastni limity je mozné predchozi vétu zjednodusit.

Véta 5.1.29 (O jednom straznikovi). Necht f,g: R = R, 29 € R* a Dy = D,,.
(i) Je-lilimy ., f(x) = 400 a f < g na jistém prstencovém okoli bodu xy pronik-
nutém Dy, pak lim,_, ., g(x) = +o0.

(i1) Je-li limy sz, f(x) = —00 a g < f na jistém prstencovém okoli bodu o pro-
niknutém Dy, pak limg,_,,, g(x) = —oo.
Dikaz. Dtikaz je podobny diikazu predchozi véty. O

Cviceni 5.1.30. Provedte ditkkaz podrobné.

Poznamka 5.1.31. V predchozich vétach jsme pfevazné pracovali se dvéma funk-
cemi a pozadovali jsme, aby obé funkce mély stejny defini¢ni obor. Tato podminka
je splnéna v situaci, kterou jsme probirali v pivodni kapitole o limitach, kde jsme
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uvazovali jen funkce definované na jistém prstencovém okoli bodu zy (obéma funk-
cim mtizeme definiéni obor zmensit na stejné prstencové okoli). Dalsim ¢asto pouzi-
vanym pfipadem bude dvojice posloupnosti (ty lze vidy pfeznaéit, aby definiénim
oborem bylo N).

Pokud bychom chtéli piedchozi véty formulovat i v situaci Dy # Dy, je potifeba
zna¢né opatrnost. Napiiklad aritmetika limit bude platit v situaci, kdy Dy N D, N
Py(xo) # 0 pro kazdé n > 0 (napfiklad soucet funkei je pak definovan na DyNDy).
Na druhou stranu, podobny typ podminek nemuze stacit u Véty o dvou straznicich
(Véta 5.1.27), jak ukazuje piiklad, kdy za g volime Dirichletovu funkci a f,h se
rovnaji nule na iracionalnich ¢islech a pro racionalni ¢isla f, h nedefinujeme.

Véta 5.1.32 (O limité slozené funkce; Véta 3.1.46). Necht funkce f,g: R — R,
zg € R*, f(Dy) C Dy, limg_q, f(z) = A € R* a limy_, 4 g(z) = B € R*. Necht
plati alespon jedna z podminek
(i) vnitind funkce na jistém prstencovém okoli bodu xo nenabyvd své limitni hod-
noty v bodé xg
(ii) vnéjsi funkce je spojitda v A. Pak

lim g(f(x)) = B.

T—rTo
Dikaz. Lze pouzit ditkaz z kapitoly o vlastnich limitach ve vlastnich bodech. [
Cviceni 5.1.33. Provedte diikaz podrobné.

Poznamka 5.1.34. (i) V piipads, ze A ¢ R, vnéjsi funkce nemize byt spojita v A,
a proto o pouzitelnosti véty rozhoduje podminka o nenabyvani limitni hodnoty.
(ii) Je-li naptiklad g = e”, 1ze V&tu o limité slozené funkce (Véta 3.2.8) aplikovat,
kdykoliv existuje A := lim,_,,, f(z) € R*. Skuteéné, je-li A € R, pak mame
splnénu podminku o spojitosti vnéjsi funkce v A. Je-li A = 400, mame zase
splnénu podminku o nenabyvani limitni hodnoty.

Uzite¢nym néastrojem pii pocitani mnohych typt limit je nasledujici véta.
Véta 5.1.35 (L’Hospitalovo pravidlo). Necht f,g9: R — R, xg € R*. Necht ddle
a) na jistém prstencovém okoli bodu xy existuji vlastni f', g’ a plati zde g’ #0
b) limg e, L& = A € R*
c)

g'(x)
plati jedna z podminek

(i) im f(z)= lim ¢g(z)=0

T—To T—To

(i) lim |g(z)| = 4o0.

T—rTo
Pak lim, ., £ = A.
Diikaz. Dikaz zatim odlozime. O

Poznamka 5.1.36. (i) V cizojazycné literatuie byva podminka lim,_, ., |g(z)| =
+oo ¢asto jesté doplnéna podminkou lim,_,,, | f(z)| = +00. Druhd podminka vsak
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neni nutna. Na tento jev poprvé upozornil zndmy ¢esky matematik Vojtéch Jarnik.
Na druhou stranu vypusténi podminky lim, ., |f(2)| = +00 mé jen minimalni
vyznam v aplikacich. Pokud totiz plati lim,_,,, |f(z)| € R, zlomek mé nulovou
limitu a L’Hospitalovo pravidlo vibec nemusime pouzit.

(ii) L’Hospitalovo pravidlo je moZné postupné iterovat.

(iii) L’Hospitalovo pravidlo byva vyucovano jiz na stfedni skole, kde si rychle ziska
oblibu jako mocny néstroj pri pocitani nejriznéjsich limit. Neni to vSak nastroj
vsemocny, v prikladech si ukdzeme jeho slabiny.

Priklad 5.1.37 (Iterace L’Hospitalova pravidla). Snadno lze ovéfit, ze L'Hospi-
talovo pravidlo je mozné pouzit v nasledujici situaci

. o2®rvm . 32xvym . 6rim 6
Iim — = lim — = lim — = lim —=0
rz—+o0 et r—+oo et z—+oo et z—+oo et
(vSechny rovnosti byly opréavnéné teprve ve chvili, kdy jsme znali limitu tplné

napravo).

Piiklad 5.1.38 (Vzdalovani se od cile). V nésledujici situaci je pokus o derivo-
véni na skodu a snahou o aplikaci L’Hospitalova pravidla si zadanou tlohu jen
komplikujeme

. pm . 3%

lim — = lim 5

z—+oo0 ¥ z—+oo 2xe”

(snadno 1ze nahlédnout, Ze obé limity maji hodnotu 400, rovnost tedy plati, ale
uzitek z toho nemame zadny).

Pfiklad 5.1.39 (Podil derivaci nem4 limitu). L’Hospitalovo pravidlo ndm nijak
nepomuze v nasledujici situaci
T+ sinx 1+ cosx

1= lim ——— lim
r—+00 x Tr—r+00 ]_

(limita napravo neexistuje).

Priklad 5.1.40 (Pozor na dodrZeni pfedpokladi). Pokud méme f(z) = sinz a
g(x) = 14 z, plati lim,_,o f(z) = f(0) = 0 ale lim,_,g g(z) = ¢g(0) = 1, a proto
neptekvapi

1m
z—=01+x z—0

Priklad 5.1.41 (L’Hospitalovo pravidlo a limity elementarnich funkci). Uvedme
nékteré nase dosavadni vysledky a rozsitme je o né€kolik dalsich vysledki, které ply-
nou ze zakladnich vlastnosti elementarnich funkci, a dokazuji se pomoci L’Hospi-
talova pravidla.

(1) limy 400 ¢ = £00

(ii) limg— 400 €* = 400

(iii) limg oo €® = lim; 0™ =0
(iv) limg— 400 log(z) = +00

(v) lim, 0, log(z) = —oc0
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(vi) limg 400 2™ = 400 (pro n € N)
(vii) limy_, o0 2™ — +o0o pron € N sudé
—oo pron € N liché

400 proa >0
(viii) limg_y 4 oo 2% = lim,_, oo exp(alogz) = < 1 proa =0

0 pro a <0
(ix) jestlize n € N a a,, # 0, pak

. _ . Ap—1 Qg
lim (a,2™ 4 ap_12" '+ -+ a1z +ap) = lim ac"(an + = e )
r—+00 r—+00 x xm

= signay, - (+00)

(x) jestlize n,m € N, a,, # 0 a b, # 0, pak

I apx” + -+ a1x+ ap . Apx ™™ 4 agz T+ aprT™

im = lim

x40 by ™ 4 -+ b+ by =t by + -+ byxl T A boxT™
sign(anbm,) - (+00) pron >m

An

=93 pron=m
0 pron <m

(xi) limg— 400 ;’—Z = 0 (pro a < 0 zfejmé, pro o > 0 aplikujeme L’Hospitalovo
pravidlo tolikrat, az bude bude mocnina ve jmenovateli zdporna)

.. . « L’H ,. a—1 .
(Xll) hmx—H—oo ﬁw = hmx—H—oo MT = hmx—>+oo ar® = 400 pro a > 0 (pro
a < 0 je tloha snadnd)

ey 1 . 1 L'H .. 1 ) o
(xiii) limg 0, 2*logz = lim, o, 225 = limg o, —2%a=r = limy 0, &, =0

pro a > 0.

Poznamka 5.1.42. (i) Pokud bychom situaci lim,_, 4 o % = 400 znadili g < f,

pak predchozi ptriklady nam davaji pro 0 < o < 8 schéma

1
A R e gz <l<logr < 2% < 2P < .

(ii) Uvazujeme-li konvergenci © — 04, 0 < a < 3, dostdvame schéma (uvédomme
si, Ze log(2) = —logz > 0 na (0,1))

P <2 < <l<logl)y<az ™ <a™b.

log(3)
5.2 Klasifikace nekone¢né malych a nekonec¢né
velkych veli¢in, symboly o a O

V matematice se ¢asto pouziva nasledujici terminologie. O funkci f, ktera spliuje
lim,_,., f(z) = 0, fikdme, Ze je v z¢ nekonecné mald, a o funkci f, kterd spliiuje
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limg_,z, | f(z)| = 400, Tikdme, Ze je v o nekonecné velkd. V aplikacich se ¢asto
hodi porovnévat studovanou funkci s néjakou elementarni funkci, jejiz chovani
dobfe zname.

Definice 5.2.1 (Symboly o a O, silné a slaba ekvivalence). Necht f,g: R - R a
xo € R*.

(i) Piseme f = o(g) pro  — xo, jestlize lim,_, 4, J;Ei; =0.

(ii) Piseme f = O(g) pro & — xo, jestlize existuji K,d > 0 takovd, ze |f(z)| <
K|g(x)| na Ps(zo).

(iii) Rekneme, ze f je silné ekvivalentni's g pro & — o, jestlize lim,_,,,

) _
oz = 1

V takovém pfipadé piseme f = g pro x — xg.

(iv) Rekneme, ze f je slabé ekvivalentni s g pro & — mg, jestlize lim, ., fa

g(z)

N>

S
R\ {0}. V takovém piipadé piseme f ~ g pro z — xg.

Poznamka 5.2.2. Snadno se d4 nahlédnout, Ze

f=o(g) = f=0(9)

f=2g = fr~rg = [f=0(Arg=0()
Navic se z téchto implikaci zddna obecné neda otocit. Pro posledné uvedenou

implikaci uvazte priklad

1 proz €Q
-1 prozx e R\Q

1 proxeQ

f=1 a g(ﬂc):{ 2 prox € R\Q.

nebo g(z) = {

Poznamka 5.2.3. Za funkci g byvaji v aplikacich nejcastéji voleny funkce z Po-
znamky 5.1.42.

Cviceni 5.2.4. V nésledujicich pfikladech mame vzdy situaci x — x¢. DokaZte
si nasledujici tvrzeni.

(1) Jestlize f1 = O(g) a fo = O(g), pak fi1 + fo = O(g). (Ale pozor, samoziejmé
neni obecné pravda, ze f1 — fo = 0o(g).)

(it) Jestlize f, = o(g) a f> = o(g), pak fu + fo = o(g).

(iii) Jestlize f1 = O(g) a fa = o(g), pak f1 + f2 = O(g). Obecné neplati f; + fo2 =
o(g).

iv) Jestlize f = O(g) a g = O(h), pak f = O(h).

(v) Jestlize f =o(g) a g = o(h), pak f = o(h).

(vi) Jestlize f =o(g) a g = O(h) , pak f = o(h).

(vii) Jestlize f = O(g) a g = o(h) , pak f = o(h).

(viii) Podminka f = O(1) je totéz, co omezenost na néjakém prstencovém okoli.
V dalsich prikladech mame situaci x = 0.

(ix) Jestlize f = o(z?), pak f = o(x).
(x) Jestlize f = o(x) a g = o(x?), pak fg € o(x?).
(xi) Jestlize f = o(z?), pak @ € o(x).

(

xii) Jestlize f = o(2?) a g = O(x), obecné nemusi platit 5 € o(x).
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Priklad 5.2.5. Uvazme funkci f(z) =sinz —z a o, § > 0. Pomoci L’Hospitalova
pravidla se da ukazat, ze

Odtud
f=o0(z% <= a<3 a f=0@E") < p<3,

vSe pro x — 0.

5.3 Limity monotonnich funkci a posloupnosti

Véta 5.3.1 (Existence limity pro monotonni funkci). Necht f: R — R a (a,b) C
Df C R.
(i) Je-li f neklesajici na (a,b), pak

lim f(z)= inf f(2) a llig{ f(x)= sup f(z).

T—ay z€(a,b) z€(a,b)
(ii) Je-li f nerostouci na (a,b), pak

lim f(z)= sup f(z) a lim f(x)= inf)f(a:).

T—ay z€(a,b) z—b_ z€(a,b

Diikaz. Necht f je neklesajici a plati S := sup,¢ (4, f(7) € R. Zvolme ¢ > 0. Pak
podle druhé vlastnosti suprema musi existovat zo € (a,b) takové, ze S—e < f(x0).
Diky monotonii tedy mame

S—e<fx) <S8 na [zo,b).

Odtud jiz plyne lim,_;_ f(x) = S. Je-li S = 400, dikaz zalozime na nerovnosti
K < f(xo).

Vysledek pro lim, ., f(z) se dokaze analogicky. Podobné se postupuje pro
nerostouci funkci. O

Poznamka 5.3.2. Nebylo nutné, aby (a,b) C Dy. Staéi, kdyz pro oba krajni body
plati, ze kazdé jejich jednostranné okoli (strana mifici do intervalu) obsahuje bod
z defini¢niho oboru.

Poznamka 5.3.3. Je-li ) # M C R, vzdy se d4 najit (obecné neprosté) posloup-
nost {z,} C M tak, ze x, — S := sup M. Skutecné, podle definice suprema v
kazdém levém okoli bodu S musi byt alespon jeden prvek z M. Stac¢i pak zvolit
posloupnost levych okoli, kterd ma prazdny prunik (tedy je-li S € R, pracujeme s
intervaly (S —1,9), je-li S = 400, pracujeme s intervaly (n,+00)) a z kazdého z
téchto okoli vybirat po jednom bodu.

Neni zadnym prekvapenim, Ze jen drobnou modifikaci diikazu predchozi véty
lze ziskat podobny vysledek pro posloupnosti.
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Véta 5.3.4 (Existence limity pro monotonni posloupnost). Necht {a,} C R je
monotonni posloupnost. Pak {a,} md limitu a plati pro ni

. SUP,en Gn  Pokud je {an} neklesajict
im a, =
" inf,ena,  pokud je {a,} nerostouci.

Cviceni 5.3.5. Dokazte podrobné predchozi vétu.

Priklad 5.3.6 (Numerickd aproximace druhé odmocniny). V prvnim stoleti Hé-
rén Alexandrijsky exaktné zformuloval konstrukci posloupnosti, jejiz limitou je
druhd odmocnina z daného kladného ¢isla. Tuto konstrukci, kterou jiz patrné znali
Babylonané, si zde podrobné predstavime.

Necht « > 0. Zvolme libovolné ay € R a definujme a,+1 = %(an + i) pro
n € No. Ukazme si, ze pak lim,,_,o a, = /.

Definujme si pomocnou posloupnost b, := “—\/’5 Pak plati

bnt1 = a:L/-%l = %(bn\/}*' ﬁ) = %(bn + i)

Podle Youngovy nerovnosti ddle mame

1 1 12 +1_ 1
by =7(bn 7):7n > p, =1 No,
A G el S S pro € No
a proto
b —1<b +i)<1(b b)) =b eN
n+1_2 n bn =9 n n) — On pron .

Posloupnost {b, },en je tedy nerostouci a omezend. Ma tedy limitu. Oznacme ji
B. Nutné pak podle podle aritmetiky limit plati

1 1
B=- (B 7)7
2 + B
odkud snadnou algebraickou tipravou dostdvame B2 = 1, a proto B =1 (b, > 0
pro n € N). Odtud jiz snadno
lim a, = vzB = /7.
n—oo
Poznamka 5.3.7. Numerické aproximace by byly bezcenné, pokud bychom ne-
byly schopni odhadnout rozdil mezi aproximujici a skute¢nou hodnotou zkoumané
veli¢iny (nejlepsi je informace o po¢tu krokit metody k dosazeni pozadované pies-
nosti). U Hérénovy metody lze chybu odhadnout nésledovné (vyuzijeme toho, ze
posloupnost {a,} je nerostouci)

a? -z < a? -z
an +vx T 24/
Uziti tohoto odhadu si ukazme na praktickém piikladu. Budeme se snazit apro-
ximovat /5. Polozme tfeba ag := 3 (vime, ze v/5 € (2,3), pokud bychom za aqg

crn::anf\/f:

pron € N.



5.3. LIMITY MONOTONNICH FUNKCI A POSLOUPNOSTI 155

zvolili &islo velice vzdéalené od /5, zbyteéné bychom ¢ekali mnoho krokii, nez se
nam posloupnost dostateéné ptiblizi). Pak

o)

S VA R N
>3 7)) T 2\ar T o) T ar
Pokud by nés nyni zajimala chyba oy, médme tf¥eba odhad
_a-u (2+%)2—5<(2+%)2—5_4+2.25

- 2y T 25 - 4 B 4 64"

Piiklad 5.3.8. Ukazme, Ze lim, ;oo (1 + %)" existuje. Pocitejme

(i1 =5 ()

02

i=0
:1+nl+n(n—1)%+“. n(n—l)..:(n—i—i—l)i
n 2 n 7! nt
nn-—1)...(n— 1)1
D) nd ) 1
n! nn

08B0 0-2) -5

s 30D 0-2) (-5

Maéame také

1 1 1 1 2 i—1
g =2 7(1,7) '7(17 )(1— )...(1* >
Int1 +2! n+1 * Jrz! n+1 n+1 n+1

st (- ) () (-5 )
n! n+1 n+1/""" n+1
1 1 2 n
1 )(1—7)..(1— )
+(n+1)!( n+1 n+1 n+1
Proto
2<ap <apy1 VYneN.
Daéle

n 1 nfll n 1
angzﬁgurzf_gur lim — =3,
=0 i i

nebot n! > 2"~ pro viechna n € N (lze dokdzat napiiklad matematickou indukef).

Tedy posloupnost {a,} je omezend, neklesajici posloupnost, ma tedy dle Véty
o existenci limity pro monotonni posloupnosti (Véta 5.3.4) vlastni limitu L € [2, 3].
Vsimnéme si, ze

n

. 1
L S lim .
n——+00 4 o ’L!
1=
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Posloupnost napravo je téz omezené, neklesajici posloupnost, mé proto limitu Le
[2,3]. Na druhou stranu pro pevné k € N a libovolné n > k méme

wz2e (o) e (-0 (00 0255

proto po provedeni limity n — +o0o mame

Proto L > Z, a tedy

1\" |
lim (1+7) = lim S - €[23]
n—-+oo n n~>+ooi: z!

Ukazme jesté, Ze Cislo L je iraciondlni. Pfedpokladdejme, ze L = 7=, kde m,
n € N. Protoze pro libovolné p > n+1

1 1 1 1 1 1
(n+1)!+(n+2)!+'”+ﬁ:<n+1>!(”n+2+'”+(n+2)(n+3)...p)
< 1 (1+ L +--~+;+...)

~ (n+1)! n+2 (n+2)?2 (n+2)p—n-1
_ 1 ont2 1 w42 1
n+D!In+1 nln2+2n+1 " nn!’

dostavame, ze
"1 1
0< L — —_ < —. 5.3.1
’;) k! nn! ( )

Nésobme nyni (5.3.1) ¢islem nn!. Pak

k=0

coz dava spor, nebot na levé strané mame rozdil celych ¢isel. Cislo L (jak uvidime
déle, je rovno exp 1 = e) je tedy iracionalni.

5.4 Heineho véta
Nyni si ukdzeme vztah limity funkce a limit jistjych posloupnosti.

Vé&ta 5.4.1 (Heineho véta). Necht funkce f: R = R, xg € R*, A € R* a existuje
do > 0 takové, Ze Ps(zo) N Dy # 0 pro 0 < 6§ < §. Potom lim,_,,, f(x) = A pravé
tehdy, kdyz plati lim, o f(z,) = A pro kaZdou posloupnost {x,} C Ds \ {zo}
spliujici x, — xg.
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Dikaz. ,=*“ Zvolme € > 0. Pak existuje § > 0 takové, zZe
x € Ps(x0) = f(x) e U-(4).

Pokud nyni uvazime posloupnost {z,} C Dy \ {z¢} splilujici z, — x¢, od jistého
indexu mame x,, € Ps(xo) a odtud plyne pozadované.

»<=* Pfedpokladejme, Ze neplati lim,,_, o f(z,) = A. V tom pfipadé existuje
e > 0 takové, ze pro kazdé § > 0 existuje x5 € Ps(xo) tak, ze f(zs) ¢ U-(A).
Zvolime-li vhodné posloupnost okoli Ps, (o) (pro zo € R staci uvazit P (zo),
pro xp = 400 bereme (n,+00), atd.), mame posloupnost x5, kterd spliiuje x5, €
D¢\ {zo} pro dostatecné velkd n, x5, — x¢, ale f(x5,) nekonverguje k A. To dava
spor. O

Poznamka 5.4.2. (i) Ve znéni véty je velice dtlezity pozadavek z,, # x¢ (pfipo-
metime, Ze definice limity funkce ignoruje hodnotu f v bodé ).

(ii) Castou aplikaci Heineho véty je nahrazeni limity posloupnosti limitou funkce,
abychom mohli pouzit L’Hospitalovo pravidlo.

(iii) Heineho véta se také pouziva k rychlému dtikazu, zZe limita funkce neexistuje;
sestrojime dvé vhodné posloupnosti s rozdilnymi limitami.

(iv) Uvedené dvé aplikace pouzivaji v Heineho vété jen implikaci ,=“.
(v) Dtikaz implikace ,=“ byla jen lehké préce s definici limity. Dikaz implikace
»<=" se tak jednoduse ziskat neda. Nas dikaz je kratky a elegantni piedevsim diky
tomu, Ze jsme pouzili nekonstruktivni ptistup, kdy jsme se viibec nesnazili vyjadrit
vztah mezi € a § v definici limity.

Priklad 5.4.3. Ukazme, Ze lim,_, | -, sin x neexistuje. Nejprve uvazme volbu z,, =

2nm. Pak sinz, = 0 — 0. Pokud polozime y, = 2nm + 5, méme siny, = 1 — 1.

Podle Heineho véty tedy lim,_, o sin z neexistuje (skuteéné, pokud by tato limita
existovala, musela by se podle Heineho véty zaroven rovnat nule i jedné).

Priklad 5.4.4. UkaZme, Ze lim,,o(l + 2)" = e = exp1l. Zkusime nejprve
spocitat

log(1 log(1
lim (1 + :z:)% = lim exp(M> = exp(lim M) =expl
z—0 z—0 x z—0 x

(druhé rovnost plyne z véty o limité slozené funkce, vnéjsi funkce je spojitd v

bodé 1). PouZijeme-li Heineho vétu s volbou z,, = %, dostavame pozadovany
vysledek.
%z « . sin £ —tan L ’ . v,
Priklad 5.4.5. Naleznéme lim,,_, ., —=2——=. Zkusime nejprve spocitat
n3

gy S0~ tanz sinz(l— 1) iy S0 1 cosz—1

im —————— = lim ——————<9%~ — |im

=0 3 0 3 =0 x cosx  x2

=1-1-(-3)=-1

H 1 1
e . v Y . sin — —tan -
Pouzijeme Heineho vétu s volbou x,, = %, dostavame lim,, oo —27—= = —

3

N|—

n
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Heineho véta se da zesilit.

Vé&ta 5.4.6 (Zesilend Heineho véta). Necht f: R = R, 2o € R* a existuje § > 0
takové, Ze Ps(xo) C Djy. Pak limg,_,,, f(x) existuje prdavé tehdy, kdyZ existuje
lim,, 400 f(zn) pro kaZdou posloupnost {x,} C Dy \ {xo} spliugici z, — xo.

Diikaz. ,=“ Pokud existuje limita na levé strané, z Heineho véty vime, ze existuji
i limity na pravé strané (a maji stejnou hodnotu).

,<=* Pokud existuji limity na pravé strané, maji stejnou hodnotu (pokud by
tomu tak nebylo, tedy uméli bychom najit f(z,) — A a f(y,) — B, A # B,
pak by posloupnost f(x1), f(y1), f(22), f(y2), f(3), f(y3),... neméla limitu a to
je spor). Nyni staci aplikovat Heineho vétu (Vétu 5.4.1). O

Dusledek 5.4.7 (Heineho definice spojitosti). Necht f: R — R, zg € R* a exis-
tuje & > 0 takové, Ze Ps(xo) C Dy. Pak f je spojitd v xo prdvé tehdy, kdyz
lim, 4o f(zn) = f(zo) pro kaZdou posloupnost {x,} C Djs \ {zo} spliujici
Ty — XQ.

Diikaz. Staci vzit Heineho vétu a definici spojitosti. O

5.5 Podposloupnosti

Nyni navazeme na vysledek, ze kazda monotonni posloupnost mé limitu. U obecné
posloupnosti dostaneme podobny vysledek poté, co odstranime nepohodlné ¢leny.
K tomu potfebujeme nasledujici definici (pfipomerime nasi amluvu, Ze pod po-
jmem posloupnost vzdy myslime nekoneénou posloupnost).

Definice 5.5.1 (Podposloupnost). Necht {a,} C R je posloupnost a {ny} je ros-
touci posloupnost pfirozenych ¢isel. Posloupnost {a,, } nazveme podposloupnosti
{an} (nebo posloupnosti vybranou z {a,}). Tento vztah se ¢asto znaéi {a,,} C

{an}-
Priklad 5.5.2. Méme {5~} C {1}, {4} c {2}, {1} c {(-D)"}.

Poznédmka 5.5.3. Snadno se nahlédne, ze ma-li {a,} limitu, tutéz limitu ma
kterakoliv jeji podposloupnost. Obracené, pokud ma kazda podposloupnost dané
posloupnosti stejnou limitu, pak mé pivodni posloupnost limitu (rovnou limité
v8ech moznych vybranych podposloupnosti). Jak ukazuje piiklad {1} C {(-1)"},
limitu mohou mit i vybrané podposloupnosti takovych posloupnosti, které sami
limitu nemaji.

V dalsim si ukézeme, zZe z kazdé posloupnosti lze vybrat podposloupnost, ktera
ma limitu. U posloupnosti se ¢asto pouziva terminologie, ze posloupnost, ktera
ma vlastni limitu, je konvergentni, posloupnost s nevlastni limitou je divergentni
a nema-li limitu, fikdme, Ze osciluje.

Véta 5.5.4 (Weierstrassova véta). Z kaZdé omezené posloupnosti redlngch cisel
lze vybrat konvergentni podposloupnost.
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Dikaz. Dtikaz je zaloZzen na pouziti Véty o dvou straznicich (Véta 5.1.27), tyto
strazniky musime nejprve zkonstruovat. Ozna¢me nasi posloupnost {a,}. Z jeji
omezenosti plyne, ze muzeme najit Ag, By € R tak, ze Ay < a,, < By pro vSechna

s~ s

n € N. Dale budeme konstruovat posloupnosti (strazniky) {A,} a {B,} indukei.

Pro n € N postupné definujeme C,, = %

pady.

Obsahuje-li interval [A,_1,C,] nekoneéné mnoho ¢lenti posloupnosti {a,}, defi-
nujeme A4, := A,_1 a B, := C,,. V opacném piipadé (diky pfedchozi konstrukei
musi v tomto p¥ipadé interval [C),, B,—_1] obsahovat nekone¢né mnoho ¢lentt), vo-
lime A,, := C,, a B, := B,_1. Ziskané posloupnosti {A,} a {B,} jsou zfejmé
monotonni a omezené (jejich €leny lezi v intervalu [Ag, By]). Maji tedy vlastni
limity, piSme A :=lim,_, 1 A, a B :=lim, 4o By. Protoze

. Nyni rozlisujeme dva pfi-

B—A(—Bn—AHZQ_n(Bo—Ao)—)O7

mame A = B. Zbyva uZ jen zkonstruovat podposloupnost pozadovanych vlastnosti.
To provedeme opét indukci. Nejprve vybereme libovolné ny € N. Ziejmé pak
méame ay, € [Ag, Bo]. Mame-li jiz zadefinovano ny_1, ¢islo nj definujeme tak, aby
splitovalo a ni_1 < ny a an, € [Ak, Bi| (to se ndm uréité povede, nebot interval
[Af, Bi] obsahuje nekoneéné mnoho élenti posloupnosti a my mame zakazanych
nejvyse ni_1 z nich). Tim je zkonstruovdna podposloupnost, ktera je konvergentni,
nebot

A%AkgankSBk—)A

O

Poznamka 5.5.5. (i) Weierstrassova véta se d4 snadno rozifiit do C nebo RY
(pfipometime, Ze jsme definovali vzdalenost ||z —y|| = Zfil(xz —y;)?). Konver-
gence posloupnosti {a,} C RY k A € RY se definuje piedpisem ||a,, — A|| — 0, coz
je ekvivalentni tomu, ze jednotlivé souradnice bodi a,, konverguji k odpovidajici
soutradnici bodu A. Vice si o téchto vécech fekneme v kapitole vénované metric-
kym prostortim. Omezenost (||a,|| < K Vn € N) je ekvivalentni omezenosti véech
soutadnic. Weierstrassova véta se v této situaci dokazuje tak, ze nejprve pirejdeme
k podposloupnosti, aby konvergovala prvni soufadnice. Z této podposloupnosti
vybereme dalsi podposloupnost, aby konvergovala druhd slozka (ted uz konvergu-
jeme v prvnich dvou slozkich) a takto pokra¢ujeme az do N-té slozky.

(ii) Nekone¢nédimenzionalni varianta Weierstrassovy véty neplati, jak uvidime
také v kapitole o metrickych prostorech.

I z neomezené posloupnosti se da vybrat podposloupnost, kterd ma limitu.

Véta 5.5.6 (O vybirdni z neomezené posloupnosti). (i) Jestlize neni redlnd po-
sloupnost omezend shora, obsahuje podposloupnost, kterd diverguje do +oc.

(ii) Jestlize nent redlnd posloupnost omezend zdola, obsahuje podposloupnost, kterd
diverguje do —o0.
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Diikaz. Neni-li posloupnost {a,} omezend shora, kazdad z mnozin M) = {n €
N: a, > k} obsahuje nekoneéné mnoho indext. Hledanou podposloupnost kon-
struujeme tak, ze bereme nj € M tak, aby ny > ng_i. Navic mame a,, > k.
Proto podle Véty o jednom straznikovi (Véta 5.1.29) dostavdme podposloupnost
s limitou +oo. Pfipad s posloupnosti, kterd neni omezena zdola, se dokazuje ana-
logicky. O

Poznadmka 5.5.7. (i) V komplexnim pfipadé (nemame usporddani) méa neome-
zend posloupnost svou podposloupnost s limitou co. V dikazu stacéi volit My, :=
{n € N: |a,| > k}.

(ii) V piipadé neomezené {a,} C RY lze ziskat |a,, | — +oco (volime My := {n €
N: |lan|| > k}). Neni zde zaveden zadny nevlastni bod, nemé tedy smysl hovofit o
tom, Ze by a,, k néemu divergovala.

V dalsim budeme pro danou posloupnost studovat mnozinu limit jejich pod-
posloupnosti.

Definice 5.5.8 (Hromadny bod). Nechf {a,} C R je posloupnost. Cislo A € R*
nazveme hromadnym bodem, mé-li {a,} podposloupnost, kterd mé za limitu A.

Poznamka 5.5.9. Podle pfedeslych vét mé kazda posloupnost alespon jeden hro-
madny bod.

Priklad 5.5.10. (i) Snadno se nahlédne, Ze posloupnost {(—1)"} mé mnozinu
hromadnych bodt {—1,1}.

(ii) Je mozné zkonstruovat posloupnost, jejimiz hromadnymi body jsou vSechna
realnd ¢isla. Staci vzit

3 1 1 3
_170a 1) _27 R _17 _§7Oa 29 1a §a25 s

(postupné uvazujeme intervaly tvaru [—2*, 2] a z nich vybirdme body s krokem
délky 27).

Nyni si predstavime jesté jednu konstrukci hromadnych bodt posloupnosti
{an}, kterou v dalsim mé&jme pevné danou. Polozme

by, :=sup{ag: k > n} a cn = 1inf{ag: k > n}.

Je-li {a,} shora omezend, je {b,} rovnéz shora omezena a navic je nerostouci.
Proto ma limitu (z intervalu [—oo, +00)). Pokud {a,, } neni shora omezend, vsechny
¢leny {b,} jsou rovny +oo a tuto hodnotu nazveme jejich limitou. Analogicky je
{cn} bud neklesajici posloupnost redlnych ¢isel, kterd ma klasickou limitu, nebo je
konstantné rovna hodnoté —oo a tuto hodnotu nazveme jeji limitou. Definujeme

limsupa, := lim b, a liminfa, := lim ¢,.
n—+o00 n—-+o0o n—-+oo n—-+oo

Poznamka 5.5.11. Posloupnost {a,} obecné nemusi mit limitu, ale obé velic¢iny
limsup,, ., an a liminf,_, | o a, existuji vzdy.
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Definice 5.5.12 (Limes superior a limes inferior). Necht {a,} je realnd posloup-
nost. Veli¢ina limsup,, , | ., @, se nazyva limes superior a veli¢ina liminf, |  a,
se nazyva limes inferior.

Oznaceni 5.5.13. V literatuie se nékdy pouzivé znadeni

lim,, 4 0oy := limsup a, a lim, ., a, = liminf a,.
n——+oo n—+00

Ukazme si jesté dvé dilezité vlastnosti limes superior a limes inferior.

Véta 5.5.14 (Vztah lim sup a lim inf k hromadnym bodtm). Necht {a,} je redlnd
posloupnost. Pak jeji limes superior a limes inferior jsou jejimi hromadnymi body.
Navic pro jeji libovolny hromadny bod A plati

liminf a, < A < limsup a,. (5.5.1)

n—-+00 n—-+oo

Diikaz. Nejprve dokazme vztah A < limsup, . an. Necht {a,, } C {an} je
takova podposloupnost, ze a,, — A. Nechf A a limsup,_,, . a, jsou konecné.
Pak mame

A < ap, <sup{an, :m >k} <sup{a,:n >k} =10, — limsupa,

n—-+oo

(supremum vice napravo je brano pfes nadmnozinu) a pozadovana nerovnost plyne
z Véty o zachovani nerovnosti pfi limitnim pfechodu (Véta 3.1.34). Modifikaci
dikazu pro ostatni pripady prenechavame na rozmysleni ¢tenafi.

Piislusnost limsup,, ., @, do mnoziny hromadnych bodii dokdzeme kon-
strukci vhodné podposloupnosti. Ozna¢me B := limsup,,_,, ., @, a nejprve pfed-
pokladejme, ze B € R. Protoze by > by > --- > b, — B, lze najit m; € N tak,
bm, € [B, B+ 1]. Dale b,,, = sup{ay: k > my}, proto mizeme najit ny > m; tak,
7€ Qn, € [bmy — 1,bpm, ] Celkové

any € [bm, — 1,by, | C[B—1,B+1] = lan, — B] < 1.
Pokracujeme indukci. Piedpokladejme, Ze uz mame ay,,an,,--.,0n,_,. Tento-

krat vezmeme m; € N tak, ze m; > n;_ 1 a by, € [B, B+ %} Protoze by,;, :=

sup{ax: k > m;}, mizeme najit n; > m; tak, ze ay; € by, — %7bm1]‘ Odtud

1 .
lan, — B| < = = Qn, naSely ;)
J
Modifikace dikazu pro pfipady B = —oo a B = 400 jsou snadnym cvic¢enim.
Pro limes inferior je dikaz analogicky. O

Véta 5.5.15 (Vztah lim sup a lim inf k limité). Necht {a,} je posloupnost redinijch
cisel. Pak

lim a, ezxistuje <= lim sup a,, = liminf a,,.
n—-+oo n—+o0o n—-+oo
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Dikaz. = Existuje-li limita, je nutné jedinym hromadnym bodem a proto

limsup a, = liminfa, = lim a,.
n—+o0o n—-+oo n—-+oo

»<* Dikaz plyne z nerovnosti (5.5.1), nebot z toho, ze se limsup, ,,  a, a
liminf,,_, 4 o« a,, sobé rovnaji, plyne, Ze mnozina hromadnych boda je jednoprvkova
a sta¢i pouzit Poznamku 5.5.3. O

Poznamka 5.5.16. Pojmy limes superior a limes inferior se daji zavést také pro
spojitou proménnou, pripadné se zavadéji jejich jednostranné verze. Pouzivaji se
vSak podstatné méné Casto nez v pripadé posloupnosti. Definice je nasledujici

limsup f(z) := mgxg;+ sup{f(y): y € (zo,2)}

T—T0 4

liminf f(x) := lm inf{f(y): y € (zo,x)}.

T—T0o 4 T—>T0 4

U oboustranné konvergence se bere supremum (¢i infimum) pies interval s krajnimi
body g,z (coZz se Spatné zapisuje, nebot = miZe lezet od z( jak nalevo, tak
napravo).

5.6 Bolzano-Cauchyova podminka

Budeme se zde zabyvat ekvivalentni podminkou pro existenci vlastni limity, ktera
zkoum4 oscilace funkénich hodnot na okoli bodu xzg.

Véta 5.6.1 (O B-C podmince). Necht f: R = R, o € R* a pro kaZdé n > 0 plati
Py(xo) N Dy # 0. Pak vlastni lim,_,,, f(z) existuje pravé tehdy, kdyz je splnéna
Bolzano—-Cauchyova podminka

Ve > 036 > 0Vz,y € Ps(xo) N Dy |f(z) — f(y)] <e.
Dikaz. = Necht lim,_,,, f(z) = A € R a ¢ > 0. Pak existuje § > 0 takové, zZe
z € Ps(zo) N Dy = lf(z) — Al <e.
Pro z,y € Ps(xo) N Dy tedy méame
[f(@) = f)l < [f(2) = Al + A= f(y)] < 2.
»<=“ Nejprve v B-C podmince polozme ¢ = 1. Pak existuje § > 0 takové, ze
z,y € Ps(xo) N Dy = |f(z) = fy)l < 1.

Zafixujeme-li jedno y € Ps(xo) N Dy, dostavame, Ze f je omezend na Ps(zo) N Dy.
Pro kazdé n € N uvazme dale volbu ¢, = %, které podle B-C podminky
odpovidé néjaké Pjs, (x¢), a zafixujme néjaké x, € Ps, (z9) N Dy. Pak mame

2 €Ps, (w0)N Dy —  |f(@)— flan)| < % (5.6.1)
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Uz také vime, Ze posloupnost {f(z,)} je omezené. Podle Weierstrassovy véty lze
proto najit {z,, } C {z,} tak, ze f(x,,) > A€R.

Nyni uz jen zbyva ovétit, ze lim, ., f(x) = A. Zvolme £ > 0. Diky vlastnosti
f(zn,) = A umime najit k € N tak velké, ze |f(zn,) — A] < e a ;- < e. Proto
podle (5.6.1) mame

2 € s, (@)D = 1£()=Al < 1f(@)=f(on )l HF(n)~Al < e+ < 22

a jsme hotovi. O

Poznamka 5.6.2. (i) Hlavnim vyznamem B.-C. podminky je, ze dava charakte-
rizaci existence vlastni limity, aniz bychom hodnotu limity museli znat.

(ii) B-C podminka se také nékdy pouziva k rychlému dikazu, Ze limita neexistuje.
Budeme s ni pozdéji pracovat v rtznych verzich pro ¢iselné i funkéni fady, pro
stejnomérnou konvergenci, ale i v obecnych metrickych prostorech.

(iii) NaSe véta v sobé zahrnuje i piipad posloupnosti.

(iv) Pro posloupnost {a, } se ¢asto B-C podminka pfepisuje do tvaru

Ve > 03ng € NVn,m >ng  |a, — am| < ¢.

Priklad 5.6.3. Ukazme, Zze D(z) nemd vlastni limitu v pocatku (D oznacuje
Dirichletovu funkci). Pro spor predpokladejme, Ze vlastni limita v po¢atku existuje.
Podle Véty o B-C podmince pak pfi volbé € = 1 existuje § > 0 takové, ze

rye(=)\{0} =  |f@)-f)l<L

Volime-li vSak v tomto prstencovém okoli z raciondlni a y iracionalni, mame | f(x)—
f(y)| =1 a to je spor.

Poznamka 5.6.4. B-C podminka pro posloupnosti nemuze byt zeslabena na
Ve > 03ng € NVn >ng  |an — apy1| < e.

Takovou podminku totiz zfejmé spliuji c¢astecné souCty harmonické rady, tedy
an =Y p_, %, plati viak a,, — +o0.

Definice 5.6.5. Posloupnost {a,} se nazyva cauchyovskd posloupnost, jestlize
spliiuje Bolzano—Cauchyovu podminku, tj.

Ve >03ng € NVn,m >ng  |a, —am| < €.

Dle Véty o B-C podmince (Véta 5.6.1) je redlna (komplexni) posloupnost cau-
chyovska pravé tehdy kdyz ma vlastni limitu. Uvidime pozdéji v kapitole vénované
komplikované;jsi.

Shrnuti a zdvérecné pozndmky. V této kapitole jsme si rozsifili znalosti o li-
mitach. Zavedli jsme si limity v nevlastnich bodech a nevlastni limity a prefor-
mulovali jsme véty z kapitoly vénované vlastnim limitam ve vlastnich bodech na
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tyto pfipady. Zobecnili jsme definici limity a jako specialni pfipad jsme ziskali
pojem limity posloupnosti. Naucili jsme se porovnavat funkce, jestli jdou k nule
¢i nekonecnu rychleji ¢i stejné rychle jako jiné funkce. Dokazali jsme si dulezité
véty o limitach: vétu o limité monotonni funkce ¢i posloupnosti, Heineho vétu a
Bolzano—Cauchyovu ekvivalentni charakterizaci existence vlastni limity. Seznamili
jsme se také s podposloupnostmi a zavedli si pojmy limes superior a limes inferior.



Kapitola 6

Hlubsi vlastnosti spojitych a
diferencovatelnych funkci

V této kapitole se budeme zabyvat situaci, kdy f: Dy C R — R. Budeme-li hovorit
o vlastnostech f v z9 € Dy, budeme predpoklddat, Ze f je definovana na jistém
okoli bodu z( (nebude-li fefeno jinak). V takové situaci xg nazyvame vnitinim
bodem Dy.

Kdykoliv budeme hovofit o tom, Ze funkce je spojita na [a, b], myslime tim, Ze
je spojita na (a,b) a v bodech a, b je spojitd jednostranné z vnitini strany intervalu
(Casto funkce nebude vibec definovand mimo [a, b]).

6.1 Lokalni a globalni extrémy

Definice 6.1.1 (Lokalni extrém). Necht f: R — R a z¢ € Dy.
Rekneme, 7e f méa v xg lokdIni mazimum, existuje-li § > 0 takové, ze

f(x) < f(xo)  maUs(o).

Rekneme, ze f ma v xg ostré lokdlni maximum, existuje-li § > 0 takové, Ze

f(x) < f(zo) na Ps(xzo).

Analogicky se definuje lokdini minimum a ostré lokdlni minimum. Lokalni ma-
ximum a lokdlni minimum se souhrnné nazyvaji lokdlni extréemy. Ostré lokalni
maximum a ostré lokalni minimum se souhrnné nazyvaji ostré lokdlni extrémy.

Pii vySetfovani extrému funkce ndm Casto poméhd znalost jeji derivace. Nej-
zékladnéjsim néstrojem je nésledujici véta.

Véta 6.1.2 (Nutnd podminka lokélniho extrému). Necht f: R — R, xg je vniti-
nim bodem jejiho definicniho oboru a existuje f'(xo) (lze i nevlastni). Ma-li f v
bodé xq lokdlni extrém, plati f'(xo) = 0.

165
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Diikaz. Pokud by napiiklad platilo f/(z) > 0, existovalo by z definice derivace
0 > 0 takové, Ze bychom na Ps(z¢) méli

f(z) — f(zo) f@) — f(xg) >0 na (xg,x0+0)
T — -0 = {f(a:)f(:co)<0 na (zg — 0, o).

V bodé xy proto nemuze byt lokalni extrém.

Podobné se vyloudi pripady f/(zg) € (—0,0) a f'(x¢) = Fo0. O
Poznadmka 6.1.3. (i) Implikace ve vété se neda obratit. Naptiklad funkce f(z) =
z® mé v po&atku nulovou derivaci, pfesto v ném nema4 lokalni extrém.

(ii) Funkce nemusi mit extrémy jen v bodech s nulovou derivaci. Mohou to byt i
body, kde derivace neexistuje (napfiklad f(z) = |z| m4 v pocdtku ostré lokalni
minimum), a body, které nejsou vnitfnimi body defini¢niho oboru (kupfikladu
arcsin mé lokalni extrémy v bodech +1).

(iii) Nutnd podminka se pfi hleddni extrému pouziva k rychlému vylouceni velkého
mnozstvi bodi, kde lokélni extrém byt nemuze. Na dokonceni klasifikace chovani
ve zbyvajicich bodech uz musime pouzit jiné néastroje.

(iv) Véta se da riizné modifikovat p¥i zachovani myslenky dikazu. Kupiikladu je-li
[ definovéna na néjakém pravém okoli bodu g a plati-li f/ (x¢) > 0, nemtize byt
v o lokdlni maximum.

Priklad 6.1.4. Funkce f(z) = 22 splituje f’(z) = 2z. ProtoZe je diferencovatelna
na celém R, nemtze mit lokdlni extrém mimo pocatek. V pocatku ma ostré lokalni
minimum, nebot f(0) = 0 a vSude jinde je nase funkce kladna.

Definice 6.1.5 (Globalni extrém). Necht f: R - R a xg € M C Dy.
Rekneme, 7ze f mé v zg globdini mazimum na mnoziné M, jestlize

f(x) < f(xo) na M.

Analogicky se definuje globdlni minimum. Globalni maximum a globalni minimum
se souhrné nazyvaji globdlni extrémy.

Poznamka 6.1.6. (i) Velice ¢asto byvda M = Dy a tuto situaci budeme mit v
dals$im vzdy na mysli, nebude-li feceno jinak.

(ii) Daji se zavést i ostré globélni extrémy. Tento pojem se vSak pouziva jen ma-
lokdy.

(iii) U globalnich extrémi se ¢asto slovo ,globalni“ vynechava.

(iv) Funkce nemus{ mit ani globalni, ani lokalni extrémy. Sta¢i uvazit identitu
na R.

Véta 6.1.7 (Existence extrémt). Necht [a,b] CR a f: R — R je spojitd na [a,b].
Pak zde nabyvd svého mazima a minima.

Diikaz. Ozna¢me S = sup,c(y) f(2). Z definice suprema existuje posloupnost
{zn} C [a,b] takovd, Ze f(x,) — S. Déle podle Weierstrassovy véty (Véta 5.5.4)
existuje {zn, } C {z,} takova, Ze x,, — zo € [a,b]. Celkové

Tn, — To a f(zn,) — S.
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Ze spojitosti f v bodé zy dostavame, 7e S = f(xo) € R.
Nabyvani minima se dokaze podobné. O

Poznamka 6.1.8. (i) Nabyva-li funkce na néjaké mnoziné svého maxima a mi-
nima, pak je tam omezena.

(ii) Ve vété neni mozné nahradit uzavieny interval otevienym ¢ polouzavienym;
uvazte identitu na (0,1).

(iii) PoruSeni spojitosti i v jediném bodé muZe ohrozit platnost véty (vezméte
identitu na [0, 1] a v poéatku zméiite funkéni hodnotu na jakékoliv vétsi ¢islo).

P¥iklad 6.1.9. Hledejme globélni extrémy funkce f(x) = 2%+ 32241 na intervalu
[—3, 3]. Piedné plati
f'(x) = 32% + 62 = 3x(x + 2).

Podle nutné podminky pro lokalni extrém (Véta 6.1.2), nemohou byt lokalni ex-
trémy (tedy ani globdlni extrémy) v zddném bodé vyjma —3, —2,0, 3. Dile mame

f(=3)=1, f(-2)=5, f(0)=1, f(3)=>55.

Podle Véty o existenci extrémi (Véta 6.1.7) se obou extrémi musi nabyvat. Proto
max|_3 3 f = 55 a nabyvéa se ho v bodé 3, min_33 f = 1 a nabyva se ho v
bodech —3 a 0.

Poznamka 6.1.10. Pov§imnéte si, Ze v pfedchozim ptikladu nebylo viibec potieba
zkoumat typ lokalniho extrému (lokalni maximum ¢ minimum), napfiklad pomoci
znaménka druhych derivaci, protoze pokud vime, Ze extrémy existuji, staci jen
porovnat hodnoty v podezrelych bodech.

P¥iklad 6.1.11. Hledejme globalni extrémy funkce f(x) = x® — 6|z| na inter-
valu [—2, 2]. Funkce je spojitd na uzavieném omezeném intervalu, proto musi mit
maximum a minimum. Méame

f'(x) = 32% — 6signa pro x # 0.

Podle nutné podminky mohou byt extrémy jen v bodech v/2 (bod s nulovou deri-
vaci), 0 (bod, kde derivace neexistuje), —2,2 (krajni body intervalu, neboli body,
které nemaji néjaké oboustranné okoli ve zkoumané mnoziné). Plati

f(=2) = —20, f(0) =0, f(V2)=—-4v2 a  f(2)=—-4

min f=-20 a max f = 0.
[—2,2] [—2,2]

Véta o existenci extrémi (Véta 6.1.7) se d4 ¢asto nepfimo vyuzit i v situacich,
kdy nejsou splnény jeji predpoklady, ale mame néjaké dalsi informace o zkoumané
funkci. Typickym ptikladem je spojitd funkce na otevieném intervalu, kterd ma
vlastni limity na krajich tohoto intervalu.
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Priklad 6.1.12 (dtlezity). Zkoumejme globalni extrémy funkce f(z) = 1%; .
Funkce f je spojita na R,

lim f(z)= lim f(z)=0 a f/(x):2(1+x)—4x _2(1-2?)

T——+00 T——00 (]_ —+ x2)2 (]_ —+ IE2)2 ’

Jesté si povSsimnéme, Ze nulové body derivace maji funkéni hodnoty f(—1) = —1
a f(1) =1 (v dalsim pro nas bude dilezité, Ze jsme ziskali alesponi jednu hodnotu,
ktera je vétsi nez limity na krajich a alespon jednu hodnotu, ktera je mensi nez
limity na krajich). Nyni z definice limity mZeme najit K > 0 tak velké (provadime
pro obé krajni limity soucasné), Ze

[u—y

F@I<y R\ (-KK). (6.1.1)
Déle budeme pracovat na offznutém intervalu [—K, K|, kde jiz mame splnény
predpoklady Véty o existenci extrémt (Véta 6.1.7). Podle této véty globalni ex-
trémy existuji a podle nutné podminky mohou byt jen v bodech —K,—1,1, K.
S pfihlédnutim k (6.1.1) dostavame

max f=1 a min f = —1.
[-K,K] [-K,K]

Potfebujeme se jesté vratit k ptivodni mnoziné R. Kombinaci vysledku na [— K, K]
a (6.1.1) kone¢né dostavame

:1 i - _1.
mRaxf a mﬂénf

kandidat na max

+
1 I
-K K

kandidat na min

Obrazek 6.1: Metoda ofiznuti: ofezavame takova okoli krajnich bodd, Ze na nich
funkéni hodnoty nemohou kandidovat na extrém.

Poznédmka 6.1.13. (i) Nékdy se hodi odfiznout okoli bodu s nevlastni limitou,
jindy se naopak k mnoziné body pfidavaji (pokud bychom v nasem piikladu méli
stejnou funkci na intervalu (—2,2), mohli bychom pohodlné pracovat na [—2,2] a
na konci vypoétu prozkoumat, co se zméni odstranénim krajnich bod).

(ii) Rzné varianty tohoto postupu budeme ob¢as pouzivat pfi zkouméani extrému
funkci vice proménnych.

Uloha 6.1.14. Zkoumejte existenci globalnich extrémi funkce f(z) = % na
mnoziné M = Dy N (—2,00).
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Reseni: Nejprve si povs§imnéme, 7e M = (—2,1)U(1,00), f je spojita na R\ {1},
%1_>ml flx) =400 a lim f(z)=-1.

r——+00

Diky pfedposledni z uvedenych vlastnosti plati sup,, f = 400 a maximum neexis-
tuje. Dale mame

by 2w -1 -22—-2)(x—-1) 2(x—2) B
fix) = @— 1)t RECESIE a f(2)=-2.

Z posledni vlastnosti a hodnot vyse uvedengch limit vyplyva, ze lze volit § € (0,1)
a K > 2 tak, ze

f(z) > —g na (1—0,1+9)UI[K, ).

Nyni budeme zvI4st zkoumat existenci globalniho minima funkce f na mnozinéch
M; = (=2,1—-6] a My = [1+4 6, K|. Protoze f je spojitd na [—2,1 — 4], mizeme
nahradit mnozinu M; mnoZinou Ml = [-2,1 — ¢]. Na mnoziné Ml mohou byt
podle nutné podminky globalni extrémy jen v bodech —2 a 1 —4. V téchto bodech
mame

f(=2)= —% a  f(1-0)> —;

Na mnoziné Ms mohou byt podle nutné podminky globalni extrémy jen v bodech
149, 2 a K.V téchto bodech mame
3 3

f(1+5)>—§, f(2)=-2 a f(K)>—§.

Diky spojitosti f na M a diky tomu, e f(=2) > f(2), celkové dostavame

min f = min = min = min{min f, min =min f = f(2) = —2.
inf = min f= min f = min{min fmin f} = min f = /(2)

v

Priklad 6.1.15. Hledejme globalni extrémy funkce f(x) = ;zif na intervalu
(0, +00). Nejprve si poviimnéme, Ze f je spojitd na R a plati

f(0)=0, >0 mna(0,+00), lim f(z) = 1.
T— 00
Okamzité dostévéme, 7e inf(07+oo) f =0a min(O,—i—oo) f neexistuje. Dale

2z +1)(a?+1) —2(z* + 2)x  —2?+2z+1

4 = =
fila) = (2 + 1)2 (22 + 1)2
_ - (1+v2)(r - (1-v2)
(2 + 1)
af(14+v2) = iigg > 1. Pouzijeme-li tedy Vétu o existenci extrému (Véta 6.1.7)

spolu s nutnou podminkou na intervalu [0, K] (Véta 6.1.2), kde K je dostate¢né
velké, dostavame

4432

max f:{(r)l’zlx()]cf:f(l—&-\[?):m.

(0,+00)
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Predchozi tvahy mutzZzeme zobecnit do nasledujiciho tvrzeni

Tvrzeni 6.1.16. Necht f je spojitd na (a,b) a necht existuji lim,_,,, f(z) = A
alim,, f(x) = B, kde —00 < a < b < 400, A, B € R*. Oznacme K =
max{A,B} a P = {z € (a,b): f'(x) =0V f'(x) neexistuje}. Necht existuje H =
max,ep f(z). Potom

ren(mi)f(x) 3 a rovnd se H <= H > K.
Dikaz. ,=“ Vime, ze f(x) < H pro vSechna x € (a,b), proto i lim,_,,, f(z) a
lim,,_ f(z) < H, tedy K < H.

»<" Necht H > K a soucasné H # maX,¢(q,p) [(7), tedy bud max,c () f(x)
neexistuje, nebo je vétsi nez H. V obou piipadech existuje z¢g € (a,b) tak, ze
f(zo) > H (P C (a,b)). Stejné tak je f(xg) > K, a proto xzg € [a + §,b — ¢]
pro vhodné 0 < § < 252. Pfipomefime, ze f(z) < K + A < f(zo) na (a,a + 9)
a na (b —6,b). Funkce f je na [a + §,b — 4] spojitd, a proto dle Véty 6.1.7 zde
nabyva svého maxima. Ozna¢me tento bod z. Tento bod je nutné bodem lokalniho
extrému funkce f, tedy bud f’(z) = 0 nebo f’(z) neexistuje. Proto z € P. Ale
f(z) > f(xo) > H, coz je spor s definici H. O

6.2 Globalni vlastnosti spojitych funkci

Véta 6.2.1 (Darbouxova véta o nabyvani mezihodnot). Necht f: R — R je spojitd
na [a,b] C R. Pak na [a,b] nabyvd viech hodnot mezi f(a) a f(b).

Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti muZeme piedpokladat, ze f(a) < f(b) (pokud
f(a) = f(b), nemusime nic dokazovat, pokud f(a) > f(b), pfejdeme k — f). Zvolme
A€ (f(a), f(b)). Oznacme

M :={z €la,b]: f(z) < A} a c=sup M.

Ziejmé M # 0 (a € M), a proto ¢ € [a,b]. Ze spojitosti f v bod& b plyne, Ze
¢ # b (skutecné, protoze A < f(b), umime najit levé okoli bodu b, kde jsou funkéni
hodnoty odrazeny od A). Podobné dostavame ¢ # a. Tedy ¢ € (a, b). Dale nemtize
platit f(c) < A, protoze pak by ze spojitosti existovalo okoli bodu ¢, které by
celé lezelo v M, a proto by nemohlo byt ¢ = sup M. Naopak, nemiize ani platit
f(e) < A, protoze pak bychom zase ze spojitosti dostali okoli bodu ¢, které je celé
mimo M a opét by nemohlo platit ¢ = sup M. Nutné proto f(c) = A a hodnoty
A se tudiz nabyva. O

Poznamka 6.2.2. (i) Funkce f(z) = 22 na intervalu [—1,2] ukazuje, ze mezi-
hodnot se obecné miize nabyvat i vicekrat. Navic se na intervalu mize nabyvat i
jinych hodnot, nez jsou mezihodnoty.

(ii) Darbouxova véta je péknym piikladem néstroje k vytvareni nekonstruktivnich
dukaz.

(iii) Darbouxova véta je klicovym néstrojem pii vySetfovani obord hodnot. Pfipo-
menme, ze do této chvile jsme piislusnost bodu do oboru hodnot mohli ovéfovat
jen explicitnim vyjadfenim bodu ve vzoru, ktery se na nas bod zobrazi.
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Uloha 6.2.3. Necht f: [0,1] — [0, 1] je spojita na [0, 1]. Dokaite, ze zde mé4 pevny
bod (bod, kde plati f(x) = x).

Reseni: Pokud plati f(0) = 0, nebo f(1) = 1, jsme hotovi. Necht tedy f(0) > 0
a f(1) < 1. Definujme g(z) := = — f(x). Pak g je spojita na [0, 1],
9(0)=0-f(0)<0 a g(1)=1-f(1)>0.

Podle Darbouxovy véty pak existuje xg € (0, 1) takové, Ze g(xo) = 0. To znamen4
xo = f(x0) a jsme hotovi. ¥

Uloha 6.2.4. Uréete obor hodnot funkce f(z) = 1?&2.

ReSeni: Aplikaci Youngovy nerovnosti snadno dostavame —1 < f < 1 na R.
Proto Hy C [—1,1]. Dale mame f(—1) = —1 a f(1) = 1. Pouzijeme-li Darbouxovu
vétu na intervalu [—1, 1], dostdvame Hy O [—1,1]. Proto celkové Hy = [—1,1]. %

Darbouxova véta nepracuje s otevienymi intervaly. Chceme-li urc¢ovat obor
hodnot na otevieném intervalu, musime si pomoci drobnym trikem.

Uloha 6.2.5. Uréete obor hodnot funkce f(z) = 2% — .

ResSeni: Snadno se ovéii, ze

lim f(z) = —o0 a lim f(z) =+oc0.

T—r—00 r—+o0

Pro kazdé K > 0 proto existuje L > 0 takové, ze
f(z) < —K na (—o0,—L) a  f(x)>K na (L,+00).
Aplikaci Darbouxovy véty na intervalu [—L, L] dostavame
Hy 5 [f(=L), f(L)] > [-K, K].

Protoze K > 0 bylo libovolné, médme H; = R. e

Nyni se budeme vénovat Darbouxové vlastnosti derivace, kterou jsme zminili
v kapitole o primitivnich funkcich, a jejiz dtkaz jsme ztstali dluzni. Nejprve si
pripomenme zakladni pojmy a znéni dokazovaného vysledku.

Definice 6.2.6 (Darbouxova vlastnost). Necht f: R — R a (a,b) C R. Rekneme,
ze f mé na (a,b) Darbouzovu vlastnost, jestlize plati

a<a<B<b A A€ (min{f(a), f(B)} max{f(a), f(8)})
= dye(@p) fiy)=4A

Véta 6.2.7 (Darbouxova vlastnost derivace). Necht F': R — R md vlastni derivaci
f na (a,b). Pak f zde md Darbouzovu vlastnost.
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Dikaz. Zafixujme a, 8 splitujici a < o« < f < ba A € (f(a), f(B)) (bez Gjmy na
obecnosti pfedpokladame f(«) < f(8)). Polozme

o(z) = F(z) — Ax.

Pak ¢ je spojitd na [«, 5], a proto zde nabyva svého minima v né&jakém bodé zg.
Protoze ¢'(a)) = f(a) — A < 0, nemtize platit zo = «. Analogicky ¢'(8) = f(8) —
A > 0 implikuje zg # S. Proto zg € (a, ), odtud ¢'(z¢) = 0, a proto f(zg) =
A. O

Poznamka 6.2.8. Pfipomeiime, Ze podle Darbouxovy véty spojitost implikuje
Darbouxovu vlastnost. Obracena implikace neplati, jak ukazuje funkce sin %, kte-
rou v pocatku dodefinujeme libovolnou hodnotou z intervalu [—1, 1].

V dalsim si vybudujeme aparat, ktery nam umozni dokazat Lemma o spojitosti
inverzni funkce (Lemma 3.3.20), jehoZz dikaz jsme zatim také dluzni.

Véta 6.2.9 (O vztahu spojitosti a tvaru obrazu pro monotonni funkci). Necht
f: R = R je monotonni na (a,b) C R a f((a,b)) je interval. Pak je [ spojitd na
(a,b).

Dikaz. Budeme uvazovat jen piipad neklesajici funkce (pro nerostouci staci prejit
k —f). Budeme postupovat sporem. Necht existuje zg € (a,b) takové, Ze f neni
spojita v xg. Podle Véty o existenci limity pro monotonni funkci (Véta 5.3.1) mame
dobfe definovana nasledujici ¢isla

a:= lim f(x)= inf f, = lim f(x) =su

Jim f(a) = ot f 9= lim 1) = sup f
= lim f(z)= sup f, 6:= lim f(x)= inf

v T—To_ /@) (a,ac]i)f TLO4 f(@) ($075)f

a musi pro né platit a < v < § < 8, nebot f neni spojitd v xzo. Navic f((a,b)) je
interval, tedy

(a, B) € f((a,b)).

Tim ale dostavame spor, nebot interval (v, ) C («, 8) neni obsazen v f((a,b)). O
Dokazme nyni Lemma 3.3.20.

Véta 6.2.10 (O existenci spojité inverze). Necht f: (a,b) — R je ryze monotonni
a spojitd na (a,b). Pak existuje spojitd f~* na f((a,b)) (a md stejny typ monotonie
jako f).

Dikaz. Budeme uvazovat jen pfipad rostouci funkce (pro neklesajici staci piejit
k —f). Podle Véty o existenci limity pro monotonni funkci (Véta 5.1.12) mame
dobfe definovana ¢isla
a:= lim f(z)= (inlf)f a B := lim f(z)= sup f.
a,

st wb (a:0)

Diky ryzi monotonii plati o < 8. Nyni se budeme zabyvat pfipadem o, € R
(komentaf k ostatnim p¥ipadim je na konci dikazu). V tomto pfipadé miizeme
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spojité (jednostranné) dodefinovat f(a) = «a, f(b) = 5 (snadno se ové¥i, Ze jsme tim
neztratili ryz{ monotonii). Zfejmé pak f zobrazuje [a, b] prosté do [a, §]. Navic je
diky spojitosti f a Darbouxové vété (Véta 6.2.1) toto zobrazeni na. Proto existuje
inverze f~! a je spojita diky Vét& o vztahu spojitosti a tvaru obrazu pro monotonni
funkei (Véta 6.2.9).

Pokud by platilo napiiklad o = —oo, predchozi proces bychom provadéli na
intervalech typu (—K,b) pro dostateéné velkd K > 0. Podrobnosti pfenechédvame
Ctenari na rozmyslenou.

Analogicky postupujeme, pokud druhd limita neni vlastni, pfipadné pokud jsou
nevlastni obé limity. O

Poznadmka 6.2.11. Pro spojitou funkci f: (a,b) — R neni tézké dokazat, zZe je
prosta pravé tehdy, kdyz je ryze monotonni.

Nyni si predstavime pojem, ktery se ndm bude hodit napiiklad v teorii Rie-
mannova integralu.

Definice 6.2.12 (Stejnomérnéd spojitost). Necht f: I — R, kde I je interval.
Rekneme, ze f je stejnomérné spojitd na I, jestlize

Ve>030>0 zyelA|lz—yl<d=|f(z)— fly)| <e.
Poznamka 6.2.13. Pfipomerime, Ze spojitost f na I jsme definovali podminkou
Ve>0Wax el >0 yeln|lz—yl<d=|f(z)— fly)| <e.

Cislo § v této podmince zavisi nejen na ¢, ale i na x (v matematice zavislost ¢asto
znazoriujeme zapisem § = (e, z)). V definici stejnomérné spojitosti d zavisi pouze
na .

Snadno se da nahlédnout, ze stejnomérna spojitost implikuje spojitost klasic-
kou. Obracena implikace obecné neplati.

Piiklad 6.2.14. (i) Uvazme funkci f(z) = x na (0,1). Ukazme, Ze f je stejno-
mérné spojitd na (0, 1). Zvolme ¢ > 0. Potom staci brat 6 = ¢, tedy 0 nezavislé na
€, a bude platit

|z -yl <d=e=|f(z) - [yl =l -yl <e

(ii) Uvazme funkei f(x) = % na (0, 1). Z aritmetiky spojitosti vime, ze f je spojita
na (0,1). ProtoZe pro jakékoliv x € (0,1) plati

T

1G)-f@=2--=->1,

k volbé ¢ = 1 neni mozné nalézt § > 0 s vlastnosti, kterou pozaduje definice
stejnomérné spojitosti.

V nékterych situacich vsak klasicka spojitost stejnomérnou spojitost zarucuje.
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Véta 6.2.15 (Cantorova véta o stejnomérné spojitosti). Necht f: [a,b] — R je
spojitd na [a,b]. Pak je zde dokonce stejnomérné spojitd.

Diikaz. Necht f neni stejnomérné spojitd na [a,b]. Pak existuje e > 0 takové, Ze
k nému nenajdeme § > 0 s vlastnosti z definice stejnomérné spojitosti. Tedy pro
kazdé 6, := L1 existuje dvojice bodii z,,,y, € [a, b] spliwjici

fen =l < =& F) ~ fl)] 2 e

Posloupnosti {x,,} a {y,} jsou omezené. Dvojim pfechodem k podposloupnosti (za
pomoci Weierstrassovy véty; Véta 5.5.4) dostdvame (pfipometime |z, — y,| < 1)

Xy, — X a Yn, — .
Ze spojitosti proto plyne
fan) = f(@) < f(yn),
coz je ve sporu s tim, Ze |f(xn, ) — f(Yn,)| > € pro vSechna k € N. O

Poznamka 6.2.16. Piechody k podposloupnostem (i vicendsobné) se v ditkazech
pouzivaji velice ¢asto. Znaceni x,,, je pomérné nepohodIné (pfi druhém prechodu k
podposloupnosti bychom uz pracovali s z,,, ). Proto se obcas v literatute pise, ze
bez 1jmy na obecnosti miizeme predpokladat, Ze uz nase ptvodni posloupnost ma
pozadovanou vlastnost, jinak pfejdeme k podposloupnosti. Pripadné se napise,
7e prechodem k podposloupnosti lze dosdhnout pozadované vlastnosti. To ndm
umoznuje pouzivat stale znaceni z,,.

6.3 Véty o stifedni hodnoté a L’Hospitalovo pra-
vidlo

Afinni funkce maji tu pfijemnou vlastnost, Ze rozdil funkénich hodnot ve dvou bo-
dech se da spocitat jako soucin derivace (ktera je konstantni) a vzdédlenosti téchto
bodu. Diferencovatelné funkce maji jen velmi slabou verzi této vlastnosti, presto
mé takovy vysledek v budovani matematické analyzy velky vyznam. Za¢neme jeho
jednodussi verzi.

Véta 6.3.1 (Rolleova véta). Necht f: R — R je spojitd na [a,b] a [’ existuje
(miZe byt i nevlastni) na (a,b). Necht f(a) = f(b). Pak existuje & € (a,b) takové,
ze f'(§) = 0.

Diikaz. Uvazime dva ptipady. Necht je nejprve f konstantni na [a,b], pak je dikaz
trividlni. Necht naopak f neni konstantni na [a, b]. Ze spojitosti na [a, b] pak plyne,
Za ma maximum a minimum na [a,b]. Z nekonstantnosti plyne, Ze alesponl jedna
z téchto hodnot musi byt odlisna od f(a) = f(b). Odpovidajici bod £ pak spliiuje
¢ € (a,b), funkce f v ném nabyva extrému, a protoze f'(£) existuje, musi byt
nulova. O
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Poznamka 6.3.2. (i) V aplikacich pro nas bude velmi dtlezité, Ze ndm staci
existence derivace jen na (a,b) a ze & € (a,b).
(ii) Spojitost na [a,b] nelze nahradit spojitosti na (a,b), jak ukazuje priklad

_J1 proxz=0
fw) = {x pro z € (0,1].

(iii) Z pozadavku na existenci derivace nelze slevit ani v jediném bodé, jak vidime
z piikladu f(z) :=|z| na [-1,1].

(iv) Véta neplati pro komplexni funkce redlné proménné. Stadi uvazit f(x) =
cosz + isinx na intervalu [0, 27].

(v) Véta samoziejmé plati pro jednotlivé slozky komplexni funkce. Dtivod, pro¢
nam véta neplati pro predchozi funkci jako celek, je ten, ze pro funkci kosinus
nalezneme pomoci Rolleovy véty (Véta 6.3.1) jisté & € (0, 27), zatimco pro funkei
sinus obecné jiné &, € (0,2m). Proto

(cos2m 4+ isin27) — (cos 0 + isin0)
2m -0

Rolleova véta se da snadno zobecnit na hlavni vysledek této kapitoly.

= cos’ & +isin’ &.

Véta 6.3.3 (Lagrangeova véta o piirtstku funkce). Necht f: R — R je spojitd na
[a,b] a [’ existuje (miZe byt i nevlastni) na (a,b). Pak existuje & € (a,b) takové,

o ) (@)
(€)= T b4
Diikaz. UvaZzme funkci
f(b) — f(a)

Pak F' je spojitd na [a,b], na (a,b) mé derivaci a F(b) = F(a) = 0. Na F tedy
miZeme aplikovat Rolleovu vétu (Véta 6.3.1) a dostdvame existenci & € (a,b)
splnujiciho

SO =H@) o (o) =

b—a —a

0=F'() = f'€) -

Poznamka 6.3.4. (i) Rolleova véta je ziejmé specidlnim piipadem Lagrangeovy
véty. Naopak, Lagrangeova véta se z Rolleovy ziskala tak, ze se k funkci spliujici
Rolleovu vétu pricetla vhodné afinni funkce (pro né je splnén vzorecek z Lagran-
geovy véty automaticky, at bereme derivaci v jakémkoliv bodé) a pak uz vse vyslo
z aritmetiky derivace.

(ii) V dikazu bylo mozno volit ,,jednodussi“ funkci F'; F'(z) = f(z) — Wﬂ?.
Vyhodou je, Ze odecitdme od f pouze linearni funkci (nikoliv afinni), ale vypocet
F(a) a F(b) je mirné komplikovanéjsi. Na druhou stranu neni aZ tak tézké vidét,
7e F(b) — F(a) = 0. Totéz pak plati i pro dikaz niZze uvedené Cauchyovy véty o
piiristku funkce (Véta 6.3.13).
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Nyni si budeme uzite¢nost Lagrangeovy véty demonstrovat na piikladech a
dikazech.

Priiklad 6.3.5. Funkce sinus zfejmé spliiuje Lagrangeovu vétu na jakémkoliv uza-
vieném intervalu a dostavame

sinb — sina

5 =sin’§ = cos¢ € [-1,1], aproto |sinb—sinal < |b—a|Va,beR.
—a

V predchozim pfikladu jsme narazili na dilezitou vlastnost.

Definice 6.3.6 (Lipschitzovsk4 spojitost). Nechf f: R — R. Rekneme, Ze f je
lipschitzovsky spojita (nebo struéné lipschitzovskd) na intervalu I C R, jestlize
existuje K > 0 takové, ze

|f(x) = fy)l < K|z —y|  kdykolivz,y € I.
Je-li K <1, fikdme, ze f je neexpanzivni. Je-li K < 1, fikdme, ze f je kontrakce.

Poznamka 6.3.7. (i) Lipschitzovskost se definuje analogicky pro funkce z R do
C, z R do RY a tak dale.

(ii) Cislu K z definice se k& konstanta lipschitzovskosti. Ve vétsing aplikaci toto
¢islo znat nepotfebujeme, staCi nam, Ze existuje. Pokud vSak studujeme pro-
blém, v némz je konstanta lipschitzovskosti dilezitd, pouzivame jesté termin K-
lipschitzovskd funkce.

(iii) Lipschitzovskost zfejmé implikuje stejnomérnou spojitost. Obracend implikace
neplati, sta¢i uvazit f(x) = +/z na (0,1).

(iv) Z Lagrangeovy véty vidime, Ze omezenost derivace implikuje lipschitzovskost.
(v) Lipschitzovska funkce mit derivaci nemusi, staci vzit f(z) = |z|.

(vi) Je-li funkce K-lipschitzovskd, v zZddném bodé nemuze absolutni hodnota jeji
derivace pfesdhnout ¢islo K (to plyne z toho, Ze hodnotu derivace umime libovolné
presné aproximovat diferenénim podilem).

(vii) Lipschitzovské spojitost bude hrét dillezitou roli v teorii oby¢ejnych diferen-
cialnich rovnic.

U nésledujici véty (pfipometime Vétu 4.1.4) dluzime ditkaz druhé ¢asti.

Véta 6.3.8 (O nejednoznacnosti primitivni funkce). (i) Je-li F' primitivnd funkce
k f na (a,b) a C €R, pak F + C je také primitiong funkce k f na (a,b).

(ii) Jsou-li F' a G primitivni funkce k f na (a,b), pak existuje C € R takové, Ze
G=F+C.

Dikaz. Prvni ¢ast jsme jiz dokazali (snadno zderivovanim). Dokazme druhou ¢4st.
Ozna¢me H = F — G. Pak H' = 0 na (a,b). Zafixujme zy € (a,b). Pro libovolné
x € (a,b) \ {0} pak mizeme aplikovat Lagrangeovu vétu na intervalu s krajnimi
body x a . Dostavame f(x) = f(xg). Protoze x bylo libovolné, jsme hotovi. [

Dalsi vysledek, k jehoz ziskdni ndm poslouzi Lagrangeova véta, se hodi k poci-
tani derivaci. Pripomenime, ze pifi pocitani derivaci jsme prednostné pouzivali
piistup zaloZeny na aritmetice derivaci (Véta 3.3.10) a Vété o derivaci slozené
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funkce (Véta 3.3.14), zatimco v problematickych bodech jsme poéitali piimo z
definice. Nyni budeme mit pro vypocet derivace v problematickych bodech jesté
dalsi nastroj.

Véta 6.3.9 (O limité derivaci). Necht f: R - R a zp € R. Necht
(i) f je zprava spojitd v xg

(ii) na jistém pravém prstencovém okoli bodu xo existuje vlastni f’
(iii) existuje A :=limg 4., f'(z) € R*.

Pak f! (xo) = A.

Diikaz. Podle pfedpokladii lze najit 6 > 0 takové, ze f je spojita na [xg,zo + ).
Pro libovolné x € (zg, xo + d] 1ze pak pouzit Lagrangeovu vétu a dostavame

f(z) — f(zo)

x — X0 = f/(é-x)» kde 593 S (l'o,x),

Nyni lze jiz snadno nahlédnout, Ze plati

fowo) = tm IO TIE@) ey = im e = Al

T—To 4 xr — Xo T—=T0 4 Ex—To 4
O

Poznamka 6.3.10. (i) Pokud bychom navic pfedpokladali spojitost na néjakém
pravém prstencovém okoli bodu xg, nevadily by nam nevlastni derivace.

(ii) Pfedpoklad spojitosti zprava v bodé z se nedd vypustit, jak ukazuje funkce
sign a nespojitost jeji derivace v pocatku.

(iii) Véta se d4 preformulovat pro limitu derivaci zleva i pro oboustrannou limitu
derivaci.

Pfiklad 6.3.11. (i) Funkce arcsin je zprava spojitd v bodé —1 a napravo od

’ .7 . 1
tohoto bodu plati arcsin’ x = i Proto

1
! _ . _
aer1n+(—1) = x131311+ \/17_7372 = +4-00.
Tento vysledek neumime ziskat zaddnou jinou z nami dosud pouzivanych metod.
(ii) Funkce x — |x| je spojitd na R a snadno se spo¢itd, ze v§ude mimo pocétek
plati (|z|)" = signz. Proto

12 _ . . _ . 1= 12 — . . — . _
(l])(0) —m1_1>r(r)1_51gnx—xli)r61_ 1 1, (|z])!.(0) zlg&rmgnm rlg&l 1

a (|z])" v bodé 0 neexistuje.

Poznadmka 6.3.12. Za pomoci Véty o limité derivaci (Véta 6.3.9) se d& snadno
dokézat, ze metoda lepeni primitivnich funkci vzdy funguje, je-li integrand spojity.

Existuje jesté jedna silngjsi véta o prirastku funkce. Nepouziva se piilis ¢asto,
ale ma nékteré dulezité aplikace (tfeba ditkaz L’Hospitalova pravidla nebo tvar
zbytku Taylorova polynomu).
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Vé&ta 6.3.13 (Cauchyova véta o ptiriistku funkce). Necht f,g: R — R jsou spojité
na [a,b], f',g" existuji (mohou byt i nevlastni) na (a,b) a g(b) # g(a). Pak existuje
¢ € (a,b) takové, Ze

Pak F je spojitd na [a,b], mé derivaci na (a,b) a F(a) = F(b) = 0. Na F tedy
mizeme aplikovat Rolleovu vétu (Vétu 6.3.1) a dostavdme existenci & € (a,b)
spliiujiciho

Poznamka 6.3.14. Pokud plati ¢'(£) # 0, lze psét

1€ _ 1) - i@
g'€)  g(b) —g(a)
Formulka pak vypada, jako bychom podélili vysledky Lagrangeovy véty ziskané

zvl&st pro f a zvlast pro g. Takto se vSak postupovat neda, nebot bychom na levé
strané dostali dva body &; a &», které nemusi byt stejné.

Dulezitou aplikaci Cauchyovy véty je diikaz L’Hospitalova pravidla (pfipo-
metime Vétu 5.1.35).

Véta 6.3.15 (L’Hospitalovo pravidlo). Necht f,g: R — R, xg € R*. Necht ddle
(i) na jistém prstencovém okoli bodu x existuji vlastni f', g’ a plati zde g’ # 0
(if) limy oy L = A € R”

(iii) plati jedna z podminek

a) lim f(z)= lim g(z)=0

T—xTo T—xTo
b) Jim [g(x)| = +oc.

Pak lim,, 4, £ = A.
Dikaz. Zacneme situaci lim, 4, f(z) = lim, ., g(z) = 0. Zabyvejme se nejprve
piipadem o € R a pravostranné limity lim,_,,  (obecny piipad vcetné prechodu
k oboustranné limité si vysvétlime nize).

Funkce f, g dodefinujme v bodé xzy hodnotou 0. Pak podle predpokladi existuje
0 > 0 takové, ze kdykoliv je x € (29, x0+0), na [zg, 2] mame splnény piedpoklady
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Cauchyovy véty. Ke kazdému x € (zg,x + J) proto existuje &, € (zg, z) takové,

7e mame f@)  f@) = fwo) _ f'(&)

g9(z)  g(z) —glzo)  g'(&)

Limitnim pfechodem x — x¢, dostaneme pozadovany vysledek.
Nyni si vysvétlime, jak se obecny pripad pfevede na pravostrannou limitu ve
vlastnim bodé. Pokud plati xy = 400, staci pfechod z = %7 nebot

 fl) . ()
zgrllooﬁ o y1—1>0+ g(i)
! (b (1= 4 (L)
. f(x) . ' y . ' y ;72 . dy
i — =1 — =1 — 7 = 1i .
etoe g/(2)  uots g/(1) T uht g (D)TE T w0 d%,g@

Oboustrannou limitu ve vlastnim bodé rozlozime na dvé jednostranné, pfi¢emz
levostranné se prevede na pravostrannou pomoci x = —y, kde

GO I ()
a—ao_ g(x) e——zoy g(—y)

’ , , d g
T e A ) N S A
wovo ¢'(x)  ammaoy g/(=y)  woror —g/(—y)  wo-wes dg(—y)

Tim je pripad lim,_,,, f(z) = lim;_4, g(x) = 0 vyTfeSen.

Uvazme nyni druhy pfipad lim, ., [g(z)] = +00. Opét mizeme predpokladat,
7e pocCitame pravostrannou limitu ve vlastnim bodé. Nyni existuje § > 0 takové,
ze podminky Cauchyovy véty jsou splnény na [z, y], kdykoliv [z, y] C (zo, z¢ + 0).
Méame

[ &ay) _ fly) = flx) _ f@)— fy)

9 (&) 9y) —glx)  g(x) —g(y)
a po Upravé dostavame (klicovou) identitu

f@) _ fly) _ 9w f (&)
el Bl Gt

Pokud je nyni A = 0 (pfipomerime, Ze A := lim,_,,, %), zafixujme libovolné

£ > 0. Je-li dale y dostatecnd blizko k z¢, mame \%

< €. Zafixujeme-li takové
y > xo, dostdvdme pro vSechna z € (xg,y), kterd jsou dostatecné blizko k g,

odhady |f( 11— M| < 2 (vyuzivdme predpoklad lim,_ ., |g(z)| = +00).
Pro takova x plati

‘i;((i))’gs—&—%:?)a.

Protoze ¢ bylo libovolné, dostavame limg,_, 4, g Eg =0.




180 KAPITOLA 6. SPOJITE A DIFERENCOVATELNE FUNKCE

Je-li nyni A € R\ {0}, polozme F(z) = f(z) — Ag(z). Potom

im 2@ (f/(x)—A)zo,

my g@) | eon \g(a)
¢imz jsme presli k predchozimu ptipadu. Ziejmé pak

F@) _ o S

0= lim
=R gl@) e g(a)

Zbyva vysetfit situaci |A| = +o0. Necht napiiklad A = +oc0. Potom pro K > 0
f(z)
’ 9 ]
okoli méame pro pevné y a libovolné z z této mnoziny

a pro z dosti blizko o mame > 2(K + 1). Po pfipadném zmenseni tohoto

1
‘f(y)’<1 ()
g9(z) g(z) = 2
Na tomto okoli bodu zg je gg;; > —1+ (K +1) = K, tedy lim, ., % = 4o00.

Analogicky se vyfesi pfipad A = —oc. O

6.4 Vztah znaménka prvni derivace a monotonie
funkce

Dalsi aplikaci Lagrangeovy véty o piirtstku funkce (Véta 6.3.3) jsou elegantni
dikazy vét o vztahu znaménka derivace a monotonie funkce. Nejprve se budeme
zabyvat tim, jak ovlivni znaménko derivace funkce v jednom bodé chovani této
funkce na malych okolich. Pozdéji budeme studovat pripady, kdy je znaménko
neménné na néjakém intervalu.

V prvnim pripadé potifebujeme novou definici.

Definice 6.4.1 (Monotonie v bod¢). Necht f: R — R a 7y € R. Rekneme, ze
funkce f je rostouci v bodé xq, jestlize existuje & > 0 takové, ze

f(z) < f(zo) prox € (zg — 0, z0) a f(x) > f(zo) prox € (xg, 20+ 9).

Analogicky se definuji vlastnosti klesajici v bodé, neklesajici v bodé a nerostouct v
bodé.

Poznamka 6.4.2. Pravé zavedené vlastnosti jsou slabsi nez monotonie na jistém
okoli. Napiiklad funkce x + xsin(%) dodefinované nulou v pocatku je ziejmé ne-
klesajici v pocéatku, zaroven vSak na zddném jeho okoli neklesajici neni (v kazdém
okoli po¢atku méa spocetné mnoho bodu s nulovou funkéni hodnotou, v ostatnich

bodech mé funkéni hodnota stejné znaménko jako argument).

Pokud se nam podafi ohlidat monotonii ve vSech bodech uvazovaného intervalu,
dostavame na ném klasickou monotonii, kterou jsme si zavedli na zac¢atku skript.
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Véta 6.4.3 (O vztahu monotonie na intervalu a v jednotlivych bodech). Necht
f:R—>Ra(a,b) CR. Pak f je rostouci na (a,b) prdvé tehdy, kdyz f je rostouct
v kaZdém bodé¢ intervalu (a,b).

Analogické vysledky plati pro funkce klesajict, neklesajici a nerostouct.

Diikaz. ,=“ Tato implikace je zifejma.
»<=“ Pro spor predpokladejme, ze f je rostouci ve vSech bodech a mame a < 1 <
xo <ba f(x1) > f(x2). Oznacme

xo = sup{z € [z1,x2]: f(z) > f(z1)}

Z¥ejmé nemiize platit xg = x1, nebot f je v xy rostouci. Ze stejného divodu
nemiize ani platit 29 = xo, protoZe navic f(z1) > f(xz2). Mame tedy xo € (21, z2).
Protoze vsak f je rostouci rovnéz v xy, mame na jistém pravém okoli xg vétsi
funkéni hodnoty nez f(x1). To je spor s tim, jak jsme zavedli zg.

Diukazy pro klesajici, neklesajici a nerostouci funkce se délaji podobné. O

Véta 6.4.4 (O vztahu monotonie v bodé a znaménka derivace). Necht f: R — R,
2o € R a ezistuje f'(xg) (nemusi byt vlastni). Je-li f'(xo) > 0, je f v xy rostouct.
Je-li f'(x9) <0, je f vxo klesajict.

Dikaz. Je-li f'(xg) > 0, na jistém prstencovém okoli mame

f(@) = f(wo)

Tr — X

> 0.

Z toho jiz snadno plyne pozadovany vysledek. Pokud plati f/(zo) < 0, postupujeme
stejné. O

Poznamka 6.4.5. (i) Neplati verze véty, kterd by davala do souvislosti podminky
f'(xo) > 0a f'(x9) <0 s pojmy neklesajici a nerostouci v bodé. Staéi t¥eba uvazit
funkci z — 23, ktera spliiuje f/(0) = 0 (tedy i f/(0) < 0), ale je rostouci na
celém R.

(ii) Rostouci funkce nemusi mit kladnou derivaci ve zvoleném bodé (jak ukdzal
pitklad s 2 — 2?). Dokonce derivace v nékterych bodech nemusi viibec existovat
(definujme f(z) = z pro x <0 a f(z) = 2z pro x > 0).

Nejvétsi uzitek budeme mit ze studia globalnich vlastnosti znaménka derivace.

Véta 6.4.6 (O vztahu monotonie na intervalu a znaménka derivace). Necht f:
R — R, je spojitd na intervalu (a,b) a ve viech jeho bodech md derivaci (nemusi
byt vlastni). Pak

(i) f/ >0 na (a,b) < f je neklesajici na (a,b)

(ii) f' <0 na (a,b) <= f je nerostouci na (a,b)

(iii) f' > 0 na (a,b) = f je rostouci na (a,b)

(iv) f' <0 na (a,b) = f je klesagici na (a,b).
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Dikaz. Dokazme implikaci ,=“ v (i). Zvolme z,y € (a,b), z < y. Snadno na-
hlédneme, Ze na [z,y] jsou splnény pfedpoklady Lagrangeovy véty (Véta 6.3.3).
Existuje € € (z,y) takové, Ze plati

odtud jiz plyne f(z) < f(y). Protoze x,y byly zvoleny libovolng, mdme dokézan
pozadovany typ monotonie. Stejnym zptsobem lze dokazat zbyvajici t¥i implikace
typu ,=*.

Implikace ,,<=“ v (i) snadno plyne z toho, Ze pro neklesajici funkci jsou vSechny
diferen¢ni podily nezdporné. Podobné ziskdme ditkaz implikace ,<* v (ii). O

Poznamka 6.4.7. (i) V &astech (iii) a (iv) neplati implikace ,<*. Opét lze uzit
funkce typu = — 3.

(ii) Povsimnéte si, Ze vysledky z pfedchozi véty jsou silnéjsi, nez kdybychom kom-
binovali predchézejici dva vysledky o monotonii v bodé. Tam bychom byli schopni
o monotonii néco ¥ici, jen pokud f’ > 0 nebo f’ < 0 na (a,b).

Poznamka 6.4.8. (i) Na predchozi vété neni cenné jen jeji znéni, ale i dikaz, ktery
vybizi k riznym drobnym zobecnénim. Napiiklad méjme a < b < ¢, f spojitou
na (a,c) a f' > 0 na (a,b) a (b,c) (oproti vété nam chybi diferencovatelnost
v bodé b). Pak f je rostouci na (a,c). Skuteéné, kdykoliva < z < b < y <
¢, pouzijeme Lagrangeovu vétu (Véta 6.3.3) zvlast na intervalech [x,0] a [b,y].
Dostavame f(x) < f(b) < f(y).

Je ziejmé, ze podobné lze postupovat i v pfipadé, ze mame spojitou funkci na
intervalu a jeji derivaci kontrolujeme ve vSech bodech az na kone¢né mnoho.
(ii) Pro zvidavého ¢tenédfe jesté uvedme, Ze bodu, kde nekontrolujeme derivaci,
je mozno pripustit dokonce spocetné mnoho, ale v piipadé nespocetné mnoha
takovych bodt uz vysledek obecné neplati. Podrobnosti se daji nalézt v dodatku
na konci této kapitoly.

V dalsim jesté obohatime nasi sbirku nastroji pro vysetfovani lokalnich a glo-
balnich extrémi.

Véta 6.4.9 (Postacujici podminky pro lokalni extrémy I). Necht f: R — R je
spojita v xg € R. Jestlize existuje 6 > 0 takove, Ze

rostouct klesagict
. ) klesajici rostouct 3
(i) f je ¢ na(zg—6,70) a _¢ na (zo,xo +6), pak f md
neklesajici nerostouct
nerostouct neklesajici

ostré lokdlni maximum

ostre lokalni minimum
vV Xo L, 3

lokalni mazimum

lokdlni minimum
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/>0 fl<o
"<0 >0

(ii) je-li ;, Sof ™ (xo—08,10) a ;, <of ™ (xo,zo+0), pak f md v bodé xg
<o >0

ostre lokdlni maximum
ostré lokdlni minimum
lokdlni maximum

lokdlni minimum

Dikaz. Pokud f roste na (xzg — 6, xg), diky diky spojitosti v zg a Vé&té o existenci
limity pro monotonni funkce (Véta 5.3.1) mame

flg) = lim f(x)= sup .

o (zo—6,70)

Odtud jiz snadno odvodime, ze f roste na (zg — d,2g]. Analogicky zpracujeme
zbyvajicich sedm ptipadt v (i) a ze ziskanych vysledki jiz (i) plyne. Céast (ii)
plyne z (i) diky Vété& o vztahu monotonie a znaménka derivace (Véta 6.4.3). [

Priklad 6.4.10. Funkce f(z) = 2® — 122 + 9 je diferencovatelna na celém R a
plati f/(z) = 3(z% — 4). Odtud dostavame nésledujici informace.

na (—oo,—2) | na (—2,2) | na (2,00)
>0 f'<o >0
f roste f klesa f roste

Z tabulky dale plyne, ze v bodé —2 je ostré lokdlni maximum a v 2 je ostré lokalni
minimum. Zadny z téchto extrémii neni globalni, nebot lim, 4., f(x) = Fo0.

Pro Uplnost si jesté uvedeme vysledek, ktery umoznuje klasifikovat lokalni ex-
trémy pomoci znaménka druhé (p¥ipadné i vy$si derivace). Tento pFistup byva
vétsinou vyucCovan na stfedni Skole. V praxi se vSak takika vyhradné pouziva
piistup pfes znaménko derivace (ktery jsme si ukdzali vySe), nebot je elegant-
néjsi, prehlednéjsi a doda ndm vice informaci. Na druhou stranu, pfistup s vyssimi
derivacemi se d4 (na rozdil od pfedeslého) zobecnit pro funkce vice proménnjch.

Véta 6.4.11 (Postacujici podminky pro lokalni extrémy II). Necht f: R — R,
bod ¢y € R a pro jisté n € N plati

fl@o)=f"(mo) = =f""wo) =0 a  f" (o) #0.

Pak

(i) je-li n sudé a f™ (o) >0, md f vz ostré lokdlni minimum
(i) je-li n sudé a f(™)(xo) <0, md f v o ostré lokdlni mazimum
(iii )(x0) > 0, je f v xo rostouct

( 4

iii) je-li n lich¢ a [
iv) je-li n liché a f™(z0) < 0, je f v xq klesagici.
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Diikaz. Dtikaz provedeme matematickou indukci podle n. Pripad n = 1 uz byl
vySetfen ve Vété o vztahu monotonie v bodé a znaménka prvni derivace.

Necht n = 2. Uvazujme piipad (i), tedy f”(zp) > 0. Podle Véty o vztahu
monotonie v bodé a znaménka prvni derivace (Véta 6.4.4), je f’ rostouci v bodé
xg. Zéroven vSak mame f'(xg) = 0. Na jistém levém prstencovém okoli bodu zg
proto mame f’ < 0 a napravo zase f’ > 0. Proto mé f v z ostré lokdlni minimum
(podle Postac¢ujici podminky pro lokdlni extrémy I; Véta 6.4.9). V piipadé (ii)
postupujeme analogicky.

Pristupme nyni k indukénimu kroku. Pfedpokladejme, Ze véta plati pro néjaké
n € N. Zabyvejme se pfipadem, ze n + 1 je liché a

O (@o) = ()" (x0) > 0.

Z indukéniho kroku dostéavame, Ze f’ ma v xg ostré lokdlni minimum. Zaroven
vime, Ze f'(xg) = 0. Proto f’ > 0 na jistém prstencovém okoli xg a odtud (f je
spojitd) plyne, Ze f je v xq rostouci.

V ostatnich piipadech se postupuje analogicky (znaménko f(**1(zq) nam da
informaci o chovéni f/ na prstencovém okoli z(, pak z vlastnosti f’ odvodime
pozadované vlastnosti f). O

Nékdy je uzitecné i nasledujici kritérium, na jehoz ditkaz zatim nejsme vybaveni
(ale brzy budeme).

Véta 6.4.12 (Postacujici podminka pro globaln{ extrém). Necht f: R — R a
zo € (a,b) C R. Jestlize f"" € [0,4+00) na (a,b) a f'(xo) = 0, pak f md v zg
globdlni minimum.

Podobné pro f” <0 a globdlni mazimum.

Priklad 6.4.13. Funkce f(z) = z* spliiuje f/(0) = 0 a f”(x) = 1222 > 0 na R.
Proto ma v pocatku globalni minimum.

Metody pro zkoumani monotonie a extrémi se daji mnohdy vyuzit i v situacich,
které s touto problematikou zdanlivé nesouvisi.

Priklad 6.4.14. Dokazme si obecnéjsi verzi Youngovy nerovnosti

xP 4 1 1
;vyg——l—y— proz,y>0, l<p<owa-+-=1
p q p q
(tuto nerovnost jsme zatim dokazovali jen pro p = 2).
Pokud # = 0 nebo y = 0, nerovnost je zfejmé splnéna. Zafixujme y > 0
libovolné. Nyni ndm staci ukazat, ze funkce
Pyl

f(m)Z?—F;—xy

je nezédporné na (0, +00). Plati

@) =a?""—y.
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Proto f klesd na [O,yplfl] a roste na [yplj,—i—oo). Globalni minimum na [0, +00)

m4 proto hodnotu (pfipomerime, ze ¢ = p%)
Tyt 11
f(yﬁ) :Lp —|—LP —yﬁy: (7+7—1)y:"’%1:0,
p q P q

odkud jiz plyne pozadované.

6.5 Konvexita, konkavnost a inflexni body

Definice 6.5.1. Necht f: R — R a I C R je interval. Rekneme, Ze f je konvezni
na I, jestlize pro vSechna x,y, z € I spliujici z < y < z plati

Je-li nerovnost ostra, hovorime o ryzi konvezité. Pojmy konkdvnost a ryzi konkdv-
nost se definuji obracenim nerovnosti.

Poznamka 6.5.2. (i) V definici se pfi pevné zvolenych z,z pracuje s funkci
Py %(y — ). Funkce ¢ je afinni a spliiuje p(z) = f(z) a p(2) = f(2).
Konvexitu na I lze tedy geometricky interpretovat tak, ze funkéni hodnoty na
libovolném podintervalu (z,z) C I lezi pod tseckou spojujici body (z, f(x)) a
(2 £(2)).

(ii) Snadno se nahlédne, Ze f je konvexni préavé tehdy, kdyz —f je konkévni. Po-
dobné pro ryzi konvexitu.

Obrazek 6.2: Geometricka interpretace konvexity.

Poznamka 6.5.3. (i) Pokud si pfi zadanych z,y, z definujeme A := =2, dosta-
vame
z2—x  z— —x
1-\= _ETv Y

zZ—x Z—T Z—T

)\x+(1—)\)z:ﬂx+uz=y
z—x z—x
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Proto je podminka z definice konvexity ekvivalentni s
FOz+ (1 =XN2) <Af(z)+ (1 =N f(2) Vr,z € IVA €[0,1].

(ii) Jsou-li z, z pevné zvolené, viechny prvky tvaru Az + (1 — \)z, kde X € [0, 1],
nazyvame konvexnimi kombinacems prvki x a z.

Posledné zapsand podminka v pfedchozi poznamce se da napsat do tvaru

f()\lxl + )\Ql'g) < )\1f($1) + )\Qf(IQ) (651)

pro vSechna 1,29 € I, pro vSechna A1, Ao € [0, 1] spliiujici A; + A2 = 1. Posledni
podminka se dé zobecnit, aniz bychom ovlivnili ndmi definovany pojem konvexity.

Véta 6.5.4 (Jensenova nerovnost). Necht f: R — R, I C R je interval a n € N,
n > 2. Pak funkce f je konvexni na I pravé tehdy, kdyz

f(zn:)\ixi) < zn:/\if(xi) kdykoliv 1, ... .an € I, At ..., An € [0,1] a Zn:)\ -
=1 =1 =1

Diikaz. ,<*“ Tato implikace je pro n = 2 zfejma. Pro n > 2 stac¢i uvazit pripad
AM+A=1 a A3=Mq=---=X, =0,

ktery davd podminku (6.5.1), o niz uz vime, Ze je s konvexitou ekvivalentni.

»= Budeme postupovat indukci. Pro n = 2 uz vime, ze dokazovana nerovnost
plyne z konvexity. Necht f je konvexni na I, nerovnost plati pron € N, n > 2, a
mame dany

n+1
T1y s Tpp1 € 1, A1y oo, Angr € [0,1] splitujici ZAZ» =1
=1

Postupnou aplikaci nerovnosti pro n prvka a pozdéji pro dva prvky dostéavame

n+1

1'1 + A nZTn + )\n+11’n+1>

/_\ A
3 s
,_.»—A

_ )\n An-i-l
= nt /\n+1) <)\n I )\n+1 Tp + >\n + )\n+1 xn-‘rl))
— An An
< Z Aif (@) + (An + )\nJrl)f(mxn ﬁxn+1)
n—1 n+1

Nif (i) + Anf (2n) + X1 f(Zn41) Z Aif ().

M

i—1

=



6.5. KONVEXITA, KONKAVNOST A INFLEXNI BODY 187

Poznamka 6.5.5. Analogické tvrzeni plati i pro konkdvnost, jen se oto¢i nerov-
nost.

Vé&ta 6.5.6 (Charakterizace konvexity smérnicemi). Necht f: R - R a I C R je
interval. Pak ndsledujict vyroky jsou ekvivalentnsi.

(i) f je konvezni na I

(11) f)—f(=) < f(z):i(m) V:E,y,z c va <y<z

y—x — z
(i) L@@ < SOIW) yy y e g <y < s

y—z z—y
(iv) f(i:i(x) < f(zi:i(y) Ve,y,z € [x <y < z.

Podobnd charakterizace plati pro ryzi konvexitu, stact nahradit neostré nerovnosti
ostrymi.

Analogické charakterizace s obracenymi nerovnostmi plati pro konkduvnost.

Diikaz. PouZijeme-li definici konvexity, jednoduchou tpravou dostavame

) < g+ 210 gy o JW D) B2 S
tedy (i) < (ii). Dle
fay+ PO gy = gy LIy
=)+ 10,
a proto
r) < 5@+ 220y s g < )+ 2L
N CEY CPFIEES )
tedy (i) < (iv). Koneéng,
)~ S0 _JG) 1@ )= @) SG) -6 | 1) - 1)
y—r — s P
= L6y g - s@) < 10 - 1)
= IOy < ) - 1)
o S0 _ 12 -16)
y—x z—y

tedy (ii) < (iii). Charakterizace pro ryzi konvexitu se obdrzi stejné, jen pracujeme s
ostrymi nerovnostmi. Konkdvnost se vysetii analogicky (s opa¢nymi nerovnostmi)
nebo prechodem k —f. O
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Obrazek 6.3: Charakterizace konvexity smérnicemi: k1 < ko < k3.

Véta 6.5.7 (Charakterizace konvexity pomoci druhé derivace). Necht f: R — R,
[a,b] C R, f je spojitd na [a,b] a dvakrdt diferencovatelnd na (a,b). Pak

(i) f je konvezni na [a,b] prdvé tehdy, kdyZ f” > 0 na (a,b)

(ii) jestlize f” > 0 na (a,b), pak f je ryze konvexni na [a,b].

Analogickd charakterizace s obrdacenymi nerovnostmi plati pro konkdvnost.

Dikaz. Dokazme implikaci ,=“ v (i). Necht f je konvexni na [a,b] a méme a <
a <z <y < B <b. Podle Charakterizace konvexity smérnicemi (Véta 6.5.6) plati

f2) = fla) _ fly) = f(=) _ FB) = fy)
r—a T y—zxz — -y

Provedeme-li v krajnich vyrazech limitni pfechody z — a4 a y — S, diky exis-
tenci f’ na (a,b) dostdviame

f'le) < f1(8).

ProtoZe dvojici a, 8 jsme mohli zvolit libovolng, f' musi byt neklesajici na (a,b) a
odtud f” > 0 na (a,b).

DokaZme implikaci ,<“ v (i). Protoze f” > 0 na (a,b), je f’ neklesajici
na (a,b). Zvolime-li z < y < z v [a, b] a pouzijeme-li Lagrangeovu vétu o pfirtistku
funkce (Véta 6.3.3) na jednotlivych intervalech [z,y] a [y, 2], mame (& € (z,y),
&€ (y, Z))

fly) — f(=) _ f’(&) < f/(§2) _ f(z) = fy)
y—x =Y
a konvexita plyne z Charakterizace konvexity smérnicemi (Véta 6.5.6).

Pokud f” > 0 na (a,b), f’ je dokonce rostouci na (a,b) a po aplikaci Lagran-
geovy véty dostavame ostrou nerovnost mezi smérnicemi.

Charakterizace konkavnosti se dokazuji napfiklad pfechodem k —f. O

Poznamka 6.5.8. Implikaci ve druhé ¢asti predchozi véty neni moZné otodit.
Napiiklad funkce = — z* je ryze konvexni na R (dokazte si sami), ale v po¢atku
mé nulovou druhou derivaci.
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P¥iklad 6.5.9. Pro z > 0 mame log” 2 = —;—2 < 0. Funkce log je tedy konkavni na
(0, +00). Aplikujeme-li odpovidajici verzi Jensenovy nerovnosti na ay, ..., a, > 0,
dostavame

log (

Protoze funkce log je rostouci, ziskdvame okamzité A-G nerovnost (ta ve stan-
dardnim znéni pracuje s nezdpornymi cisly, ovSem nerovnost je zfejmé splnéna,
je-li alespori jedno z ¢isel nulové).

Definice 6.5.10 (Inflexni bod). Necht f: R — R a 2o € R. Rekneme, 7e 7 je
inflexni bod funkce f, jestlize f je diferencovatelnd v xg a f v bodé xy prechazi
z konvexity do konkévnosti (pfesnéji: existuje § > 0 takové, ze f je konvexni
na (xg — d,z9) a konkévni na (zg,z¢ + d), nebo f je konkdvni na (zo — d,z9) a
konvexni na (xg, g + 9)).

P¥iklad 6.5.11. (i) Funkce z + 23 mé inflexi v po¢atku.

(ii) Afinni funkce m4 inflexi v§ude na R.

(iii) Funkce z + |z| mé inflexi v8ude na R kromé pocatku (v pocéatku derivace
neexistuje).

(iv) Funkce z — ¥/z a sign nemaji v po¢atku inflexi, nebot zde maji nevlastni
derivaci.

Obrazek 6.4: Tlustrace k poruseni prvni podminky inflexe.

Véta 6.5.12 (Nutnid podminka pro inflexni bod). Necht f: R — R, zy € R je
inflexnt bod a [ je dvakrdt diferencovatelnd v xo. Pak f"(xq) = 0.

Dikaz. Uvazme napiiklad situaci, ze f je konvexni na (xg — d,z¢) a konkdvni
na (xg, o +9) (v opaéném piipadé se postupuje analogicky). Protoze f”(xo) exis-
tuje, pfipadnym zmensenim ¢ lze docilit toho, Ze navic f’ € R na (zg — §,zg + 6).
Pouzijeme-li Lagrangeovu vétu (Véta 6.3.3) stejnym zpusobem jako v ditkazu Cha-
rakterizace konvexity podle druhé derivace (Véta 6.5.7), z konvexity dostaneme,
ze f’ je neklesajici na (zg — 0, x¢) a nerostouci na (xg,zo + ¢). Proto ma f' v zg
lokalni extrém. Protoze navic existuje (f')’ = f” v xp, musi platit f”(xg) = 0
podle nutné podminky pro lokdlni extrém (Véta 6.1.2). O
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6.6 Asymptoty

Definice 6.6.1 (Vertikdlni asymptota). Nechf f: R — R je definovand na (a,b) C
R a b € R. Rekneme, Ze f ma v bodé b vertikdlni asymptotu, jestlize méa nevlastni

limitu pro x — b_. Analogicky se definuje vertikalni asymptota v levém krajnim
bodé.

Definice 6.6.2 (Asymptota v nekoneénu). Nechf f: R — R je definovanéd na
intervalu (a,+00) C R. Rekneme, Ze pifmka y = kx + ¢ je asymptotou funkce
f pro x — +oo, jestlize lim, o0 (f(z) — (kz + ¢)) = 0. Analogicky definujeme
asymptotu pro r — —oo.

Véta 6.6.3 (O asymptoté). Necht f: R — R je definovand na (a,+00) C R.
Primka y = kx + q je asymptotou funkce f pro x — +oo prdavé tehdy, kdyz plati
ndsledugici podminky

(i) limg oo 1% = &

(i) i o (F(2) — k) = q.

Analogicky pro x — —oo.

Dikaz. ,=“ Je-li y asymptota, z definice snadno dostaneme (ii). Navic zfejmé
f(z)—(kz+q)

plati lim,_ 4 o = 0, odtud pfimo plyne (i).
»<=*“ Podminka (ii) okamzité déva, Ze y je asymptota. O

P¥iklad 6.6.4. (i) Funkce = — 22 a & + /o nemaji asymptotu pro & — +oo.
(ii) Pokud f je definovand na (a,+o0) a lim, , o f(z) = A € R, jey = A
asymptota f pro x — 4oc.

6.7 Prubéh funkce

Cilem této ¢asti textu je podat prehled informaci, které lze ziskat z predpisu
y = f(z) ndmi dosud probranymi nastroji. Kromé tohoto prehledu ukézeme také
nékolik podrobné fesenych prikladd. Standardni pribéh funkce obsahuje nasledu-
jici vysledky:

(i) defini¢ni obor

(ii) obor spojitosti

(iii) limity v krajnich bodech defini¢niho oboru (¢ jeho podinterval) a v bodech
nespojitosti

(iv) specidlni vlastnosti, jako jsou sudost, lichost, periodicita a jiné symetrie

(v) prehled vyznamnych bodt a jejich funkénich hodnot (¢asto se studuji priseéiky
s osami)

(vi) prvni derivace a jeji vyhodnoceni: mnoziny monotonie, lokalni a globalni ex-
trémy, obor hodnot, omezenost, zkouméani jednostrannych derivaci v bodech, které
derivaci nemaji (nebo alespoii limit derivaci)

(vii) druhd derivace a jeji vyhodnoceni: konvexita a konk&vnost, inflexni body
(viii) asymptoty

(ix) nacrt grafu (dtikladnou péci si zaslouzi body, kde f nemé vlastni derivaci).
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Poznamka 6.7.1. Nékdy se nam napiiklad nepovede urcit nulové body druhé
derivace. Pak se alespon snazime zjistit jejich pocet a pribliznou polohu.

Uloha 6.7.2. Vysetiete pritbéh funkce f(z) = arcsin( 1%;2 ).

Reseni: Protoze Dresin = [—1,1], s vyuzitim Youngovy nerovnosti dostdvame

2z
Dy ={zer: —1< <1} =R
! . “ 1422~
Funkce f je spojitd na R, nebof vznikla sloZenim dvou spojitych funkci (opatrné
ale na okoli 1 a —1).
Plati
lim f(z)=0.

r—+oo
Nase funkce je licha (staci tedy ji vySetfovat jen na intervalu [0, +00)). Vyznamnym
bodem je pocétek, plati f(0) = 0, jiné priseéiky s osami nejsou.
Pocitejme prvni derivaci (a rovnou ji upravime do tvaru, ze kterého pijde co
nejsnéze vycist jeji znaménko)

1 2(1 + 2?) — 422 1 2(1 — 2?)

i) = 1—(22,)2 (1+ z2)2 N (%)2 (14 22)?

2
=1y sign(1 — %) pro x # +1.

Pomoci Véty o limité derivaci (Véta 6.3.9) dostavame
!/ _ . / _ !/ _ . !/ —
)= lim flz)=1 a fi(1)= lim f(z)=-1

nim znaménka prvni derivace a limitniho chovani dostavame dalsi informace.

v 0 na (0,1) vl na (1, 400) v +00

flo)y=2| f>0 L) =17 (1)=-1 <0
f(0)=0 | froste | loklni maximum, f(1)=72 | fklesi | f(z) 30

Protoze f < 0 na (—00,0) a f > 0 na (0, +00), snadno odvodime, ze 7 je dokonce
globalni maximum. Diky lichosti je —F globalni minimum. Aplikaci Darbouxovy
véty na [—1,1] ziskdvame Hy = [~ T, T].
Spocitejme druhou derivaci
—4x sign(1 — 2?)
" _
f(z) = 0+ 2772 pro x # +1.

V bodech +1 druhé derivace nemuZze existovat uz jen diky tomu, Ze v nich neexis-
tuje prvni derivace. Vyhodnotme druhou derivaci.

v 0 na (0,1) vl na (1, 400)
77(0)=0 <o ”(1) neexistuje >0
inflexni bod | f je ryze konkavni f je ryze konvexni
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Asymptotou pro x — —o0 a x — +00 je zfejmé y = 0 (nebot lim,_, 1, f(z) = 0).
Nyni jiz také mtuzeme nacértnout graf.

Obrazek 6.5: Nacrt ¢asti grafu.

e

Poznamka 6.7.3. Pokud bychom vysetfovali pribéh funkce f(z) = (x—1) exp((z—
1)2), bylo by pro nas vyhodné vyuzit jeji lichost vii¢i bodu 1. Tuto symetrii miizeme
pouzit bud pi¥fmo, nebo vysetfit funkci y — yexp(y?) a nakonec z jejich vlastnosti
odvodit vlastnosti funkce f.

Dulezitou technikou je provedeni ¢astecného priibéhu pomocné funkce. Tuto
techniku si ukazeme na nésledujicim ptikladu, ktery zpracujeme ponékud strucéné,
a az nova technika bude provedena podrobné.

Priklad 6.7.4. Uvazme funkci f(x) = z exp(z2+4z+1). Klicovymi kroky priibéhu
funkce jsou vypocet limit v +oo a uréeni znaménka prvni a druhé derivace. Mame

fl(x) = (222 + 4z + 1) exp(x? + 4z + 1)
=2(z—(—1+ %))(I —(-1- %)) exp(z? + 4z + 1).

O znaménku derivace rozhoduje vyraz (x — (—1 4+ %))(m —(-1- %)), z néhoz
jiz vy¢teme informace o monotonii. Po¢itejme druhou derivaci

f(x) = 2(22% + 82 4+ 11z + 4) exp(x? + 4z + 1).
O znaménku druhé derivace tedy rozhoduje znaménko funkce
g(z) = 22% + 822 + 11z + 4.
Rozklad na kotfenové ¢initele, ktery by ndm dodal plnohodnotnou informaci, neu-

mime jednoduse udélat (i kdyz, pomoci Vietovych vzorct, to principidlné mozné
je). Mitizeme se alespoii pokusit pouzit nékteré nastroje z priibéhu funkce k urceni
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poétu kofent této funkce a jejich pfiblizné polohy (dulezita je jejich pozice vuéi
bodtim —1 — % a—1+4 %) Méme

lim g(z) = £oo.

r—+oo

Dale
g (r) =62>+ 160 +11>0 naR

(diky zdpornému diskriminantu). Tedy g je rostouci funkce a mé pravé jeden nulovy
bod xy. Zkusme dosazovat

g(O):]'l? g(,l):,]_’ g(fé):%

Tedy zo € (—1,—3) C (-1— %, -1+ %) Vysledky miizeme shrnout do tabulky.

na (—oo,—l—%) na (—1—%,950) na (xo,—l—i—%) na (—1—|—%,—|—oo)
f//<0 f//<0 f//>0 f//>0
/>0 /<o /<o f'>0
f roste f klesa f klesa f roste
f ryze konkavni f ryze konkavni | f ryze konvexni f ryze konvexni

Z téchto informaci (po doplnéni alespon pfibliznych hodnot funkce ve vyznaénych
bodech) uz umime naértnut graf funkce.

6.8 Tayloriv polynom

Cilem této kapitoly je studium aproximovatelnosti diferencovatelnych funkci po-
moci polynomt. Dosud jsme zmifnovali jen aproximaci afinnimi funkcemi, ktera
uzce souvisi s pojmem derivace. Nyni si od bohatsi tfidy aproximujicich funkci
slibujeme, ze ziskdme presnéjsi aproximace. Zarovenn budeme k aproximacim stéle
pouzivat funkce, s nimiz se dobfe pracuje.

Definice 6.8.1 (Taylortv polynom). Necht f: R — R, 29 € R, n € Ny a necht
™ (z0) € R. Pak se polynom

(k)
P.(z) = Zif ( 0)(x—a:0)k

k!
k=0

nazyva Tayloriv polynom stupné n prislusejici funkci f v bodé€ xy.

Poznamka 6.8.2. V literatufe je mozné narazit na rtizna znaceni Taylorova po-
lynomu. Pouziva se naptiklad TJO n- Nam vSak bude vzdy jasné, s jakou funkeci a
v jakém bodé pracujeme, miizeme si tedy dovolit pouzivat nase stru¢né znaceni.

Piiklad 6.8.3. (i) Necht f(z) = 2%. Volme zo = 0, pak

foy=0,  fO =0, f0)=2  fHO)=0 Vk>3.
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Proto

2
Py(z) =0, Pi(z)=0+0-2=0, Pg(l’):0+0'l’+§$€2:$2

P.(z) =2* VYn>3.

2 a zo € R mame

(ii) Obecnéji pro f(z) =«
flmo)==3,  flzo) =220, f'(x0)=2,  fP () =0 Vk>3.

Odtud

2
Po(x) = 2, Py(x) = 23 + %(w — xg) = 2T0T — TH
a
2 2%o 2 2 2 2 2
Pn(x):m0+T(x—x0)+§(m—xo) =2x9r — 25+ (x —x9)° =2° VYn >2.

(iii) Uvazme funkci f(z) = expz a x9 = 0. Protoze exp® 0 = exp0 = 1 pro
viechna k € Ny, plati P,(z) = Y_;_, 2" pro viechna n € Ny.
(iv) Pro funkci f(z) = x|z| plati

f(0) =0, f(0)=0 a  f"’(0) neexistuje.

V pocatku mtzeme tedy zkonstruovat jen Taylorovy polynomy Py a P;. Ve vSech
ostatnich bodech je naSe funkce nekonec¢nékrat diferencovatelna, muZzeme v nich
tedy sestrojit Taylortv polynom libovolného stupné.

Tayloriv polynom mé mezi polynomy daného stupné nejlepsi aproximacni
vlastnosti.

Véta 6.8.4 (Peanova). Necht f: R = R, 29 € R, n € N a f(™(z0) € R. Pak
existuje pravé jeden polynom @, stupné nejvyse n takovy, Ze

f(z) = Qn(z) = o((x — z0)").
Navic Q, = P,.

Diikaz. Krok 1: aproximac¢ni vlastnost Taylorova polynomu
Nejprve necht n = 1. Protoze Py (x) = f(xo)+ f'(z0)(z —20), dokazovana vlastnost

lim f(z) — Pi(x) 0 4= lim f(x) = f(xo) = f'(z0) (7 — 20)

T—T0o Tr — X9 T—To T — o

=0

plyne z existence vlastni f’(x¢).
Nyni uvazujme n > 2. Pouzijeme (n — 1)-krat L’Hospitalovo pravidlo (verze s
nulovymi limitami ¢itatele a jmenovatele, pfedpoklady provéfujeme pribézné) a
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dostavame
1 F@) = Ehoo T e — wo)*
T—ao (x — )"

n F0 (g _
v @) = S L — )t

z—x0 n(x — zp)? 1
) ( .
v SO V@) -, A2 ko — 1) . (k — n+ 2)(x — wo)k "
’ T—x0 n(n— 1)2(£C—II?0)
oy AUV @) = £ (@) = fM (o) (@ — o)
T—T0 nl(z — xo)

= (P a0) — £ (o)) = 0.

Krok 2: jednoznacénost

Predpokladejme, Ze pozadovanou aproximacni vlastnost mé jesté polynom @,, se
stupném nejvyse n. Polynom Q,, — P,, méa stupen nejvyse n, a proto jej muzeme
prepsat (metodou postupného déleni se zbytkem) do tvaru

Qn(z) — Po(z) = an(z — x0)" + an-1(x — :co)”*l + - 4 ai(x — x0) + ao,

kde a; € R. Zaroven nam aproximacni vlastnost dava

— P, — - P
o @@ = Pa@) _  Qu@) = @) @) = Pale)
z—zo  (x — x0)" z—zo (X — x0)" z—zo (X — 2)"
Proto musi byt vSechny koeficienty a; nulové a dostavame Q,, = P,. O

Poznamka 6.8.5. (i) Pro jednozna¢nost je podstatny pfedpoklad o stupni poly-
nomu. Pozadovanou aproximaéni vlastnost maji vsechny Taylorovy polynomy FP,,,
pro m > n (jsou-li takové Taylorovy polynomy definovany).

(ii) Nejcastéji budeme pracovat s funkcemi z C*°((a, b)).

(iii) V dikazu aproximadni vlastnosti jsme nemohli pouzit L’Hospitalovo pravidlo
n-krat, nebot k tomu bychom potfebovali, aby f byla n-krat diferencovatelna na
néjakém okoli bodu zy.

Aproximadni vlastnost Taylorova polynomu ndm umoziuje vyuzivat Tayloruv
polynom pii pocitani limit. Casto byvéa srovnatelné efektivni jako L’Hospitalovo
pravidlo. Taylorovy polynomy odpovidajici elementarnim funkcim vykazuji jisté
symetrie koeficientti (podrobnéji se tim budeme zabyvat niZe), proto byva aplikace
typicky elegantnéjsi nez uziti L’Hospitalova pravidla.

Uloha 6.8.6. Spoctéte lim,_,q SRLA=E

Reseni: Protoze exp € C*°(R) D C%(R), méame podle Peanovy véty

2

expmng(x)+o(m2):1+x+%+o(x2) pro z — 0.
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Proto

expr—1—ux . %—&-o(xQ)

x—0 €T x—0 332 z—0 2 x—0 ;L‘Q 2 2

Poznamka 6.8.7. Uloha by se dala fesit také dvoji aplikaci L’'Hospitalova pravi-
dla.

Taylortv polynom lze obcas ziskat i jinak nez z definice. Tato skute¢nost ¢ini
v nékterych situaci nasi novou metodu podstatné rychlejsi, nez je L'Hospitalovo
pravidlo.

2 x ﬁ_ 12
Uloha 6.8.8. Spoctéte lim,_,g =22

x6

ResSeni: Piedné mame (podobné jako v minulé tiloze) expt = 1+t+§+%+0(m3)
pro t — 0. Diky Vété o limité slozené funkce II (Véta 3.2.13) méame

[

expt—(l—i—t—i—%—i—%) exme—(l—&—xZ—i—%—&—%)

lim =0 = lim =0.
t—0 t3 z—0 26
Proto
zt 2b
expr® =1+ + Tt + o(x9).
Stejnym postupem dostaneme
4 4 8 4
exp% =1+ %—F%—i—o(scs) = 1+% + o(z%).
Odtud
. expa? — exp””—; — 22
lim 5
z—0 xT
4 6 4
oy A5+ +0(@%) — (1+ 5 +o(af)) —a?
x—0 26
. ‘%6 +o(2%) 1
=lm >—F— = _.
z—0 x 6
A

Poznadmka 6.8.9. (i) Diky jednoznacnosti z Peanovy véty (Véta 6.8.4) jsme
vlastné zjistili, ze 1 + 22 + % + % al+ % jsou Taylorovy polynomy pfislus-
nych funkci.

(ii) Uloha §la také Fesit Sestinasobnou aplikaci L’Hospitalova pravidla. Takovy
postup by vSak byl mnohem pomalejsi. Kupiikladu funkce exp z* ma v Taylo-
rové polynomu mnoho nulovych koeficientii, proto se s timto polynomem pracuje
jesté prijemnéji nez Taylorovym polynomem odpovidajicim funkci exp. Na dru-
hou stranu, po¢itani vyssich derivaci funkce expx* (coz by vyzadoval postup s
L’Hospitalovym pravidlem) je podstatné zdlouhavéjsi nez poéitédni derivaci funkce
exp.
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Taylortiv polynom neni jen silnym konkurentem L’Hospitalova pravidla pri
poditani limit. Daji se totiz pro néj ziskat odhady pro R,i1(z) := f(z) — Py (x),
také klicem k teorii funkci komplexni proménné. Poznamenejme, ze pro n = 0 uz
vyjadfovat zbytek R, 11 umime, nebof ndm Lagrangeova véta (Véta 6.3.3) pro f
diferencovatelnou na okoli xq dava

Ri(x) = f(z) — f(zo) = ['(&)(x — o),
kde = bereme z uvedeného okoli a & lezi mezi body xg a .

Véta 6.8.10 (Odhad chyby Taylorova polynomu). Necht f: R — R, 2o < =z,
n € N a f md na [xg, z] spojitou n-tou derivaci a na (zo,x) md derivaci fddu n+1
(nemusi byt vlastni). Necht : R — R md v (xg,x) nenulovou vlastni derivaci a
je spojitd na [xg,xz]. Pak existuje & € (xg,x) takové, Ze

(z = §)" ®(x) — (z0)

Rn+1($) = ol (I)/(.’L') f(nJrl)(g)
Specidlné pro ®(t) = (x — t)"*1 plati
Fr©)
Rpi1(z) = W(m — o)t (Lagrangetiv tvar zbytku)

a pro ®(t) =t plati

f(n+1)(x0 + @($ — .%0)) (1 _ @)n(x _ :Co)nJrl kde © := §— o

B (@) = n! T — T

€(0,1)

(Cauchyiv tvar zbytku).

Pro pripad x < x¢ plati obdobny vysledek, v némz vsechny formule maji stejny tvar
jako vyse aZ na zdpis intervald.

Diikaz. Definujme pomocnou funkci

nofk)
P =) - 0@ 0 na faoa)
k=0
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Déle na intervalu (z¢,x) miZeme F derivovat a dostdvame

nofrk)
F/(t) _ 7% ; f k'(t) (x . t)k

(n+1) n
e (%(.ﬂ? _t)n _ fn('t)n(x_ t)n—l)
_ g o 1 A 2 _ fm(t) _1\2 e _
=70 = (fOa-t-r®) - (F5r =02 - e -1)
f(n+1) t N fn t -
_< n!()(x_t) _(n—(l))!(x_t) 1)

F ) n
Podle pfedpokladti mizeme pouzit Cauchyovu vétu o p¥iriastku funkce (Véta 6.3.13)
a dostavame £ € (zg, x) takové, Ze

F(z9) — F(z) = {;Eg (®(z9) — O(2))
Tedy
(n+1) ) B(a
Ruate) = L8 - @"@()@(S(O),

¢imz jsme ziskali tvar zbytku pro obecny pripad.
Pii volbé ®(t) = (x — t)"*! dostavame

®(z) — P(x0) —(x — @)t (z — 20)"*1

) —mtDE-n  (n+1)(@-on

a obecny tvar zbytku prechazi na Lagrangetv tvar zbytku.
Pokud ®(t) =t a © = =2 (tedy £ = ¢ + O(z — x0)), dostavame

r—xo
(n+1)
Run() = T gy(@ - a)
(D) (29 + Oz —
_/ (zo o ( O))(aj—xo—@(x—xo))"(x—xo),
coz je totéz jako Cauchytv tvar zbytku. O

Nyni jiz mtzeme dokézat vétu o globalnich extrémech, kterou jsme zatim jen
vyslovili (Véta 6.4.12).
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Véta 6.8.11 (Postacujici podminka pro globalni extrém). Necht f: R — R a
zo € (a,b) C R. Jestlize f"" € [0,4+00) na (a,b) a f'(xo) = 0, pak f md v zg
globdlni minimum.

Podobné pro f” <0 a globdlni mazimum.

Diikaz. Predpoklddejme, ze f” € [0,400) na (a,b) a f'(xo) = 0. Pak mtZeme
pouzit Vétu o odhadu chyby Taylorova polynomu (Véta 6.8.10) s Lagrangeovym
tvarem zbytku kdykoliv z € (a,b). Dostavame &, lezici mezi body ¢ a x, a spliiujici

/" (&)

5 (x — 20)* > f(x0) + 0+ 0= f(xo)

f@) = f(zo) + f' (o) (x — 20) +

(vyuzili jsme f'(x0) = 0a (&) > 0). Proto ma f v 2o globalni minimum. Druha
cast veéty se dokazuje analogicky. O

Dilezitou aplikaci nasich vysledkt o Taylorové polynomu jsou numerické apro-
ximace, v nichz se Casto uplatni Lagrangetv tvar zbytku k ziskani odhadu chyby
¢i urceni stupné Taylorova polynomu, ktery zajisti pozadovanou pfesnost.

Uloha 6.8.12. Numericky aproximujte e? s piesnosti 1072.

ReSeni: Pouzijeme Taylortiv polynom se stiedem zy = 0. Protoze exp!) 2 =
exp x pro vSechna j € N, mame pron € N
0 0 0 0 2 n
€ 0, € .1, € 9 e . 2 2
Zbyva tedy urcit n € N tak, abychom dosahli pozadované presnosti. Pouzijeme
Lagrangetv tvar zbytku a dostavame ¢ € (0,2) takové, Ze plati (zfejmé e < 32 =
9)

et 9
Ryi1(2) = ——ontl < = _ontl
nt1(2) (n+1)! = (n+1)!
Polozime-li n = 9, mame
9 4 1
Rio2)| < —210—- -~ -~ _— |
[ R0 )|—10! 3.5-3-7-5 100

Nyni uz jen stadi vyscitat zlomky v Py(2) a dostdvame e? =2 7, 3887. Porovnanim s
»presnou“ hodnotou (napfiklad pomoci kalkulacky) zjistujeme, Ze chyba je zhruba
4-107%, tedy o ¥ad nizsi, nez ¢inil na$ (pesimisticky) odhad. e

Poznamka 6.8.13. V piedchozi tloze lze dosdhnout libovolné presnosti. Pokud
totiz mame pevna zg, x a existuje K > 0 takové, ze

lFD ()| < K pro vSechna y € (xg, ) a vSechna n € N,

pak
K@= 20)" nrgooy

[Bpi(a)] < =
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Poznamka 6.8.14. V aplikacich vétSinou mame zadino x a xg si volime tak,
aby se ndm s nim dobte pocitalo. Ukazme si, jak mize volba zg ovlivnit presnost
aproximace. Budeme pracovat s n = 2 a budeme aproximovat y/10. Mame tedy

. 1 Ve
funkci f(x) = 22 a pouZijeme

1 1 3

fla)=ga7% ['@)=—g27% a f"(@)=3r7F  na(0,+o0).
a) Volba g = 0 je nepouzitelnd, nebot v poc¢atku neexistuje druhd derivace.
b) Polozme zo =1 a = = 10. Pak

81

Po(10) = f(ao) +  (x0)(z — o) + 5 /() — w0l =1+ 5~ =

a mame £ € (1,10) takové, 7e
13 s 729
R3(10)| = ~=¢729% < —,
[Rs(10)] = 26 &
coz neni nijak oslnivy odhad.
¢) Zajimavéjsi je volba o = 9 a 2 = 10, pro niz uz mocniny vyrazu (z — z) tolik
neskodi presnosti odhadu. Pak

Py(10) = f(z0) + f'(z0)(z — w0) + %f”(x)(:r —x0)? =3+ % - %2%

a mame £ € (9,10) takové, ze

13 s 131 1 1 1
Ry(10)|==-=¢ 213 < -2 - = —— = ——.
[ 75(10)] 6s¢ 6895 16243 3888

d) Cinitel x—x( se ¢asto d4 také snizovat vyuzitim specidlnich vlastnosti studované

funkce. Mame naptiklad
/ 1
\/1 :\/9+1:3 1+§

Zde ptivolbé xp =1lazxz =1+ % dostavame

11 11
1y _ i1 11
3Py (14 1) 3(1+29 881)

. 33 1 1
1+ <22 - -

3IFs +9)‘—68729 3888

V dalsim néds bude zajimat vlastnost |R,i1(z)] "1 0 pro danou funkci
f € C(Us(xp)), kde 0 je néjaké kladné ¢islo. Budeme pracovat s nekoneénymi
fadami. Jejich soucet je definovan jako limita jejich ¢aste¢nych souctt (pokud tato

limita existuje)
“+o0 n
E ai = lim E ag.
n——+0oo
k=1 k=1

Potrebujeme jesté jedno pomocné tvrzeni.
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Lemma 6.8.15. Necht posloupnost {an} C R spliiuje lim,_, o [“2| < 1. Pak
lim,, 400 an = 0.

Dikaz. Podle definice limity existuji ¢ € (0,1) a ng € N takova, Ze
lant1] < qlay] pro m > ng.
Odtud pro n > ng
0 < |an| < qlan—1] < ¢®lan_o| < -+ < ¢ ™|ay,| n—goo
O

Véta 6.8.16 (Zakladni Taylorovy rozvoje v pocatku). Plati (v levém sloupci vidy
uvaiujeme x — 0):

n Jfk —+o0 k
e’ = 2 o +o(z™) a Z o VreR
0
- g o 2n+1 — g o
cosx = kz:(fl) k! + o(x®" 1) a cosx = kZ(fl) k)] Ve eR
-0 =0
n 2k+1 I 2k+1
S kT 2n+2 N kT
sm:r—kz::o( 1) (2k+1)!+o(:€ ) a smx—kzzo( 1) k1) Ve eR
noop2k _— T 2k
coshz = kz k! + o(z*" ) a coshx = kz oh)! Ve eR
=0 0
) no g2kl S . 0 L2kl
Slnhx:§m+0(x ) a s1nha::kzzom vz € R
n —+o0 l’k
log(1 + z) Z +o(z™) a log(l+z)= Z(fl)kfl? Vo € (—1,1]
k=1 k=1
n N +oo o .
Z z* 4+ o(z™) a (1+x) :Z e vz e (-1,1),
k=1 k=1

kden € N, a € R a zobecnéné kombinacni ¢islo ( ) je definovdano predpisem

(2) _a(a—l)..l.{!(a—k—i—l)'

Diikaz. Vypocet derivaci a dosazeni xg = 0 pro ziskani Taylorovych polynomd je
jednoduchym cvi¢enim. Budeme se zabyvat jen odhadem velikosti zbytku a jeho
konvergenci k nule pro n — 400 na uvedenych mnozinach.

Nejprve uvazme f(z) = e®. Pak pro Lagrangeiv tvar zbytku mame

ef|x|nt! - max{e®, 1}|z|*+!

|Rn+1(x)‘ = (n+1)[ = (n+]_)l
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Odtud snadno za pomoci Lemmatu 6.8.15 dostavame pozadovanou konvergenci
nekonecného rozvoje pro kterékoliv zafixované « € R. Navic pro z € (—1,1) mame

T n+l _ O<mn)

[Rpp1 ()] <

( !
Daéle uvazme pfipad f(z) = sinz. Zde mame
lF® ()] <1 pro vSechna k € Ny a x € R.

Proto pro Lagrangetv tvar zbytku méame
Fr @l et
(n+1)! ~ (n+1)!

a pozadované vlastnosti dokazeme jako vyse. Podobné pro kosinus.
Pokud f = sinh a & lezi mezi = a ¢, plati

€ (_1)ktlp—¢ £ ot
) _ |t (=1)"tle L& Fe
1)) . <=5

a muzeme postupovat podobné jako v pripadé funkce exp. Podobné pro hyperbo-

licky kosinus.
Uvazme funkci f(z) = log(1 + z). Pak

(=11 (k —1)!
(L+&)F

Nejprve necht = € (—1,1). Cauchytiv tvar zbytku (Lagrangeiv by nadm dal pFilis
hruby odhad pro pfechod n — 400 pro z < 0) spolu se zfejmym odhadem 1—0 <
1 — ©|x| davaji

[Rny1(2)] =

< el

F0e) =

! l(1 — Q)" <

|JI|”+1
‘(1+@x)"+1n 1|

[ Ry ()] =

Pro x = 1 ndm naproti tomu Lagrangetv tvar zbytku dava

’f(n—&-l) |x|n+1 _ ‘xln—&-l - 1
n+1)! 1+ O(n+1) T+l

Z poslednich dvou odhadi jiz plynou pozadované vlastnosti.
Koneéné pfistupme k piipadu f(z) = (1 +z)® a © > —1. Pak

fOE =al@—1)...(a—k+1)(1+&)7*
a Cauchyav tvar zbytku dava

R ()] = |1+ @x)““a(o‘; 1)(1 ~ oy

_ a—1 1-0\n n+1 a—1
= (1+62) (1+@x) [ e n

-1
< max{l,(1+x)o‘_1}|x"+1a<a )
n
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Za pomoci Lemmatu pied vétou se snadno oveéri, ze |z|"+! (‘;) "2X%° 0. Z naseho
odhadu zbytku proto plynou dokazované vlastnosti. O

Poznadmka 6.8.17. (i) Neni obecné pravda, ze by se C*°-funkce dala rozvinout
do Taylorovy fady v libovolném bodé tak, aby na néjakém okoli daného bodu
konvergovala k této funkci. Kupfikladu funkce

_ Jexp(—1%z) proz e (—1,1)
J@) = {O 1 prox € R\ (—1,1)

ma v bodech £1 nulové derivace vSech 7adu, ale samotna funkce neni konstantné
rovna nule na jejich okoli.

(ii) Funkce, které se naopak daji rozvinout do nekoneéné Taylorovy fady v kazdém
bodé otevieného intervalu (a,b), se nazyvaji redlné analytické na (a,b).

Priiklad 6.8.18. Za pomoci vySe ziskanych Taylorovych rozvoju si spocitejme par
limit:

coshx — cosx I (1+§+0(:€3))—(17 §+o(x3))

ilﬁ)% :L'Q - z% 1132
2 3
i Oy
x—0 x
. e® —coshx —sinx
lim
x—0 1’3
Z2 5133
i l+z+% C 42 +o( 8) — (1+ % +o(2%) — (x — & +o(z?))
x—0 .173
Z4o(@®) 1
= lim S =7
z—0 €T 3

6.8.1 Alternativni metody hledani Taylorovych polynomu

Podle Peanovy véty je Tayloriv polynom daného stupné (odpovidajici dané funkci
a stfedu) jednozna¢né urden svymi aproxima¢nimi vlastnostmi. Této skutecnosti
nyni vyuzijeme ke hledani Taylorovych polynomu i jinymi metodami, nez je po-
stupné derivovani, které byva u komplikovanéjsich funkci ¢asto zdlouhavé.

Nejprve si pfipomeiime nékteré vysledky (vice detaildi je mozno nalézt v Sekci
5.2, specidlné pak ve Cviceni 5.2.4).

Cviceni 6.8.19. Necht f,g,h: R — R jsou funkce definované na okoli g € R a
0 # A € R. Dokazte, ze pro x — x¢ plati

(i) o(f) £ o(f) = o(/)

(i) o f) o(g) = ol f9)

(it}) h = o(g), g = o(f) = h = o(f)

(iv) o(Af) = o(f).

V dalsim uvazme pfipad bodu z¢ = 0, f(z) = Z?:o ajzd +o(z") a g(z) =
> bjz? +o(z™). Mizeme pouzivat nasledujici operace.
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Séitani Taylorovych polynomu

Ztejmé plati
n

f(@) +g(x) = (a; +bj)2? +o(a™).
§=0
Nasobeni Taylorovych polynomnii
Méame

f(@)g(x) = (a0 + a1z + -+ + ana™ + o(a™)) (bo + b1z + - - - + bpa™ + o(z"))
= aobo —|— (a0b1 —|— albo)z —|— (a0b2 + a161 —|— agbo)IZ + e + O(l‘n)

= i (i akbj,k)xj +o(z™).

=0 k=0

Priklad 6.8.20. Najdéme Taylortav polynom stupné 3 odpovidajici funkci e* sin x
v pocatku. Pouzijeme rozvoje

3 2

sinxzx—%—I—o(xB) a emzl—i—m—l—%—i—o(ﬁ)

(protoZe rozvoj funkce sin x za¢iné aZ prvni mocninou, béhem nasobeni se vSechny
mocniny x v rozvoji funkce e® zvysi alespon o jednicku, a proto ndm v rozvoji e*
staci piesnost o(z?)). Odtud

2 3

e’sine =1+ + % + 0(962))(90 - % + 0(353))
= (a: - %3 + 0(353)) + (x2 - %4 + o(w4)) + (%3 - T—; + 0(305))
+ o(x?) (J; - %3 + o(xS))

(nepouzili jsme vzorec odvozeny pied piikladem, jednoduse jsme pfendsobili oba
zndmé rozvoje).

Poznamka 6.8.21. Pokud bychom Spatné naplanovali pfesnost pivodnich roz-
voju, vypocet by nam nedal pozadovanou presnost, coz bychom poznali na vy-
sledku. Uvazme napiiklad rozvoje

3

sinx:m—%—i—o(x?’) a e’ =1+ 2z +o(x).
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Pak
e’sinz = (14 + o(x)) (x — %3 + 0(w3)>
- (x _ %3 + o(x3)) + <x2 - %4 + o(:v4)) +o(z) (w - %3 + o(x?’))
=x+x2—%3+o(x3)+o(x2) :x+x2—%3+0(952),

kde nas na nase pochybeni upozoriiuje nedostateéna presnost o(z?).

Déleni Taylorovych polynomu

Zde ma smysl uvazovat jen piipad, kdy nejniz$i nenulovy koeficient Taylorova
rozvoje funkce g odpovida mocniné z, kterd je mensi nebo rovna mocniné x pri

nejnizsim nenulovém koeficientu funkce f (tedy pfipoustime napiiklad S22 =
23 3 22 3
— 5 STSRT 1—%- “1: Loy s o ;
gt ol )7 nikoliv o8& — —— 2 TOF J tolz )). Délit se da tiemi zptisoby. Prvni metoda
1—%-+o(z?) sinx z— 2= +o(x3)

je zaloZena na déleni polynomt se zbytkem, druhd metoda na vypoctu neurcitych
koeficientt a treti metoda vyuziva geometrickou fadu. Tyto metody si postupné
predstavime na prikladech.

Priiklad 6.8.22. Najdéme rozklad funkce tan do Taylorova polynomu s pfesnosti
o(z®) metodou déleni polynomt se zbytkem. Mame

sinz x— 2 p o(2d)
1—9”2—2—5—;—:—1—0(3:5)
:L‘—%4—%24-0(1'5)—%(1—%24-%—1—0(1'5))

1—Z 4+ 2 +o(z5)

2

5 3 4
L P E o m o’ (-5 + 5+ o)
3 1— 2 4 2 4 o(P)
. 2 4 o(25)
- 3 _a? ozt (25)
7 t 27 tol@

22 F +o(a®) — 25 (1- 5 + 4 + o))

3 15 1- % 4+ 2 +o(2h)
+l’3+2$5+ o(z9) +x3+2z5+ (%)
=X - - =X - - olx ).
315 -2+ 2+ o(2P) 315

V piipadé metody neuréitych koeficientt si pozadovany rozvoj napiSseme s ne-
ur¢itymi koeficienty, obé strany rovnosti vynasobime jmenovatelem, ¢imz problém
pfevedeme na nasobeni Taylorovych polynomi. Nasledné budeme fesit linedrni
soustavu rovnic pro hledané koeficienty.
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Priklad 6.8.23. Najdéme rozklad funkce tan do Taylorova polynomu s presnosti
o(z®) metodou neuréitych koeficientt. Chceme najit ag, a1, az, as,as,as € R tak,
aby

. 3 5 5

sine @ — % + {55 +o(z)

2 3 4 5 5
— = e E—; -~ = a0+ a1x + agx + asx® + aqz” + asz’ + o(x”).
Cos T —7“1‘@4-0(33)

To je na dostatecné malém okoli pocatku ekvivalentni s

x> b 5
=% Tz T o)
72 4
= (ao +a1x + asx? + asz® + agxt + asz® + 0(3:5)) (1 - + 21 + 0(305))
=ap+a1r+ (ag — %)xQ + (ag — %)x?’ + <a4 — % + %Z)x‘l
+ (a5 - % + %)IS +o(z”).
Odtud porovnanim koeficient v jednotlivych rozvojich dostavame
apg = 0
ayp = 1
a
ag = 0 + 50 =0
1 n ay 1 n 1 1
a2 = —— —_ = —= - = —
T 6 2 6 2 3
as ap
“=0t5 "5

1 az ap 1 1 1 16 2

=190 3 T4 120 6 24 120 15
Proto
; +x3+21’5+(5)
anxr =x —_— —_ olxr ).
3 15

Pro metodu s geometrickou fadou si potifebujeme nejprve uvédomit, ze pro
libovolné n € N plati

1
T = =l4+z+a®+-- +2"+o(z")

—x
(vysledek se da snadno ovéfit libovolnou z ptedchozich metod). Déle predpokla-
dejme, Ze pro nasi funkci g(z) = Z?:o bzl + o(z™) plati podminka by # 0 (nebo
funkce v Citateli ma v 0 kofen alespon stejného stupné jako funkce g a podélenim
pFislusné mocniny zpiejdeme na situaci uvazovanou nize). Bez jmy na obecnosti
lze predpokladat by = 1 (vytknutim by # O pfed cely zlomek se dostaneme na
tento pfipad). Pak mame

g(lx) =1+ (g(x) = 1) + (9(x) = D* + - + (g(x) = )" + o((g(x) — 1)")
=1+ (g(z) = 1) + (g(x) = D>+ + (g(z) — )" + o(z")
=1+ (g(x) — 1)+ (g(&) = 1)? + - + (g(x) — )" + o(z")
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Skute¢né, na hornim fadku jsme vyuzili Vétu o limité slozené funkce II (Véta
3.2.13). Nyni jiz jen stadi dosadit do vysledné formule rozvoj funkce g a nasledné
vSe vynasobit rozvojem funkce f.

Priiklad 6.8.24. Najdéme rozklad funkce tan do Taylorova polynomu s pfesnosti
o(z°) metodou s geometrickou fadou. Mame

_ sinz :E—Z—;wL%Jro(x‘r’)
CoS T 1*%2+§+0(x5)

Podle ivah uvedenych vyse plati

r 1
cost 1 (% — 55 +o(a%))
e R e R 9 2 ph 3
1 (G g (5 Fro) (5 -5 o)
{3 24—Fo(gr;) {3 24+0(:c) +{3 24—1—0(:1:)
2?2zt 50\ 4 z? ozt 50\° 5
e 5 z? 31\ 2 5
= +(?—ﬁ+o(m ))—1—(7—1—0(1’ )) + o(x?)
2zt gt x? 5t
=14+= - 4= =14+= 4=
+2 24-l-4-i-o() +2+24+o()
Proto 5 5 5
T T x 5t
= (e o) (145 5 +o09)
an 6+120+() +2+24 + o(x?)
_ 1 1N 5 5 1 5 5
_$+(2 6)x+(24 +120)x +o@?)
_ +x3+2x+()
B 3 15

Taylorav polynom pro fog

Zde pozadujeme, aby by = 0. Aplikaci Véty o limité slozené funkce IT (Véta 3.2.13,
podobné jako v metodé s geometrickou fadou) odhadneme velikost chyby vysled-
ného Taylorova polynomu a mame

(fog)(x ZaJ(Zbkx) + o(z™).

7=0

Piiklad 6.8.25. Najdéme rozklad funkce e¥* do Taylorova polynomu s pfesnosti
o(z®). Plati (pro t — 0 a z — 0)

2 3 tt #
et ++2+6+24+120+()

3 5
smx—x—%—&—f—%—i— o(xz%).
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Proto
U o) e o)
+%( —%3+%+ (335))5—1—0(:55)
(e ) 4 )
+ é(l‘g - %5 + 0(965)) + 2—14 (3:4 + 0(x5)> + % (.135 + 0(3:5)) + o(z”)
—1+x+%2—%4—f—;+0(x5)

6.9 Dodatek ke vztahu monotonie a znaménka de-
rivace

Pfipomenime, Ze umime dokéazat nasledujici vysledek.

Tvrzeni 6.9.1. Necht f: R — R je spojitd na (a,b) a plati f' > 0 na (a,b) \ K,
kde K C (a,b) je konecnd mnoZina. Pak f je neklesagici na (a,b).

V nésledujicim si jednak ukazeme, ze pfedchozi vysledek je mozné zobecnit
a povolit spo¢etnou mnozinu, kde nekontrolujeme derivaci. Naopak si ukazeme,
Ze 1 nespocetnd mnozina, kterd je v jistém smyslu velmi mald, mize znamenat
problém.

Definice 6.9.2. Necht M C R ax € M. Rekneme, ze x je vnitini bod mnoziny M,
jestlize existuje d > 0 takové, ze Us(z) C M.

Lemma 6.9.3 (Zygmundovo lemma). Necht funkce f: R — R je spojitd na in-
tervalu (a,b) a f({z € (a,b): non(f'(z) > 0)}) neobsahuje vnitini bod. Pak je f
neklesajici na (a,b).

Diikaz. Pro spor predpoklddejme, ze [a, 5] C (a,b) a f(a) > f(B). Podle pfed-
pokladu o mnoziné f({z € (a,b): non(f’(z) > 0)}) miZzeme najit Groven u €
(f(8), f()) takovou, ze f'(z) > 0, kdykoliv f(z) = u. Polozme

P:={z€(a,B): f(z) >u} a S:=supP.

Ze spojitosti f a u € (f(B), f(«)) zfejmé plyne S € (o, B). Nyni mohou nastat t¥i
moznosti.

Pokud f(S) > u, ze spojitosti f mame f > u na jistém pravém okoli bodu S, coz
je spor s volbou S.
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Pokud f(S) < u, ze spojitosti f mame f < w na jistém levém okoli bodu S, coz je
spor s volbou S.

Pokud f(S) = u, mame f'(S) > 0, f je tedy rostouci v S a opét dostaneme spor
s volbou S. O

Dusledek 6.9.4. Necht f: R — R je spojitd na (a,b) a plati f' >0 na (a,b) \ K,
kde K C (a,b) je nejuyse spocetnd mnoZina. Pak je f neklesajict na (a,b).

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze [a, 8] C (a,b) a f(a) > f(B). Definujme
g(z) = f(x) 4+ ex, kde € > 0 je tak malé, ze g(a) > g(8). Ted uz mame ¢’ > 0 na
(a,b)\ K. Na g mtzeme aplikovat Zygmundovo lemma (obrazem nejvyse spocetné
mnoziny je ziejmé nejvyse spofetnd mnozina a ta nemuze obsahovat vnitini bod)
a dostaneme spor s g(a) > g(B8). O

Dusledek 6.9.5. Necht f: R — R je spojitd na (a,b) a plati f' =0 na (a,b) \ K,
kde K C (a,b) je nejuyse spocetnd mnozina. Pak f je konstantni na (a,b).

Diikaz. Plyne snadno z predchoziho Disledku 6.9.4. O
Nyni si ukdzeme, ze podobné vysledky nemusi platit pro K nespocetnou.

Priklad 6.9.6 (Cantorova funkce, ddbelské schodisté). Cantorova funkce je nekle-
sajici funkce, jejiz konstrukce (zatim jen nulty az druhy krok) vypada néasledovné

Ol
©Joo

-

na [§,
Pokrac¢ujeme indukci. Po n-tém kroku mame 2™ otevienych intervala délky 37",
na kterych funkce dosud nebyla definovana. Z téchto intervali vezmeme vzdy
prostiedni tfetinu a funkci F' na ni definujeme jako primeér hodnot na krajich
intervalu.

Protoze neni zcela jasné, Ze tento proces pfifadi funkéni hodnotu véem bodum
z [0, 1], ukazme si, jak by se funkce dodefinovala ve zbyvajicich bodech. Ozna¢me

M := {z € [0,1]: bodu z byla pfifazena funkéni hodnota v nékterém kroku}.
Z konstrukce plyne pro kazdé n € N vlastnost
ryeEMAN|x—yl <377 = |F(z) — F(y)| <27". (6.9.1)

Dale F' je na M nerostouci. Protoze navic v libovolném okoli kazdého bodu z
(0,1) jsou na obou stranach tohoto bodu p¥itomny body z M, existuji v tomto
bodé (diky monotonii F' na M) jednostranné limity. Diky vlastnosti (6.9.1) se
obé jednostranné limity musi rovnat. MuZzeme tedy F na [0,1] \ M dodefinovat
limitou funkénich hodnot z M. Diky zachovani nerovnosti pfi limitnim prechodu
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navic ziskédvame vlastnost (6.9.1) dokonce pro z, y € [0, 1]. Tato vlastnost implikuje
dokonce stejnomérnou spojitost.

Vysledna funkce mé nulovou derivaci na vnitfcich jednotlivych intervald, kde
je konstantni. Soucet délek téchto intervalu je

+00 kE on 11_(%)1@-%1

1 2 4 2"
,+,+f+...zz — lim Z =

— im =1.
3 9 27 3" koteo £ 3" kotoo 3 1—%

n=1

Mnozina zbyvajicich bodu se nazyva Cantorovo diskontinuum a je nespocetni
(kdyby byla spocéetna, musela by F' byt konstantni podle vysledkid vyse).

A%l °

Obrazek 6.6: Naznak konstrukce Cantorovy funkce.

Poznamka 6.9.7. Céast matematické analjzy, ktera se zabyva problémy podob-
ného typu, se nazyva Teorie redlnych funkeci.



Kapitola 7

Newtonuv a Riemannuv
integral

Pojem integralu (n8kdy nepfesné nazyvany ,integralem urcitym*) patii k nejdile-
Zitéj$im pojmum matematické analyzy a v jejich aplikacich se pouziva velice Casto.
V této kapitole se seznamime se dvéma typy integralu, Newtonovym a Riemanno-
vym, pozdé&ji pak jesté s integralem Lebesgueovym.

Uvazujme nésledujici tlohu. Mé&jme hmotnou ty¢ se zadanou linearni hustotou
o(z), x € [a,b]. Cilem je najit hmotnost tyce. Je-li o = konst, pak m = o(b — a).
Neni-li ¢ konstantni, pak mame nésledujici moznosti.

a) Vezmeéme z € (a, b] a pFedpokladejme, Ze (pfipadné myslenkovym) pokusem
umime uréit hmotnost ¢ésti tyce [a, x| pro vSechna = € (a,b], tedy umime uré¢it
m(x). Potom pro b > y > x > a je ,stfedni“ hodnota linedrni hustoty na tseku
mezi x a y

S mly) = m)
y—x
proto
Q(.’E) _ 11H1+ m(y) — m(w) _ m/(x),
y—T y—x

tedy o(x) = m/(z). Dostéavame
Miotal = /m’(x) dz|e=p — 0(= m(a)),
coz lze psat jako
maot = [ oe)dolums ~ [ o(e) ol

tedy jako rozdil primitivnich funkci v bodé b a a (a proto nevznikd problém s
integraéni konstantou, ta se odeéte). Toto je podstata Newtonova integrdlu, je-li

211
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F primitivni funkce k f, pak

b
N)/ f(z)dz = F(b) — F(a).

b) Pokusme se nyni postupovat jinak. Pfedstavme si, Ze umime rozdélit ty¢ na
malé Gasti a pfiblizné spocitdme hmotnost kazdé ¢asti tyce (mezi z a x4+ Ax) jako

Am; = o(x;)(Ax);, x; € [z, + (Az),], libovolné.

Potom Mappros = 2y Amy = >0, o(z;)(Axz);, je-li ty¢ rozdélena na n dilkd,
pri¢emz x; € [z, x4+ (Az);] je libovolné. Ocekavame, ze kdyz n — +o0o (a soucasné
(Ax); — 04), pak se bude mgppror blizit ke skutecné hmotnosti tyce, tedy

n

Miotql =  lim Z Am; = lim Z o(z;)(Az);.

3:)7—>0+ (Az);—04 P

Pocitdme vlastné obsah pod grafem funkce z — g(x). Toto je zédkladem Rieman-
nova integrdlu, tedy

b n
(R) | flx)de = lim o(zi)(Az);.

=1

Uvidime pozdéji, ze pro ,rozumné funkce* déavaji oba integraly tutéz hodnotu.

c) Posledni typ integrélu se kterym se v tomto kurzu sezndmime, tedy integral
Lebesguetiv, je zaloZzen na myslence méfit pfesné velikost mnozin, na kterych nase
funkce nabyva jednotlivych hodnot. Proto se da velice jednoduse zobecnit na inte-
grél nad vicerozmérnymi mnozinami. Ted se ale tomuto velice dtilezitému pojmu
nebudeme vice vénovat.

7.1 Zavedeni Newtonova integralu

Definice 7.1.1 (Zobecnénd primitivni funkce). Necht f,F: R — R a (a,b) C R.
Rekneme, e F je zobecnénou primitivni funkci k f na (a,b), jestlize

(i) F je spojitd na (a,b)

(ii) F' = f na (a,b) \ K, kde K C (a,b) spliiuje podminku

K N (—n,n) je koneénd mnozina kdykoliv n € N.

Poznamka 7.1.2. (i) Pokud je (a,b) omezeny interval, pfipoustime jen koneénou
mnozinu K. Pokud (a,b) = R, lze pfipustit tfeba K = Z.

(ii) Je-li F' primitivni funkci k f na (a,b), je automaticky také zobecnénou primi-
tivni funkei.

(iii) Funkce F'(z) = |z| je zobecnénou primitivni funkci k funkei sign na R, ale neni
jeji primitivni funkei, nebot neexistuje F’(0) (tedy F' nemfize byt na intervalu ob-
sahujicim bod 0 primitivni funkeci ani k zddné jiné funkci). Obrécens, funkce sign
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nemuze byt derivaci Zddné funkce, nebot nesplituje Darbouxovu vlastnost.

(iv) Dirichletova funkce nemtize mit zobecnénou primitivni funkei, nebot pak by
na jednotlivych intervalech tvoficich (a,b) \ K musela mit Darbouxovu vlastnost
(pFipometime Definici 6.2.6).

Poznamka 7.1.3. Funkce se nazyva po édstech konstanini na (a,b) C R, je-li
mozno (a, b) rozdélit na koneény pocet podintervalil, na nichz je funkce konstantni.
Tvrzeni 7.1.4. (i) Je-li F' zobecnénd primitivni funkce k f na (a,b) a C € R,
pak F + C je také zobecnénd primitivni funkce k f na (a,b).

(ii) Jsou-li F' a G zobecnéné primitivni funkce k f na (a,b), pak existuje C € R
takové, zZe G = F + C.

(iii) Je-li Fy zobecnénd primitivni funkce k f na (a,b), Fy zobecnénd primitivni
funkce k f na (b,c) a existuji-li viastni lim,_;, Fy(x) alim,_y, Fo(x), pak

Fi(z) pro x € (a,b)
F(z) =< limg_,_ Fi(x) prox =10

Fy(z) = limg_p, Fo(z) + lim,_p,_ Fi(z) prox € (b, c)
je zobecnénd primitivnt funkce k f na (a,c).
Diikaz. Césti (i) a (iii) jsou snadné. Dokazme (ii). MnoZina (a,b) \ K je tvofena
nejvyse spocetnym sjednocenim disjunktnich otevienych intervald. Oznacime-li
néjaky takovy interval (o, ), pak na [«, 5] spliiuje funkce G — F predpoklady
Lagrangeovy véty a dostavame, Ze je na takovém uzavieném intervalu konstantni.
Tento vysledek dostaneme na vSech intervalech uvedeného typu. Protoze se nase

intervaly prekryvaji v koncovych bodech, dostavame, Ze ziskand konstanta musi
byt stale stejna. O

Definice 7.1.5. (Newtoniv integrdl) Necht f,F: R — R, (a,b) C R a F je
zobecnénou primitivni funkei k f na (a,b). Necht existuji vlastni limity

Flay) = mliglJr F(x) a Fo):= xlig;l, F(z).

Pak ¢islo X
W) [ #@)ds = [Pl = FO-) - Fla)
nazveme Newtonovym integralem funkce f od a do b.

Poznamka 7.1.6. Velikost Newtonova integralu nezavisi na volbé zobecnéné pri-
mitivni funkce. Takové funkce jsou v pfipadé existence urceny jednoznacné aZ na
aditivni konstantu a ta se ve vyrazu F(b_) — F(a4) vyrusi.

Poznamka 7.1.7. V literatufe se Casto setkdvame i se zkracenymi verzemi zapisu
b Ci e . . .

(N) fa f(x)dx. Casto byva jasné, pres jakou proménnou se integruje (nedoro-

zuméni vlastné hrozi jen pii praci ve vyssi dimenzi, coZ se nas zatim netykd). Je

tedy mozné potkat nésledujici znaceni

W [ fadr W) / far ) / '
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My zde budeme pouZivat to prostiedni. Nékdy se také znak (A) pted integra-
lem vynechéva, zejména pokud se pracuje vyhradné s Newtonovym integralem a
nehrozi zaména za jiny. My bude v této kapitole tento znak pouzivat, protoze bu-
deme casto pracovat soubézné s integralem Newtonovym a Riemannovym a radi
bychom ¢tenafi usnadnili orientaci v textu.

Véta 7.1.8 (Zakladni vlastnosti Newtonova integrélu). Necht funkce f,g: R — R
a (a,b) CR.
(i) Jestlize o, B € R a existugi (N') f:fdx a (N) ffgdx, pak

(N)/ab(aerﬁg)dx=a(N)/abfdx+ﬁ(N)/abgdx.

(ii) Necht navic ¢ € (a,b), pak

)
<Nv[ffdz(Nﬁ[ffdx+cN>[ffdm

existufi-li integrdly alespon na jedné strané.
(iii) Jestlize f > 0 na (a,b), pak

(N)/abfdxzo.

Diikaz. Pti diikazu prvni ¢asti si staci uvédomit, ze jsou-li F, G zobecnéné primi-
tivn{ funkce k f, g na (a,b), pak aF + 3G je zobecnénd primitivni funkee k o f + B¢
(spojitost plyne z aritmetiky spojitosti; pokud F’ = f na (a,b) \ K; a G’ = g na
(a,b)\ K2, pak (aF +8G) = af+ g na (a,b) \ (K1 UK>3) a K1 UKy mé vlastnost
pozadovanou definici). Nyni jiz jen staci pouzit aritmetiku limit.

Dokazme druhou ¢ast. Nejprve predpokladejme, Ze existuje dvojice integrali
na pravé strané. Necht F) je zobecnénd primitivni funkce k f na (a,b) a Fy je
zobecnénd primitivni funkce k f na (b, ¢). Podle tfeti ¢asti Tvrzeni o vlastnostech
zobecnéné primitivni funkce (Tvrzeni 7.1.4) existuje C € R tak, ze

Fi(x) pro z € (a,c)
F(x):= < Fi(c-) proz =c¢
Fy(z)+C proz € (cb)
je zobecnénd primitivni funkce k f na (a,b) (specidlné F'(c) = F(cq) = F(e-) =
Fi(c-) = Fy(c4+) + C diky spojitosti). Proto

b
V) [ fde=F(b.)~ Flay) = F(b-) — F(ey) + F(ey) — Flay)

= F3(b-) + C = (Fa(cq) + C) + Fi(c-) — Fi(aq)
= F5(b-) — Fa(cy) + Fi(c-) — Fi(aq)

:(/\/)/acfda:—ir(/\/)/cbfdx.
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Pokud existuje naopak integral na strané levé, diikaz je jen lehkym cvi¢enim, které
vyuziva spojitost zobecnéné primitivni funkce.

P1i dikazu treti ¢asti si staci uvédomit, ze odpovidajici zobecnénd primitivni
funkce je neklesajici. O

Poznamka 7.1.9. Pokud f < g maji Newtontv integral na (a, b), diky vysledkim
vyse také dostavame

(N)/abfdxé w)/abgdx.

Poznamka 7.1.10. Pokud f a |f| maji Newtontv integral na (a, b), z nerovnosti
—|f] < f < |f| dostéavame

](N)/:fdx‘ < (N)/ab|f|dx.

Piiklad 7.1.11. (i) metodou per-partes ziskame
1
(./\/)/ logzdr = [zlogz — ]y = lim (zlogz —z) — lim (zlogx —x) = —1
0 r—1_ z—04
(ii) metoda per-partes také dava

+oo
(N)/O re " dr = [—(z + 1)e “|§>

= lim (—(x+1)e ") — lim (—(z+1)e ) =1

xr—r~400 rx—04

(iii) pfimym vypocétem dostaneme (vysledek +o0o znamena, ze integral dle Definice
7.1.5 neexistuje)

a+1

a+1 1 . . a+1 1
1 [ZH 16 = limg 1 _ ot im0, 57 =53 proa> -1
ati . ati1 . ati
(N)/ e de = { [53 1§ = limg 1 ot im0, S5 =400 proa < -1
0 . .
[log z]§ = lim,_;_logz — lim; .o, logz = +0c0 proa= -1

(iv) dale mame

W) /1 e da

a+1 a+1 a+1
x +oo : x s T
[Ttll]l =lim, 100 e limg 1, =T = +o0o  proa > —1
=[BT =m0 T —limyyy, & = 2 proa < —1
a+1 a+1 + a+1 Ja+1]
log ]°° = lim,_, 4 o0 log z — lim, 1, logz = +00 roa = —1
1 + +

(v) protoze se funkce z — % vyse ukazala jako hrani¢ni pripad pro existenci
integralu, je zajimavé zkusit tieba

a+1
+00 1 [710%”1 I];OO = -I-oo+1 pro a > —1
a+1 el
(J\/)/2 ~log®wde = { [l rjpoe BT o g < -1

log(logz)]3>™ = +o0  proa= -1
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(vi) nebo
log®t! (log @) 1400 _
—_ = +00 ro o > —1
(W) T log®(log z) dz = {logagﬁ}ogz)}io@ = log"" (log3) . < -1
3 xlogzw & o8 o+l 37 ot pro «
[log(log(log x))]3°° = 400 pro a = —1.

Poznamka 7.1.12. V literatufe se nékdy pfipousti i pfipad divergentniho Newto-
nova integralu, tedy situace, kdy F(b_) — F(a4) neni vlastni, ale ma dobry smysl
v R*.

Poznamka 7.1.13. IkdyzZ jsme vySe pracovali pouze s redlnymi funkcemi, definice
Newtonova integralu se da pfirozené prenést na funkce komplexni. Je-li tedy f =
fl +if2a kde flan: R — Rv pak

w [  fle) e = (W) / " o) d V) / ' fa(e) de,

pokud oba integraly napravo existuji v R.

7.2 Darbouxova definice Riemannova integralu

Nyni si pfredstavime integral, ktery neni zadefinovan pomoci primitivni funkce, ale
za pomoci konstrukce, pfi niz se snazime spocitat plochu pod grafem dané funkce.
Podobné jako u Newtonova integralu, integrovatelné budou jen nékteré funkce.
Ctenafi miZzeme dopfedu prozradit, Ze ,zakdzanymi“ funkcemi v podobnjch kon-
strukcich byvaji typicky funkce, u nichz hrozi

/le(f+g)dz7é/abfdx+/:gdx

(uvazime-li Dirichletovu funkci D(x), mizeme mit nazor, Ze na intervalu (0,1)
je plocha pod grafem nulovd a zaroven plocha pod grafem funkce 1 — D(x) je
nulové; takovéto funkce je nutné integralu zakdzat a nebo konstrukci integralu
néjak modifikovat).

Nésledujici konstrukce vedouci k definici naseho nového integralu pochézi od
Darbouxa. Pozdéji si ukdZeme i puvodni Riemannovu definici, ktera je sice méné
elegantni, ale jeji znalost se obcas hodi pii vypoc¢tu hodnoty integralu.

Definice 7.2.1 (Déleni intervalu). Necht [a,b] C Ra D = {z;}"_, C R je kone¢na
mnozina. Rekneme, Ze D je délenim intervalu [a, b], jestlize

a=xg<x1 < - -<xp =b.

Jsou-li D a D’ dvé déleni intervalu [a,b] a plati-li D C D', fekneme, ze D’ je
zjemnénim déleni D.
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V dalsim uvazujme pevné zvolenou funkci f: R — R, kterd je omezend a
plati pro ni Dy D [a, b]. Je-li D zafixovanym délenim intervalu [a, b], polozme pro
vechna i € {1,...,n}

m; = inf f a M;:= sup f.
[zjflﬁxj] [zj_l,mj]
Definujme jesté
m:= min m,; = inf f a M := max M, =supf.
jefl,..n} 0 [ab] jeflny 7 ()

Definice 7.2.2 (Dolni a horni Riemanniv soucet). Necht f, [a,b] a D jsou jako
vyse. Dolnim Riemannovym souctem (pfislusejicim funkci f a déleni D) nazveme
¢islo

(D)= Yy = )

Hornim Riemannovym souctem nazveme

S(f,D) = ij(a:j - .Z‘i_j).
j=1

| |
I I

a =g T T2 T3=2"0

Obrézek 7.1: Konstrukce dolniho Riemannova souctu.

Poznamka 7.2.3. Za nasich pfedpokladi jsou éisla s(f, D) a S(f, D) vzdy defi-

novana a plati pro né

Poznamka 7.2.4. Pokud b = a, pfipadd v tvahu jen déleni s jedinym bodem
zo = a = b. Je pak prirozené definovat symbol Z?Zl jako soucet nulového poctu
¢lend, tedy nulu. Dostavame s(f, D) = S(f, D) = 0. Tato situace zadné zajimavé ¢
uzitené vysledky nenabizi. Stejné tak vSechna dokazovana tvrzeni o vlastnostech
Riemannova integralu plati trividlné. Domluvme se tedy, Ze tento ptipad nebudeme
vylucovat z nasSich tvrzeni, zaroven se jim ale nebudeme zabyvat v dikazech.
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Tvrzeni 7.2.5 (O monotonii integralnich sou¢ttt). Necht [ a [a,b] jsou jako viyse
a D, Dy, Dy jsou délent intervalu [a,b]. Pak
(i) je-li D zjemnénim D1, plati

(ii) jsou-li Dy a Dy libovolnd délend, plati

S(f, D1) S S(f, DQ) a S(f7 DQ) S S(f, Dl).

Dikaz. Dokazme ¢ast (i). Nejprve se podivejme na nerovnost nejvice nalevo v
nerovnostech (7.2.1). MuzZeme pfedpokladat, Ze déleni D obsahuje o jeden bod
vice nez Dy, v ostatnich pripadech pouzijeme indukci. Nechf tedy Dy = {zx}}_,
a D= D;U{y}, kde ;1 <y < x; pro jisté j. Tedy s(f, D1) a s(f, D) obsahuji
shodné séitance, az na séitance odpovidajici intervalu [z;_1,z;]. Proto

S(faD)fs(faDl)
:(y—xj_l)[inf f+(z;—y) inf f—(z; —xz;—1) inf f

i1,y y,2;] Tj1,25]
>y —wxj—1) inf f4+(z;—y) inf f—(zj—x;-1) inf f
Tj1,%j) [j—1,75] [zj—1,75]

=0.

Nerovnost napravo se dokaze podobné a prostfedni nerovnost je ziejma.
DokaZme ¢&st (ii). Necht D je spoleéné zjemnéni Dy a Dy (lze vzit tieba D :=
D4 U Dy). Pak podle ¢asti (i) mame

Odtud jiz plynou dokazované odhady. O

Definice 7.2.6 (Riemannuv integral). Necht f a [a,b] jsou jako vySe. Dolnim
Riemannovym integralem nazveme Cislo

(R) / (2)do = sups(£, D)

(supremum bereme pfes vSechna déleni intervalu [a,b]) a hornim Riemannovym
integrdlem nazveme

b
(R)/ flx)dx = irll)fS(f,D).

Pokud plati (R) f: fz)dz = (R) f: f(z) dx, tuto spole¢nou hodnotu nazveme
Riemannovym integrdlem a znacime ji

® [ ) a

V tomto pfipadé také fikdme, Ze f je riemannovsky integrovatelnd na [a, b].
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Poznamka 7.2.7. Podle Poznamky 7.2.3 vzdy existuje dolni a horni Rieman-
ntv integral. Navic podle Tvrzeni o monotonii integralnich souctii (Tvrzeni 7.2.5)
mame

b b
miv—a) < ®) [ faydr < ®) [ j@)de < 20~ a)

Existence Riemannova integralu je tedy ekvivalentni podmince

(R) / flada = (R) [ " ).

ktera jiz obecné platit nemusi, jak uvidime na prikladu nize.

Poznamka 7.2.8. I u Riemannova integralu se v literatute ¢asto pouzivaji zkra-
cené verze zapisu, my budeme pouzivat analogickou verzi jako u integralu Newto-
nova.

Priklad 7.2.9. (i) Necht f = ¢ € R na [a, b]. Pak pro libovolné déleni D = {z;}7_,

mame
n

s(f,D) = Zc(a:j —zj_1) = c(xy — x0) = c(b—a).

Jj=1

Podobné S(f, D) = ¢(b — a). Odtud

b
(R)/ fdx=c(b—a).

(ii) Necht f je Dirichletova funkce. Protoze v kazdém nedegenerovaném intervalu
lezi alesponi jedno racionélni a alespon jedno iracionalni ¢islo, snadno dostavame
pro libovolné déleni D

s(f,D)=0 a S(f,D)=b-a.
Proto

b b
(R)/ f(:v)dx:0<b—a:(7?,)/ f(z)dx

a Riemanntiv integral neexistuje.
(iii) Polozme
1 prox=a
€T =
/(@) {0 jinak.

Necht D = {x;}, je libovolné déleni intervalu [a,b]. Pak ziejmé s(f, D) = 0 a
protoze do S(f, D) dava nenulovy piispévek pouze podinterval obsahujici bod a,
mame S(f, D) = x1 — a. Proto

b b
(R)/ flx)de=0 a (R)/ f(x)de = inf (z1—a)=0.

z1€(a,b]

Riemanniv integral tedy existuje a je nulovy.
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Poznamka 7.2.10. (i) Je-li M C R mnozina, pak definujeme jeji charakteristickou

funkci jako
1 proxe M
xXm(x) =

0 jinak.

(ii) Snadnou modifikaci pfedchoziho p¥ikladu dostaneme, ze charakteristickd funk-
ce jednobodové mnoziny je riemannovsky integrovatelnd a ma nulovy Riemanntv
integral. Neni tézké nahlédnout, Ze totéz plati pro charakteristické funkce konec-
nych mnozin.
(iii) PovSimnéme si, ze Dirichletova funkce se d4 také psit jako xq. P¥ipomenime
si, ze o Dirichletové funkci jsme si ukazali, Ze neni riemannovsky integrovatelna
a [0,1] (snadno bychom dostali totéz pro libovolny nedegenerovany uzavieny
interval). Charakteristickd funkce spocetné mnoZiny uZ tedy riemannovsky inte-
grovatelnd byt nemusi.

7.3 Kritéria existence Riemannova integralu

Nyni si predstavime jednoduché kritérium pro ovéreni existence Riemannova inte-
gralu. To posléze pouzijeme k dikazu, Ze spojité a monotonni funkce jsou rieman-
novsky integrovatelné. Pfi pevné zvoleném intervalu [a, b] bude D oznacovat jeho
déleni.

Lemma 7.3.1 (Kritérium existence Riemannova integralu). Nech? f: R — R je
omezend na |a,b]. Pak

b
R)/ fda — Ve >03D S(f,D)—s(f,D)<e

Diikaz. ,=“ Zvolme € > 0. Protoze Riemanniv integral existuje, musi se dolni
integral rovnat hornimu, a proto podle definice miiZzeme nalézt déleni D1, Do tak,
ze

s(f,Dy) > /fda:—s a S(f,Dy) < /fdac—I—e

Polozime-li D = D; U D5, podle Tvrzeni o monotonii integralnich sou¢tt (Tvrzeni
7.2.5) dostavame

/fda:—s<s<f,D1><s<f, D) < S(f,D) < 8(f, Ds) < /fdx+6

odkud plyne S(f, D) — s(f, D) < 2e a multiplikativni konstanta na pravé strané
neni podstatnd (vzhledem k obecnému kvantifikdtoru v dokazovaném vyroku).
»<=*“ Diky definici dolniho a horniho integralu méame

(R)/b fdo < S(f,D) < s(f.D) +¢ < (R)/bfda:+s-
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Tento odhad umime ziskat pro libovolné € > 0, dostavame tedy

(R)/abfdscg(R)/abfd:c.

Protoze obracené nerovnost plati vzdy, dolni integral se rovna hornimu, a proto
Riemanniv integral existuje. O

Ptiklad 7.3.2. Uvazme f(z) = x na [0, 1]. Zafixujme n € N a definujme déleni
Dy, = {2}, (tedy z; = £). Pro libovolné j € {1,...,n} mame
1 .
inf f= i a sup f= 1
[1‘]‘71,(13]‘] n [ijl,m]‘] n

Protoze

n

S(f.Dp) = s(f,Dn)=>_( sup f— inf f)(z; ;1)

j=1 lzi-1.m] [ —1,2]
‘~nn n
Jj=1
Riemanniv integral existuje. Zaroven mame
1 n ] 1 n(n+1) 1
- . = i - = i 2 = —
j:

Véta 7.3.3 (O riemannovské integrovatelnosti monotonni funkce). Necht funkce
f: R — R je monotonni na [a,b]. Pak je zde riemannovsky integrovatelnd.

Driikaz. Nejprve predpokladejme, Ze f je neklesajici. Zvolme e > 0. Zafixujme
n € N a uvazme ekvidistantni déleni D = {z;}"_( = {a + (b —a)Z}"_,. Pak

n

S(f,D)=s(f,D)=>Y _( sup f— inf f)(x;—z; 1)

=1 [mi-1,25] [@j—1,2;]
=S ()~ )
= P ) — 1)) = P 0) - (a)

Pro n dostatecné velké tedy mame S(f, D) —s(f, D) < € a podle Kritéria existence
Riemannova integralu (Lemma 7.3.1) jsme hotovi.
Pro nerostouci funkci je dikaz podobny. O

Poznamka 7.3.4. Monotonie na [a, b] implikuje omezenost. Proto jsme ve znéni
véty omezenost nepozadovali, tfebaze je nedilnou soucasti vSech vét a definic v
této kapitole.
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Véta 7.3.5 (O riemannovské integrovatelnosti spojité funkce). Necht f: R — R
je spojitd na [a,b]. Pak je zde riemannovsky integrovatelnd.

Dikaz. Zvolme € > 0. Zafixujme n € N a uvazme ekvidistantni déleni D =

{z;}7_o={a+ (b—a)l}7_,. Pak

n

S(f,D)—s(f,D):Z( sup f— inf f)(z; — ;1)

=1 [xj,l,xj] [mj—17rj]

n

sup f— inf f)

j=1 [TJ 1,%5] [zj-1,2;]

n

sup  [f(x) — f(v)
j=1%yE[i—1,2;]

—a) sup |f(z) — f(y)]

z,y€[ab],|lz—y|<bxe

/-\

(nerovnost pouzitou pii pfechodu ze druhého na tfeti fadek prenechdvéame Cte-
naii jako cviceni). Koneéné, podle Cantorovy véty o stejnomérné spojitosti (Véta
6.2.15) je naSe funkce stejnomérné spojit na [a, b], odkud pro n dostatecné velké
mame

s @) — f)] <=

z,y€(a,b],|lz—y|< b;a

Tedy S(f, D) —s(f,D) < (b— a)e a podle kritéria existence Riemannova integralu
z Lemmatu 7.3.1 jsme hotovi. O

Posledni véta se da zesilit tim, Ze vysledek dokdzeme v pripadé, kdy pfipous-
time kone¢né mnoho bodi nespojitosti. Myslenka dtikazu vyuziva konstrukei z po-
sledni ¢asti Prikladu 7.2.9, kde jsme okolo problematického bodu zahustili déleni,
coz v kombinaci s omezenosti funkce zajistilo, Zze jsme stale kontrolovali velikost
S(f,D) — s(f, D) (vyuzili jsme toho, Ze plocha obdélniku omezené vysky a malé
sifky je mald).

Véta 7.3.6 (Riemannovskd integrovatelnost funkce spojité az na kone¢né bodu).
Necht f: R — R je omezend na [a,b] a spojitd na [a,b] \ K, kde K je konecnd
mnozina. Pak je f na [a,b] riemannovsky integrovatelnd.

Dikaz. Ozna¢me K U {a,b} = {yj}
Miuizeme predpokladat, ze

S=1 kde y; < y2 < -+ < yg. Zvolme € > 0.

e<g min (y; —yj-1)

Jj€{2,...k}

Wl =

Definujme

Iy pro j =1 _Jyj+e proj=1,.... k-1
22j—1 = X a 2o = )
Yy —€ Pproj=2,...,k Yj pro j = k.
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Body {z;}?!, nam tedy interval [a,b] rozdéluji na 2k — 1 podintervali. Liché
podintervaly jsou velice Uzké, zatimco na sudych podintervalech je f spojitéa.
Podle druhé z uvedenych vlastnosti, Véty o riemannovské integrovatelnosti spo-
jité funkce (Véta 7.3.5) a Kritéria pro existenci Riemannova integrdlu (Lemma
7.3.1) pro kazdé j =1,... .k —1 existuje D; déleni intervalu [29;, z2;+1] takové, ze
S(f,D;) —s(f,Dj) < . Polozme

k—1
D ={a,b}U | J D;.
j=1

Oznacime-li navic L = supy, ) f, pak mame

S(f, D) —s(f, D)
= S(f,{z1,22}) = s(f, {21, 22}) + S(f, D1) — s(f, D1)
+ S(f? {23724}) - 8(f7 {23724}) + S(fv DQ) - S(f7 DQ)
+ -+ S(f, {z2k—1, 221 }) — s(f, {z2k—1, 221 })
<2L(z0—21)+e+2L(z4 — 23) + e+ -+ + 2L (225 — 22k-1)
=2Le+e+2L-2¢+---+2Le=(k+4L+4(k—1)L)e

a podle kritéria pro existenci Riemannova integralu (Lemma 7.3.1) jsme hotovi.
O

Cvi€eni 7.3.7. Necht f: R — R je omezend na [a, )] a spojitd na [a,b] \ K, kde
K = {yi}2, C [a,b] spliuje y; < y2 < -+ < y, — b. Dokazte riemannovskou
integrovatelnost funkce f na [a,b] drobnou modifikaci diikazu predchozi véty.

Poznamka 7.3.8. Méjme vSak stéle na paméti piipad Dirichletovy funkce, ktery
nam ukazuje, Ze zména funkénich hodnot ve spocetné mnoha bodech (porovnavame
Dirichletovu funkci s konstantné nulovou funkci) miZe mit pro riemannovskou
integrovatelnost fatalni nasledky.

7.4 Ekvivalentni definice Riemannova integralu

Nyni si predstavime konstrukci, jejimz autorem je Riemann. Tato konstrukce je
o néco komplikovanéjsi nez Darbouxova konstrukce, ale zase nam v nékterych
situacich usnadni praci s Riemannovym integralem.

Definice 7.4.1 (Riemannovy integralni soucty). Necht D = {z;}"_ je déleni
intervalu [a, b]. Normou déleni D nazyvame ¢islo

v(D) := Zeglaxn}(xl —Ti1).

Dale definujeme mnozinu

N(D):={{=(&,...,&) eR": & € [xj_1,x;]Vj e {L,...,n}}.
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Necht f: R — R je omezend na [a,b]. Riemannovym integrdlnim soucétem (odpo-
vidajicim funkci f, déleni D a sadé vyznaénych bodt £ € N(D)) nazveme &islo

n

o(f,D,&) = f(&)(w; — i)

=1

Poznamka 7.4.2. Na rozdil od Darbouxovych souétti, kde jsme f na jednotli-
vych intervalech nahrazovali infimem a supremem, Riemannovy soucty pracuji s
funkénimi hodnotami v pfedepsanych bodech (bez podminky na néjakou speciélni
vlastnost funkéni hodnoty v danych bodech).

Definice 7.4.3 (Riemannova definice integralu). Necht ¢ > 0. Ozna¢me
Us :={(D,&): v(D)<dNEe N(D)}
Necht f: R — R omezend na [a,b] a A € R. Pak piSeme, 7Ze

lim o(f,D.€) = A

v(D)—0

jestlize

Ve>036 >0 (D,§) eUs = |o(f,D,&) — Al
Poznamka 7.4.4. Konstrukce veliciny lim,p)_o0o(f, D,€) probéhla velmi po-
dobnym zptsobem jako definice limity, a proto se da dokazat (udélejte si sami

jako uZite¢né cviceni) drobnou modifikaci nasich postupt z pfedchozich kapitol:
(i) verze Heineho véty

li D.&=A
V([gggoa(f, )

— km—? o(f,DF,€¥) = A kdykoliv posloupnost déleni {D*}22
— 400

spliiuje v(D*) — 0 a € € N(D*)Vk € N.
(ii) verze B-C podminky
li D istuje vlastni
V(él)gga(f, ,&€) existuje vlastni
&= Ve>030>0 (D¢, (D*€%) els = |o(f, D', €") —o(f,D* &) <e.

(iii) verze aritmetiky limit (bez souinu a podilu)
Necht lim, py_o0(f, D,§) = A, lim,(py~o0(g,D,§) = B a A € R. Pak

li D,§)=A+B li Af,D,§) = MA.
Jlm Jo(f+9,D,8) = A+ a  Mm o(MD.9)
(iv) verze zachovani nerovnosti pfi limitnim pfechodu

Necht lim,py—o o (f, D,§) = A, lim,(py—00(g, D, &) = B a existuje 6 > 0 takové,
ze o(f,D,§) <o(g,D,€&) nalds. Pak A < B.

Nyni si dokdZeme, Ze Riemannova definice (integralem nazveme ¢islo A) je
ekvivalentni Darbouxové definici.
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Véta 7.4.5 (Ekvivalence Darbouxovy a Riemannovy definice). Necht [a,b] CR a
f: R — R je omezend na [a,b]. Pak

b
(R)/ fdr=A = lim o(f,D,¢) =

v(D)—0

Diikaz. ,<“ Zvolme € > 0. Podle predpokladu pak existuje § > 0 takové, Ze
lo(f,D,€) — A| < e, kdykoliv v(D) < ¢ a £ € N(D). Zafixujme D spliujici
v(D) < 4 a definujme ¢islo n + 1 jako pocet jeho bodi. Z druhé vlastnosti infima
muZeme najit takové 8 € N(D), ze

(faD 0 7Sf,

Z — inf  f)(z; —xj41)

= [@j+1,2]

Zs i — 1) = (b—a)e.

Jj=1

IA

Analogicky umime najit n € N(D) tak, aby S(f,D) — o(f,D,n) < (b — a)e.
Pfipometime, ze mame v(D) < §, coz implikuje

|U(f7D79)_A|<€ a |U(faDa77)_A|<€'
Celkové dostavame
A—(b—a+1De<s(f,D)<S(f,D)<A+(b—a+1)e

Odtud jiz snadno ukazeme, ze integral existuje a rovna se A.
»,=" Zvolme ¢ > 0. Z predpokladt ziskdvame déleni D; takové, Ze

A—e<s(f,D1) <o(f,D1,€) <S(f,D1) < A+e  kdykoliv{ € N(Dy).

Definujme ¢islo n + 1 jako pocet bodit déleni D;. Oznacme K := supy, ;) [

Zafixujme nyni déleni D (budeme se snazit ziskat podminku na v(D), kterd
nam zajisti kontrolu velikosti |o(f, D, &) — Al). Definujme E = D U D;. Pokusime
se porovnat s(f, D) a s(f, E). Déleni E se od déleni D lisi pfiddnim nejvyse n — 1
délicich bodt (obé déleni obsahuji body a,b). Tedy pii prechodu od s(f, D) k
s(f, E) dojde k rozdéleni nejvyse n—1 ptivodnich intervald, jejichz délka je nejvyse
v(D) a nové infima se od starych mohou lisit nejvyse o 2K. Proto

s(f,E) — s(f,D) < (n— 1)v(D)2K.

Pokud tedy budeme mit v(D) < dostévame

g
2K(n—1)°
8(f7D) > S(f,E) —¢&.
Protoze E je zaroven zjemnénim déleni D;, mame celkové

s(fy,D)>s(f,E)—e>s(f,D1)—e>A—2e.
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Analogicky ndm podminka v(D) < m zajisti odhad

S(f,D) < A+ 2.

Protoze vzdy plati s(f,D) < o(f,D,&) < S(f,D) (pro £ € N(D) libovolné), k
zadanému e > 0 jsme nasli § := m takové, ze plati
(D, §)eUs = |o(f,D,§) —A[ <2
a jsme hotovi. O

Piiklad 7.4.6. Pfipomenme Riemannovu funkci z Ulohy 3.2.12. Ta je definovana
predpisem

Riz) = 0 proxzeR\QuU{0}
N % prox:%,kdepGZ\{O}aqGstounesoudélné.

Ukazali jsme o ni, Ze je spojita ve vSech iracionélnich ¢islech a v nule, ale v ostatnich
raciondlnich ¢islech spojitd neni. Zménou na spodetné mnoziné (racionélni ¢isla
mimo 0) lze ziskat spojitou funkci, jedna se tedy o podobnou, ale pfeci trochu
jinou situaci nez v Cviceni 7.3.7. Ukazme ale, ze i tak je Riemannova funkce
riemannovsky integrovatelnd, presnéji, ukazme ze

(R)/Olex:O,

zatimco Newtonuv integril pies dany interval neexistuje, nebof nase funkce ne-
splituje Darbouxovu vlastnost.

Vime, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuje koneény pocet N(e) bodu, ve kterych je
R(z) > €. Proto pro libovolné déleni D intervalu [0, 1] mame

o(f,D,§) <e+2N(e)v(D),
tedy (pokud existuje), pak je

0< i D.&) <e.
_V(]gggoo(f, € <e

Protoze toto plati pro kazdé € > 0, je nutné

li ,D,§) =0,
V(]g)goa(f €)

tedy )
(R) /O R(z)dz = 0.

Poznamka 7.4.7. Pokud f: R — C, mizeme psat f = fi1+ifs, kde f1, fo: R = R.
Nasledné definujeme

(R)/abfdx:(R)/abfldx—l—i(R)/abfgdx.
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Tim jsme obesli problém, Ze na C nemame usporadani a neni tedy mozné zavést
horni a dolni sou¢ty v Darbouxové definici. Na druhé strané Riemannova definice
uspofadani v oboru hodnot nevyzaduje (staci, Ze je tam zavedena vzdélenost),
bylo by tedy mozné postupovat pfimo podle Riemannovy definice a neprovadét
rozklad na redlnou a imaginarni slozku. Ekvivalenci obou definic pfenechavame
¢tenari jako cviceni.

Poznamka 7.4.8. (i) Zatimco Newtontv integral pracujici s pojmem primitivni
funkce nepiipousti zobecnéni tfeba pro funkce z RV do R, Riemanntiv integral pra-
cujici s plochou mnoziny pod grafem zkoumané funkce se dé snadno preformulovat.
Budeme-li napiiklad integrovat f: RY — R pies kvadr [a,b;] x - - x [an, by], dar-
bouxovské ¢i riemannovské soucty ziskdme rozdélenim ptavodniho kvadru na malé
kvadry pomoci vhodné miizky.

(ii) Diky tomu, Ze Riemannova definice si v obraze vysta¢i pouze s pojmem vzda-
lenosti, lze tuto definici rozsifit tfeba i na p¥ipady f: R — C, f: R — RV,
f: RN - RN,

Priklad 7.4.9. Zkusme se podivat na vicerozmérnou verzi Riemannova integralu
pro funkci f (x y) = xy integrovanou pies [0, 1]°. Zaﬁxujme n € N a étverec [0,1]2
rozdehme na n? mensich &tverct tak, ze definujeme x; := sproi=0,...,nay;:=
2 pro j =0,...,n. Tim ndm vznika kolekce ctvereckii {[z;_1, x;] x [yj_l, Yl e =1
Pro pevné zvoleny ¢tverecek ziejmé plati

(i-D@ -1

inf f=flzic1,yj-1) = 2

[i—1,2:] X [yj-1,y;] n

ij
sup f=f($i7yj)=7~
i1,z X [y;—1,95] n

Pro naSe déleni D proto mame (supremum a infimum nasobime plochou jednotli-
vych Etvereckl a vysledek vyscitame)

s(f, D) = Z (@i — %71)(% —Yj—1) inf

[zi—1,2:] %[y —1,Y5]

ij=1
n n n
1(1—1)(]—1 1

-3 Ly S -

i,j=1 i=1 j=1

1 & = 1 —1

SPNEEDEIEF LS
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a (ted uz budeme postupovat o malinko rychleji)

S(f,D) = > (wi —wi1)(y; —yj1) sup f

ij=1 [Ti—1,%:] X [y5—1,Y5]
N 1ij 1l s~ lnn+1l)nn+1)
=) w2 a
ij=1 i=1 j=1
1 (n+1)?
4 n?

Protoze se zvétSovanim ¢isla n € N umime dolnimi i hornimi soucty libovolné
priblizit k ¢islu 1, dostavame

(R)/ :Eydxdy:l.
[011]2 4

Poznamka 7.4.10. Vicerozmérné integraci se budeme vénovat v kapitole o Lebe-
sgueové integralu. Ten je zobecnénim Riemannova integralu a umoziuje pracovat i
na podstatné ,,08klivéjsich“ mnozinach nez jsou ¢tverce a kvadry. Navic ma né€kolik
prijemnych vlastnosti, které pfi jeho vypoc¢tu umoznuji pouzivat celou fadu dalsich
(a pokrodilejsich) technik, neZ jsou aritmetické operace, per partes a substituce.

7.5 Vlastnosti Riemannova integralu

Nyni si ukdzeme, ze Riemanniv integral ma stejné zakladni vlastnosti jako integral
Newtontiv. Déle tyto dva integraly porovname a dokazeme si i n€kolik hlubsich
vysledki.

Véta 7.5.1 (O Riemannové integralu souc¢tu a nésobku). Nechf « € R a f,g :
R — R jsou riemannouvsky integrovatelné na (a,b). Pak

@) (R) [(f +g)de = (R) [} fdz+ (R) [} gd
(i) (R) [P afde = a(R) [} fda.

Dikaz. Nejprve si dokazme jednodussi éast (ii) v piipadé a > 0. Zvolme & >
0. Podle kritéria konvergence Riemannova integralu existuje déleni D takové, ze
S(f,D) — s(f,D) < e. Snadno se nahlédne, Ze

s(af,D)=as(f,D) a  S(af,D)=aS(f,D).

Odtud jednak mame S(«f, D) —s(af, D) < ae, a proto f: af dx existuje. Zaroven
musi platit

b
(R) / of dz € [s(af. D), S(af, D)] = [as(f, D), aS(f, D)

- {a(R)/abfdx—as,a(R)/abfdx+as].
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Protoze € > 0 bylo libovolné, jsme hotovi. Pfipad a < 0 se dokazuje podobné, jen
je potfeba dat pozor na to, ze

s(af,D) = aS(f,D) a S(af,D) = as(f, D).

Dokazme ¢ast (i). Zvolme e > 0. Pfedné aplikaci kritéria konvergence Riemannova
integralu na f a g zvlast a naslednym prechodem ke spoleénému zjemnéni umime
najit déleni D takové, ze

S(f,D)—s(f,D)<e a S(g,D) —s(g,D) < e.
Déle diky tomu, ze pro libovolnou M C D;yND, plati (dokazte si sami jako cviceni)
wf(f+g)zmff+infg a  sup(f+g) <sup fsupg,
mame
s(f+9, D)= s(f,D)+s(g,D) a  S(f+g,D)<S(f,D)+S(g, D).
Proto
S(f+9,D) = s(f +9,D) < S(f, D) — s(f, D) + S(g, D) — s(g, D) < 2e.

Dtikaz dokoné¢ime podobné jako v &asti (i). O

Poznamka 7.5.2. Dukaz lze také provést (a to dokonce ,jednoduseji“) pouzitim

Riemannovy definice. Obé tvrzeni Véty 7.5.1 plynou z Véty 7.4.5 a Poznamky 7.4.4

(iii).

Véta 7.5.3 (Monotonie integralu, integrél z absolutni hodnoty). Necht funkce f,

g9: R = R jsou riemannovsky integrovatelné na (a,b). Pak

(i) plati-li f < g na [a,b], je (R) [} fdz < (R) [} gdx

(ii) funkce |f| je riemannovsky integrovatelnd na (a,b) a plati |(R) fabfd:lc| <
b

(R) [, If] da.

Diikaz. Dokazme (i). Diky Vété o Riemannové integralu souc¢tu a nasobku (Véta
7.5.1) dostavame, Ze dokazovany vyrok je ekvivalentni s

b
f—9g>0 nalab = (R)/(f—g)dxzo.

Tento vyrok je vSak ziejmy, nebot nezdporna funkce mé nezdporné vsechny dar-
bouxovské soucty.

Dokazme (ii). Zvolme € > 0. Podle Kritéria konvergence Riemannova integralu
(Lemma 7.3.1) existuje déleni D = {z;}7_, takové, ze S(f, D) — s(f,D) < e.
Zafixujme j € {1,...,n}. ProtoZe pro vSechna z,y € [x;_1,z;| plati

[f@]=1fW] < [If@)] = 1fWI] < |f(@) = fy) < sup f— inf f

lzj—1,2;] [j—1,7;]
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dostavame také

sup |f|—[ inf ]|f|§ sup f—[ inf f.

[@j—1,a;] Tjo1,; [z;_1,2;] Tj-1,4]
Odtud jiz snadno plyne
S(|f|aD) _S(|f|7D) < S(faD) —S(f,D) <g,

a proto je |f| riemannovsky integrovatelna. Dokazovany odhad integrélu plyne
z ¢asti (i) a odhadu —|f] < f < |f]. O

Véta 7.5.4 (Aditivita Riemannova integralu vzhledem k integra¢nimu oboru).
Necht f: R — R omezend na [a,b] a c € (a,b). Pak

(i) (R) f, fde=(R) [y fde+(R) [, [de

(i) (R) [, fdo=(R)[; fdz+(R)[ fda

(iii) (R) f; fdz = (R) [{ fdz+ (R) fcb fdz, pokud md jedna strana smysl

(iv) pokud a < a < B < b a f je riemannovsky integrovatelnd na [a,b], je rovnéz
riemannovsky integrovatelnd na [o, f].

Diikaz. Dokazme (i). P¥ipometime, Ze dolni integral je supremum dolnich integral-
nich souctt pfes vSechna piipustna déleni. Pfedné vezmeme-li jakékoliv déleni D
intervalu [a, b], pfiddnim bodu ¢ (pokud tam jiz neni) dojde k jeho zjemnéni D,
¢imz se muze odpovidajici dolni soucet jen zvétsit. Zaroven déleni Dy := DN [a, c]
aDy:=DnN [c, b] spliuji

S(f7D) Ss(faﬁ) :S(f7D1)+S(faD2)'

Odtud dostavame nerovnost ,,<“.

Uvézime-li jakoukoliv dvojici Dy a Dy déleni intervalii [a,c] a [¢,b], je D :=
D1UDs ptipustnym délenim pro definici dolniho integralu (supremum pies vSechna
déleni) a plati pro néj

S(f7D) = S(faDl) + S(f7D2)
Na levé strané jsou pripustné jesté obecnéjsi déleni, kterd se neziskaji timto zpiiso-
bem (a sice ta déleni, kterd neobsahuji bod ¢ jakozto délici bod). Proto dostavame

nerovnost ,>“. Tim je prvni ¢ast dokdzana. Cast (ii) se dokaze podobné.
Dokazme (iii). Odec¢téme od sebe vysledky (ii) a (i)

(R) /abfdx— (R)/ffdx— (R) /:fdx— (R)/:fdx

+(R)/cbfd;z:(72)/cbfdx.

Povsimnéme si, Ze obé strany jsou nezadporné. Pokud existuji Riemannovy integraly
na kterékoliv strané, ptislusna strana je v predchozi identité nulova. Tudiz je nulova
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i druhé strana a odpovidajici Riemannovy integraly existuji. Pozadovana rovnost
pak uz plyne tieba z (i).
Dokazme (iv). Dvoji aplikaci (iii) dostdvame

b « b
(R)/ fdo = (R)/ fdo+ (R)/ fdo
a a . « ﬁ .
- (R)/ fdz+ (R)/ fdz+ (R)/ fde, (7.5.1)
a a B
a proto prostfedni integral v rovnosti (7.5.1) Gplné napravo existuje. O

Oznaéeni 7.5.5. Doposud jsme definovali (R) f: f dz jen pro ptipad a < b. Za-
vedme jesté

(R)/bafdx:——(R)/abfdw.

Poznamka 7.5.6. Nechf a,b,c € R a f: R — R je riemannovsky integrovatelna
na [min{a, b, ¢}, max{a, b, c}]. Dokazte si, Ze (s ohledem na pfedchozi Gmluvu) stéle
plati

(R)/:fdm:(R)/acfdx—&—(R)/cbfdx.

Véta 7.5.7 (Zména v koneéném poc¢tu bodi neovlivni Riemanniv integral).
Necht f,g: R — R, f je riemannovsky integrovatelnd na [a,b] C R a f = g na
[a,b] \ K, kde K je koneénd. Pak

(R) /abgdx - (R)/abfdx.

Dikaz. Interval [a,b] rozloZme na takové pointervaly, Ze kazdy z nich obsahuje
nejvyse jeden bod z K a ma jej jako krajni bod. Podle Véty o aditivité Riemannova
integralu vici integraénimu oboru (Véta 7.5.4) je f riemannovsky integrovatelnd
na kazdém z téchto podintervald. Na takovémto podintervalu je g— f funkce, ktera
je trividlni az na jeden bod a da se snadno dokéazat, ze méa nulovy Riemanntv
integral (pro pravy krajni bod jsme to dokézali v posledni ¢asti ptikladu 7.2.9).
Nyni jiz diikaz snadno dokonéime s vyuzitim Véty o Riemannové integralu souctu
a nasobku (Véta 7.5.1) a Véty o aditivité Riemannova integralu vii¢i integra¢nimu
oboru (Véta 7.5.4). O

Nésledujici vysledek nam déava, ze v mnohych praktickych situacich se Rieman-
niv a Newtontv integral sobé rovnaji, a proto mizeme dle potieby pouzivat tu
definici, ktera se ndm lépe hodi.

Véta 7.5.8 (Vztah Riemannova a Newtonova integrélu). Necht f: R — R a necht
[a,b] C R. Ezistuji-li (R) f; fdz a (N) f; fdz, pak se rovnai.
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Diikaz. Diky existenci Newtonova integralu existuje zobecnéna primitivni funkce
F na (a,b), kterd ma vlastni limity v krajnich bodech. Po dodefinovéni témito
limitami muzeme pfedpokladat, ze F' je spojita na [a,b] a F' = f na (a,b) \ K,
kde K je kone¢na ([a,b] je omezeny interval).

Zvolme ¢ > 0. Podle Riemannovy definice (a Véty o ekvivalenci Darbouxovy a
Riemannovy definice, tedy Véty 7.4.5) existuje d > 0 tak, zZe

b
(D,§) € Us == U(f,D,E)—(R)/ fdx’<5.

Zvolme déleni D = {z;}"_, tak, aby v(D) < d a K C D. Pro kazdé j € {1,...,n}
dale podle Lagrangeovy véty o pfirtistku funkce (Véta 6.3.3) mame &; € (z;_1, ;)
takové, ze

F(x;) — Fzj-1) = F'(&) = f(&)-
Definujeme-li £ € N(D) jako mnozinu bodi &;, j € {1,...,n}, ziskanych vyse,
celkové dostavame

/ fdz— (W / fdx’

_ | )/a fde—o(f,D,€) +o(f, D, &) - ; /_-_ f da

b n n
—|®) [ rdz=o(£.0,0)+ 3 F&)w; ~ 2j0) = 3 F()las — 230)

= (R)/abfdzo(f,D,g)‘ <e

O

Poznamka 7.5.9. (i) Riemanntv integral jsme si predstavili jako integrél, ktery
mé jisty geometricky vyznam (plocha pod grafem funkce) a Newtontv integral
jako integral bez geometrického vyznamu, se kterym zase dobie pocita za pomoci
vysledkt z kapitoly o primitivnich funkcich. Nase véta nam fika, ze pro funkce
integrovatelné jak riemannovsky tak newtonovsky mame k dispozici obé vyhody.
(ii) Jednou ze tfid funkci, kde méme oba typy integrovatelnosti, jsou omezené
spojité funkce na omezeném intervalu. Riemannovskou integrovatelnost jsme si
dokazali v tomto oddile, k té newtonovské stale jesté dluzime diikaz. Nicméné te-
orii vedouci k nému za¢neme budovat hned za touto poznamkou.

(iii) Snadno lze nalézt funkce, které jsou integrovatelné newtonovsky, ale nejsou
integrovatelné riemannovsky. Staci si vzpomenout, Ze Riemanniv integral poza-
duje omezenost funkce a intervalu, Newtontv integral nikoliv.

(iv) Funkci, ktera je integrovatelna riemannovsky na [0, 1], ale neni integrovatelna
newtonovsky na (0,1), je t¥eba

1 pokudx:%, kde n € N
flz) = .
0 jinak.
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Diikaz Riemannovské integrovatelnosti je jen variantou Cviceni 7.3.7. Newtonovska
integrovatelnost vyzaduje darbouxovskost f na jednotlivych podintervalech (a, b)\
K (K je mnozina, kde nepozadujeme F’' = f). Zde ndm darbouxovskost kazi
spocetné mnoho bodi, ale definice Newtonova integralu pfipousti rozdéleni jen
na koneéné mnoho podintervali. Analogickym piikladem je Riemannova funkce z
Prikladu 7.4.6.

Uloha 7.5.10. Spocitejme lim,,_, | HQLHZ + ﬁ 4+ 4 ﬁ

ReSeni: Argument limity si pFepiSeme do tvaru

n_,_n o n 1 1+ 1 1+ n 1 1
n2 12 24 22 n?4n? 14 (120 1+ (3)2n L+ (G)n

Pravé strana se d4 interpretovat jako o(f, Dy, &n), kde f(z) = ﬁ, D, = {%};‘:O
aé, = {%}?:1 Protoze f je spojitd na [0, 1], je zde riemannovsky integrovatelna.
Navic je zde newtonovsky integrovatelna (primitivni funkei je arkustangens), tudiz
se oba integraly rovnaji a podle Véty o ekvivalenci Darbouxovy a Riemannovy
definice (Véta 7.4.5) je Riemannilv integral roven limité o (f, Dy, &,) pro n — +oo.
Celkové mame

1
n n n 1

li ot ——=(R —d

n—l>I—ir-loon2—|-12+n2—|-22+ +n2—|—n2 ( )/0 T2

1
1
= (N)/O I dx = [arctan 2]} = arctan 1 — arctan 0 = %

w

o v ’, v’ . . P P ... P
Cvi¢eni 7.5.11. Spoditejte lim,,, oo TE2E741-,

V dalsim si ukazeme, Ze i Riemanntiv interal tzce souvisi s pojmem primitivni
funkce. Necht f: R — R je riemannovsky integrovatelna na [a, b]. Pro libovolné x €
[a,b] pak podle Véty o aditivité Riemannova integralu vzhledem k integracnimu
oboru (Véta 7.5.4) mizeme definovat

F(a) = Fala) = (R) [ " rdy.

Véta 7.5.12 (Takzvand hlavni véta diferencidlniho a integrélniho pocétu). Necht
f a F jsou jako vyse. Pak

(i) funkce F je spojitd na |a,b]

(ii) je-li f spojitd v zg € (a,b), plati F'(xo) = f(xo) (analogicky pro jednostrannou
spojitost v krajnich bodech a jednostranné derivace).

Specidlné, je-li f spojitd na (a,b), pak F' = f na (a,b).

Diikaz. Dokazme (i). Nech ¢ € [a,b) a @ € (20, b]. Oznacme L := supy, ; | f|. Pak
F@)~ Flao) =|R) [ 1ay-®) [ ras] =|®) [ sy

<L®R) [ dy= Ll a0)
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Odtud snadno plyne spojitost v xg zprava. Spojitost zleva se dokazuje podobné.
Dokazme (ii). Necht g € [a,b) a z € (x¢,D]. Zvolme & > 0. Pak diky spojitosti
f v xo zprava mame § > 0 takové, ze

y € (20,0 +9) = |f(y) — f(xo)] <e.

Dale plati

Fx) = F(xo) _ 1 ((R)/;fdy_(n)/:ofdy>: ! (R)/:fdy.

Tr — X T — X Tr — X

Odtud s vyuzitim odhadu ziskaného ze spojitosti dostavame pro = € (zg, 2o + 0)

F(z)-F z
DR )] = | ) [0 - o) ay
<2 ® [ 1w - sl < 2w [ cay=-
Proto F (x9) = f(xo). Analogicky pro derivaci zleva. O

Véta 7.5.13 (Existence primitivni funkce ke spojité funkci). Necht f: R — R je
spojitd na (a,b). Pak zde md primitivni funkci.

Diikaz. Vezméme {a,},{b,} C (a,b) tak, aby
as—ap <. <azg<ap <b <byg<---<b,—b

Pak pro kazdé n € N je funkce
Fuw)i=(R) [ 1dy
primitivni k f na (ay, b,). Zafixujme xg € (a1,b1) a definujme

F,(x) := F,(x) — F(x0) pro vSechna n € N.

Tim jsme ziskali sadu primitivnich funkci, které se shoduji v zg. Zaroven podle
Véty o nejednoznacnosti primitivni funkce (Véta 4.1.4) plati

m<n e ﬁm:ﬁn na (G, byy).
Proto mizeme definovat
F(z) = F,(z) kdykoliv € (an,by) pro néjaké n € N.

Protoze |J, en(@n,bn) = (a,b), je F' primitivni funkce k f na (a,b). O
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Poznamka 7.5.14. Pokud f € C([a,b]), mdme podle Takzvané hlavni véty dife-
rencidlniho a integralniho poétu (Véta 7.5.12)

b
<m/fm=a@—n@.

Pokud bychom znali jinou primitivni funkci na (a, b), lisila by se od F, jen o aditivni
konstantu, kterd by se ve formuli F'(b) — F(a) vyrusila. V takovéto situaci lze tedy
Riemanntv integral pocitat bez vyuziti definice Newtonova integralu (nicméné
pouzivame pojem primitivni funkce).

Priklad 7.5.15. Necht f,¢g: R = R, f je spojitd na [a,b] a g je diferencovatelna
a (a,b). Spo¢téme derivaci funkce

g(z)

o (®) [ fa

a

Plati p(z) = F(g(x)) — F(a), a proto

Analogicky se odvodi vzorec (je-li navic h: R — R diferencovatelnd na (a, b))

d 9(x)

® [T @) @) - S @)

Pokrocilejsi metody integrace jako jsou per partes muzeme provadét dvéma
zpusoby. Jednak muzeme odpovidajici vysledky odvozené pro primitivni funkce
kombinovat s Vétou o vztahu Riemannova a Newtonova integralu (Véta 7.5.8),
druhou moznosti je tyto vysledky odvodit pfimo pro Riemannuv integral.

Oznacdeni 7.5.16. V dalsim budeme pracovat s funkcemi z C*([a, b]). Myslime
tim funkce, které jsou z C([a,b]) (spojité na (a,b) a jednostranné spojité v kraj-
nich bodech), diferencovatelné na (a,b) a jednostranné diferencovatelné v krajnich
bodech a takto chdpand derivace je z C([a, b]).

Véta 7.5.17 (Per partes pro Riemanniiv integréal). Necht f,g € C*([a,b]). Pak

/fgdx—fg /fgdx

Diikaz. Protoze f,g € C'([a,b]) a (fg)' = f'g + fg’ (specidlné viechny tii funkce
v posledni identité jsou riemannovsky integrovatelné), plati

[fg]Z=(R)/ab(fg)’dx (R )/a(fg+fg /fgdx+ /fg .

Odtud jiz plyne pozadované. O
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Poznamka 7.5.18. Ve znéni véty jsme se trochu oSidili, nebof spojitost neni
jedinou znamou postacujici podminkou existence Riemannova integralu. Na dru-
hou stranu, pokud budeme pfedchozi vétu kombinovat tfeba s Vétou o aditivité
Riemannova integrélu vzhledem k integra¢nimu oboru (Véta 7.5.18), je mozné
pracovat i s §irsf tfidou funkei, nez je C*([a, b]), jak ukazuje nasledujici piiklad.

Priklad 7.5.19. Spoctéme (R) [”_|z|cosz dz. Mame

™ 0 ™
(R)/ |x|cosxdx:—(R)/ xcosxdx—i—(R)/ xcosx dx
0

-7 -7
0

— Qi I:
f=sinz [ =cosx — _[esina]” +(R)/ sinx dz

g==u g =1

—T

—T

+ [zsinz]f — (R)/ sinz dz
0

0

—T

0

=— [zsinz]’ , + [ cosx]” ; + [zsinz]] — [ cosz]f = —4.

Pfi pfepisu na dva integrély pfes [—, 0] a [0, 7] jsme museli byt opatrni, abychom
dostali funkce z C*([—,0]) a C*([0,7]).

Véta 7.5.20 (O substituci pro Riemanntiv integral). (i) Necht ¢ € C* ([, 8]) a
f € C([a,b]), kde ([, B]) C [a,b]. Pak

B . ®(8)
®) [ sewnda=®) [ s de
o w(a)
(i) Necht ¢ € C'([ov, B]), ¢ # 0 na [o, 8], p(a) = a, p(8) = b a f € C([a,b)).
Pak
b © =t (b) )
® [ s@aw=® [" Cremna
a e 1(a
Diikaz. Dokazme (i). Protoze f € C([a,b]), ma zde primitivni funkci F'. Z pfedpo-
kladu déle plyne
(Fog) =(fop)y’  mala,p]
(v krajnich bodech mame jednostranné derivace, které jsme ziskali pomoci Véty o
limité derivaci; tedy Véty 6.3.9). Odtud

B »(B)
®) [ fe)e O d = Fogld = (1150 = (®) @
« p(a
Dokazme (ii). Protoze (f o p)¢’ € C([a, 8]), mé zde primitivni funkci ¢ a podle
Druhé substitu¢ni metody pro primitivni funkce (Véta 4.1.31) je ®op~! primitivni
k f na [a,b] (opét jsme si na kraji pomohli Vétou o limité derivaci; tedy Vétou
6.3.9). Proto

e 1(b)

b -1
®) [ f@de=(wop = @710 =) [* " fe) o
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Priklad 7.5.21.

o(r) = 2* na [0,1]

1
f(y) =expycosy naR ( )/0 e’ cosydy

1
(R)/ 226" cosa?dx ™ [
0

1 1
= (R)/ Reel(1)v) qy = Re(R)/ el1H0) gy = Re(i.[e((H»i)y)](l))
0 0 1+1

2

1
:Re( 1(e(colerisinl)fl)) :i(ecosl+esin171).

Priklad 7.5.22. Zabyvejme se integralem

Z 1 z 1
r-m [ —L _qu- N/ _ b
( )/0 1+sin?z z=W) o 1l+sin’z “

Nabizi se postup

=tanzx
P o A S N SRR A
| sin2e = 2 B 1+ L5 1+y2 ye 1+2y2
71+y2 0 T+y2 0

= %[:aufctam(\@y)]a'OO = 2%@
(Umyslné jsme nepsali, o jaky typ integralu se jedna.) Tento postup viak neni
korektni v nasi teorii Riemannova integrilu, nebot zde pro funkci ¢: z — tanz
neni ¢ z C([0, ]), mame jen ¢ € C([0, 7)), a zaroven Riemanntiv integral pracuje
jen na omezenych intervalech (nikoliv na [0, 400)). Ndprava je mozné hned nékolika
zpusoby.
(i) Mbzeme si vSimnout, Ze integrand je spojity, 1ze tedy ptvodni integral chépat
rovnéz jako Newtonilv. Provedeme prvni substitué¢ni metodu pro primitivni funkci
a nakonec pouzijeme definici Newtonova integralu.
(ii) Druhou moznosti je opét prejit k Newtonovu integrdlu a pak pouzit vétu o
substituci pro Newtontiv integral (tu probereme v nésledujici ¢asti textu).
(iii) Dalsi moznosti je zlstat u riemannovské integrace, zadefinovat

1 R i ! d

= ———dz.
" ) /0 1+sin’z
Protoze integrand je omezeny, snadno se ukéze I, "1 I Na druhou stranu, na
I,, jiz miizeme aplikovat riemannovskou substituci (nebof tan € C([0, 2 — 1)) a
dostévame

1 tan(lfi) 1 ™ 1 n cc T
I, = ﬁ[arctan(\/ﬁy)}o 2 = 7 arctan(\@tan(§ — E)) A W

Proto I = ﬁ



238 KAPITOLA 7. NEWTONUV A RIEMANNUV INTEGRAL

Poznamka 7.5.23. (i) P¥i vypoétu Riemannova ¢i Newtonova integralu se lepeni
nepouziva. Pohodlnéjsi je pouzit Vétu o aditivité Riemannova integralu vzhledem
k integra¢nimu oboru (Vétu 7.5.4). Poznamenejme jesté, Ze analogicky vysledek
jsme si dokdzali i pro Newtonlv integral (druhd ¢éast Véty o zdkladnich vlastnos-
tech Newtonova integréalu, tedy Véty 7.1.8). Aditivita vzhledem k integra¢nimu
oboru se navic ¢asto kombinuje s riznymi symetriemi.

(ii) Pfinos vét o substituci pro ur¢ité integraly nespociva jen v tom, Ze obejdeme
lepeni. Znacnou vyhodou je rovnéz to, ze se na konci vypoctu obsahujiciho substi-
tuci uz nemusime vracet k puvodnim proménnym, jako jsme to délali u primitiv-
nich funkci (zde je tento krok nahrazen nepfili§ pracnou transformaci integra¢nich
mezi).

Tvrzeni 7.5.24. Necht f: R — R je riemannovsky integrovatelnd na [a,b]. Pak
(i) je-li f sudd, je (R) [~ fda = (R) [,  da

(ii) je-li f lichd, je (R) [~ fde = —(R) [’ fda

(iii) je-li f p-periodickd, kde p > 0, pak (R) ffi:;fdx = (R) f:fdsc kdykoliv
keZ.

Diikaz. Dokazeme jen ¢ast (i), ostatni dikazy jsou podobné. Necht D = {z;}7_,
je déleni intervalu [a,b]. Pak D = {—z;}7_0 je déleni intervalu [~b, —a] a zfejmé
ze sudosti f plyne

s(f,D)=s(f.D) a  S(f,D)=S(f,D).

Analogicky kazdému déleni intervalu [—b, —a] odpovida jisté déleni intervalu [a, b]
se stejnymi integralnimi soucty. Odtud a z Darbouxovy konstrukce jiz plyne do-
kazované. O

Poznamka 7.5.25. Pokud f € C([a,b]), d4 se rovnéz pouzit Véta o substituci
pro Riemanniv integral (Véta 7.5.20)

b 98 b
®) [ fa)de e = —a) = ®) [ f-n)-1)at

=(R) . f(=t)dt = (R) ) F(t)dt.

Priklad 7.5.26. Mame (porovnejte s Prikladem 7.5.22)

(R)/O%lzdle(n)/ogl?dx\@m

1+sin“x 1+sin“x

7.6 Vlastnosti Newtonova integralu

V nasledujici ¢asti textu si odvodime nékolik vysledkt, které nam zajisti poho-
dIngjsi praci s Newtonovym integralem (kupfikladu se nau¢ime podobné jako u
Riemannova integralu obchézet lepeni primitivnich funkei a zpétné substituce).
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Zaroven si jesté vybudujeme sadu nastroji, které ndm budou pomahat rozhod-
nout, ze Newtontv integral existuje (zatim mame jen Vétu o primitivni funkce ke
spojité funkci, tedy Vétu 4.1.14, ktera sama o sobé existenci Newtonova integralu
nezarucuje, nebot nemame jistotu, ze takto ziskand primitivni funkce mé vlastni
limity v krajnich bodech zkoumaného intervalu).

Véta 7.6.1 (Per partes pro Newtontiv integral). Necht f,g: R — R maji zobec-
néné primitivni funkce F,G na (a,b). Pak

b b
<N>/ Fgde = [FG}Z—(N)/ fGd,

existuje-li alespori jeden z Newtonovych integrdli. a md-li smysl vijraz [FG)% (od-
povidagici limity existuji a jsou konecné).

Diikaz. Necht existuje Newtontv integrdl na levé strané. Zobecnénou primitivni
funkci k Fg ozna¢me H (ta mé navic koneéné jednostranné limity v bodech a, b).
Pak FG — H je zobecnéna primitivni funkce k fG. Skutecné, nase funkce je ziejmé
spojita a plati

(FG-H) =fG+Fg—Fg=fG na(ab)\K,

kde K maé vlastnost pozadovanou v definici zobecnéné primitivni funkce (uvédomte
si, jak tato mnozina vznikla). Koneénég, funkce FG — H m4 kone¢né jednostranné
limity v bodech a, b, nebot je rozdilem dvou funkci s touto vlastnosti.

Druhy pripad je analogicky. O

Vé&ta 7.6.2 (O substituci pro Newtontiv integrél). Necht f,p: R — R, f je defi-
novand na (a,b), ¢ zobrazuje (o, §) na (a,b) a md vlastni nenulovou derivaci na
(o, B). Pak

b e 1 (b)
W) [ g@ar=w |7 sewe

mad-li alesport jedna strana smysl a uvazZovand zobecnénd primitivni funkce md jen
konecné mnoho vyjimecnych bodi stran derivace.

Diikaz. Pfedné pfipometime, ze derivace ma Darbouxovu vlastnost (Véta 6.2.7),
proto ¢’ musi mit stéle totéz znaménko. V ditkkazu budeme uvaZovat jen pripad
@ >0, tedy ¢ 1(a) = @ a = 1(b) = 8. Druhy ptipad je analogicky.

Nejprve necht existuje integral na levé strané a plati zesileni podminky pro
zobecnénou primitivni funkci. Necht tedy F' je zobecnéné primitivni funkce k f na
(a,b) splitujici F' = f na (a,b) \ K, kde K je kone¢nd, a m4a kone¢né jednostranné
limity v krajnich bodech. Pak F o ¢ je spojitd na («, ) a

d

T Fe®) = fle@®)¢' () ma (o 8)\ o (K).

Odtud t — F(p(t)) je zobecnéna primitivni funkee k ¢ — f(p(¢))¢'(t) na (o, B)
a mame (rozmyslete si verzi Véty o limité slozené funkce, tedy Véty 3.1.46, pro
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jednostrannou limitu s vnitini funkci ryze monotonni)

b
/\/)/ f(@)de = F(b-) = F(ay) = (Fop)(B-) = (Fop)(ay)

B
— W) / Fo(t)g (1)t

Necht naopak existuje integral napravo a plati podminka pro odpovidajici zo-
becnénou primitivni funkci. Existuje tedy ¥ spojitd na («, 8) splitujici
() = fle)¢'(t)  ma(a,B)\L,

kde L je kone¢na. Pak Wo ™! je spojitd a na jednotlivich podintervalech (a,b) \
(L) je primitivni funkci k f podle Druhé substituéni metody pro primitivni funkce
(Véta 4.1.31). Celkové je to zobecnéna primitivni funkce k f na (a,b) a (opét
pouzivame jednostrannou verzi Véty o limité slozené funkce, tedy Véty 4.2.4)

B
N [ He)e ®dt = u(5) - Bas)

— (Wop (b )~ (Wop )(ay) /f

7.6.1 Existence Newtonova integralu

Véta 7.6.3 (Vztah omezenosti a existence Newtonova integralu). Necht f: R — R
je spojitd na (a, b))\ K, kde a,b € R a K je koneénd mnoZina. Je-li f navic omezend,
je newtonovsky integrovatelnd.

Diikaz. Neni-li f definovana v koncovych bodech a, b, dodefinujme ji nulou. New-
tontv integrél pres (a,b) to neovlivni. Z teorie Riemannova integralu vime, Ze v
této situaci je f riemannovsky integrovatelné. Polozme

= R)/;f(y)dy

Pak podle Takzvané hlavni véty diferencidlniho a integrélniho poctu (Véta 7.5.12)
je F spojitéd na (a,b) a F' = f na (a,b)\ K. Aplikaci V&ty o dvou straznicich (Véta
3.1.36) a odhadu

®) [ ] <® [C1rwla < @i
dostaneme, ze F'(as) = 0. Déle pro z1, 22 € (a,b), 1 < x2, mame

Pl = P = |®) [ £ ay] < (@2 =) sup 11

(a,b)

Odtud vidime, Ze F spliiuje B-C podminku pro x — b_ a dostavame, Ze existuje
vlastni F(b_). Celkové jsme ukazali, ze Newtoniiv integrél existuje. O
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Poznamka 7.6.4. (i) Nejc¢astéjsim piipadem, kdy se pfedchozi véta aplikuje, je
situace, kdy f € C([a, b]).

(if) Obecnéjsi pripad f € C([a,b)) jiz pfipousti problémy. Napiiklad spojitost na
polouzavieném intervalu pfipousti neomezenost, ktera muze pokazit newtonovskou
integrovatelnost

1
1 -1 1t
(N)/O m dz = [m} = 400 —1=+o0 (integrél neexistuje),

ale také nemusi

1

1 1

N / ———do=[-2v/T-a| =2
( ) o Vv 1—2z 0

Poznamenejme jesté, ze do kategorie polouzavienych intervalt spadaji i neome-

zené intervaly. Tady situace zminované v pfedchozi poznamce nastavaji tfeba v

pripadech

+oo
(N)/O ldz = [2]7° = 400

+o0 {1400
(N)/O (:C—il)Q dr = {a:—i-ll};r =1

S ohledem na predchozi poznamku se jevi pfirozené studovat kritéria newto-
novské integrovatelnosti pro dilezity a ¢asto zkoumany ptipad f € C([a,b)) (pri-
mitivni funkce existuje, zkoumame jen existenci a hodnotu jeji limity v krajnich
bodech; situace f € C((a,b]) je analogickd a d& se na ndmi uvazovanou pfevést
tfeba substituci, situaci f € C((a,b) si pfepiSeme jako f € C((a,c]) a f € C([e,d))
pro vhodné ¢ € (a,b)).

Véta 7.6.5 (Srovnavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu). Necht
—o<a<b<+4oco. Pak

(i) jestlize f € C([a,b), g je nezapornd newtonovsky integrovatelnd na (a,b) a plati
f(z) =0(g(x)) pro x — b_, pak i f je newtonovsky integrovatelnd na (a,b)

(i) jestlize f,g € C([a,b)) jsou nezdporné, f(x) = O(g(z)) a g(z) = O(f(x))
pro x — b_, pak f je newtonovsky integrovatelnd na (a,b) prdvé tehdy, kdyz g je
newtonovsky integrovatelnd na (a,b)

(iii) specidiné pokud f,g,h € C(la,b) jsou nezdporné, f(x) = O(g(z)) a g(z) =
O(f(z)) pro x — b_, pak fh je newtonovsky integrovatelnd na (a,b) prdvé tehdy,
kdyz gh je newtonouvsky integrovatelnd na (a,b).

Diikaz. Z¥ejmé sta¢i dokazat ¢ast (i). Necht G je zobecnénd primitivni funkce k g.

Ta musi diky newtonovské integrovatelnosti g spliiovat B-C podminku pro x — b_.
Ke zvolenému ¢ > 0 tedy mame 6 > 0 takové, ze

x1,T2 € ,P(;_(b) - |G(JJ2) - G(JJ1)| <e.

Na druhou stranu f méa (a,b) primitivni funkci F, ktera je na [x1, z5] integrova-
telnd v riemannovském i newtonovském smyslu a plati (bez Gjmy na obecnosti
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predpokladejme, Zze x1 < x3)
P = Pl = | [ 1w < o) [ 1iw)lay
<) [ Coly)ay = C(Glaz) -~ Glan)) < C

Odtud vidime, ze i F spliiuje B-C podminku pro x — b_, a proto je f newtonovsky
integrovatelnd na (a,b). O

Poznamka 7.6.6. Véta se pouziva tak, Ze k zadané spojité funkci f, jejiz newto-
novskou integrovatelnost zkoumame, hledame funkci g, u niz umime uréit, zda je
newtonovsky integrovatelna (nejéastéji vypocétem) a zéroveii vykazuje srovnatelné

limitni chovani jako funkce f (nejlepsi jsou vysledky typu lim,_p_ g Ei; =1, které
nam umozni rozhodnout jak v pfipadé integrovatelnosti, tak v pfipadé opa¢ném).

Priklad 7.6.7. Zkoumejme existenci

Ler—1
N / ik B Y
W) 0 Vzsinz .
Oznacme integrand jako f a polozme g = ﬁ Pak mame

i @* a 1 T = z)}
tim £ W) [ gdo=2vali R

Proto podle druhé ¢asti Srovnavaciho kritéria pro konvergenci Newtonova integralu
(Véta 7.6.5; zde mame lehce odlisnou ale analogickou situaci f,g € C((a,b]), coz
pfenechdvéame ¢tendfi na rozmyslenou) zkoumany Newtontiv integral existuje.

Priklad 7.6.8. Zkoumejme existenci

1
1
(N)/ log z sin — dz.
0 l.

Pouzijeme prvni ¢ast srovnavaciho kritéria s funkci g = |logz| = —logxz. Mame
|f| < g na (0,1) a (primitivni funkce se ziska integraci per partes)

1
(N)/ —logzdr = —[zlogx — z]) = 1.
0

Proto zkoumany Newtontv integral existuje.

Priklad 7.6.9. Zkoumejme existenci

“+o0
(N) / arctan x dz.
0

Polozme g(x) = 1. Tato funkce neni newtonovsky integrovatelnd, zaroven

@) w
A T 2

Odtud vidime, ze zkoumany integral neexistuje.
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Poznamka 7.6.10. VysSetfovani existence uré¢itého integralu se provadi proto, ze
mimo ndm dosud zndmych metod pocitani integralil existuji i metody pokrocilé,
které jsou aplikovatelné jen v pripadé existence pocitaného integralu. Dukaz exis-
tence je tedy jen prvnim krokem procesu, ktery skonéi vypoctem jeho presné hod-
noty. Jesté zde poznamenejme, Ze pro tyto metody je dulezitd integrovatelnost
| ], proto pozadavek na znaménko v pfedchozi vété nas v praxi nijak neomezuje v
aplikacich.

7.6.2 Existence Newtonova integralu pro funkce ménici zna-
ménko

I kdyZ jsme predchozi vyklad zakoncili informaci, Ze nas v aplikacich bude zajimat
jen integrovatelnost nezapornych funkci, pfidame nékolik komentaia o pripadné
platnosti ¢i neplatnosti srovnavaciho kritéria pro funkce, které nejsou nezaporné.
V takovém piipadé totiz dochazi k nékterym zajimavym jevam.

Pfedné, pokud bychom méli f,g < 0 na [a, b), kritérium by stéle platilo, nebot
zaporné znaménko mizeme vytknout pred integral.

Pokud bychom zkoumali problém typu

2w .
) / sme dz,
0

T2

stadi si uvédomit, ze 22 € C([0, 7]) (po dodefinovéni hodnotou 1 v z = 0) a funkce
% je na pravém okoli pocatku integrovatelna, 1ze tedy pouzit Srovnavaci kritérium
sin

pro konvergenci Newtonova integralu (Véta 7.6.5 ¢ast (1)) a 252 € C([r,2n])

(situace se spojitosti az do kraje, kdy integral existuje vzdy). Pof:lobné bychom si
dokézali poradit se spojitou funkci, kterd zméni znaménko konec¢nékrat.

Pripad s nekoneéné mnoha zménami znaménka uz skuteéné problémy prinasi.
Definujme funkce

sing sin’z sinx

u(ﬂ[:):\/E . =

Obé funkce jsou z C([27, +00)) a plati lim, 4o % = 1. D4 se v8ak ukazat, ze

v je newtonovsky integrovatelné, zatimco w nikoliv.
Integrovatelnost v plyne z nésledujictho vysledku (dokézeme jej v jednom z
dodatkt na konci kapitoly).

Véta 7.6.11 (Kritérium Abel-Dirichletovo). Necht F, f,g € C(la,b)), F' = f na
(a,b) a g je monotonni na [a,b).

(Dirichlet) je-li F' omezend na (a,b) a lim,—,_ g(x) = 0, pak fg je newtonovsky
integrovatelnd na (a,b)

(Abel) je-li f newtonovsky integrovatelnd na (a,b) a g omezend na [a,b), pak fg
je newtonovsky integrovatelnd na (a,b).
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Skutecné, v Dirichletové kritériu staci polozit f(x) :=sinz a g(x) := ﬁ Pak
g je spojitd, monotonni, s nulovou limitou a F(x) := cosz je spojitd a omezend
primitivni funkce k f (kterd ma opét pozadované vlastnosti).

Na druhou stranu,

sin®z 1 cos(2z)
r 2 2¢
a zatimco integral
—+oo
cos(2z
wy [ e
o 2z

konverguje podle Dirichletova kritéria z Véty 7.6.11, integral

diverguje (ovéfi se snadnym vypoctem), a proto diverguje i

oo .2
(N)/ sin zdx
2

- T

W) /2 T de.

s

a také

Priiklad 7.6.12. Ukazme, Ze

X

(N)/C’O | sin x| da
0

neexistuje (je roven +00).
Ziejme totiz

" | sin 2| "1 /‘” 21
Pride >y — de ==Y =
(N)/O —de > Zlm(N) (kil)ﬂ|smx| x Wzkj
k=1 k=1
Plati ale
LTSV UE UE U SRS SUNE SR SIPIE oF I 5L
— k= 2 4 4 8 '8 2n on k:12_ 2

a proto (N) [;° lngnTl dz neexistuje.

Cviéeni 7.6.13. Ukazte analogicky jako vyse, ze

(N)/Oo sinzdx
0

xO(

existuje pro o € (0,2) a

* sinx
(N)/1 T

existuje pro g > 0.
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7.7 Véty o stfedni hodnoté pro Riemannuv inte-
gral

Zatim jsme se bavili o zakladnich metodach jak Newtontv ¢i Riemanntv inte-
gral spoéitat, nebo jsme se zabyvali pfipravou na jeho budouci vypocet (kriteria
pro koneénost Newtonova integralu z nezdporné spojité funkce). V nékterych apli-
kacich vsak stac¢i dostatecné presny odhad hodnoty integralu. K tomu se casto
pouzivaji takzvané véty o stfedni hodnoté integralniho poc¢tu. Byvaji vysloveny
jak pro Riemanniiv tak Newtontv integral. My zde uvedeme verze jen pro Rie-
mannuv integral. Zaroven vSak pfipominame ¢tenari, Ze v mnoha aplikacich oba
integraly splyvaji (kuptikladu pro omezené spojité funkce). V takovém piipadé se
nase vysledky daji pouzit i pro integral Newtontiv. V nésledujici ¢asti textu tedy
pracujeme s integralem Riemannovym. Zacneme jednim pomocnym vysledkem.

Tvrzeni 7.7.1. Nechi f,g: R — R jsou riemannovsky integrovatelné na [a,b].
Pak i fg je riemannovsky integrovatelnd na [a, b].

Dikaz. Obé funkce jsou omezené, necht je tedy K takové, ze |f| < K a |g| < K na
[a, b]. Zvolme ¢ > 0. Podle kriteria riemannovské integrovatelnosti (Lemma 7.3.1)
existuje déleni D = {x;}]_, tak, ze

S(f,D)—s(f,D)<e a S(g,D) —s(g,D) < e

(ve skutecnosti kazdé funkci odpovidd obecné jiné déleni, nase déleni jsme ziskali
jejich spoleénym zjemnénim). PovSimnéme si, Ze pro libovolné z,y € [a, b] plati

f(@)g(z) — f(W)g(y) = f(z)g(z) — f(x)g(y) + f(x)9(y) — f(y)g(v)

<[f@)llgx) = 9l + lgW)I|f (x) = F(y)]
< Klg(z) — g(y)l + K[f(x) = f(y)l-

Proto pro kazdé j € {1,...,n} dostavdme
sup fg— inf fg<K( sup f— inf f)+K( sup g— inf g).
[zj_1,2;] [wj—1,;] [2j_1,2;] Tj-1,;] [@j_1,2;] [xj—1,2;]

Odtud po vyscitani

n

S(fg, D)= s(fg, D)= _( sup fg— inf fg)(z;—x; 1)

J=1 [xj—1,2;] [xj—1,;]

xTj_1,%;] [zj—1,2;]

:KZ([ sup f— inf f)(x; —x-1)
j=1

n

+KY (sup g— inf g)(a; —w;1)

j=1 [i-1,75] [#j-1,;]
= K(S(f,D) = s(f,D)) + K(S(g. D) — S(g, D)) < 2Ke

a kriterium riemannovské integrovatelnosti (Lemma 7.3.1) d4va dokazovany vy-
sledek. O
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Vé&ta 7.7.2 (Prvni véta o stfedn{ hodnoté integralniho poc¢tu). Necht f,g: R — R
jsou riemannovsky integrovatelné na [a,b] a g neméni znaménko na [a,b]. Pak
existuje c € [infl, ) f, SUpP|q,4) f] takové, Ze

R)/abfgdx — ¢(R) /abgdx.

Je-li dokonce f spojitd na [a,b], existuje & € (a,b) takové, Ze

R)Lbfgdxzf(f)(R)ngdx-

Specidlné pro f spojitou na [a,b] a g =1 mdme

b
R) [ fdo=f(6)(b-a)

Diikaz. Dukaz provedeme pro g nezapornou, pro g nekladnou je analogicky. Ozna-
¢me m := inf(, ) f a M := supy, ;) f. Protoze m < f < M na [a, ], z nezdpornosti
g dostavame

mg < fg < Mg na |a, b].

Monotonie a linearita integralu (Véty 7.5.1 a 7.5.3) spolu s Tvrzenim o integrova-
telnosti souc¢inu dvou integrovatelnych funkei (Tvrzeni 7.7.1) tedy dévaji

m(R )/ gdz = (R /mgdx< /fgdx
/Mgdx_ R)/ gdz.

Pokud (R) fab gdx = 0, prvni vysledek plati s libovolnym ¢ € R a druhy s libovol-
nym £ € (a,b). V opatném piipadé miZeme psat

m < 7f fgdx < M.

f gdz

Odtud okamzité plyne prvni vysledek. Pokud je f spojité, nabyva hodnot m a M.
Z Darbouxovy véty (Véta 6.2.1) pak plyne, ze

(R) [y fgdz
(R) [} gda

pro néjaké ¢ € [a,b]. Ukazme, Ze lze volit £ € (a,b). Pokud by to neslo, méli
bychom naptiklad

f(&) =

(R) [} fgda

a) = a) na (a,b
fla) R®) [Cgde f# f(a) (a,b)
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(druhéd moznost je, Ze na pozici f(a) je f(b), a postupuje se podobné). V nasem
piipadé Darbouxova véta (Véta 6.2.1) implikuje, ze bud f > f(a) na celém (a,b)
nebo f < f(a) na celém (a,b). Vénujme se v dalsim prvnimu z téchto pfipadd
(druhy se fesi analogicky). Chceme tedy odvodit spor z vlastnosti

_ (R fgda
(R) [, gdv
f> f(a) na (a,b) a f je spojita na [a, b].

b
(R)/ gdx >0, f(a)

ProtoZe g je omezena, dokdzeme najit [«, 8] C (a,b) tak, Ze ff gdx > 0. Zaroven
musi platit inf, g f > f(a). Odtud

b

b
(R) / fgdz = f(a)(R) / gde
« B b
= (R a)gdx R a)gdx R a)gdx
( >/a fla)gdz + ( )/af()g +( )/Bf()g
o B b
<) [ ftagdz s ®) [ (nt podr+®) [ s@ga
o B b b
R dz R dz R dz = (R dz
S()/afg +()Afg +()/6fg ()/Gfg

a dostavame spor. Specidlni tvrzeni ve vété plyne okamzité z druhé casti. O

Poznamka 7.7.3. (i) Pfedpoklad spojitosti ve specidlni ¢asti véty zarucuje exis-
tenci primitivni funkce, pro kterou potom véta dava

b
£ = ey = Bafdo _ )~ Fla)

b—a b—a

Vysledek tedy tzce souvisi s vétami o ptirtstku funkce.

(ii) Veli¢ina ﬁ f: f dz se nazyva integrdlni prumér a v nékterych partiich mate-
matické analyzy hraje dilezitou roli.

(iii) Pozadavek, aby funkce g neménila znaménko, se nedd vynechat, jak ukazuje
volba f(z) = g(x) = x, kterd dava

(R)/llfgdo:(R)/llx2dx§ a (R)/llgd:c(R)/llscde.

Prvni véta o stiedni hodnoté integralniho poctu (Véta 7.7.2) sama o sobé zadné
zajimavé odhady nenabizi (odhady mfjgdx < ff fgdx < Mffgdx pro g ne-
zépornou jsme jiz ddvno méli k dispozici diky monotonii integralu). Piekvapivé
zajimavé vysledky se vSak ziskaji, kdyz se tato véta zkombinuje s integraci per
partes.
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Véta 7.7.4 (Druhd véta o stfedni hodnoté integralniho poctu (slabsi verze)).
Necht f,9,: R = R, f,g,9 € C([a,b]) a g’ neméni znaménko. Pak existuje £ €
(a,b) takové, Ze

/fgd:c—g (R )/ fdx—l—g(b)(R)/:fdx.

Diikaz. Predpoklady zarucuji, ze f mé na [a,b] primitivni funkci. Ozna¢me ji F.
Pak podle Véty o integraci per partes pro Riemanntv integral (Véta 7.5.17) a
Prvni véty o stfedni hodnoté integralniho poétu (Véta 7.7.2) mame

b b b
R) / fgdz = [Fgl’, - (R) / Fy dz = [Fgl!, — F(€)(R) / g do
— F(b)g(b) — Fla)g(a) — F(©)g(b) + F(€)g(a)

/ fdx+ g( )(R)/;fdx.
O

Priklad 7.7.5. Odhadnéme | f 100 €2 dz|. Pokud bychom k problému piistupo-
vali pfes monotonii integralu (Véta 7.5.3) nebo Prvni vétu o stfedni hodnoté (Véta
7.7.2), dostali bychom odhad typu

100 100
‘(R)/ cos T dx’ <(R) / [max ‘ COSI‘ dx
1 1

T 1,100]| x

100 100
S(R)/ Wdaﬂ:(ﬂ)/ dz = 99.
1 ming 100 1

Hledané ¢islo tedy lezi nékde v intervalu [—99, 99).

Aplikace Druhé véty o stiedni hodnoté (Véta 7.7.4) dava (f(x) = cosz, g(z) =
)
T

100 ¢ 100
(R)/ T 4z = 1(7?,)/ coszdz + i(72) / coszdz
1 T 1 100 13

sin 100 — sin &
100 '
Cislo ¢ € (1,100) sice nedokdZeme urcit, ale vzhledem k tomu, ze —1 < sin < 1,

=siné —sinl +

snadno nahlédneme, ze plati flOO L dx € (-2, %) To je podstatné presnéjsi
informace, nez jakou jsme dostali vyse

PohodInéjsi uziti poskytuje standardni verze Druhé véty o stfedni hodnoté
(formulované nize), kterd mé vSak podstatné pracnéjsi dukaz.

Véta 7.7.6 (Druha véta o stfedni hodnoté integrélniho poctu). Necht f, g: R —
R, kde f je riemannovsky integrovatelnd na [a,b] a g je monotonni na |a,b]. Pak
existuje & € [a, b] takové, Ze

/fgdx—g /fdx+g )(R)/:fdx.



7.7. VETY O STREDNI HODNOTE PRO RIEMANNUV INTEGRAL 249

Dikaz. Krok 1 (prechod ke specidlnimu ptipadu):

Predné si pfipomerime, Ze monotonni funkce je riemannovsky integrovatelna. Diky
tomu je integrovatelny soucin fg (Tvrzeni 7.7.1) a vSechny integréaly ve znéni véty
maji dobry smysl. Dale si uvédomme, ze pro konstantni g je dokazovana rovnost
ziejmé splnéna a navic integral je linearni. Bez jmy na obecnosti mizeme tedy
predpokladat, ze

g je nerostouci na [a, b] a g(a)>gb)=0

(pokud je g neklesajici, pracujeme s —g, pokud g(b) # 0, pracujeme s g = g — g(b),
pokud je g(a) = g(b), je g konstantni a rovnost zfejmé plati).

ProtoZe f je riemannovsky integrovatelnd na [a,b], je F(z) := (R) f; fdy
spojité na [a, b] (podle Takzvané hlavni véty diferencidlniho a integralniho poétu,
tedy Véty 7.5.12) a proto na [a, b] nabyva svého maxima a minima. Ozna¢me je

« :=min F' a B := max F.
[a,b] [a,b]

Krok 2 (kli¢ova nerovnost):
Nasim cilem je nyni dokézat klicovou nerovnost

1 b
a< g(a)(R)/a fgdz < B. (7.7.1)

Na chvili zafixujme déleni D = {z;}7_, a definujme ¢islo

L:: g(xj_1) / fdzx.

J
Nejprve si povS§imnéme, ze
L= gle; 1) / fdx<Zg ®) [ fdo=ga)F®) < g(ap.
j Ti—1

Déle s vyuzitim monotonie funkce g a F(a) =0

L:Z Tj_1) / fdx—Zg zj_1)(F(zj) — F(zj-1))
= g(wo) F (1) + g(21)(F(22) — F(fvl)) +otg(@na)(Flan) — Fzn-1))
= F(21)(9(x0) — g(21)) + F(x2)(g(1) — g(x2)) + - + F(xn)g(wn-1)
>

I
QQ

(9(z0) — g(x1)) + alg(er) — g(x2)) + - + ag(zn-1)
9(zo) = ag(a).

Celkové dostavame I
g(a)

a< < B. (7.7.2)
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Navic mame
- [ gge] <[> [ st ot e

<SR [ fllgte-) - 9@l as

< sup|fI(S(g: D) = (R) / oo o).

Protoze g je riemannovsky integrovatelna, muzeme volit déleni D tak, ze L je
libovolné blizko f; fgdz. Proto nerovnost (7.7.2) implikuje (7.7.1).

Krok 3 (dokonéeni dikazu):
Protoze F je spojita na [a, b], nabyva zde hodnot «, 3, a proto podle Darbouxovy
véty (Véta 6.2.1) a kliGové nerovnosti (7.7.1) musi existovat £ € [a, b] tak, ze

13 1 b
R / dr=F()=——(R / dz,
®) | far=F&) = 5R) [ fo
coz jsme chtéli ukazat. O

Poznamka 7.7.7. MozZnost pracovat s obecnéjsimi funkcemi neni jedinou vyho-
dou obecné verze druhé véty o stfedni hodnoté. Kombinujeme-li tuto vétu s tim,
ze zména funkéni hodnoty v jediném bodé nezméni Riemantv integral, pfipad-
nym predefinovanim funkce g v jednom bodé miizeme vyslednou identitu ve vété
prepsat do tvaru

(R) /abfgdxgw)(vz) /jfda:

pro g nerostouci nezapornou ¢i neklesajici nekladnou a

b b
(R) / fgdz = g(B)(R) /5 fde

pro g nerostouci nekladnou ¢i neklesajici nezapornou.

Priklad 7.7.8. Pokud bychom pfi feSeni Pfikladu 7.7.5 pouzivali nase nejnovéjsi
poznatky, mohli jsme postupovat rychleji s vyuzitim identity

(R)/1 Coiwd:(;:(7€)/1 cosxdr =sin€ —sinl € (—1—0,5>
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7.8 Dodatek: dukaz Abel-Dirichletova kritéria

Véta 7.8.1 (Kritérium Abel-Dirichletovo). Necht F, f,g € C([a,b)), F' = f na
(a,b) a g je monotonni na [a,b).

(Dirichlet) je-li ' omezend na (a,b) alim,_,_g(z) = 0, pak fg je newtonovsky
integrovatelnd na (a,b)

(Abel) je-li f newtonovsky integrovatelnd na (a,b) a g omezend na [a,b), pak fg
je newtonovsky integrovatelnd na (a,b).

Diikaz. Nejprve predpoklddejme Dirichletovy podminky. Zvolme € > 0. Podle
predpokladt existuje 7 € (a,b) takové, Ze |g| < e na (7,b). Na chvili zafixujme
x1,29 € (7,b), 1 < x2. Na intervalu [z1, 23] je fg spojitd omezend funkce, ma
zde tedy jak Newtoniiv tak Riemanntiv integrél (se shodnou hodnotou) a na tento
integral 1ze pouzit Druhou vétu o stfedni hodnoté integralniho poétu (Véta 7.7.6).
Dostavame

‘(/\/)/‘/];E2 fgdx‘ = ‘(R) /:2 fgdx’

¢ T2
=[oten®) [ sars o) [ ra

= |g(z1)(F(§) — F(x1)) + g(w2)(F(z2) — F(&))] < 4e (sug |F].

Protoze F je omezend na (a,b), ovéfili jsme B-C podminku pro limitu funkce
t— (V) fat fgdxz v bodé b zleva a jsme v prvnim piipadé hotovi.

Nyni pfedpoklddejme Abelovy podminky. Zvolme € > 0. ProtoZe f je newto-
novsky integrovatelna na (a, b), funkce F' spliiuje B-C podminku pro konvergenci
v bodé b zleva. Existuje tedy 7 € (a,b) takové, ze

1,92 € (7,0) = [F(y1) — Fy2)| <e.
Pridame-li navic omezenost funkce g a Druhou vétu o stfedni hodnoté integralniho

poétu (Vétu 7.7.6) (opravnénost aplikace plyne ze spojitosti jako vyse), dostavame
pro a1,z € (7,b)

‘(./\/') /:2 fgdx’ = ‘(R)/:2 fgdx‘

3 T2
=Joten®) [ rarsgm®) [ sas

= lg(z)[|[F (&) = F(x1)| + |g(z2)|| F(x2) — F(§))] < 2 sup lgl-

Opét jsme ovéfili B-C podminku pro limitu funkce ¢ — (N) f; fgdxz v bodé b
zleva a jsme hotovi. O
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%z > ~ +o0 inx . . o “ =
Priklad 7.8.2. Ukazme, ze (N) [ 2L dg neexistuje. Piedné si povsim-
T Vz+sinzx

néme, ze
sinz sinz sin?

Vr+sing  x  Jo(yr+sinz)
Z Dirichletova kritéria plyne, Ze prvni funkce napravo méa Newtoniv integral pres
(m, +00). Pokud by jej méla i funkce nalevo, podle linearity integralu by jej musela
mit i funkce uplné napravo. My vSak mame pro kazdé n € N

(n+1)m sin? (nt1)m sin? x n——+o0
R = L) B vers L

(limitni pfechod uplné napravo je analogicky situaci za Vétou 7.6.11).

7.9 Dodatek o zobecnéné primitivni funkci k f a
/]

V Poznédmce 7.1.9 jsme se zabyvali nerovnostmi mezi (N') f; fdz a (N) f: |f| da.
Je pfirozenou otazkou, zda newtonovska integrovatelnost f implikuje newtonov-
skou integrovatelnost |f| (takovy jev jsme vidéli u Riemannova integralu). V pfi-
padé Newtonova integralu ale takovy vztah neplati. Uz na tirovni existence zobec-
nénych primitivnich funkci kladny vysledek pro f neimplikuje kladny vysledek pro
|f| a obraceng, coz si nyni ukdzeme.
Piedné polozime-li f(x) = 2D(x) — 1 (D je Dirichletova funkce), vidime, ze
f nemé na zadném intervalu Darbouxovu vlastnost, nemiize tedy mit primitivni
funkci a ani zobecnénou primitivni funkci (ta by na omezeném intervalu vznikla
poslepovanim kone¢né mnoha diléich primitivnich funkei). Na druhou stranu | f| =
1 primitivni funkci ma.
Nyni si zkonstruujeme funkei f, kterd primitivni funkci mé, zatimco |f| nemé
ani zobecnénou primitivni funkci. Definujme
Fla) = {x2 sin(Z) proaz #0
0 pro z = 0.
Odtud
2z sin(Z) — 2 cos(%) proz #0

f(@) = F'(x) = {

Funkce f méa primitivni funkci F na R. Pokud by G byla zobecnéna primitivni
funkce k | f| na R, byla by spojita, neklesajici a platilo by

400> G(1) = G(0) = (/\/)/01 1] da = (/\/')/01‘2355111(;3) - %cos(%)‘dx
1
0 (o) - rin ()0
2(./\/)/0 (‘%cos(%)’—2x)dx=(/\/)/o ‘%cos(%)’dx—l.

0 pro x = 0.
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Pro kazdé m € N, m > 3, ale plati

(N)/Ol‘;cos(;ﬂdxz (N)

1
dx

= eos(3)
— COS| —
((m+1)7r)7% z? 3

m (r_x)-}
=(R) ! ) %COS(;;;)‘(UZZ(R)/J )3 %cos(%)’dx

((m+1)m) 3 = Jumtn)E

m

(Gn=3)73 ,
>3 (R) /( (=) s ar

j=2 sy 8
1 n 2 1 1
= — 1)) ((jm—Z)75 — (jr+ %)73
ﬂ;(@ )m)E ((Gm — %) (Gm+%5)7%)
1 « 2 z 5 = (- 1)3
>3 (G-ymi—2 >
ﬂ; 3(( + D)m)s 6\/5]2(]'“%
- T3 i(mfl)% s (m—1)3
T 6vV2 (m+1)5  6vV2(m+1)3
a odtud snadno dostaneme spor. V prubéhu vypoctu jsme pouzili odhad
1 1 b% — a% b—a b—a
3 _p 3 = = > latny 0<a<h.
‘ a¥b3  a3bd tadbE tadbd - apE LoV PRTSOS

7.10 Dodatek o aplikacich urcitého integralu

V nasledujicim textu si predstavime plosny obsah a délku kiivky.

Zacneme plosnym obsahem. V dalsim predpoklddejme, ze mame dan interval
[a,b] C R a f: R — R spojitou a nezdpornou na [a,b]. Budeme zkoumat obsah
mnoziny

M((I,b;f) = {(1’,y) eR*:ze€ [aﬂb} Ny € [O>f(x)]}

Plo$ny obsah budeme znacit P(a,b; f). Po této veli¢ingé je pfirozené pozadovat

(i)P(a,b; f) > 0 kdykoliv a, b, f jsou jako vyse

(ii)P(a,b; f) = P(a,c; f) + P(c, b; f) kdykoliv ¢ € (a,b)
(i) P(a, b; f) > P, B, g) kdykoliv M(a,b; f) > M(a, :g)
(iv)P(a,b; f) = c¢(b—a) pro f =¢c > 0.

Poznamka 7.10.1. (i) MnoZinova inkluze M (a,b; f) D M(«, 8;g) znamend, Ze
[, 8] C [a,b] a0 < g < [ na[a,f].
(ii) V bodu (iv) vySe se nemusime zabyvat pfipadem ¢ = 0, nebot podle (i), (ii) a
(iii) mame

0 < P(a,b;0) < P(a,b;e) =e(b—a) Ve > 0.
(iii) Cést (iv) vlastné definuje plosny obsah obdélniku.
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Praveé vyslovené pozadavky maji velice blizko k Riemannovu integralu.
Véta 7.10.2. Veli¢ina P (pracujici s dvojici redlngch d&isel a funkei jako vyse)
spliiuje vlastnosti (1) aZ (iv) prdavé tehdy, kdyz
P(a,b; f) = / fdx kdykoliv a, b, f jsou jako vyse.

Dikaz. ,<* Riemannuv integrdl mé vlastnosti (i) az (iv) (diky své monotonii a
aditivité viéi intervaltim).

»=“ Pfedné Riemanniv integrél existuje diky spojitosti f na [a,b]. Necht D =
{z;}7_ je déleni. Podle (i) plati

P(a,b; f) = ZP zj_1,%j; f).

Odtud za pomoci (iii) dostavame

s(£.D) < P(a,b, f) < S(f. D).

ProtoZe D bylo libovolné, Darbouxova definice Riemannova integralu (Definice
7.2.6) dava dokazovanou rovnost. O

Priklad 7.10.3. Mame

P(—-1,1;v/1 —2?) / V1—22de = [zv1 —22]t / m

R)[lﬁdx R)[Ide.

Odtud

2P(—1,1;V/1 — 22) ——dz = [arcsinz]! | = 7.

/ V1— :1:2
Cislo 7 se tedy také d& charakterizovat jako obsah jednotkového kruhu.

Nyni se budeme vénovat délce kiivky v RY. P¥ipomeiime, Ze na RV jsme
definovali vzdélenost dvou bodd predpisem

o =yl =V (z1 —51)? + (22 —92) + - + (&n —yn)
Tato vzdalenost spliiuje trojihelnikovou nerovnost, jak snadno vidime z nasleduji-
ctho vypoétu pouzivajiciho Prvni Cauchy-Schwarzovu nerovnost (Tvrzeni 2.2.44)
o = yl* = (21 —y1)* + - + (25 — yn)?
=2y + 9 — 2z + - 2N +yx — 20NYN
= [lz[I* + lyll* = 2(z131 + - - + znyn)
< el + Nyl + 2llz iyl = (]l + ).
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Definice 7.10.4. Necht N € N a 1, ¢2,...,pox: R — R jsou tiidy C! na [a,b].
Pak zobrazeni : z — (¢1(z), 02()),...,¢on(2)) nazveme C-kfivkou. Geomet-
rickym obrazem kfivky ¢ rozumime mnozinu ¢([a,b]) C RY. Déle znacime

G(x) = (£1(2), ph(z), ..., o ().

Priklad 7.10.5. (i) Jednotkovou kruznici v roviné lze popsat kiivkou ¢(t) =
(cost,sint), kde ¢ € [0, 27]. Plati ¢(t) = (—sint, cost).
(ii) Graf funkce f € C*([a,b]) 1ze popsat kiivkou ¢(t) = (¢, f(t)), kde t € [a, b].

Definice 7.10.6. Necht ¢ je C'-kfivka na [a,b] a D = {x;}}_, je déleni inter-
valu [a, b]. PoloZme

L(; D) =Y lle(ay) = olaj—1)l-
§=0
Veli¢inu
L(y) := sup{L(p, D): D je déleni intervalu [a, b]}
nazyvame délkou krivky .

Poznamka 7.10.7. Veli¢ina L(p; D) je délka lomené ¢ary, kterd se s nasi kiivkou
shoduje v bodech ¢(z;) a pravé v téchto bodech ma zlomy.

Nasim dalsim cilem bude spocitat délku kfivky pomoci Riemannova integralu.
Zacneme jednim pomocnym vysledkem.

Lemma 7.10.8. Necht [a,b] C R a f = (f1, f2,.-.,fn): R = RY md spojité
slozky na [a,b]. Pak

H<(R)/abf1d$7(R)/abfgdx,...,(R)/abedz>

Dikaz. Spojitost jednotlivych sloZek zarucuje, Ze je spojitd i funkce || f|| a vSechny
integraly ve znéni véty tedy existuji. Dokazme pozadovanou nerovnost. Polozme

Y= ((R)/abfldx,(R)/abfgdx,...,(R)/abedac)

Pak podle Prvni Cauchy-Schwarzovy nerovnosti (Tvrzeni 2.2.44) mame

N N b b N
||yu2=2y§:2yjm>/ fjdx:(R)/ S yif; de
j=1 j=1 a @ j=1

b b
< (®R) / Il dz = 9ll(R) / £ de.

b
< (R) / 1] de.

Tento vypocet ndm dava pozadovany odhad v pfipadé, ze ||y|| > 0. Je-li naopak
llyll = 0, odhad plati trividlné. 0
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Véta 7.10.9 (Vypocet délky kiivky). Necht ¢ je C'-k¥ivka na [a,b]. Pak

b b
L(sD)=(R)/ ||¢||dx=<7z>/ Oz e+ 4o da

Dikaz. Druhé rovnost je jen prepis definice ||¢||, vénujme se té prvni.
»<* Necht D = {z;}]_, je déleni. Pak diky Lemmatu 7.10.8 mdme

L(p; D) = Z le(z;) — ezl

é ((R)/g:jlwgdx, (R) / o dz, ... (R) / ¢;de>
< i(n) /

]l dz = (R) / Il da.

Protoze D bylo libovolné, posledni odhad implikuje dokazovanou nerovnost.

»,=>“ Zvolme £ > 0. Protoze spojitd funkce na omezeném uzavieném intervalu je
podle Cantorovy véty (Véta 6.2.15) automaticky stejnomérné spojitd, umime najit
§ > 0 takové, ze

|§0;(y1) - @;(y2)| <e kdkahV Y1,Y2 € [avb]a |y1 - y2| <daig€ {17 <. 7N}

Zvolime-li nyni déleni D = {z;}7_, tak, aby mélo normu mensi nez §. Pro kazdé
j€{1,...,n} dostavame

Z,

® [ Ie@lde=®) [ o) +(2l2) - $la)lds

J— J—

<(R) /Ij (Il + llo(x) — ()] da

ji—1

®) [ (el + VET ) da

J—

~|m [ o) da

i—

IN

+ \/Nz—:(xj — CEj,l)

~|® | 7 (6le) - (B(ay) — pl@))) da|| +VNe(z; — i)

i—

IN

®) [ o) da

i—

—i—(R)/ Ve2+...e2de+ VNe(xj —x;_1)

lo(e;) = e(xj-0)ll + 2V Ne(aj — zj-1).
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Celkové
/ 1]l de = Z( ) / 1] d
<" (llplay) = elaz—) | +2VNe(w; —;-1))
j=1
= L(p; D) + 2V N (b — a)e < L(p) + 2V N (b — a)e.
Protoze € > 0 bylo libovolné, jsme hotovi. O

Priklad 7.10.10. Spocditejme obvod kruZnice. Uvazujeme-li ¢(t) = (cost,sint),
kde ¢ bereme z intervalu [0, 27], mame

2m 2 2
L(@:(R)/O Il de = (R) | \/(—sint)2+(cost)2dt:(72)/o dt = 2r.

Mizeme také popsat horni ptiloblouk jako graf funkce f:  — +/1 — 22 na [—1,1].
Pracujeme tedy s kiivkou ¢(t) = (¢t,v/1 — t2) a dostavame

12 + _ / \——dt = arcsmt
1-— t2

Podobné bychom spocitali obvod dolniho piiloblouku.
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