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Kapitola 8
Ciselné rady

V dalsim se budeme zabyvat otadzkou konvergence c¢iselnych fad. Podobné jako u
konvergence Newtonova integralu je konvergence rad jen mezivysledek, ktery nam
pozdéji umozni urcovat soucty fad za pomoci metod, které konvergenci vyzaduji.
Na druhou stranu, nékdy nam vysledek, zda fada konverguje ¢i ne, dava pfesné tu
informaci, kterou potfebujeme, a pfesnd hodnota sou¢tu fady neni az tak dulezita.
Neékdy vystacime s vice ¢i méné presnym odhadem souctu rady.

Od této kapitoly vyklad teorie ponékud zrychlime. Pfi citovani pouzitych vét
jiz nebudeme uvadét podrobné ovéreni jejich predpokladi mimo situace, kdy je
ovéfeni obtizné, jinak prici pfenechdme (¢asto bez varovani) ¢tenaii. Dale bu-
deme v odhadech pouzivat C jako (nej¢astéji multiplikativni) neskodnou kon-
stantu, kterd mize z fadku na faddek ménit svoji hodnotu (vzpomeiite si na dikaz
aritmetiky limit, kde jsme chtéli vzdy zkoumanou veli¢inu odhadnout nasobkem
€ a na velikosti multiplikativni konstanty nezalezelo). Déle symbol 400 budeme
zkracovat na oo, kdykoliv bude jasné, ze pracujeme na R*.

8.1 Zakladni pojmy

Definice 8.1.1 (Rada). Nechf {ax} C R je posloupnost. Symbol Y - ; a; budeme
nazévat fadou. Pro k € N se ¢islo aj, nazyva k-ty clen, ¢islo s, == Y ;_, ai se
nazyva n-ty édstecny soucet a {s,} nazveme posloupnosti ¢asteénych soucti fady
D et k-

Existuje-li vlastni s := lim,_ .o sn, Iikdme, ze fada konverguje. Pokud je uve-
dené limita nevlastni, fada diverguje a pokud limita ¢aste¢nych souctti neexistuje,
fada osciluje.

V prvnich dvou pripadech ¢islo s nazyvame souctem rady a piSeme Zkoil ar =
s.

Poznamka 8.1.2. V piipadé, kdy s existuje, ma symbol ZEOZI ap vlastné dva
vyznamy. Jednak zastupuje posloupnost, kterou se snazime secist, jednak jeji sou-
et (tedy ¢islo). Byvé zvykem v takovéto situaci prednostné chépat Y - | ai jako
¢islo s.
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Poznamka 8.1.3. V nékterych situacich bude pfirozené pracovat s Z;OZO ag.
Nazyvejme posloupnosti rovnéz zobrazeni z Ny do R (opét budeme psat {a}72,
¢ijen {ax}).

Poznamka 8.1.4. Rady komplexnich ¢sel se definuji analogicky. Nebude-li fece-
no jinak, v dalsim se budeme zabyvat fadami realnych ¢isel. Odvozeni podobnych
vysledk pro komplexni fady prenechidvame ¢tenafi jako cviceni, popfipadé budou
okomentovany zv1ast.

Priklad 8.1.5. (i) Necht ¢ € C a ap € C\ {0}. Pro kazdé k € Ny definujme
_ k 114w ;o2 A . . six
ar = apq”. Vznikla fada se nazyva geometrickd rada a diky identité

(1+qg+ - +¢)V1—-q) =1-¢"" platné pro kazdé n € N

jeji ¢astecéné soucty spliiuji pro ¢ # 1

1— n+1
R
l—¢q
Plati-li |¢| < 1, fada konverguje a dostavame > -, aog® = 1‘1"(1. Pokud ¢ = 1,
pracujeme s fadou Y .-, ap a dostdvame Y p- jap = oo € C*. Pokud |¢| = 1 a

q # 1, fada osciluje. Kone¢né, pro |g| > 1 dostavame > .-, aoq® = 0o € C (redlny
piipad vyzaduje ohlidani jak sign aq tak sign g, pro ¢ < —1 fada osciluje).

(ii) Uvazme harmonickou vadu > -, 7. Jeji ¢astecné soucty tvoii monotonni po-
sloupnost, maji tedy limitu v R*. Plati pro né

-1 i3 L U N S ISR .
1= 2TATH T, T ATy Ty 2747417 2
ypiptyrr oyt s
S = —_ - —_ — — — — — — — — o - —_—= -
8 2 ' 34756 " 7"38 2 474"8"8"°8"8 2

a indukei lze ziskat syn > 2. Odtud Y57, + = oco. Pripomeiime je§té, Ze v ka-
pitole o urcitém integralu jsme diverenci této fady uz ukazali takto

n 1 n+l1 1 n—oo
sn=§:f>U@/‘ *dWZMU/ —de = [log]t™" = log(n + 1) "= co.
k:lk 1 ! *

(iii) Dalsim typem Fad, které umime seéist, jsou teleskopické tady. Napiiklad fada
Sy m, pro kterou mame

n n
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Sn—;k(ml)—,;(k—/m)—1‘2*2‘3*"'+n‘n+1
]- n—oo
=1,

n+1

Obecné pro teleskopickou fadu typu

ar = b — bitm kdemeNakIer;obk:O
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mame
n

Sn = Z ag = Z(bk_bk+m) =by+-- '+bn_(bm+1+' ' '+bm+n) n—_})oo by+- - +bn,.
k=1 k=1

(iv) Uvazme fadu Y, ; 7=. Opét se jedna o fadu s nezdpornymi ¢leny, proto jsou
¢astecné soucty monotonni a existuje jejich limita. Navic mame

1 "1 - 1 - 1 1 1
e E s e et o) e
k=1 k=2 k=2 k=2

odkud dostavdme konvergenci. Dalo by se také postupovat pres (N) floc % dx.

— k ’ v z v . ~ v
(v) Uvazme fadu ) -, ( ;) . Céste¢né soudty si prepisme do tvaru

s 7(71+1>+(—1+1)+ (— 1 +i)
n = 2 374) " Uoan_1"2n

SIS S SAE TN W I
S2nt1 = 273 1 5) ey a1/

Odtud vidime, ze {s2,} a {s2n+1} jsou monotonni posloupnosti s ¢leny v intervalu
[-1,0] (nebot vidy —1 < Sapt1 < S2n, < 0). Obé tedy musi byt konvergentni.
Navic

2n+1
a proto maji obé limity stejnou hodnotu. Zkoumana fada tedy konverguje. Roz-
myslete si, ze v této situaci neni mozné pouzit pristup pres urcity integral.

Soan+1 — S2n = 5

Poznamka 8.1.6. Konvergence fady byla definovana jako konvergence jejich ¢as-
tecnych souctti. Nabizi se tedy myslenka, ze budeme-li studovat limitni chovani
posloupnosti s, ziskdme tim nejen informaci o konvergenci studované rady, ale
i jeji soudet. Zadnou teorii pro fady by pak nebylo nutné budovat, nebot vysta-
¢ime s teorii pro limity posloupnosti. Velice ¢asto vSak byva obtizné ¢i nemozné
z pfedpisu pro k-ty ¢len ay ziskat vzorec pro si (ve vzacnych piipadech se podle
chovani prvnich nékolika ¢lentt posloupnosti {s;} d&4 odhadnout spravny vzorec,
ten se pak dokaze indukci). V dalsim se nebudeme snazit vzorce pro sj hledat a
budeme budovat teorii pracujici jen s predpisem pro ¢len ay.

Poznamka 8.1.7. PovSimnéte si, Ze na konvergenci fady nema vliv pfidani, vy-
nechéni ¢i zména hodnoty u koneéného poctu clenti.

Nejprve si uvedeme kritérium, pomoci néhoz konvergenci vyluc¢ujeme.

Véta 8.1.8 (Nutna podminka konvergence fady). Necht fada Y - ; a) konvergu-
je. Pak limy_, ar = 0.

Dikaz. Oznaéme L := 220:1 ak. Pro ¢asteéné soucty pak plati limy ..o s = L, a
proto

lim ap = lim (s — sg—1) = lim sp — lim sy =L — L =0.
k—o0 k—o0 k—o0 k—o0
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Silnéjsim nastrojem je B-C podminka (jedn4 se jen o pfepis B-C podminky pro
posloupnosti), kterd déva ekvivalentni charakterizaci konvergence ¢iselnych rad.

Véta 8.1.9 (B-C podminka pro fady). Ciselnd vada > -, ai konverguje prdvé
tehdy, kdyz splriuje B-C podminku

n+p
Ve > 03ng € NVn € NN [ng,00)Vp € N Z a < €.
k=n-+1

Cviceni 8.1.10. Dokazte tuto vétu pfepisem na standardni Bolzano—Cauchyovu
podminku pro konvergenci ¢iselnych posloupnosti.

Priklad 8.1.11. (i) Necht a;,d € R. Definujme aritmetickou posloupnost predpi-
sem ar = a1 + (n— 1)d. S vyjimkou piipadu a; = d = 0 odpovidajici fada nemtze
konvergovat podle nutné podminky.
(ii) Harmonicka fada >, % nespliiuje B-C podminku diky vlastnosti

1 1 1 1

S T S A T T

Poznamka 8.1.12. (i) Pozdéji si predstavime jesté nékolik dalsich kritérii pro
vylouceni konvergence fady. Tato kritéria budou vSak pracovat jen s fadami, jejichz
¢leny neméni znaménko (myslime nekoneénékrat, nezapominejme na poznamku o
kone¢ném poctu zmén).

(ii) Nutnd podminka je jen specidlnim pfipadem B-C podminky, v némz vlastné
uvazujeme p = 1, tedy zkoumame EZI}HI af = Gp41-

(iii) Ve svétle pfedchozich dvou ¢asti této pozndmky bude B-C podminka jedinym
nasim kritériem pro vylouceni konvergence rfady u fad s takzvanymi obecnymi
¢leny (kde nekontrolujeme znaménkové zmény).

Z aritmetiky (nevlastnich) limit aplikované na ¢asteéné soucty dostavame oka-
mzité nasledujici vysledek.
Véta 8.1.13 (Aritmetika fad). Necht Y pojap, = A € R*, 302 by = B € R,
a, 8 € R. Pak

oo

> (aay + Bby) = aA+ BB,

k=1
kdykoliv md pravd strana smysl.
Piiklad 8.1.14. (i) Rada > -, (% + k%) diverguje, nebot jeji ¢leny jsou soucty
¢lenti divergentni a konvergentni rady.
(ii) Rada 37, ((=1)¥ + ) osciluje. Skute¢ns, pokud by konvergovala, musela
by konvergovat i

k=1 k=1 k=1 k=1

Divergenci vyvratime podobné.
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Pti nasem budoucim studiu nas bude jen zfidka zajimat konvergence trady

> e ai. Podstatné dilezitéjsi pro nas bude konvergence Y ;- ; |ag|. Proto zava-
dime nasledujici pojmy.

Definice 8.1.15 (Absolutni a neabsolutni konvergence). Rikdme, Ze ¢iselna fada
> ax konverguje absolutné, jestlize konverguje > - | |aj|. Rikédme, ze fada
z,?;l ay konverguje meabsolutné, jestlize konverguje 220:1 ay, ale nekonverguje

Zkoil |-

Poznamka 8.1.16. Rada ) -, |ax| m& monotonni ¢asteéné soucty. Mize tedy
jen konvergovat a divergovat, nikoliv oscilovat.

Piiklad 8.1.17. Jiz jsme si ukdzali, ze > o, ) konverguje a Y ;o k diver-
guje. Proto Zk:l k)

konverguje neabsolutné.

Vé&ta 8.1.18 (Absolutni konvergence implikuje konvergenci). JestliZe ¢iselnd rada
Z;ozl ax konverguje absolutné, pak konverguje klasicky.

Diikaz. Splnéni B-C podminky pro Y -, |ax| implikuje splnéni B-C podminky pro
> ey ak, nebot pro vsechna n,p € N mame

n-+p n—+p

’Z ak‘< 3 Jal:

k=n-+1 k=n-+1

Stejnd myslenka dikazu nam dava nasledujici kritérium.
Véta 8.1.19 (Srovnéavaci kritérium I). Necht pro viechna k € N plati aj, € R,
b > 0 alag| < by. Jestlize y - | by konverguje, pak Y oo | aj, konverguje (dokonce
absolutné).

Diikaz. Splnéni B-C podminky pro Y-, by implikuje splnéni B-C podminky pro
> ey |ak|, nebot pro vsechna n,p € N méme

n+p n+p

Yool < D Il

k=n-+1 k=n-+1
Podle predchozi véty proto také Y - | aj konverguje. O

Priklad 8.1.20. (i) Rada > "p2, 1%3 konverguje, nebot % < % pro v8echna k € N
a Zzo | = konverguje

(ii) Rada Y -, ﬁ konverguje, nebot |ﬁ| < & pro viechna k €
NN[4,00), Yrey kQ konverguje a konvergence fady nezavisi na chovani kone¢ného
poctu ¢lend (miZeme kupfikladu prvni t¥i ¢leny studované fady nahradit nulou).
(iii) Rada Y"p2, ﬁ diverguje, nebot diky nezapornym ¢lentim nemize oscilovat a
kdyby konvergovala, konvergovala by i Y -, % (pouZivame ﬁ > %Vk € N), coz
neni pravda.
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Dalsi kritérium je zalozené na naSich myslenkach z dikazu konvergence rady
S0 (=1
k=1 & *

Véta 8.1.21 (Leibnizovo kritérium). Necht {a,} je nezdpornd nerostouct posloup-
nost. Pak > p-,(—1)*ay, konverguje prdvé tehdy, kdy? limg_,oo ay = 0.

Diikaz. ”="Tato implikace plyne z nutné podminky konvergence.
7 <=7 Castecné soucty si prepisme do tvaru

Son = (_al + a2) + (_a?) + (L4> + ... (_a2n71 + a2n>

Sont1 = —a1 + (a2 — a3) + (a4 — as) + ... (a2 — Q2n+41).

Odtud vidime, Ze {s2,} a {s2,+1} jsou monotonni posloupnosti s ¢leny v intervalu
[—a1,0] (nebot vidy —a; < sap41 < S2, < 0). Obé tedy musi byt konvergentni.
Navic
n—oo
Son4+1 — S2n = —A2p4+1 — 0,

a proto maji obé posloupnosti stejnou limitu. Zkoumana rada tedy konverguje. [

Poznamka 8.1.22. Pfedchozi kritérium by se dalo aplikovat také na fadu

pokud bychom pracovali s by, := asp—1 + agi (dostdvame nové ¢leny stiidajici zna-
ménko s nerostoucimi absolutnimi hodnotami). Casem si predstavime Dirichletovo
kritérium, které bude zobectiovat Leibnizovo kritérium timto smérem.

8.2 Rady s nezipornymi ¢leny

Pfipomenme, ze v této situaci ma posloupnost ¢astecnych soucttt vzdy limitu a
proto miize fada jen konvergovat nebo divergovat. Pfedstavime si zde dalsi kritéria
konvergence. Jesté pfipomenme, ze se zabyvame pfipadem, kdy neni zndm obecny
pfedpis pro s, a proto musime pracovat s ptedpisem pro a. V nékterych piipadech

vznikaji jednoduché formule z vyrazi QZZI & {¥/ay. NaSe kritéria budou pfipravena

pracovat i s témito vyrazy. Casto budeme vyuzivat skute¢nost, Ze zména koneéného
poctu ¢lent neovlivni konvergenci fady.

Poznamenejme jesté, ze vSechny nase vysledky v této ¢asti textu lze také chapat
jako vysledky pro absolutni konvergenci fad.

Vé&ta 8.2.1 (Srovnavaci kritérium II). Necht {ap}, {bx} C [0,00), ko € N a je
splnéna alespon jedna z podminek

(1) ax > b Yk > kg

i\ a b

(i) =5 = 55 Vk > ko (tedy {ax}, {bx} C (0,00))

a Y poy ai konverguje. Pak Y po ; by, konverguje.
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Diikaz. U obou podminek mizeme pfedpokladat, ze kg = 1, jinak vhodnym zptiso-
bem zménime prvnich ko —1 ¢lenti zkoumangch fad. Plati-li podminka (i), vysledek
plyne ze Srovnavaciho kritéria I. Necht plati podminka (ii), pak pro v8echna k € N
mame

a ar_Ok—1 02 br br—1 bza ay
k= Lo.—a 2 L..T—a1 = — 0.

ag—1 ag—2 a1 bg—1bg—2 b1 by
Odtud b, < %ak pro vSechna k € N. Napravo mame c¢leny konvergentni rady,
proto lze uzit prvni ¢ast véty a jsme hotovi. O

Poznamka 8.2.2. (i) Prvni podminku ve vété je mozno také nahradit podminkou
Cay, > by (diky aritmetice fad).

(ii) Predchozi véta také fika, ze pokud dvé fady s nezdpornymi €leny spliuji (i)
nebo (ii), a >, by diverguje, pak > - a) diverguje.

. - A . b
(iii) Podminka (ii) se d4 pfepsat do tvaru aZL < 5k

S timto tvarem se pfijemné

pracuje v piipadé fad typu > .-, 7= (velice brzy budeme umét charakterizovat
konvergenci téchto fad v zavislosti na a € R a pak je budeme velice ¢asto pouzivat
1
ve srovndvacich kritériich), nebot s == (14 £)* a prava strana se da
‘ IO
jesté upravovat pomoci Taylorova rozvoje.

Z prvni ¢asti Srovnavaciho kritéria II se snadno ziskad dalsi uziteény nastroj.

Véta 8.2.3 (Limitni srovnavaci kritérium). Necht {ay},{br} C (0,00) a ddle
necht limy_. oo Z—: € (0,00). Pak Y 72 | ai konverguje prdvé tehdy, kdyz > oo by
konverguje.

Jestlize {ay}, {bx} C (0,00) a limj o & € [0,00) a > pey b konverguje, pak
>he ai konverguge.

Diikaz. Nejprve dokazme prvni ¢ast kritéria. Oznac¢me L := limy_, o, ‘;—:. Z definice
limity existuje kg € N takové, ze

L
gbk <ap <2Lb pro k > kg.

Nyni jiz staci pouzit prvni ¢ast Srovnavaciho kritéria II.
Dtikaz druhé ¢éasti je podobny, pouzivime nerovnost ax < (L + 1)by. O

Poznamka 8.2.4. Limitni srovnavaci kritérium je diky pouziti limity v pied-
pokladech pomérné rychly néstroj. Na druhou stranu neni tak silny jako jeho
puvodni nelimitni verze, ktera existenci limity nepozaduje a umoznuje diky tomu

. . .y 14+(=1)F P Y
tfeba ukazat konvergenci fady 220:1 +(k2 ) pomoci konvergence fady 220:1 k%

Nyni si znacné rozsifime mnozstvi znadmych fad, s nimiz budeme vysetfované
fad ivat (zejmé fady typu > e =)
y srovnavat (zejména o fady typu D .~ 5=)-

Véta 8.2.5 (Integralni kritérium). Necht a € N a f: R — R je spojita, kladnd a
nerostouct na [a,00]. Pak

> (k) konverguje = N / h fdz eR.
k=a a
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Diikaz. Diky monotonii funkce f mame

k+1
flk+1) < /k fdz < f(k).

Proto pro libovolné n € N, n > a, plati

n+1 n n+1 n
3 f(k)=Zf(k+1)§/ fdr <3 fh).
k=a+1 k=a a k=a

Pokud Newtontv integral konverguje, je (neklesajici) primitivni funkce omezena
a nutné pak jsou podle levé ¢asti naseho odhadu omezené (neklesajici) ¢dstecné
soucty fady > ,—, f(k). Tato fada proto konverguje. Naopak, omezenost ¢dsted-
nych souctt fady Y -, f(k) implikuje omezenost (neklesajici) primitivni funkce,
ta proto musi mit vlastni limitu v nekonec¢nu. O

a k E+1

Obrazek 8.1: Integralni kritérium: odhady integralu.

Priklad 8.2.6. (i) Funkce z +— x% spliiuje pro o > 0 predpoklady Integralniho

kritéria (Véta 8.2.5), a protoze

[e.¢] 1 l—a
/1 x—adxz [log z]3° = o0 proa=1
[ﬁzka * = % pro o > 1,

dostavame (pro o < 0 je dokonce porusena nutnd podminka konvergence fad)
1
Z T konverguje — a> 1.
k=1

(ii) Uvazme fadu typu Y o, ﬁg‘*k’ kde o, 8 € R (fadu sé¢itdme aZ od druhého

¢lenu, nebot prvni neni definovan). Pokud o > 1 a 8 € R, Limitni srovnavaci krité-
a+1
rium aplikované na nasi fadu a fadu ) -, o (kfloﬁ — 0) spolu s pfedchozi
=123
casti prikladu davaji konvergenci nasi fady.
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Pokud a < 1 a 8 € R, srovnani s > -, —L+ davé divergenci. Pokud o = 1,
k2

Limitni srovndvaci kritérium (Véta 8.2.3) kombinované s prvni éasti piikladu je
nepouzitelné. Na druhou stranu, pro @« = 1 umime funkce tvaru z > s s
snadno integrovat a mame

~ (25 log" P 2]3° = oo pro 3 < 1
/ o dz = < [log(log z)]5° = o0 pro f =1
2 ree [ﬁ log' P 2] = ﬁ10g1_52 pro 8 > 1.

Integralni kritérium aplikujeme na [a, o), kde a > 2 je dost velké, aby zde platilo

1 I _log P —Blog—B1 log—A~1
(flog_ﬁ :1:) = og2 T b og2 T-2% 5 x(—logaz —-B) <0.
x x x x

Celkové dostédvame

— 1
Ziﬁ konverguje = a>1V(a=1A8>1).
i k> log” k

(iii) Mohli bychom na§ postup pouzit i na piipad > -, Wog”(logk)' S vy-
jimkou piipadu @ = 8 = 1 se daji opét kombinovat piedchozi vysledky spolu s
Limitnim srovnavacim kritériem (Véta 8.2.3). Ve vyloufeném piipadé se naopak

dobfe integruje. Celkové se dostane

> 1

Z 3 5 konverguje
iy klog” klog” (log k)

= a>1V(a=1A8>)V(a=1A8=1Ay>1).
Poznamka 8.2.7. (i) PovSimnéme si, ze naptiklad ke zkouméni konvergence fad
typu Y po m pro o # 1 ndm staci znalost chovéani fad >, m7 nebot
pro a1 <1< ag, £1,P2 € R ak € N dostateéné velké méame
1 - 1 < 1
ke2log? k  klog? k  korlog™ k

[eS) 1 . ) 1 . .
O ores TlogZ% konverguje, D heo Flozk diverguje).
(ii) Nejcastéji budeme studované fady srovnavat s fadami

o0

qu’ Z]gia’ Zklogak’ kzklogkloga(logk),

k=1 k=1 k=2 =3

Je vyhodné si pamatovat, ze ve vSech vyse uvedenych typech fad je ¢islo jedna
hrani¢n{ hodnotou parametru (g ¢ «) z hlediska konvergence fady.

Poznamka 8.2.8. Nikdy nebudeme mit natolik univerzalni kritérium, aby nam
o kazdé tadé feklo, zda konverguje ¢i diverguje. Jednak je to tim, Ze se nam ne-
podafrilo najit ,hrani¢ni fadu“ takovou, ze by fady s vétsimi ¢leny divergovaly a
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s mensimi konvergovaly (takova fada ani existovat nemuze, at uz by konvergovala
¢ divergovala, nebot aritmetika fad, konkrétné nasobeni kladnym ¢&islem, by ndm
dala spor). Navic ¢leny fad nemusi mit srovnatelny pokles s néjakou dilezitou
fadou uvedenou vyse. Lze tfeba vymyslet konvergentni i divergentni fady spliujici

pro nekone¢né mnoho k a ap > pro nekone¢né mnoho k.

T =

ak < 2
Nyni si uvedeme dveé kritéria zaloZzena na srovnani s geometrickou fadou.

Véta 8.2.9 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht {ax} C [0,00) a ko € N.
(i) Jestlize existuje q € [0,1) takové, Ze {/ay < q pro vechna k > ko, pak > po, ak
konvergugje. Specidlné, pokud limy_, ¥/ar < 1, Tada konverguje.

(ii) Jestlize {/ax > 1 pro viechna k > ko, pak > poy ai diverguje. Specidlné, pokud
limg oo ¥/ar > 1, Tada diverguje.

Diikaz. Dokazme (i). V prvnim piipadé mame a;, < ¢* pro ¢ € [0,1) a k > ko,
piiemz fada > - q" je konvergentni. Vysledek tedy plyne ze Srovnavaciho krité-
ria IT (Véta 8.2.1). Pokud limy_,o {/ar < 1, staci zafixovat ¢ € (limp—oo &ay, 1).
Najdeme ko tak, Ze plati {/ar < ¢ pro vSechna k > kg a jsme v situaci jako vyse.

DokaZme (ii). Zde médme odhad a; > 1 a pro vSechna k > ko mame poruSenu
nutnou podminku konvergence ¢iselnych fad. Predpoklad limy_,o {/ar > 1 vede
na tutéz situaci. O

Pfiklad 8.2.10. Studujme konvergenci fady Zzozl(kiﬁ)’€2 Mame

92 \Fk

lim /ar = lim (1 - 7) =e2<1
k—o00 k k—o0 k42

(Ize vyuzit limy o0 (1 + %)k = e, nebo si pfepsat obecnou mocninu pomoci funkce

exp, coz vede na limitu standardni obtiZznosti).

Poznamka 8.2.11. (i) Cauchyovo odmocninové kritérium (Véta 8.2.9) si nepo-
radi s zaddnou z fad ), k%, a > 0, nebof limy_, o, {/ 1% = 1. Zaroven vidime, ze
pripad limg_, o ar = 1 pfipousti jak konvergentni, tak divergentni fady.

(ii) PrestoZe je odmocninové kritérium pomérné slabé, nachézi uplatnéni v situa-
cich, kdy se zapis ¢lenu a; znac¢né zjednodusi po aplikaci k-té odmocniny. Aplikace
mocného integralniho kritéria na predchozi priklad by jisté prijemné nebyla.

Dalsi kritérium je opét slabé, le¢ leckdy uzivatelsky velice pfijemné.

Véta 8.2.12 (d’Alembertovo podilové kritérium). Necht {ar} C (0,00) a ko € N.
(1) Jestlize existuje g € [0,1) takové, Ze a(/;-:l < q pro vSechna k > ko, pak > -, ax
Ak41
ag
(ii) Jestlize % > 1 pro vSechna k > ko, pak Y ;- ; ai, diverguje. Specidlné, pokud
Ak+1
ag

konverguje. Specidlné, pokud limy_, < 1, Tada konverguje.

limy oo > 1, rada diverguge.
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Dikaz. Dokazme (i). V prvnim pfipadé mame pro libovolné k > kg

Ak Qk—1 Ahy+1 k—k k
ay = ar, < ¢" "ag, =Cq
Ap—1 Qk—2 A

a konvergence studované rady je dusledkem konvergence geometrické fady. V pri-
padé, Ze limy_, o0 “Z;: < 1, pro zafixované ¢ € (limp_s o0 a(’;zl,l) vzdy najdeme

ko € N tak, Ze mame “Zj:l < ¢ pro vsechna k > kg a jsme v situaci jako vysSe.

Dokazme (ii). V tomto pfipadé mame pro libovolné k > kg

ap Ag—1 Ao+1
ap = .. Ay = Ay,

ak—1 Ak—2 kg

je tedy porusena nutné podminka konvergence. Piedpoklad limy oo a(’;zl > 1 vede

na tutéz situaci. O
Priklad 8.2.13. Studujme konvergenci fady > -, % Méme

aer _ (R DDPER) (1P ol

ar  (KD)2(2k+2)!  (2k+2)(2k +1) 4

Nase fada proto konverguje podle d’ Alembertova podilového kritéria (Véta 8.2.12).

Poznamka 8.2.14. (i) Ani toto kritérium nefunguje na fady typu > - 7=, o >
0, ¢i obecné v pripadé limy_, o % = 1. Ocenime jej zejména v situacich, kdy se

ap41
ag

dobie pocita limg_, o a nerovné se jedné.
(ii) Poznamenejme jeste, ze ve vyrazu dochézi ke zna¢nému zjednoduseni

faktorialu, ktery se Casto vyskytuje v Ta,yldrovych tfadach.

Ar41
a

Poznamka 8.2.15. Limitni verze kritéria je opét rychlejsi, ale slabsi neZ nelimitni.
Staci uvazit radu

(stiidd se “5H = 5 a %L = 1),
Poznamka 8.2.16. Piestoze obé vySe dokdzan4 kritéria jsou shodné zaloZena na
vlastnostech geometrické fady, funguji odlisné. Napriklad s fadou

U R
472787416 "8

(sttida se % =1a GZ—ZI = 2), si odmocninové kritérium poradi, podilové nikoliv.

Ag41
ag
ey k% a ziskany vysledek budeme kombinovat s druhou ¢asti Srovnavaciho kri-

téria IT (Véta 8.2.1).

Podilové kritérium se da zobecnit tak, Ze si spocitdme pro fady typu



16 KAPITOLA 8. CISELNE RADY

Vé&ta 8.2.17 (Raabeho kritérium). Necht {ax} C (0,00) a ko € N.
(i) Ezistuje-liq > 1 tak, Ze k(#frl —1) > g pro vsechna k > ko, pak fada > ;- ak
(22
Ak+1

(ii) Jestlize k(#il — 1) < 1 pro vechna k > ko, pak tada Y -, aj diverguge.

konverguje. Specialné, jestlize limy_, oo k( —1) > 1, fada konverguge.

(27
Ak+1

Specidlné, jestlize limyg_, o k( —1) < 1, Tada diverguje.

Diikaz. V prvnim pfipadé provedeme srovnani s konvergentni fadou Zzozl k%, kde
zafixujeme « € (1, q). Polozme tedy by = k% pro k € N a zafixujme jesté 5 € (o, q).
Pro k dostatecné velké dostavame odhad

bk %’ “ 1\« ﬁ
() (1) <142
Drs <1> (1+3) =1+5

k+1

Skute¢né, Taylortiv rozvoj funkce (1 4+ z)® v pocétku a Lagrangeiv tvar zbytku
davaji
1
1+2)*=14azx+ 504(04 -1+ 5)“72x2,

kde ¢ € (0,z). Pro x dostateéné blizko k pocatku proto mizeme posledni ¢len
pravé strany odhadnout libovolné malym nasobkem pfedposledniho.

7 piedchozich odhadi a predpokladu k(a:i - — 1) > ¢ mame
ay q B b
>1l1+->14—->—.
ak+1 k k bk+1

Druhé ¢4st Srovnéavaciho kritéria IT (Véta 8.2.1) ndm dava konvergenci Y po ; ax.

Necht nyni k(ﬁ — 1) <1 pro véechna k > kq. Odtud
1 1
Qg S 14+ = ::4%%7
o1 L 1

a druha ¢ast Srovnavaciho kritéria IT ndm davé divergenci, nebot > .-, % diver-
guje.

Poznamka 8.2.18. (i) Raabeho kritérium se pouzivad v situacich, kdy je zapis
241 jednodussi nez zapis ay, ale podilové kritérium je v dané situaci piilis slabé.

ak
Typicky se k Raabeho kritériu pfechézi po netispésné aplikaci podilového kritéria
(méjte ovSem na paméti, ze jedno z kritérii pracuje s vyrazem a;zl , zatimco druhé
(¢33 )
Qp41
(ii) Raabeho kritérium neni v zaddném piipadé vSsemocné. Ovéite si sami, Ze si

neporadi s fadami typu y -, ﬁg”k’ a>0.

ag
Q41

Dalsi krticek ve zjemnéni prace s vyrazem nam dava nasledujici kritérium.
Véta 8.2.19 (Gaussovo kritérium). Necht {ar} C (0,00). Necht existuji p,q € R
ae,C >0 tak, Ze

ag q

123
=p+ <+ 4 kde |t < C.
" Pt ot e Itk] <
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i) Jestlize p > 1, vada >_,- , ar konverguje. Jestlize p < 1, Yada diverguje.
k=1

(ii) JestliZe p =1 a q > 1, fada konverguje.

(iii) Jestlize p=1 a q¢ < 1, Tada diverguge.

Diikaz. Vsechny pripady, kdy p # 1 nebo ¢ # 1 nam davd Raabeho kritérium.
Uvazme zbyvajici piipad p = ¢ = 1. Definujme by, = ngk, k e N\ {1}. Pak

b (k+Dlog(k+1)  (k+1)(logk +log(1+ 1))

ber1 klogk N klogk
1 log(l++) log(l+ £
14 og(l+ %) og(l+ 1)

k log k klogk

Protoze pro dostatecné velké k mame odhad log(1+ §) > 5= (vyuZivame zndmou

limitu lim,_.q W = 1), dostavéame
by, 1
—>14+ = k dostatecné velké.
brot = + A + 2k log k pro ostatecne velké
Celkové i s predpokladem #ﬁl <1+ % + kl% proto mame pro k dostatecné velké
@k §1+1+1i§1+l+ 1 Sbik
k41 k  klte ko 2klogk — bry1

a Srovnavaci kritérium II (Véta 8.2.1) ndm dava divergenci studované fady, nebot
Yoo ﬁgk diverguje. O

Poznamka 8.2.20. Prestoze jsme v dikazu pouzivali fadu 2212 @, s touto
fadou si Gaussovo kritérium neporadi, nebot pro Zadnou volbu p,g e Rae > 0
zbytkovy Clen % nema omezeny Citatel (podivejte se na ,nejnadéjnéjsi je piipad
p = q =1 v pfedchozim dikazu). Dokonce nepomiize ani zesilend verze Gaussova
kritéria z Cviceni 8.2.21 nize.

Cviceni 8.2.21. Dokazte, ze fada Y .., ai diverguje i za pfredpokladu, Ze pro
a>lak>k
ag 1 tr
= 1 — _—
i1 + k + klog® k’

kde |tx| < C, nezévisle na k.

Piiklad 8.2.22. Nechf a,b € R. Zkoumejme konvergenci » - %

Plati (ovéfte si sami pomoci Taylorova rozvoje, ze ry, sk, ty, jsou v dal$im omezené)

ay k+1 (kE4+1\® a 1\
= =(1—-+—— (1 -
Gt1 k+1+a( k ) ( k+1+a) +k)

SO0

Zkoumana rada tedy konverguje pravé tehdy, kdyz b — a > 1.
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Poznamka 8.2.23. Cela vyse probirand teorie se da aplikovat na fady se zapor-
nymi ¢leny (vytkneme znaménko minus, nebo ve vSech kritériich nahradime ay, za
|ak|). Vzhledem k tomu, Ze zména koneéného poé¢tu ¢lend neovlivni konvergenci
fady, nasSe teorie se da rozsifit i na vSechny fady, které nemaji zaroven nekonecné
mnoho kladnych ¢lenti a nekoneéné mnoho zapornych ¢lent.

8.3 Dodatek k fadam s nezapornymi c¢leny: kon-
denzacéni kritérium

Neékdy se pouziva jesté nasledujici kritérium, zejména v piipadé, kdy se teorie
¢iselnych fad vyklada diive nez teorie integralu.

Véta 8.3.1 (Lobacevského kondenzaéni kritérium). Necht {ax} C [0,00) je ne-
rostouct posloupnost. Pak
oo
Z ar  konverguje == Z a0 konverguge.
k=1 k=1
Dikaz. Implikace ,<* plyne z odhadu (pouZivdme monotonii)
(a2+a3)+(a4—|—a5+a6+a7)—|—--- < 2as + 4ay + 8ag + .. ..
Implikace ,,=¢ plyne z odhadu (opét pouZivame monotonii)
(a2) + (a3 + as) + (as +as + a7 +ag) + ... > az + 2a4 +4ag + . ..
1
= 5(2&2 +4a4+8a8+...).
O

Priklad 8.3.2. (i) Konvergence fady Y ;- 7= je podle Lobacevského kritéria
ekvivalentni konvergenci rady

kz:le (2k)a :Z (2F)a-1 z:: 20-1)

k=1

coz nastava pravé tehdy, kdyz o > 1.

(ii) Konvergence fady > ,—, Wé;“k je podle Lobacevského kritéria ekvivalentni
(pfipomertime, Ze koneény pocet ¢lend neni schopen ovlivnit konvergenci, proto
nam sta¢i monotonie od jistého ko € N) konvergenci fady

o0

Z 2k 10 logia 2 Z ko

k=

a opét dostavame nam jiz znamy vysledek.
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Poznamka 8.3.3. (i) Pokud bychom pfedchozi pfiklad zkoumali z pohledu In-
tegralniho kritéria (Véta 8.2.5), zjistili bychom, ze Lobadevského kritérium (Véta
8.3.1) vlastné jen pod integralem provadi logaritmickou substituci.

(ii) Lobacevského kritérium nédm podobné jako Integralni kritérium umozni urcit
konvergenci nékolika dilezitych (a obtiznych) fad. Na druhou stranu si neporadi
s fadami, kde neni ptfedpis pro aj velice jednoduchy.

(iii) Zhruba se da ¥ici, ze je jedno, které ze dvojice Integralni a Lobacevského
kritérium ovladéme, obé zaberou na dilezité fady typt Y o 7, Dopeo m,
atd. Vysetfenim konvergence téchto fad obé kritéria splnila svou ulohu a uz je s
nejvétsi pravdépodobnosti ¢tenar nikdy nevyuzije.

(iv) Lobacevského kritérium by se dalo pfeformulovat a dokazat rovnéZ pro pomoc-
nou fadu Y -, 3*ax. Nic nového bychom tim ovSem neziskali, stale by se jednalo
o ekvivalent jedné logaritmické substituce pod integralem. Skutecény pfinos prinasi
teprve iterovani Lobacevského kritéria, tedy napriklad

oo oo (oo}

. . k .
E ay, konverguje <= E 2% aor konverguje <= g ok9?2 ayx konverguje.
k=1 k=1 k=1

Zde jsme provedli operaci odpovidajici dvéma logaritmickym substitucim.

8.4 Rady s obecnymi éleny

Nyni se budeme zabyvat fadami, jejichz ¢leny nekonecnékrat zmeéni znaménko,
neboli nekoneéné mnoho ¢lentt ma znaménko kladné a nekone¢né mnoho zaporné.
Tato situace je provazena hned nékolika jevy, které se u fad s kladnym znaménkem
nevyskytovaly. Jednak kromé konvergence a divergence nyni mtize nastat i oscilace.
Dalsim jevem je neabsolutni konvergence. Absolutni konvergence znamenala, Ze je
vhodnym zpusobem kontrolovana velikost ¢lenti studované rfady. V pripadé neab-
solutni konvergence jiz nemusi velikost (absolutni hodnota) ¢lenii fady spliiovat
tak prisné podminky, je-li to kompenzovano dostate¢nym vzajemnym vyrusenim

(=1)*
log k

kladnych a zdporngch ¢lent (uvazte Y o, ). V této situaci uz informace typt

tieba ap < by, |ar| < bkl % < b’l‘;% a limy_o0 3% € (0,00) neimplikuji zadny

vztah mezi konvergenci fad Y ;- ; ar a Yo by (sami si zkonstruujte piiklady jako
feb oo (=1 o (=) 1
tfeba 377 - a 300 (- + ﬁ))'

Véta 8.4.1 (Abelovo a Dirichletovo kritérium). Necht {a,}, {bn} C R a {a,} je
monotonni.
(Dirichlet) Jestlize ar, — 0 a {by} md omezené édstecné soucty, pak Y ;o arby
konverguje.
(Abel) Jestlize {a,} je omezend a'y_ ;- | by, konverguje, pak > ;- arby konverguje.

Dikaz. Nejprve predpokladejme Dirichletovy podminky a ukazme, Ze zkoumané
fada spliiuje B-C podminku. Zvolme € > 0. Bez jmy na obecnosti mizeme pred-
pokladat, ze {a,} je nerostouci. Ve znéni nerovnosti z B-C podminky si ¢leny
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posloupnosti {b;} vyjadiime pomoci éasteénych souét této posloupnosti, které
budeme znacit B,,, a mame

n+p

Z akbk = an—i—lbn-l—l + an+2bn+2 +-+ a71,+p—1bn+p—1 + an+pbn+p
k=n-+1

= an+1(Bn+1 - Bn) + a7l+2(Bn+2 - Bn+1)

+ -+ @ngp-1(Bnip-1 — Bnyp—2) + @nip(Bnip — Bnyp-1)
= —Bpany1 + Bn+1(an+1 - an+2) + Bpy2 (an+2 - an+3)

+eet Bn+p—1(an+p—1 - an+p) + anypBntp-

Odtud s vyuzitim monotonie {ay}, omezenosti {B,,} a vlastnosti a; — 0 dosta-
vame pro n dostatecné velka nésledujici odhad

n+p
| > abe| < 1= Butusa| + [Busil(@nss = nsa) + [Busol(anse = anss)
k=n+1
+ -+ Bnip-1l(@nip-1 = anip) + [anipBnip|
< Ce+ Clant1 — any2) + Clanta — anys)
+ -+ Clantp-1 — antp) + Ce
=Ce+ C(ant1 — antp) + Ce < Ce + Capyq + Ce < 3Ce.

Oveérili jsme B-C podminku pro limitu ¢asteénych soucta rady Ezozl arbg a jsme
v prvnim pripadé hotovi.

Nyni pfedpoklddejme Abelovy podminky. Protoze posloupnost {ax} je mono-
tonni a omezena, ma vlastni limitu. Oznacéme ji A. Pak

Zakbk = ZAbk + Z((Lk — A)bk,
k=1 k=1 k=1

kde prvni fada napravo konverguje diky aritmetice fad a druha spliuje predpo-
klady Dirichletova kritéria. Proto diky aritmetice fad konverguje i fada nalevo. [J

Priklad 8.4.2. (i) Z Dirichletova kritéria plyne Leibnizovo kritérium (tedy Véta
8.1.21), nebot posloupnost {(—1)*} ma omezené ¢astecné soucty (stiidaji se hod-
noty —1 a 0).

(ii) Casto se d4 kombinovat Dirichletovo kritérium s Abelovym, jak nam uka-

k
zuje piiklad > "2, (7\/% arctan k, kde nejprve pouzijeme Dirichletovo kritérium

vy . o (=D . fox .
k ovéfeni konvergence >~ T 2 pak vyuzijeme pravé ziskanou konvergenci

spolu s monotonii a omezenosti posloupnosti {arctan k} pfi aplikaci Abelova kri-
téria.
(ii) Abelovo kritérium se d& pouZit i vicekrat za sebou. Uvazme napiiklad fadu

ooy (_\/%k kiﬂarctan k, kde jedna aplikace Dirichletova kritéria a jedna apli-

k
kace Abelova kritéria dévaji konvergenci Y o, (_\/%) arctan k (bylo vyse) a pak
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diky Abelovu kritériu jesté mizeme do fady pridat omezeny monotonni Cinitel
le =1- k+1
Poznadmka 8.4.3. (i) Dirichletovo kritérium oproti Abelovu mé piisnéjsi pod-
minky na {aj} (konvergence k nule implikuje omezenost) a volnéjsi podminky na
{br.} (konvergence fady implikuje omezenost jejich éastecnych souctt). Neni mozné
vzit jen omezenost {ai} a omezenost ¢astecnych souctt {by}, jak ukazuje volba
A = 1, bk = (71)]6.

(ii) Neni radno zapominat na monotonii posloupnosti {ay}. Jinak Dirichletovo ani

Abelovo kritérium neplati (aj := (\}) — 0, by := (_\/%)k ma konvergentni fadu,

ale celkové Y77 | arbr = Y 4o 3 diverguje).

(iii) Komplexni varianta Abelova a Dirichletova kritéria vypada tak, ze {ax} je
redlnd monotonni posloupnost, {bx} je komplexni posloupnost a zbytek znéni je
stejny jako v redlném piipadé. Diikaz se ziskd rozkladem posloupnosti {b;} na
realnou a imaginarni slozku, pripadné se zopakuje ditkaz Véty 8.4.1 pro komplexni
¢astecné soucty. Nemize platit varianta s {ay }, {bx} € C, nebot pak bychom neméli
pojem monotonie a bez ného Véta 8.4.1 nemize platit, jak bylo ukazano vyse.

Poznamka 8.4.4. PovSimnéte si, Ze v pfipadé fad s nezdpornymi ¢leny ndm ani
Abelovo ani Dirichletovo kritérium nenabizi nic, co by ndm nedalo Srovnavaci
kritérium I (Véta 8.1.19).

Predstavime si jesté dva typy posloupnosti s omezenymi ¢asteCnymi soucty.

Tvrzeni 8.4.5. Necht a € R. Pak posloupnost k — sin(ak) md omezené édstecné
soucty. Posloupnost k — cos(ak) md omezené édstecné soucty prdavé tehdy, kdyz a
nent ndsobkem cisla 2.

Dikaz. Pokud a neni nasobkem 27, mame

n ek _ ,—iak n iak —iak
in(ak) = Z ¢ © = DI DY

[
Dj:

o 2 2
k=1 k=1
1 . 1 — ela(k+1) 1 .1 — e la(k+1)
— —¢l@ _ _ _ele i
2i 1 —e@ 2i 1—e @
Odtud .
o < L D] 1) el
snl < _ _—
\2| 1 — el |2| |1 —eie
1 1+1 1 1+1

<1 — 41—
—2 [1—ele| = 2 |1 —e—ia]
tedy Gastecné soucty posloupnosti k — sin(ak) jsou omezené. Pokud a je ndsobkem
27, s¢itame samé nulové ¢leny a vysledek plati trivialné. P¥i praci s posloupnosti
iak —iak
k — cos(ak) pouzijeme vzorec cos(ak) = <———. Je-li a nasobkem 27, mame
cos(ak) =1 a ¢astefné soucty nejsou omezené. O

Cviceni 8.4.6. Postupern ukézanym vyse ukazte, Ze ¢iselné posloupnosti {sin k},
{cos® k}, {(=1)*sin® k}, {(—1)* cos® k} maji omezené ¢astecné soucty (pii vipoctu
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budete vZdy pracovat se ¢tverici konvergentnich geometrickych fad). Timto postu-
pem se da rovnéz ukazat, ze sin’ k nemé omezené ¢asteéné soucty (postup vyse
vede na soucet dvou konvergentnich geometrickych fad a fady realnych konstant).

Poznamka 8.4.7. Samoziejmé, pokud ¢tendr umi zachézet se souc¢tovymi vzorci
pro goniometrické funkce a vsimne si, Ze (—1)*¥ = cos(kr), lze piedchozi cviceni
vyfesit mnohem snadnéji pouzitim Véty o aritmetice fad (Véta 8.1.13).

Priklad 8.4.8. Rady > ;7 Sk S Sm ay pog (”%k jsou konvergentni
podle Dirichletova kritéria.

Pro dikaz toho, zZe zkoumana fada nekonverguje, mame jedinou pfimou metodu
a sice poruSeni B-C podminky (p¥ipadné poruseni nutné podminky konvergence,
coz je ovSem specidlni pfipad B-C podminky).
Priiklad 8.4.9. Ukazme, Ze nekonverguje fada Zzozl % K poruseni B-C pod-
minky vyuZzijeme toho, zZe pro velkd k jsou fetézce ¢lenti stejného znaménka velmi
dlouhé. Predné si povSimnéme, Ze

1 1
\/k+1—\/E:M+\/E§2\/%.

Pro kazdé m € N zvolme k,,, € N takové, ze \/k,, € [2mnm + %,2mn + 7] (aspon
jedno takové éislo existovat musi, nebot pro m > 1 praqueme napravo od bodu
2, tedy vk > 6, odtud vk + 1 — \/E < ﬁ L a proto neni mozné, aby dvojice

120

Vk a vk + 1 ,preskocila® interval délky 15 > %) Z odhadu vyse také vidime, ze

km+j€[2m7r+%72m7r+%”] proj =0,1,2,...,2[v/ k]
Odtud
ki A-2[vEm s1 \f km+2[VEm] 1

2 —L 1 _1
k;w VE g,; e = T Wkl +1) 2 5o= v = 5.

Neda se proto splnit B-C podminka s volbou & = %

Vypocet spojeny s porusenim B-C podminky byva ¢asto zdlouhavy. Obcas se
proto vyplati jit na ptiklad oklikou.

Priklad 8.4.10. Ukazme, ze fada >, , Sin: k nekonverguje. Mame

isi i( cos( k))

k=1 k=1

c0§(2k)

Protoze fada > ,-; konverguje podle Dirichletova kritéria (Véta 8.4.1),
pokud by konvergovala nase fada, podle aritmetiky fad by konvergovala i fada
> req 5% & tim bychom dostali spor.
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8.5 Prerovnavani rad a soudin rad

V dalsim si ukdzeme, Ze na soucet absolutné konvergentni fady nemé pferovnani
¢lent zadny vliv. Naproti tomu u neabsolutné konvergentnich fad mize mit tato
operace zavazné nasledky.

Definice 8.5.1 (Prerovnani fady). Nechf {ar} C R a ¢: N — N je bijekce. Pak
fadu ) o, a, (k) Nazveme prerovndnim fady > re; a (odpovidajicim bijekei ¢).

Definice 8.5.2 (Kladnéd a zdpornd ¢ast). Necht = € R. Kladnou dédst Eisla z

definujeme jako z1 := max{x,0} a zdpornou ¢dst jako x~ := max{—=z,0}.
Piiklad 8.5.3. Prox > O méme z* =z a2z~ =0, pro z < 0 mdme 27 = 0 a
- =—x=|z|. Vidy plati x = 2" — 2~ a |z| = 2T + 2.

Véta 8.5.4 (Charakterizace absolutni a neabsolutni konvergence). Necht {ax} C
R. Pak

(1) Yope, ax konverguje absolutné < > "7 a; a > po a; konvergugi.

(i) S°p2, ax konverguje neabsolutné = > 1 af =Y ;7 a; = 0.

Ditkaz. V &asti (i) plyne implikace ,=“ z odhadt 0 < a;f < |ax| a 0 < a; < |ay.
Implikace ,,<=* plyne z identity |ax| = a; + a;, a aritmetiky konvergentnich fad.

V ¢&sti (i) méme co = Y oo, |ax| = Ypey(af + a; ). Alespoii jedna z fad
na pravé strané implikace proto musi mit nekonecény soucet. Protoze zaroven
Sueiar = >pi(af — a;) konverguje, podle aritmetiky fad nemfize mit ne-
kone¢ny soucet pravé jedna fada na pravé strané dokazované implikace. O

Poznamka 8.5.5. Implikace v ¢asti (ii) se nedd otodit, jak ukazuje fada
1—-241-24+1-24+1-2+....

Véta 8.5.6 (O pferovnani absolutné konvergentni fady). Necht {ar} C R a fada
> re ax konverguje absolutné. Pak kaZdé jeji prerovndni konverguje absolutné a
md stejny soucet.

Diikaz. Necht Y .2, by je pferovnanim - ; aj. Nejprve uvazme jednoduchy pii-
pad {ax} C [0,00). Je-li n € N, pak existuje kg € N takové, ze {b1,...,b,} C
{a1,...,ar, }, a proto

n ko oo
Zbk < Zak < Zak eR.
k=1 k=1 k=1

Odtud Y"2 ; by ma omezené monotonni ¢dsteéné soucty, tedy (absolutné) konver-
guje a plati > 2, by < > 7o ai. Prohozenim roli {ay} a {by} dostavame obrace-
nou nerovnost. Proto jsou soucty obou fad stejné.

V obecném piipadé si napiSeme > 70 by = > o, by — oo, by . Pro kazdou
z fad na pravé strané plati vysledek dokazany vyse. Odtud

o0 oo oo oo oo oo

Z _Z +_Zf_z +_Zf_z
b = b} b, = ay a; = ar.

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Absolutni konvergence plyne z konvergence fad Y ;- b;‘, > e by O
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Véta 8.5.7 (Riemannova véta o pferovnani neabsolutné konvergentni fady).
Necht {ar} C R a fada >_p-, ar konverguje neabsolutné. Pak pro kaZdé S € R*
ezistuje prerovndni fady Y, | ai se souctem S.

Ditkaz. Méme > 7 af = Y77 a; = o0 a a; — 0 pro k — co. Necht nejprve
S € R. Zvolme n; € N jako nejmensi prirozené ¢islo spliiujici

Si=a +a3 +--+af >5.
Déle vezmeme m; € N jako nejmensi pfirozené ¢islo spliujici

52::a‘li‘+a§‘+...+a;tl70,1_70,2_*...70, < S.

mi

Nyni zase zvolime ny > ny jako nejmensi ¢islo splnujici

Ss ::af+a;+~--+afbl —ay —ay —...—ab +ai +-+al, >S5
Déle pokracujeme indukei. Konstrukce se nikdy nezastavi, nebot Y .-, az =

o0 — , . , . . ,
Y neq @ = oco. Navic pro libovolné j € N, j > 2 mame

4 j—o0 _ j—oo
|ng_1—5|§anj — 0 a \ng—5|§amj — 0,

nebot vzdy n; > i, m; > ¢ a a;, — 0. Celkové dostavame prerovnanou radu se
souctem S.

Pokud S = oo, provedeme variantu konstrukce s S; > 1, Sy < 1, S3 > 2,
Sy < 2, 85 > 3, atd. Pro S = —oo pracujeme podobné. O

Nasim dalsim cilem je studovat souciny fad. Pro absolutné konvergentni rfady
> he @k a Y pe by dostaneme vzorec

(’iak) (gbk) _ i wib;.

Vyraz napravo obsahuje zapis sumy, s nimz jsme se dosud nesetkali a neumime
s nim pracovat. Za¢neme tedy opatrné definici.

Definice 8.5.8 (Zobecnéna fada a jeji konvergence). Necht M je spocetnd mno-
7ina (existuje bijekce mezi M a N). Rekneme, Ze z0becnénd rada > men Gm kon-
verguje, jestlize existuje takové bijekce ¢: N — M, ze > -, ap(k) je absolutné
konvergentni. Pak definujeme ),/ am = Yooy Apo(k)-

Poznamka 8.5.9. Protoze absolutné konvergentni fady maji soucet stabilni vici
prerovnani, pokud existuje jedna bijekce s vlastnosti z definice, vS8echny ostatni
bijekce mezi N a M davaji absolutné konvergentni fady se stejnym souctem.

Pfiklad 8.5.10. Uvazme M = N* a fadu Y-, ;e 27 0H9). Uvazme bijekei ¢,
ktera prvky N2 sefadi do posloupnosti

(1,1),(2,1),(1,2),(3,1),(2,2),(1,3),(4,1),....
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V tomto pfipadé mame

o0
S:=) apm=22+2+2 rotpotpat oo g
k=1
Dostavame absolutné konvergentni fadu (porovnejte Céstecné souCty nasi fady
s Casteénymi soucty Fady Y .-, k2-%=1  jejiz konvergenci umite ovéfit pomoci
odmocninového kritéria). Odtud }°; ;) cne 2-(+7) = § (zatim S neumime vyéislit,
ale jiz brzy to umét budeme) a tento vysledek nezavisi na volbé bijekce mezi N? a

N.

Poznamka 8.5.11. Casto se pro Z(i)j)eNg a(;,j) pouziva znaceni ZZ‘}:I a; j nebo
D iy Gij-

Véta 8.5.12 (Cauchyova véta o soucinu fad). Necht {ar},{br} C R a necht

fady Y p2y ax a Y_p, by konverguji absolutné. Pak je fada 3 75_, a;b; absolutné
konvergentni a plati

”ii:l ab; = (gak> (gbk>

Dikaz. Definujme A, = ¢, |axl, By == Yp_, |bx| pro kazdé n € N. Bijekci
©: N — N? (jednotlivé slozky budeme pozd&ji znacit ; a @) tentokrat zavedme
konstrukei

(1,1),(2,1),(2,2),(1,2),(3,1),(3,2),(3,3),(2,3),(1,3), (4, 1), .. ..

Déle definujme S, := S7_1 du, (1)Dga(k) @ Sn = Sorey |0 (i) |[bar)| PTO kazdé
n c N.

Absolutni konvergence ij.:l a;b;j plyne z toho, ze {S,,} je neklesajici posloup-
nost spliujici

2

Sp2 = ag,llbga| = D lail Y 1bjl = AnBy <> lail > [bjl-
k=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Proto je také 22021 A, (k)bos (k) konvergentni a plati
oo (oo} 7L2
D = 3 bty = Jim 0= Jim Sox = Jim S it
ij=1 k=1 k=1
n n oo (oo}
= () (Sn) =S w
i=1 j=1 i=1  j=1

Priklad 8.5.13. Diky Vété 8.5.12 dostavame, Ze

Z 9—(i+7) — iz—i iri =1.
i=1 j=1

(4,5)eN?
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Obréazek 8.2: Castecné znazornéni bijekce z ditkazu Cauchyovy véty.

Poznamka 8.5.14. Nékdy se pouziva pro soudin fad jiné bijekce, ktera se zapisuje

jako

S a

ij=1

by = i (> aby).

n=1 i+j=n+1

Tento vztah se také nékdy nazyva Cauchyiv vzorec.

3+ ¢(6)
2+ »(3) ¢(5)
I+ (1) »(2) ¢4)

Obréazek 8.3: Castetné znazornéni bijekce z Poznamky 8.1.7.

8.6 Metoda aritmetickych prameéra a cesarovskeé

soucty

Nyni se budeme zabyvat otazkou, zda je mozné nekonvergentni fadé prifadit ¢islo,
které bude mit alespon ¢astecné vlastnosti jejiho souctu. Nas pristup bude zalozen

na nasledujici konstrukeci.

Lemma 8.6.1 (O konvergenci

aritmetickych primeéra). Necht {ar} C R spliuje

limg 00 ar = A € R*. Definujme posloupnost {by.} predpisem

a1 + ao
2

by =ay, by = , b3 =

a1+a2+a3

1 J
3 s e neboli b; = EZak.

k=1



8.6. ARITMETICKE PRUMERY, CESAROVSKE SOUCTY 27

Pak limkﬁoo bk = A.

Diikaz. Budeme se zabyvat jen pfipadem A € R, v ostatnich pfipadech se pouzije
podobné myslenka. Zvolme ¢ > 0. Pak existuje kg € N tak, ze A—e < ap < A+«
pro k > kqg. Je-li potom k > kg dostatecné velké, dostavame

ap+---tap  ar+-o-tag, | agee1 oo tagk—ko

b, = = < A
k 2 A + % — T A e+ A+e¢
a
b :a1+"'+ak0+ako+1+"'+ak_@ako-i-lJF"'JFak
F k k— ko k k— ko
>—c+A—c—¢e(|4]| +e).
Proto limy_, o by = A. ]

Poznamka 8.6.2. Obracend implikace neplati. Abychom to demonstrovali, uva-
7me posloupnost {ay} = {(—1)*}. Tato posloupnost limitu neméa. Pro aritmetické
pruméry vsak plati

_ I _1 _1 i =
{bx} ={-1,0,-3,0,—%,... } a kli)ngobk 0.

Priiklad 8.6.3. Z teorie Taylorovych rozvoja vime, Ze

1 o0
= Zxk na (—1,1).

1—z
k=0

Jinymi slovy, mame posloupnost polynomt {P;} takovych, ze st P, = k pro kazdé
k € Ng a Py(z) — = pro kazdé z € (—1,1) (a v z4dném jiném bodé to neplati).
Pokud vsak definujeme polynomy

k
1
::75 P;
Qk) k"’_lJ:O 20

dostavame posloupnost polynomi stupné k s o néco lepsi aproximacni vlastnosti
Qr(x) — 7%= pro kazké z € [—1,1).

Poznamka 8.6.4. Vysledek predchoziho pfikladu, tedy ziskani konvergence v jed-
nom bodé navic, neni prili§ oslnivy. Pozdéji se budeme zabyvat teorii Fourierovych
fad, tedy rozvojiu typu

(oo}

fa) =" (cxcos(kz) + dy, sin(kx))

k=0

({ax}, {bx} jsou posloupnosti redlnych koeficient1), kde metoda aritmetickych pri-
meért prinasi podstatné zajimavéjsi vysledky. Poznamenejme jesté, ze Fourierovy
fady maji siroké uplatnéni od teorie parciadlnich diferencialnich rovnic az tfeba po
zpracovani zvukového zaznamu.
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Metoda aritmetickych priiméri aplikovana na castecné soucty posloupnosti
{ar} ma vlastni struénou terminologii danou nésledujici definici.

Definice 8.6.5 (Cesarovska s¢itatelnost). Necht {a,,} C R. Pro v8echna n € N
definujme S,, = >}_,ay a o, = % w_1 Sk. Rekneme, ze > "1, ai, je cesarovsky
séitatelnd, jestlize lim,_ o0 0y, € R. Cislo A := lim,,_,oc 0, pak nazveme cesarov-
skym souctem fady > p-, aj a piseme (C,1) > "7, ap = A.

Poznamka 8.6.6. Podle Lemmatu o konvergenci aritmetickych priméri (Lemma
8.6.1) je kazd4 konvergentni fada cesarovsky sé¢itatelnd a soucty v obou smyslech
jsou totozné.

Poznamka 8.6.7. Metoda aritmetickych pruméri se d4 iterovat. Pro posloupnost
{ax} definujme (pouzijeme trochu odlisné znaceni od definice)

n n n
0. o — 1.1 0 2 _ 1 1
S, 1= Sp = ak, Sp = Sk S = Ep

k=1 k=1 k=1

(pozor, horni index neni mocnina). Radu Y- ; aj nazveme (C, r)-s¢itatelnou, jest-
lize lim,_,~ s!, € R. Pak piSeme (C,r) >, ar = lim, . s},. Je-li fada (C,7)-
sCitatelnd, je i (C, s)-séitatelnd pro kazdé s > r (podle Lemmatu o konvergenci
aritmetickych praméri). Tato implikace se neda obratit.

Priklad 8.6.8. Polozme {ar} = {1,-2,3,—4,5,...}. Pak posloupnost ¢astec-
nych souctts je {Sp} = {s9} = {1,-1,2,-2,3,...}, a proto > ,—, a nekonver-
guje (klasicka konvergence je totéz, co (C,0)-s¢itatelnost). Dale mame {s.} =
{1,0, %,O, % ... }. Cesarovské souéty (podle definice) fady Y ;- aj také nekon-
verguji. Povsimneme-li si vSak, Ze pro kazdé m € N plati s3,, = 0 a s}, | =

m 1 .
2m—1 — 3 plyne OdSUd, ze

n—oo

1 - 1
lim s? = T a proto (C,2) ;ak =71

8.7 Dodatek k ciselnym radam: nekonec¢né sou-
¢iny

Necht {px} C (0,00) je posloupnost. Symbol [[;- | py nazyvame nekonecnym sou-
¢inem. K jeho vycisleni definujme P, = pips...p,. Nekoneény soucin nazveme
konvergentni, jestlize existuje vlastni nenulova lim,,_, ., P,, =: P. Pak piseme

H pi = P.
k=1

Véta 8.7.1 (Nutnd podminka konvergence). Necht posloupnost {py} C (0,00) a
necht H;O:1 pr konverguje. Pak lim,, o p, = 1.
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Diikaz. Jestlize [],—, px konverguje, mame

Pes1 P
- = =1.
Py P

Pk+1 =

O

Poznamka 8.7.2. Vynechani, pfidani ¢i zména koneéného poctu cinitelit neo-
vlivni konvergenci nekone¢ného soucinu.

Pokud P, — P € (0,00), mame ze spojitosti funkce log

log P =log( lim P,) = lim log(P,)
n— oo n—oo

n o0

= lim log(pi...pn) = lim  logpx =) logpr,
k=1 k=1

tedy > .o, logpy konverguje. Tato implikace se d& zfejmé otocit. Existuje ale

jesté jednodussi charakterizace konvergence nekone¢ného soucinu, v niz pracujeme

sug:=pr— 1€ (—1,00).

Vé&ta 8.7.3 (Ekvivalentni charakterizace konvergence soucinu).  Necht posloup-
nost {ur} C (0,00) nebo {uy} C (—1,0). Pak nekonecny soucin [[pe (1 + uy)
konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fada o | uy.

Dikaz. Nejprve si povSimnéme, ze diky tomu, Ze lim, g w = 1, existuje
6 > 0 takové, ze
1 log(1
LD oy prore (-a0)\ (0],
x

V dalsim uvazujme p¥ipad {ur} C (0,00). Dokazme implikaci ,,=“. Pokud kon-
verguje [[po; (1 +ux), z nutné podminky konvergence soucinu dostéavame uy, — 0.
Proto uj, < 4 od jistého ko € N. Navic jsme si vyse ukézali, Zze Y o, log(1 + uy)
konverguje. Celkové

1 (o) oo o0
—o0 <y Z log(1 + ug) < Z ug < 2 Z log(1 + uy) < o0.
k=ko k=ko k=ko

Protoze konvergence fady nezavisi na chovani koneéného poctu ¢lenti, mame kon-
vergenci »_po, Up.

Dokazme nyni implikaci ,,<*“. Pokud konverguje > = ko Uk, 2z nutné podminky
konvergence fady dostavame, ze ur < ¢ od jistého kg € N. Dikaz dokonc¢ime
pomoci nerovnosti

1 o0 oo oo
—oo<§ Zukg Zlog(1+u;€)§22uk<oo.
k=ko k=ko k=ko

V ptipadé {ur} C (—1,0) postupujeme podobné. O
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Priklad 8.7.4 (Cantorovo discontinuum kladné délky). V kapitole z prvniho dilu
skript vénované hlubsim vlastnostem spojitych a diferencovatelnych funkci jsme
si predstavili Cantorovo discontinuum C C [0,1]. Ziskali jsme jej tak, Ze jsme z
intervalu [0, 1] nejprve vynechali prostfedni t¥etinu. V dal§im kroku vynechdme
prostiedni tretinu v kazdém ze vzniklych podintervalﬁ a takto pokracujeme dale.
Ziskame neprazdnou mnozinu C (napiiklad 0, 1, 3 g lezi v C'). D4 se nahléd-
nout, ze kazdy bod této mnoziny se da ztotoznit s nekonec¢nou posloupnosti nul a
jedni¢ek. Mnozina C je tedy nespofetnd a ma stejnou mohutnost jako [0,1]. Na
druhou stranu vznikld mnozina je v jistém smyslu velice malé, nebot v kazdém
okoli libovolného bodu z [0, 1] najdeme otevieny interval, ktery mé s C prazdny
prunik (srovnejte s raciondlnimi éisly, kterd maji s kazdym otevienym interva-
lem neprazdny prinik, tfebaze jsou spocetnd). Navic celkovd délka vynechanych
intervall je

1 21 221 Ten/2vF 1 1
ST T N 2y =2 =1.
373373337 32_%(3) 31-2

Pokud bychom nevynechavali prostfedni tfetinu, ale interval délky ¢ € (0,1), do-
stali bychom stejné vlastnosti, nebot

> 1
+(1—q)g+(1—0q)%q kz::l—q g "

Podivejme se na véc nyni trochu jinak, po k-tém kroku mé ofezand mnozina celko-
vou délku ¢". Pokud budeme v jednotlivych krocich vhodné ménit délku vynecha-
nych ¢asti, mizeme dostat odlisny vysledek. Skutecné, protoze naptiklad 2212 #
konverguje, konverguje rovnéz nekoneény souéin []o—, (1 — k%) Pokud tedy v prv-
nim kroku vynechdme prostfedni ¢tvrtinu intervalu [0, 1], ve druhém kroku pro-
stfedni devitinu vzniklych intervald, atd., ziskame Cantorovo discontinuum kladné
délky.



Kapitola 9

Mocninné rady

V nésledujicim textu se budeme zabyvat zobecnénim Taylorovych rozvoji. Bude
nas zajimat, na jakych mnozinach studované rady konverguji, ale i hlubsi vysledky,
jako jsou rovnosti typu (3 p, axz®) = Y7, karz® 1. Tyto rovnosti neplynou
z aritmetiky derivace (ta si v kombinaci s matematickou indukci poradi jen s
koneénymi soucty), dokonce ani nemaji Sanci platit obecné pro fady funkei, jak si
pozdéji ukdzeme v kapitole o stejnomérné konvergenci.

V celé kapitole budeme pracovat predevsim v komplexnim oboru. Pozname-
nejme, ze v komplexnim oboru absolutni konvergenci definujeme jako konvergenci
fady (komplexnich) velikosti jejich ¢lenil. Snadno se ovéri, Ze absolutni konvergence
opét implikuje konvergenci.

9.1 Zakladni vlastnosti mocninnych rad

Definice 9.1.1 (Mocninné fada). Necht {a,} C C a zp € C. Pak fadu

o0
Z ap(z — zo)k
k=0

nazyvame mocninnou fadou se stiedem zy. Cisla ay, nazjvame koeficienty mocninné
tady.

Casto je vyhodné pouzit pfeznadeni w := z — 2, které vede na mocninnou fadu
se stfedem v pocatku (a hlavné s jednodussim zapisem). Proto ndm stac¢i veskeré
vysledky formulovat pro fady se stfedem v pocatku. Pro ¢ > 0 a zy € C budeme
znacit

By(z0) :={z € C: |z — 2| < 0} a B, := B,(0) = {z € C: |z] < o}
Véta 9.1.2 (O konvergenci mocninné fady). Necht {ar} C C. Polozme

1 1 1
R: s konvenci — =00 a — = 0.

" limsupy_, o 3/]ax] 0 00

31
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Pak
(i) rada Yy axz® konverguje absolutné na Br
(ii) ada Y2, arz® nekonverguje na {z € C: |z| > R}

(iii) ezistuje-li limg_, oo |a’c+1 |, pak se rovnd R

(iv) existuje-li limg_,o0 {/|ak|, pak se rovnd E'

Diikaz. Cést (iv) je ziejmd a ¢4st (i) snadno plyne z odmocninového kritéria.
Dokazme (ii) v pfipadé R € (0,00). V tomto pfipadé pisme |z| = (1 + 0)R, kde
6 >0, a mame

Vlak| k
janz"| = laxll21* = ((1+9)- )
limsup,, ,. V/|an]

Z definice veli¢iny limsup musi byt vnitfek zévorky vétsi nez 1 pro nekonecné
mnoho indext. Je tedy porusena nutnd podminka konvergence. Pro R = oo neni
co dokazovat a pokud R = 0, pro kazdé z # 0 najdeme nekone¢né mnoho indext,
kde {/|ax| > ﬁ, coz opét vede na poruseni nutné podminky.

Dokazme zbyvajici ¢ast (iii). Polozme r := limp_, o |ﬁ| Pro zafixované z € C
pak mame
Y IZ |

lak412 k—oo |2

N s

ak+1

Podle podilového kritéria nase fada konverguje absolutné pro |z| < r, naopak
pro |z| > r absolutné konvergovat nemize. Podle vysledki (i) a (ii) tedy mame
r=R. O

Definice 9.1.3 (Polomér konvergence mocninné fady). Cislo R € [0, oo] z minulé
véty se nazyva polomer konvergence mocninné rady Zzozo apz”.

Poznamka 9.1.4. Pfedchozi véta nic nefikd o konvergenci pro |z| = R. Situace
se zde lisi pfipad od pripadu.
Piiklad 9.1.5. (i) Rada > 2 zf md R=1(Vke N a; =1)apro |z|=1je
vzdy porusena nutnd podminka konvergence.

~ k
(ii) Rada ) p” j 2z ma R =1 (-%- — 1) a pro |z| = 1 vidy absolutné konverguje,

ak+1
o0 oo
2| 1
SEI-Y Ge
k=0 k=0
(iii) Rada Y52, % mé R =1 (*% — 1). Pro z = 1 dostdvime harmonickou
fadu. Pro |z| = 1, z # 1, dav4 Dirichletovo kritérium neabsolutni konvergenci (zde

z=¢" kde § € (0,27), a {z"} = {%*} je geometrickd posloupnost s omezenymi
Casteénymi soudty).

nebot

(iv) Rada Y-, % ma R = 0o, nebof _t = (k%,l)‘ =k — oo.
(v) Rada >°;2, k!2* ma R = 0, nebot oy = (kf_!l)! =1 0.

Nyni se budeme zabyvat otazkou derivovani mocninnych fad. Budeme potte-
bovat verzi aritmetiky limit pro lim sup.
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Cviceni 9.1.6. Necht {bs},{ck} C [0,00).

(i) Dokazte, ze lim supy_, ., bpcx < limsupy,_, oo bk lim sup;,_, ¢k, pokud m4 prava
strana smysl v R*.

(ii) Ukazte, Ze vySe obecné neplati rovnost.

(iii) UkaZte, Ze méa-li alesponi jedna z posloupnosti limitu, plati rovnost.

Protoze vk — 1 pro k — oo, z pfedchoziho cviceni okamzité dostavame nésle-
dujici vysledek.

Lemma 9.1.7. Necht {a} C C. Pak mocninné fady Yoo arz® a Y pe | kayz""1
maji stejny polomer konvergence.

Jesté potfebujeme jeden jednoduchy odhad.
Lemma 9.1.8. Nechf o, >0 ak €N, k > 2. Pak

k(k — 1) (o + B)* 2

(a+B)F —ab — ka8 < 5

B2

Diikaz. Definujme f(z) = (o + x)*. Pro odpovidajici Taylortiv polynom stupné 1
mame

Ty(B) = o + ka* '3
a pro Lagrangetiv tvar zbytku Rs v bodé 3 plati (€ € (0,0))

" _ o - -
PP PR G P L R O L G ™y
Odtud plyne dokazovand nerovnost. .

Véta 9.1.9 (Derivace mocninné fady). Necht {a;} C C. Pak pro x € (—R, R),
kde R > 0 je polomér konvergence prislusné mocninné tady, plati

o ’ o0
(g ak:vk) = g kapx® 1.
k=0 k=1

Diikaz. Provedeme piimé ovéfeni definice derivace. Zafixujme z € (—R,R) a § <
R — |z|. Pak pro h € (—4,4) \ {0} mé podle aritmetiky konvergentnich fad dobry
smysl velicina

o0 k_ oo ko>
U(x,h): = 2= k(@ + h])l ko WL Z kaja®~!
k=1

= i (akw _ k‘akxkfl).
k=2

Nasim cilem je ukézat, ze ¥U(x,h) — 0 pro h — 0. PouZijme Lemma 9.1.8 a
skutecnost, ze Y pes k(k + 1)|ag|(|z| + 6)¥~2 konverguje (nebot |z| + & < R), tedy
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Lemma 9.1.7. Potom

=m!Zak((g)x’“‘Zh”'“*@hkﬂ
B (o
_ m Z |akl(<|x\ )Y = fo* — klal* 1)

(|| + [p)*2 o
< h
< |h|§j| 5 “Jh

5|h| Z |ag|k(k — 1)(Jz| + 0)¥=2 = C|h| — 0.
k=2

I /\

O

Poznamka 9.1.10. Mohli bychom pokradovat indukci s dal$imi derivacemi a
fadami > p, k(k — Daga®=2, Y22 k(k — 1) (k — 2)apa™ 3, atd.

Dusledek 9.1.11. KaZdda mocninnd 7ada na svém kruhu konvergence definuje
nekonecnékrdt spojité diferencovatelnou funkci.

Mocninné fady miizeme na jejich kruhu konvergence rovnéz integrovat.

Vé&ta 9.1.12 (Integrace mocninné fady). Necht {ax} C C.
(i) Pro x € R lezici woniti konvergencéniho kruhu plati

/(Zakx)dx— kcfl 4 e

(ii) Jestlize a,b € (—R, R), kde R je polomér konvergence fady > -, arz®, pak

R)/ab(;akmk) dz = (N)/ab(kijoakxk) dz

o) b es} b
= (N)/ ape® dr = Z(R)/ ara® dz.
k=0 @ k=0 @

Dikaz. Prvni ¢ast véty je jen disledkem Véty o derivaci mocninné fady (Véta
9.1.9). Dokazme druhou ¢ast véty. Piedpokladejme a < b (pro b < a pracujeme
podobné, pro a = b je diikaz trivialni). Prvni a tfeti rovnost ve druhé ¢asti véty
plynou z toho, ze Riemanniv a Newtonuv integral se pro omezené spojité funkce
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rovnaji (pro rovnost nalevo spojitost plyne z diferencovatelnosti a omezenost plyne
ze spojitosti na omezeném uzavieném intervalu [a, b]). Nyni podle prvni ¢4sti véty
mame, ze
o~ Ok k+1
F(z):= x
= k+1

je primitivni funkce k Y72, axz® na (—R, R), a proto diky aritmetice konvergent-
nich fad

b oo
(N)/ (Zakmk)dx—F(b)—F(a)
¢ k=0
_ i Gk _ (1 _ ght1y = i(N) /b apat .
k=0 k1 k=0 @

O

Piiklad 9.1.13. Se¢téme mocninnou fadu » -, kx*. Polomér konvergence je
roven jedné, proto budeme pracovat na intervalu (—1,1). Plati

ikxk = xik‘xk*l = xi(xk)’ = x( 3 xk),.
k=1 k=1 k=1 k=1
Odtud
> B r \ _  1-(l-z)—z-(-1) =
;k:ﬁ“gp(l_m) =z e BRCEE pro z € (—1,1).

Piiklad 9.1.14. Sec¢téme fadu > -, g—i Povsimnéme si, ze vysledek ziskdme

. 1 sy 0o 2 k v ,
dosazenim z = 5 do mocniné fady ) .-, k“z" s polomérem konvergence rovnym

jedné. Na intervalu (—1,1) proto plati (vyuzijeme vysledek pfedchoziho piikladu)

oo oo 00 S , ,
S okt =2 Kb =2 (kat) =2() kat) =2 S
1 1 P <k—1 ) ((1 — x)z)
(1—2)?+2:(1—2) 2z(1+z)
ST L (s
Odtud
> k2 13
Z ok — T35 =6
k=1 (3)

Priklad 9.1.15. Se¢téme fadu Z:i1 % Polomér konvergence je roven jedné a
a (—1,1)\ {0} plati

> 1 & _ 1 [ 1 1
Z%:EZ ¥ 1dxm/;xk 1dx:5/1_xdz

_ log(1 —x)
x

I
—
ES
Il
—

C
+ =
T
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Protoze funkce tplné nalevo se v poc¢atku rovna jedné, musi jit funkce napravo
spojité dodefinovat v pocatku stejnou hodnotou. Odtud C' =0 a

k pro z = 0.

St {‘”) pro z € (—1,1)\ {0}
)1

k=1

9.2 Dodatek k teorii mocninnych rad: derivace
funkce komplexni proménné

Pokud rozsifime pojem derivace na funkce komplexni proménné, muzeme zesilit
vysledky obdrzené v predchozi sekci.

Definice 9.2.1. Necht f: C —+ C a z € C. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé z
derivaci A € C, jestlize

i JETM =)
h—0 h

Pak piseme f(z) = A.

Poznamka 9.2.2. (i) Limita v komplexnim oboru je opét definovina za pomoci
okoli (tedy lim,_,,, f(z) = A< Ve > 036 >0 z€ Ps(z) = f(z) € U(A)) a
jesté pfipomenme, %e pro zp € C jsme definovali Ps(z9) = {z € C: 0 < |z—2¢| < &}
als(z0) ={z € C: |z — 2| <}

(ii) V komplexnim oboru nezaviddime nevlastni derivaci (podobné jako jsme neza-
vedli nevlastni parcidlni derivace).

(iii) Pro komplexni derivaci se daji dokazovat podobné vysledky jako pro derivaci
realnou, napiiklad aritmetika derivace. Ovsem pozor na absenci usporadani na C.
(iv) Rozmyslete si, ze ma-li komplexni funkce realnou derivaci v bodé s nulovou
imaginarni slozkou, ma i restrikce nasi funkce na realnou osu v odpovidajicim bodé
stejnou derivaci.

Priklad 9.2.3. (i) Pokud f(z) = z, méme

oy JEER) —f(Z) .zt h—z
f(z)—}llli% h h—0 h

h) — 24 2hz+ h? - 2?
f(z) = lim feth) =1z — lim = tehet © — Yim 22 + lim h = 2.
h—0 h h—0 h h—0 h—0

(iii) Pokud f(2)

= 2", kde n € N, analogicky jako vyse dostavame f’(z) = nz""1.
(iv) Rovnost (z2) =

22 plyne z rovnosti (22)" = 2z.

Pripomenme, zZe Lemma 9.1.7 plati i pro komplexni piipad, proto také Vétu
9.1.9 Ize formulovat i pro komplexni pFipad.
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Véta 9.2.4 (Derivace mocninné fady). Necht {a,} C C. Pak uvniti konvergenc-

nitho kruhu plati
o0 ’ o0
(Z akzk) = Z kakzkfl.
k=0 k=1

Dtikaz Ize provést analogicky redlnému pripadu.

Cviéeni 9.2.5. Provedte dikaz Véty 9.2.4 podrobné.

9.3 Vztah mezi mocninnymi fadami a Tayloro-
vymi rozvoji

V kapitole o hlubsich vlastnostech spojitych a diferencovatelnych funkei jsme si
u nékolika elementarnich funkci zkonstruovali nekone¢né Taylorovy rozvoje, které
mély tvar mocninné fady. Zde si postupné ukazeme, ze kazda mocninna rfada je
uvniti svého konvergencéniho kruhu Taylorovym rozvojem néjaké nekonecnékrat
diferencovatelné funkce (v predchozim textu jsme jiz ziskali nekoneénéndsobnou
diferencovatelnost, nyni nds uz zajima jen shoda s Taylorovym rozvojem).

Definice 9.3.1 (Taylorova fada). Necht f: R — R je nékonec¢nékrat diferencova-
telna v zg € R. Pak fadu

X fk) (g
Z f k(' 0) (.T _ xO)k
k=0 )

nazveme Taylorovou fadou funkce f v bodé xg.

Priklad 9.3.2. (i) V kapitole o Taylorovych rozvojich jsme si ukézali, ze log(1 +
00 zk

7) = S (-DF % na (-1,1]

(ii) Funkce z — e™ =% dodefinovana nulou v po¢atku je nekone¢nékrat diferencova-

telna na R a ma v poc¢atku vSechny derivace nulové. Odpovidajici Taylorova rada
v pocatku se s puvodni funkci shoduje jen v pocatku.

Véta 9.3.3 (O vztahu mocninnych a Taylorovych fad). Necht {ar} C R, z¢ €
R a ezistuje 6 > 0 takové, Ze mocninnd fada >, o ap(z — x0)* konverguje na
(o — 8,20 + 9). Pak je Taylorovou fadou svého soudtu v bodé xy.

Diikaz. Podle Véty o derivaci mocninné fady (Véta 9.1.9) vime, ze funkce f(x) :
oo ax(x — x0)* je C>-funkce na (zo — 0,29 + &) pro jisté § > 0 a pro kazdé
n € Ny plati

M (z) = Z E(k—1)...(k—n+ Dag(z — xo)*F ™ na (xg — 0, o +9).
k=n

) (g
Odtud f™(zq) = nla,, proto a, = fT(‘“) Nase mocninna rfada mé tedy stejné
koeficienty jako Taylorova rada. O
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Predchozi véta ndm umoznuje hledat Taylorovy fady i jinymi metodami, nez
je postupné derivovani zadané funkce. To si ted ukdzeme na piikladech.

Piiklad 9.3.4. (i) Plat{

(log(1 + z))’ Z na (—1,1).
k=0
Odtud s vyuzitim log(1+0) =0
= ahtl log(140)=0 "
log(1 =) (-1 = —1)mH— ~1,1).
oB(1-+2) = (-1 + O S )

Na zkoumdn{ vztahu souctu fady a funkce log(1 + ) na konvergenéni kruznici (v
kapitole o Taylorovych rozvojich jsme rovnéz uvazovali = 1) ndm zatim teorie
mocninnych fad nedava zadné nastroje.

(ii) Plati

o0

1 2\k
(arctanz) = Tra2 kz_o(—x ) na (—1,1).
Odtud s vyuzitim arctan(0 =0
0o 2k+1 2k+1

= —-1,1).
arctan Z( )2k+1—|—0 Z 2k+1 na (—1,1)

(iii) Najdéme jesté rozvoj funkce log(1 + x) v bodé xy > 0. Mame

1 1 1 1
(log(1 +2))" = = = =
1+ 14+xz9+2x— 29 1+:c01—|—1+r8

1 > r — X k > (—1)k k
_1+xoz( 1+:c0) _Z(1+x0)k+1(x %)
k=0 k=0
a pro polomér konvergence plati R = 1 + zg. Odtud
o~ (D1

log(142) = Z At 20 it l(m—xo)k+1+log(1+xo) pro |z —zo| < 14xo.
k=0

Taylorovy fady se také daji ziskat z jiz znamych Taylorovych fad pomoci arit-
metickych operaci a skladani.
Véta 9.3.5 (Aritmetika Taylorovych fad). Necht posloupnosti {ar},{br} C R
a mocninné fady f(z) == Y peganz® a g(x) = Y 7, bka® konverguji na jistém
okoli pocatku. Pak existuje okoli pocdtku, kde plati
() (f +9)(x) = XpZo(ar + bi)a”
(i) (f9)(x) = 30 (X ambk_mw
(iii) jestlize ag = 0, pak g(f(x)) = Yoo o bn(Xpeo ana®)™ =Y ey dea®, kde

S
dk = E b" E g, Qfy -« - A, -
n=0

k1,ka,....kn €Ng
kitko+-+kn=k
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Diikaz. Prvni ¢ast plyne z aritmetiky fad. Druha ¢ast plyne z Cauchyovy véty o
souéinu fad, nebot kazda z nasich fad je absolutné konvergentni uvniti svého kruhu
konvergence. Dokazme ¢ast (iii). Funkce f m4 nulovou hodnotu v po¢atku a je tam
spojitd. Proto pro dostateéné mald |x| plati (pouzivame vicendsobné Cauchyovu
vétu o soucinu fad)

n=0

— E § § 2 ki+ko+-+kn
= bn( Qg Qfy -« - Qf,, T 1 2 )
n=0

k1=0ko=0 k=0

3

o0 oo

= E bn E E aklak2...ak"gcm

n=0 m=0 kq,k2,...,knENg
ki+kat-tkn=m

= Z( by, Z aklakz...akn)xm.

m=0 n=0 k1,k2,....,kn€Ng
kitkot+-+kn,=m

O

Vyse jsme si dokazali, Ze mocninné fady na svém kruhu konvergence definuji
C>°-funkce. Vyse jsme si také uvedli C*°-funkce, které se mocninnou radou vy-
jadrit nedaji. To nas vede k definici nasledujici podmnoziny mnoziny vsech C'°*°-
funkci.

Definice 9.3.6 (Reélné analytické funkce). Necht I C R je interval a f: I — R.
Rekneme, Ze f je rediné analytickd na I, jestlize se da na okoli kazdého bodu I
vyjadrit Taylorovou radou se stfedem v tomto bodé.

Poznamka 9.3.7. Podle predchozi véty jsou soucty, souciny redlné analytickych
funkci opét redlné analytické.

Na zavér si jesté uvedme dilezitou vétu o konvergenci na konvergenéni kruznici,
kterou si dokdzeme pozdéji (v kapitole o stejnomérné konvergenci).

Véta 9.3.8 (Abelova véta). Necht {ar} C C a prislusnd mocninnd tada f(z) :=
> noarz® md polomér konvergence R € (0,00). Je-li ¢ € [0,2) takové, Ze pro
z = Re'? konverguje vada Y o, arz®, pak t — f(te™¥) je spojitd na [0, R).

Poznamka 9.3.9. Abelova véta se pouziva tak, Ze (je-li to mozné) se¢teme moc-
ninnou fadu uvnitf konvergen¢niho kruhu a s vysledkem dokonvergujeme do bodu
na konvergenéni kruznici, v némz mocninna fada konverguje.

Priklad 9.3.10. (i) Sec¢téme fadu S := > 77, (—1)*"'1. Podle Dirichletova kri-

téria se jedna o konvergentni fadu. Zaroveni S = f(1), kde

o0 xk
f(x):ZH)kH? na (-1,1] a  f(z) =log(1+z) na (—1,1)
k=1
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(k aplikaci Abelovy véty v naSem piipadé sta¢i umét mocninnou fadu seéist jen
pro realné argumenty v néjakém levém prstencovém okoli bodu 1). Podle Abelovy
véty dostavame
f(1)= lim f(z) = lim log(l+ z)=log2.
rz—1_ rz—1_
ii) Se¢téme fadu S := > ;o (—1)*52=. Podle Dirichletova kritéria se jedna o
k=0 2k+1
konvergentni fadu. Zarovenn S = f(1), kde

oo 22kl
= E (—1)* na (—1,1] a f(z) = arctanxz na (—1,1).
prd 2k+1

Podle Abelovy véty dostavame

. ™
f(1) = Ili)r{l_ f(z) = ml_l)r{l_ arctanx = arctan1 = 1

9.4 Reseni diferencialnich rovnic pomoci Fad
Mocninné fady se daji nékdy pouzit pii feSeni diferencialnich rovnic. Pouzivame
metodu neurcitych koeficientu.

Priklad 9.4.1. Resme pocatecni tlohu y' = y, y(0) = 1. Hledejme Feseni ve tvaru
y(z) = > 7o, axz”. Dosazenim dostdvame (pokud lze hledanou funkci vyjadrit
pomoci mocninné fady s jistym kruhem konvergence, lze ji tam i derivovat ¢len

po ¢lenu)
oo o0
Z kakxkfl = Z apz”.
k=1 k=0
Zaroven mame

1=y(0) = Zakok = ao,
k=0

a proto porovnavanim koeficientdi u jednotlivych mocnin (podle Véty o vztahu
mocninnych a Taylorovych fad, tedy Véty 9.3.3, musi byt stejné) postupné dosta-
vame aj = % pro vSechna k € Ny. Odtud

x) = Z o na R,
k=0

nebot polomér konvergence u nasi fady splituje R = oo. Tedy jak jiz vime, y(x) =

eZL’

Piiklad 9.4.2 (Besselova rovnice). Necht n € Ny. Resme tlohu z%y” +xy’ + (2% —
n?)y = 0. Hledejme Tefeni ve tvaru y(z) = > o, arz’. Dosazenim dostévame

ao(—n?) + ar (1 —n?) :Z:+Z akk — 1) 4 ark — nay, + aj_ 2)’“:0,
k=2
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Odtud porovnanim koeficient u jednotlivych mocnin
nag = 0, (1-n?*)a; =0 a (k* —=n*)ag+ar_2 =0 pro viechna k > 2.

V ptipadé n = 0, volime jako poc¢ateéni podminku ag = y(0). Dale vyjde agy—1 =0
a aoym = — 2’” 3, kdykoliv m € N. Odtud

(oo}

R

Pokud n = 1, dostavame ag = 0 a a; volime jako pocateéni podminku. Déle vyjde

aom =0 a agme1 = f(%‘ﬁ% pro vSechna m € N. Proto z rovnosti

m=0

(2m +1)? — 1 = 4m? 4+ 4m = 4m(m + 1)

dostavame
14+2m
O
“12 m+1 2

Pron > 2 vyjde ag =a; =--- = an—1 = 0 a a, volime jako pocatecni podminku.
Dale vyjde ani2m—1 =0 a apyom = —m% Proto z rovnosti
(2m + n)? — n? = 4m® 4 4mn = 4m(m + n)

dostavame
oo

y(x) = nl2"a, Z m (g)n-ﬁﬁm.

Pokud volime pro n € Ny hodnotu a,, =
vych funkci 1. druhu.

n,2n, dostavame kanonicky tvar Besselo-

9.5 Zavedeni funkci sin, cos a exp

V kapitole o elementarnich funkcich jsme zustali dluzni dikazy néasledujicich dvou
vét.

Véta 9.5.1 (O funkcich sin a cos). Ezxistuji pravé dvé funkce sin,cos: R — R
a jediné€ iraciondlni ¢islo m tak, Ze plati

(i) sin(z + y) = sinz cosy + cos zsiny Vr,y € R

(ii) cos(z +y) = coszcosy — sinzsiny Vo,y € R

(iii) sin(—x) = —sinz a cos(—z) = cosz Vr e R

(iv) sin je rostouci na [0, 5]
(v) sin0=0asinf =1
(vi) sin’(0) = 1.
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Véta 9.5.2 (O exponencidle). Ezxistuje pravé jedna funkce exp: C — C takovd, Ze

(i) exp(z1 + 22) = exp 21 €xp 22 V21,20 € C

(ii) exp(z + iy) = exp z(cosy + isiny) Vr,y € R

(iii) exp0 =1

(iv) restrikce funkce exp na R (redlnd funkce) je rostouci a jejim oborem hodnot
je (0, 00)

(v) restrikce funkce exp na R splriuje exp’ x = exp x vV € R.

Spolecny dikaz pro obé vety. Krok 1: definice funkei
Definujme funkce z C do C piedpisy

o0 oo
Z2k+1 2k

>, 2k . z
eXpZ:kz:;)H’ smz:Z(_l)km a COSZZZ(—I)k(Qk)!.

k=0 k=0

Vsechny tfi fady maji polomér konvergence roven nekonecnu, proto jsou vSechny
t¥i funkce definované na celém C.

Krok 2: vztahy mezi funkcemi

Z definice funkce exp mame pro kazdé z € C

) 0 (1z)k e - Z2m ) 0 . 22m+1 o
exp(iz) = Z s Z (-1) @m) +i Z(fl) 21 =cosz +isinz
k=0 m=0 m=0
a
(o) . oo o0
) (—lZ)k m ZQm ) m ZQerl o
eXp(—lZ) = Z k! = z:o(_l) W_l Z (—1) m = COsSz—181n 2.
k=0 m= =
Odtud
cos 5 — exp(iz) —|—2cxp(—1z) a sinz — exp(iz) —21()Xp(—12’)'

Krok 3: souc¢tové vzorce
Podle Cauchyovy véty o sou¢inu fad (rozmyslete si, Ze plati i v komplexnim pfi-
padé) mame pro libovolna 21,20 € C

XA S S
AN“A 1%2 _N 1 jon—j
explen)expea) = - S E =Y 5 A Sy (M)
k=0 7=0 n=05=0 n=0 7=0
oo
1
= Z ] (21 + 22)" = exp(z1 + 22).

Odtud pro z,y € R
exp(z +iy) = expzexp(iy) = expz(cosy + isiny).

Déle
cos(z +y) +isin(z + y) = exp(i(z + y)) = exp(iz) exp(iy)

= (cosx + isinz)(cosy + isiny).
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Roznésobenim pravé strany posledni rovnosti a porovnanim realné a imaginarni
slozky dostavame souctové vzorce pro sinus a kosinus.

Krok 4: zbylé vlastnosti sinu a kosinu

Piimo z predpisu dostavame sudost kosinu, lichost sinu, sin0 = 0, cos0 = 1.
Derivaci fady pro sinus ¢len po ¢lenu dostavame sin’ = cos (specidlné sin’ 0 = 1).
Dale

> 22k 22 24 26
COSQ—Z( 1)* =1- E—I—E 6!—|—...

(2k)!

2 4

1**+2*< 56278 )
50

56
+(2)2+(%)4+ J=1-24 30—
5 5 ) 241 — 5%

16 25
-1+ —— <0.
24 21
Podle Darbouxovy véty proto interval obsahuje alespon jeden nulovy bod funkce
kosinus. Nejmensi z nich (minimum existuje diky spojitosti) oznacme 7. Hned
také dostavame, Ze sinus je rostouci na [0, 7]. Konecné, volba x = —y v souctovém
vzorci pro kosinus dava

1 = cos0 = cos® x + sin? z.

Odtud a z vlastnosti cos § = 0 dostdvame sin 5 = 1.
Krok 5: jednozna¢nost sinu a kosinu (na R)
7 Sesti vlastnosti sinu a kosinu uvedenych ve vété jsme v kapitole o elementarnich

funkcich odvodili dalsi vlastnosti, které nam pozdéji daly Taylorovy rozvoje

oo Lz oo L 22
inr = 1) —— = -1 .
sin x kg;}( ) k1) a cos x kzzo( ) k)]

Tyto fady maji jednozna¢né urcené soucty.

Krok 6: zbylé vlastnosti exponenciély

Vlastnost exp 0 = 1 se ziskd dosazenim. Zjevné také pro x € R je expx € R. Vztah
pro derivaci dostaneme derivovanim mocninné fady ¢len po ¢lenu. Déle

expr =expgexpys >0,

proto je exponenciala nezaporna a proto také neklesajici. Ze zapisu pomoci fady
zfejmé plyne lim,_, ., expx = 00, a protoze

exp0 = exp(z — z) = expx exp(—x),

exponenciéla se nule nerovna nikdy a mame lim,_, o, exp z = 0. Pomoci Darbou-
xovy véty jiz snadno ziskdme dokazovany obor hodnot.
Krok 7: jednozna¢nost exponencidly
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Jednoznacénost na C plyne z vlastnosti (ii). Jednozna¢nost na R plyne diky stej-
nému argumentu jako pro funkce sinus a kosinus.

Krok 8: iracionalita ¢isla m

Pro spor predpokladejme, ze m = g, kde p,q € N (uz vime, ze m > 0). Pro kazdé
n € N definujme funkci

Mame

0<1I, /fn sinzdzr < ( /fn;v = .(R)/Oﬂac"(w—x)”dx

_4q
—gm)/z
n Bl T 2n
4 = 2yngr < L (T noee
2Ry [ e as L (5)T

Specialné existuje n € N tak, ze 0 < I, < 1.

Na druhou stranu, f, je polynom stupné 2n. Integral I,, 1ze pocitat (2n + 1)-
nasobnou aplikaci per partes a s vyuzitim sin0 =sinm =0, 1 =cos0 = —cos7 a
Fa(@) = fulm —2) (odtud £ () = (=1)* £ (0)) dostavame

t+ 3G -0 d =T [C e

e

T

I, = [~ fn(z)cosz|] + (R) | f} coszdx
0

[~ (@) cos(@)]g + [, (x) sinalg / ' singdz

== [~ fala) cos(@)]g — [ (@) cos(@)]f + -~ + (=1)" [~ 2" () cos(@)]g
= 2£,(0) = 2f/(0) + 2£1V(0) + - - + 2(=1)" £™(0).
Spor ziskdme tak, Ze ukdzeme, Ze vSechna ¢isla na poslednim Fadku jsou cela

(odtud I,, € Z a nemize platit vyse dokdzané 0 < I, < 1). Podle Leibnizova
pravidla mame

k
P @ i;() W@ (7 — z)m) F,

Protoze navic
)9 =0 proj >n, ™)™ = p| a ™)) = Ca™ 7 proj<n
(") pro j pro j

(v poslednim pfipadé po dosazeni nuly dostaneme nulu), jediny nenulovy ¢&len v
f%)(0) je tedy (vyskytuje se jen pro n < k < 2n)

q’ﬂ

(n)n!w” :q"<2) eN pro k =n,
nl \n q
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respektive pro n < k < 2n

n

% (S) nln(n—1)...(n — (k — n) + 1)g= k=)

- q"<7]z)n(n 1)...2n—k+ 1)(%)2"_k eN

(mocnina ¢&isla g je kladna, nebot n < k < 2n implikuje 2n — k < n). Tim jsme
ziskali pozadovany spor a diikaz je dokoncen. O
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Kapitola 10

Obycejné diferencialni
rovnice

V kapitole o primitivnich funkcich jsme udélali kratkou exkurzi do problematiky
diferencidlnich rovnic. V této kapitole znac¢né rozsifime pocet typu diferencidlnich
rovnic, které umime fesit a navic pridame i dikazy, které jsme ziistali dluzni.

Poznamenejme, ze v této kapitole budeme teorii budovat od zacatku a ne-
budeme pouzivat vysledky o diferencialnich rovnicich z kapitoly o primitivnich
funkcich, ¢tenar si je tedy nemusi zopakovat. Na druhou stranu, pokud ctenar
vyloZené nespéchd, doporuc¢ujeme mu, aby se nejprve seznamil s ¢asti kapitoly o
metrickych prostorech, kde jsou zadefinovany a studovany nékteré dilezité pojmy
z teorie funkci vice proménnych, které zde budeme pouzivat (zejména limitu a
spojitost).

Pro ostatni ¢tenaie alespon tyto zakladni pojmy stru¢né predstavime.

10.1 Limita a spojitost funkci vice proménnych

vvvvvv

jsou v kapitole o metrickych prostorech). Na RY budeme pouzivat eukleidovskou
vzdalenost

2= 9l i= /(o g2+ (o — )P
Pro bod z € R a & > 0 definujeme £-ové okoli bodu z jako
U(z) = {y eRY: |y — 2| < e}

Prstencové e-ové okoli zavadime predpisem P.(z) = Ue(x) \ {x}. Je-li A C RV,
o bodu zy € RY iikame, Ze je hromadnym bodem mnoziny A, jestlize kazdé jeho
prstencové okoli ma neprazdny prunik s A.

Definice 10.1.1 (Oteviena mnozina). Rekneme, 7e @ C RY je otevrend mnozina,
jestlize ke kazdému jejimu bodu existuje okoli, které je celé obsazené v ().

47



48 KAPITOLA 10. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

Definice 10.1.2 (Limita funkce). Necht f: RN — R, 29 € RY je hromadnym
bodem Dy a yo € R. Rekneme, Ze zobrazeni f méa v bodé x limitu 1, jestlize

Ve >035>0 z € Ps(xo) N Dy = f(x) € Ue(yo)-
V takovém pfipadé piseme lim,_,,, f(x) = yo nebo f(x) — yo pro & — xo.

Definice 10.1.3 (Spojitost). Necht f: RY — Razg € Ds. Rekneme, %e zobrazeni
f je v bodé xzq spojité, jestlize

Ve >036 >0 x €Us(xo) N Dy = f(x) € U(f(20)).
Cvideni 10.1.4. Rozmyslete si, Ze zobrazeni f: (z,y) — x je spojité véude na R2.

Véta 10.1.5 (Aritmetika limit). Necht f,g: RY — R a 29 € RY je hromadny
bod Dy N Dy. Necht lim,_,,, f(z) = A € R alim,_,,, g(z) = B € R. Pak

(1) limg o (f(2) +9(x)) = A+ B

(ii) limg—y, f(x)g(z) = AB

(iii) pokud B # 0, plati lim,_,4, % = 5.

FS

Poznamka 10.1.6. Automaticky také plati aritmetika spojitosti.

Poznamka 10.1.7. Pojmy limita a spojitost se daji rozsifit rovnéz na f: RY —
R™. Spojitost zadefinovand pomoci okoli je ekvivalentni tomu, Ze je spojita kazda
slozka f. Podobné pro limitu.

Véta 10.1.8 (O spojitosti slozeného zobrazeni). Necht f: RN — R™, g: R™ —
RF a 29 € RN, Je-li f spojité v xg € RN a g spojité v f(xg), pak go f je spojité
VZg.

Véta 10.1.9 (O limité slozeného zobrazeni). Necht f: RN — R™, g: R™ —
RF a 2o € RN je hromadnym bodem Dgyog. Necht limg_,, f(z) = yo € R™,
limy sy, g(y) = 20 € R* a je splnéna alespori jedna z podminek:

(i) existuje prstencové okoli bodu g, kde vniting zobrazeni f nenabgvd své limitni
hodnoty yo

(ii) vnéjsi zobrazend g je spojité v bodé yo.

Pak limy, ., (go f)(x) = 20.

Pfipometime jesté, Ze pro f: RN — R, 79 € RN ai € {1,..., N} definujeme
i-tou parcidlni derivaci funkce f v bodé x predpisem
Of(x) _ im flxy, .. i1, 2+ hwig, .. 2n) — o)

6xi h—0 h ’

pokud existuje vlastni limita napravo. V p¥ipadé vektorové funkce f: RY — R™
se analogicky zavadi i-t4 parcidlni derivaci j-té slozky funkce f a znaci se %.
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10.2 Zakladni pojmy

Definice 10.2.1 (Oby¢ejn4 diferencialni rovnice). Necht n € N a f: R"*2 — R.
Pak

f@yy, . y™) =0 (10.2.1)

se nazyva skaldrni obycejna diferencidlni rovnice n-tého radu.

Piiklad 10.2.2. (i) Do naseho pfipadu spadé tfeba rovnice matematického ky-
vadla ¢y’ +y = 0.

(ii) Rovnice vedeni tepla w = % je parcialni diferencidlni rovnice. Timto
typem rovnic se zatim nebudeme zabyvat. Poznamenejme alespon, Ze teorie par-
cidlnich diferencialnich rovnic je komplikovanéjsi nez u rovnic obycejnych.

(iii) Model dravec—kofist s parametry a,b, c,d > 0

2/ (t) = ax(t) — bx(t)y(t)
y'(t) = —cy(t) + dx(t)y(t)

je systém obycejnych diferencidlnich rovnic 1. fadu. Systémy se nékdy daji prevadét
na jednu rovnici vyssiho fadu. Tim se budeme také zabyvat.

Definice 10.2.3 (Reseni obycejné diferencialni rovnice). Funkci y: (a,b) — R
nazveme tesenim obycejné diferencidlnd rovnice (10.2.1), jestlize

e y md na (a,b) vlastni derivace n-tého fadu

e pro v8echna z € (a,b) plati (10.2.1).

Casto bude mozné rovnici (10.2.1) piepsat do tvaru rozreseného vzhledem k nej-
vys$si derivaci
y") = glz,y,y ... ,y(”fl)), (10.2.2)
kde g: R"*! — R.
Budeme zde také uvazovat systémy obycejnych diferencialnich rovnic, ale pouze
prvniho fadu a rozreSené vzhledem k prvni derivaci. Pro vektorovou funkci y =
(Y1,Y25 - -, Ym): R = R™ budeme pouzivat znadeni y' = (y1,...,9,)-

Definice 10.2.4 (Systém obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fddu). Necht
F:R™t1 — R™ Pak

yl = F(‘T7 y)
je systém obydejnych diferencidlnich rovnic proniho Fddu (rozfeSeny vzhledem k
prvni derivaci) pro m neznamych funkei y1, . . ., Y, Jeho FeSenim na (a, b) nazveme
y=(y1,---,Ym): (a,b) = R™ spliiujici

® y1,...,Yn maji na (a,b) vlastni derivace (prvniho fadu)

e pro viechna z € (a,b) plati y'(z) = F(z,y(z)).

Uvedme si nyni nékolik piikladi. Budou ilustrovat, Ze obycejné diferencidlni
rovnice mohou slouzit k popisu riznych realnych problém.
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Priklad 10.2.5. (i) Rovnice popisujici radioaktivni rozpad
Necht N = N(t) je pocet radioaktivnich ¢astic v ¢ase t. Necht jejich ubytek (tedy
pocet radioaktivnich rozpadil) je pfimo Gmérny jejich poctu, tedy

AN(t)
dt

=—=AN(t), A>0.

Ziejmé tuto rovnici fesi N(t) = Ce !, kde C je libovolna (vzhledem k fyzikalni
uloze kladnd) konstanta. Zndme-li pocet Céstic v Gase t = tg, tedy N(t9) = No,
pak

N(t) = Nye At—to)
fesi nasi ulohu. Pozdéji si ukazeme, ze toto feseni je jediné a TeSi rovnici pro
libovolné ¢t € R, i kdyz v dané tloze nas typicky zajimaji pouze hodnoty t > t,.

(ii) Rovnice popisujici rist poétu obyvatel
(a) neomezeny rist
V tomto pripadé je prirtastek poc¢tu obyvatel pfimo tmérny poctu obyvatel v daném
okamziku, tloha je tedy dosti podobna predchozi tiloze o radioaktivnim rozpadu.
Potom
dN(t)

dt

Analogicky jako vyse, pokud zndme Ny = N(tp), pak

=aN(t), a>0.

N(t) = Noet—to),

Vsimnéme si, ze N(t) — oo pro t — oo.
(b) omezeny rist
Predchozi tiloha méla tu nepiijemnou vlastnost, ze pocet obyvatel mohl riist nade
vSechny meze, coz neni piilis redlné. Proto se Castéji predpoklada, ze pocet obyvatel
nemuze prekrocit jistou predem danou mez P,x. Odpovidajici rovnice je potom
napftiklad

dN(t)

= aN(t)(Puax — N(t)), o >0.

Je-li opét Ny = N(tg) € (0, Ppax] (jinak tloha nemé rozumny smysl), 1ze ukdzat,
zZe

_ PmaxNO

B NO + (Pmax - No)e_Rnaxa(t_tO) '

Dostali jsme takzvanou logistickou kiivku. Ziejmé N(t) — Ppax pro t — oco. V
obou pripadech je feseni urceno jednoznacné.
(iii) Pohyb hmotného bodu
(a) jednodimenziondlni pripad
Jestlize se hmotny bod mtize pohybovat pouze ve sméru osy = a ozna¢ime-li z(t)
t)

jeho polohu v ase ¢, potom v(t) = 92l d2a(

N(t)

je jeho okamzita rychlost a a(t) =

dt at?
jeho okamzité zrychleni. Plisobi-li na hmotny bod sila f(t, z,v) = f (t, x(t), dz(tt) ),

dostavame z Newtonova pohybového zakona rovnici

P _ 1000, )
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kde m je hmotnost ¢astice. Aby mohlo byt feSeni ddno jednoznacné, je tieba
predepsat dvé hodnoty (rovnice je druhého fadu), tedy

da(to)

ZL’(to) = Xy, T = 9.

Je mozno ukézat, Ze za jistych (fyzikdlné rozumnych) pfedpokladt na funkei f je
feseni skutecné dano jednoznacné. OvSem nalézt FeSeni neni jednoduché a zalezi
na tvaru této funkce. Dokonce v mnohych ptipadech nelze ekat, Ze by feSeni Slo
vyjadiit pomoci elementarnich funkci.

(b) tridimenziondlni pfipad

V tomto pfipadé jiz nevystadime s jednou obycejnou diferencidlni rovnici (tedy
skalarni rovnici) a musime uvaZzovat systém t¥{ obycejnych diferencidlnich rovnic
druhého fadu. Dostavame

d2§;2(t) =F (t,f(t)v di(;))
m% = B (t,3(), df?)
Lot L dT(t
i =m0, 5.

Piipadné je mozno tento systém zapsat vektorové

m

d2Z(t) =/ -, dF(t)
ekl CRCE 0

kde F: R7 — R3. Opét je tfeba zadat pocatecni polohu a pocatecni rychlost, tedy

dz(to)
dt

f(to) Zfo, V9.

Reseni této tlohy je jiz velice komplikované i pro relativné jednoduchou funkci F.

Ukazme si jeste, jak se prevadéji systémy rovnic prvniho fadu na jednu rovnici
vyssiho fadu a naopak. Jde to ale jen nékdy, nicméné rovnici typu (10.2.2) lze na
systém rovnic prvniho fadu rozieseny vzhledem k prvni derivaci prevést vzdy.

/

Piiklad 10.2.6. (i) Uvazme rovnici y"”' + 2y"” + 3’ = 2yx. Oznatme u =y, v =y
a w = y”. Dostavame

u =
v =w
w = —2w — v+ 2zu.

Podobné rovnici typu (10.2.2) lze na systém rovnic prvniho fadu (rozfeseny vzhle-

dem k derivaci 1. fadu) prevést vzdy. Sta¢i pouZit analogicky postup jako vyse.
Obecné pak u rovnice n-tého fadu tvaru f(z,y,v/,...,y"™) = 0 definujeme

ur, = y*~Y pro k= 1,...,n. Prvnich n — 1 rovnic ma tvar U}, = Ug+1 a posledni
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3 !
je f(z,ur,ug,y ..., up,ul) =0.
(ii) Uvazme systém
/
U = ur +uz +ug
Uy = U — up — U3
I
Uz = U1 + Uz — U3.
Budeme se postupné zbavovat us a us. Nejprve si z prvni rovnice vyjadiime us a
jesté jej zderivujeme.

!/ ! " /
Uy = U] — U] — U3 a Uy = U] — U] —

!/
Us.
Vysledek dosadime do zbyvajicich rovnic
1 ! !/ !/
ul —uy —ug =wu; — (U] —up —ug) — us
/ /
uy = uy + (u] —uy — uz) — us,
coz po zjednoduseni dava
/ "
Us = u; — 2uy
/ /
Ug = Uy — 2U3.
Odtud se da vyjadrit us, které opét zderivujeme
1 1 / I 1 " 1 /
U3:§(—u1 + u) + 2uq) a ugzi(—ul + uf + 2u).

To dosadime do posledni rovnice

1
5 (Cul’ +uf + 2uy) = — (w4 + 2w).

Ted uz staci jen vysledek zjednodusit a dostdvame

u)" +uf —2u] —4u; = 0.

Postup z bodu (ii) z pfedchoziho pfikladu lze pouZit v p¥ipadé soustavy rovnic
n
u;:Zaijuj—i—fi(x) 1=1,....n
j=1

s konstantnimi koeficienty a;; € R a f; majicimi konec¢nou derivaci fadu n — 1.
Nefunguje vzdy. Napiiklad soustava

U/IZU]_

ubh = U

se takto prepsat ned4 (v tomto jednoduchém piipadé je vSak nesmyslné se o takovy
prepis pokouset).
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10.3 Zakladni existencéni véty

V nésledujicim textu budeme teorii budovat pro systémy rovnic prvniho fadu ve
tvaru

(kde F': R — R™ a hleddme y: R — R"). Vzhledem k tzkému vztahu mezi
systémem a rovnici vyssiho fadu (jak jsme si naznacili vyse) se ziskané vysledky
po odpovidajici transformaci daji snadno pfevést i na skalarni rovnice vyssiho radu
roziesené vzhledem k nejvyssi derivaci (tj. ve tvaru (10.2.2)).

Definice 10.3.1 (Cauchyova tloha). Cauchyovou dlohou pro rovnici y' = F(x,y)
na (a,b), kde F': R**! — R" rozumime hledéani vektorové funkce y: R — R
splitujici ¢/ (z) = F(z,y(x)) na (a,b) a y(xo) = yo, kde zo € (a,b) a yo € R™ jsou
zadané hodnoty.

Poznamka 10.3.2. Reseni y; na (a1,b1) a y2 na (ag, by) budeme povazovat za
stejnd jen v piipadé, Ze (a1,b1) = (ag2,b2) a y1 = y2 na (a1, b;). Naopak, pokud
(a1,b1) # (a2, bs), TeSeni povazujeme za rizna i v piipadé, Ze y; = y2 na (ag, by) N
(ag,b2). Tento piistup mé dobry divod: feSeni diferencidlnich rovnic totiz obcas
v nékterych bodech ztraceji jednoznac¢nost (mohou se ,rozvétvit“).

Definice 10.3.3 (Prodlouzeni feseni). Necht y; fesi rovnici y’ = F(x,y) na inter-
valu (a1,b1) a y2 ji Fesi na intervalu (ag, bs). Jestlize (aq1,b1) C (az,b2) a y1 = Yo
na (ay,by), fekneme, Ze yo je prodlouzenim Feseni y; (na interval (az,bs)). Reseni
se nazyva mazximdlni, jestlize se neda prodlouzit.

Existenci a jednoznac¢nost davaji nasledujici dva vysledky, na jejichz dukaz
zatim nejsme vybaveni (oba ditkazy jsou uvedeny v kapitole o metrickych prosto-
rech).

Véta 10.3.4 (Peanova existencni véta). Nechf F: R — R" je spojitd na ote-
viené mnoZiné Q C R a (x9,y0) € Q. Pak existuje reseni Cauchyovy ilohy pro
systém rovnic y' = F(x,y) s pocdteéni podminkou y(xo) = yo.

Véta 10.3.5 (Picard-Lindelofova existenéni véta). Necht F: R — R™ je spo-
jitd na oteviené mnoziné Q C R™"L (z9,90) € Q a F je na Q lokdiné lipschitzov-
skd vzhledem k posledni n-tici proménnych. Pak existuje 6 > 0 tak, Ze na intervalu
(zo — 0,g + 0) existuje pravée jedno TeSeni Cauchyovy tlohy pro systém rovnic
y = F(x,y) s pocdtecni podminkou y(zo) = yo.

Poznamka 10.3.6. Jednoznacnost ve vété vyse (a také vSude dal) chapeme v
néasledujicim smyslu. Libovolné jiné feSeni prochéazejici bodem (zo,yo) se shoduje
s danym feSenim na pruniku defini¢nich obort.

Poznamka 10.3.7. Lokalni lipschitzovskost vzhledem k posledni n-tici promén-
nych znamend, Ze pro kazdé (xg,yo) € Q existuji K > 0 a d > 0 takova, zZe

|F(z,y1) — F(x,y2)| < Kl|y1 — y2| kdykoliv (z,y1), (,y2) € Us((x0, o))
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Poznamka 10.3.8. Lipschitzovskost je podstatné ptisnéjsi podminka nez lokalni
lipschitzovskost. UvaZte tfeba funkci = — 22.

Poznamka 10.3.9. Pfipomeneme-li si konstrukei, pomoci niz se z tlohy y™ =
g(x,y, 9, ..., y" V) ziskd systém rovnic prvniho fadu, mame

F(I,U) = (u27u37' . .,un,g(x,u)).

Pro aplikaci Picard-Lindeltfovy existencni véty (Véta 10.3.5) se pak hodi né-
sledujici pozorovani. Funkce F' je spojitd na () pravé tehdy, kdyz g je spojita
na ). Podobné pro lokalni lipschitzovskost v posledni n-tici proménnych. Spravna
sada poc¢ateénich podminek (kompatibilni s teoril systémti rovnic) je y(zg) =
Y0,y (20) = Y1, -,y (20) = Yn-1-

Jak bylo feceno vyse, obé existencni véty budou dokazany v pristi kapitole. My

si v nasledujicim pfikladu budeme ilustrovat metodu dtikazu na jednoduché tloze

Y=y, y0)=1 (10.3.1)

Priklad 10.3.10. (i) Nejprve ilustrujme na feseni tlohy (10.3.1) dikaz Peanovy
existencni véty (Véta 10.3.4). Pfedpoklady véty jsou zfejmé splnény. Vezméme
interval [0, 1] a rozdélme ho na n stejnych dilka délky % Vezméme interval [O, ﬂ
a feSme
W =1 ay(0)=1.

Volba pravé strany rovnice 1 souvisela s tim, ze diky pocateéni podmince vime, Ze
y(0) = 1. Zjevné

1 1

yE)=x4+1, ze€ [O’E]

Dale uvazujme interval [%, %], uvédomime si, ze z pfedchoziho kroku mame, ze

aproximace feSeni mé spliiovat y(%) =1+ %, a FeSme

1 1 1
2 =14, (o) =1+
n n n

Dostavame

o = (14 et (1= (0 5) e [L3]

Tedy pro 1 < k < n mame na intervalu [%,%} (pFipomertime, 7ze ﬁy(%) =
(1+3)%)

1\* k 1\%

=) () = ().

n n n

Proto N K 1\ okl
) = (1+2) 2+ (1-2)(1+5) @€, + ]
n n n nn

Napriiklad tedy
ny(l) = (1 + 7) —e'  pron — oco.
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Analogicky pak pro ,,y definované jako ¥y na intervalu [@, %]7 1<k<n

n

1\2n
ny(z)w(l—i—f) —e* pron— oo
n

ze pro spojitou funkci F' konverguje ,y k néjaké funkci y, kterd je spojita a dife-
rencovatelnd na daném intervalu a spliiuje danou rovnici.

(ii) Nyni si na dloze (10.3.1) ilustrujme dtkaz Picard-Lindelsfovy existenéni
véty (Véta 10.3.5). Ziejmé plati

y(z) = /01‘ y'(s)ds + y(0).

Protoze y' =y a y(0) = 1, mame

o) = [ uods 1.

Neni tézké ovétit, Ze spojitd funkce y fesi tlohu vyse pravé tehdy, kdyz Fesi (10.3.1).
Nyni polozme yy = 1 a definujme

yn(x) = /Ow ynfl(s) ds+ 1.

To tézké na dukazu Picard—Lindel6fovy existenéni véty je ovérit, ze takova po-
sloupnost m4 limitu, kterd fesi ilohu (10.3.1). V naSem piipadé ale méme

nx)=xz+1
2
yo(a) = 5+ +1
_ " xnfl )
Tedy
yn(z) = Z e
k=0

pro n — oo.

Tvrzeni 10.3.11 (O slepovéni feSeni). Necht y; 7esi dlohu y' = F(x,y) na (a,b)
a yo Test tutéz dlohu na (b, c). Pokud navic plati

lim yi(x) = lim ya(x) =z € R",
T—by T—b_

(limitu vektorové funkce pocitdme zvldst po jednotlivich slozkdch) a F je spojitd
v bodé (b, z), pak vektorovd funkce

y1(x) prox € (a,b)
y(z) =<z prox=>
ya(x) proxz € (b,c)
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rest rovnict y' = F(x,y) na (a,c).

Diikaz. Nejprve si povSimnéme, Ze staéi ukdzat 3/ (b) = F(b, z). Spojitost F v bodé
(b, z) a predpoklad lim, 4, y1(x) = lim,_p_ y2(x) = 2z € R™ implikuji

lim F(z,y1(z)) = lim F(z,y2(z)) = F(b, 2).

r—by r—b_
Podle véty o limité derivaci pak dostdvame y'(b) = F(b,z) a jsme hotovi. O

Poznamka 10.3.12. Otazkou je, kdy mtuzeme FeSeni prodluzovat a ziskat reSeni
maximalni. Neptujdeme zde do detailt a jen si stru¢né predstavime mozné scénare.
(i) ,Narazime“ na hranici oblasti, na které mé tloha smysl. Tedy prava strana
rovnice prestava byt spojita ¢i viibec definovand a nemizeme pokracovat.

(ii) Ztistaneme nékde uvniti oblasti spojitosti, tedy naSe FeSeni y(z) je omezené
a prava strana rovnice mé smysl na néjakém okoli ,koncového bodu“. V takovém
piipadé mizeme feseni ,prodlouzit“ do koncového bodu (v ném je feseni nejen
spojité, ale i diferencovatelné) a miiZzeme z toho bodu nalézt pokracovani FeSeni,
at uz pomoci Peanovy ¢ Picard-Lindelsfovy existencéni véty. Podle pfedchoziho
tvrzeni mizeme obé feseni napojit a feSeni tedy prodlouzime.

(iii) Reseni ndm ,utece“ do nekoneéna, tedy |y(z)| — oo. Toto je typicky scénai
pro nékteré nelinearni rovnice, pro linedrni rovnice se tohle nestane. Reseni pak
samoziejmé nelze prodlouzit.

10.4 Metody reSeni vybranych skalarnich rovnic
prvniho radu

10.4.1 Rovnice ¢y = f(x)

Uloha
y' = f(x)
y(wo) = yo

mé v piipadé, kdy f je spojitd na (a,b) a x¢ € (a,b), jednoznacné feseni tvaru

y(z) =yo + (R) /xf(s) ds.

Existence a jednoznac¢nost plynou napiiklad z Picard—Lindel6fovy existenéni véty
(v naem piipadé je F(z,y) = f(x)). Platnost vzorecku plyne okamzité z teorie
Riemannnova integrélu (Takzvand hlavni véta diferencialnfho a integralniho poctu,
tedy Véta 7.5.12). V tomto pFipadé jsme také mohli jednoznacnost dokdzat pomoci
Véty o nejednoznacnosti primitivni funkce (Véta 4.1.4), existenci pomoci Véty
o existenci primitivni funkce ke spojité funkci (Véta 7.5.13). Zde zatim nebylo
dilezité, ze jsme ve skalarnim pfipadé, v pripadé systému rovnic tohoto typu
bychom postupovali po slozkach.
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10.4.2 Rovnice ¢ = g(y)

V této situaci je feSenim

dy

-1

y=G (z+C) kde G(y) ::/—.
’ 9(y)

Vysledny vzorec si 1ze pamatovat pomoci zjednodusené myslenky jeho ditkazu (ale

pozor, tato myslenka kuptikladu pouziva nedefinované znaky a nefesSi existenci

inverze, neni tedy dtikazem)

, dy dy / dy /
y =2 =gy ~ —2 —dzx > — = de =2+ C.
dr ) 9(y) 9(y)

Véta 10.4.1 (O feSeni rovnice ' = g(y)). Necht g: R = R je spojitd a nenulovd

na (a, ) C R. Necht G je primitiong funkce ky — ﬁ na (o, ). Pak na intervalu

G((o, B)) existuje inverzni funkce G~ a kazdé mazimdini veseni v Q = R x («, B)
md tvar
y(z) =Gz +0),

kde C € R, a je definovdno na intervalu
Ioc:={zeR:Fye(x,f) Gly)=2+C}={x=2-C:2€G((,B))}.
Navic kazdgm bodem (xo,yo) C Q prochdzi prdvé jedno mazimdlni vesent (v Q).

Diikaz. Krok 1: existence a diferencovatelnost G~1.

Diky predpokladim na g je % spojita, nenulova a neméni znaménko. Diky tomu
existuje ryze monotonni G (primitivni funkce k %), G’ je nenulové a neméni zna-
ménko. Podle Véty o derivaci inverzni funkce (verze pro funkci s nenulovou derivaci
neménici znaménko, tj. Véta 3.3.22) je G=1: G((«, B)) — (o, B) diferencovatelna.
Navic funkce 2 — G~1(z + C) zobrazuje interval I na («, 3).

Krok 2: y(z) = G~ 1(z + C) fesi tlohu 3’ = g(y) na I¢.
Na I¢ podle prvniho kroku miZzeme funkci o +— G~ (2 +C) derivovat a dostavame

d 1
y'(x) = @G_l(l‘ +0) = GG iz10) 9(G Mz +O)) = g(y(x)).
Krok 3: maximalita feseni tvaru y(z) = G~ !(z + O).
Odvodime spor v situaci, kdy g > 0 na (a,3) (tedy G=! je rostouci) a Feseni
umime prodlouzit doprava mimo interval I (v ostatnich pfipadech postupujeme
analogicky). PiSme (a,b) := I¢. Nejprve si pov§imnéme, Ze diky monotonii funkce
G~ mame

lim G Yz +C)= sup G (x4 C)=sup(a,B) =B.

zT—b_ z€(a,b)

Dale, je-li mozné teseni y prodlouzit za bod b, y je spojité v bodé b, a proto
y(b) = B. Ale 8 ¢ («, 8), neni tedy v definiénim oboru funkce g. To je ve sporu
s tim, Ze by mélo platit y'(b) = g(y(b)).
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Krok 4: jednoznacnost.
Uvazme napiiklad situaci, kdy ¢ > 0 na (a, ). Necht 7 je feSeni s definiénim
oborem (a,b). Pak

n'(x) =g(n(z)) >0  prox € (a,b).

Funkce 1 proto mé diferencovatelnou inverzi na 7((a,b)). Ozna¢me ji u. Pak pro
vSechna y € 7((a, b)) plati

W) = () guly) 9y

Odtud u(y) = G(y) — C na n((a,b)). Pro x € (a,b) tedy dostdvame
u(n(z) =Gnz) -C =  2+C=Gn(x)).

Nésledné z+ C' lezi v oboru hodnot funkce G, neboli (a,b) C Ic, an(z) = G~ (z+
).

Krok 5: existence feSeni pro kazdou pocatecni podminku.
Necht (zg,%0) € Q2 = R x (a, 3). Protoze G~! zobrazuje G((a, 3)) na (a, ),
existuje £ € G((a, B)) takové, ze yo = G1(£). Stadi proto polozit C := £ — g a
pak funkce

y(@) =Gz +C) =Gz +&—x0)

spliuje y(zo) = G~(€) = yo. O

Piiklad 10.4.2. (i) Necht o € R\ {0} a A € R. Uvazme tulohu
Y (2) = ay()
y(0) = A.

Pfedchozi vétu mizeme pouzivat v situacich @ = R x (—o00,0) a © =R x (0, 00).
Zde shodné mame

d dy 1
G(y):/i: Y= Zloglyl =+ C.
9(y) ay

Odtud, piseme-li e*¢ = K > 0,

|y‘ _ ea(x-{-C) — Koo,

Pfi pocateéni podmince y(0) = A > 0 pouzivdme vétu na Q = R x (0,00) a
dostavame jednozna¢né maximalni feSeni tvaru

y — Aeal‘

definované na celém R. Analogicky se postupuje v piipadé A < 0. Opét dostaneme

vvvvv

bychom podobné mohli postupovat i v pfipadé poc¢ateéni podminky tvaru y(zg) =
A, pro A # 0, jen by ndm vysla odlisnd multiplikativni konstanta.
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V situaci A = 0 predchozi vétu pouzit nemizeme. Snadno vSak nahlédneme,
7e funkce y = 0 je FeSenim. Podobné v pfipadé pocateéni podminky y(xg) = 0.
I tato feseni jsou jednoznacna. Kdyby totiz nejaké feSeni zaroven spliovalo tieba
y(x1) =0 a y(xz) > 0, z nasich vysledkii pro Q = R x (0, 00) by plynulo, Ze se toto
feSeni musi shodovat s néjakym feSenim tvaru Ke®®, ale pak by nemohlo platit
y(z1) =0.

Poznamenejme jesté, ze existenci a (lokaln{) jednoznacénost pro jakékoliv A € R
nam také zarucuje Picard-Lindelofova existencni véta, nebot funkce (z,y) — ay
je spojita a lipschitzovska ve druhé slozce.

m

Obrézek 10.1: N&crt ¢asti nékolika vétvi obecného FeSeni rovnice ' = ay. PovSim-
néte si, ze aditivni konstanta z integrace se projevuje jinak, nez jak jsme tomu byli
zvykli u primitivnich funkci (tentokrat ma roli multiplikativni konstanty).

(ii) Necht A € R. Uvazme tlohu

Pfedchozi vétu muzeme pouzivat v situacich Q@ = R x (—00,0) a © =R x (0, 00).
Zde shodné mame

dy dy 1
G(y):/—: — =——=zx+C.
9(y) y? y
Z pocatecni podminky dostavame C' = —%, a proto mame jednozna¢na maximalni
feseni
-1 1
A>0 = y= T na(foo,—>
-1 1
A< = y=—-7 na(—,oo).
r— 3 A

Prodlouzeni mimo popsané intervaly neni mozné diky nevlastnim limitam.

Pokud A = 0, moznym fesSenim je y = 0. Jeho jednoznacnost se da dokézat jako
u predchozi rovnice. To opét neni nijak pirekvapivé z pohledu Picard—Lindeléfovy
existen¢ni véty, nebot funkce (x,y) — ay je spojitd a lokalné lipschitzovskd ve
druhé slozce.
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/
aaad

Obrazek 10.2: Nac¢rt ¢asti nékolika vétvi obecného feseni rovnice y' = 2.

(iii) Uvazme tlohu
2
y'(z) = 3y3
y(0) = 1.

Pfedchozi vétu mizeme pouzivat v situacich @ = R X (—o00,0) a © =R x (0, 00).

Zde shodné mame
dy dy 1
G :/—:/ Y ol
V=) e T s Y

V pfipadé pocéateéni podminky y(0) = 1 pracujeme na © = R x (0,00), a proto
méame jednoznac¢né maximalni feseni

y=(zx+1)> na (—1,00).

Jednozna¢nost a maximalita se tykaji mnoziny 2 = R x (0, 00). Nepiekvapi tedy,
Ze nase TeSeni je mozné prodlouzit predpisem

_Jo pro x € (—oo, —1]
y(e) = {(x +1)3 prox € [~1,00).
nebo ‘
(r —a)® prox € (—o0,q)
y(z) =140 pro z € (—a, —1]

(x+1)* prox € [-1,00),

kde a € (—o0, 1]. Jiné pfipady nenastanou diky jednoznacnosti, kterou nam dava
predchozi véta pro Q2 = R x (—o0,0).

Z pohledu Peanovy existen¢ni véty existuje alespon jedno feseni pro kazdou
pocateéni podminku y(x¢) = yo ((w0,%0) € R?), nebot funkce (z,y) 3y3 je spo-
jitd na R2. Picard-Lindelofova existenéni véta se neda aplikovat na zadné oteviené
podmnoziné R?, kters obsahuje z-ovou osu, nebot pak nemame lokalni lipschit-
zovskost funkce (z,y) — 3y3 ve druhé proménné.
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[ s Xzt X1 . v . 2
Obrazek 10.3: Nacrt ¢asti nékolika vétvi obecného feseni rovnice y' = 3y3.

V predchozich ptikladech se Casto vyskytovala situace, kdy pro jisté 6 € R
plati g(6) = 0. Pak automaticky y = 0 je feSeni rovnice y’ = g(y). Toto TeSeni se
nazyva trividlni reseni. Vidéli jsme, ze v nékterych pripadech se da napojit trividlni
feSeni na FeSeni ziskana pomoci Véty o feSeni rovnice 3y’ = g(y) (Véta 10.4.1). Této
problematice se nyni budeme vénovat podrobnéji. Necht v dalsim je 6 nulovy bod
funkce g a y = G~1(x+C) je feseni ziskané pomoci Véty o feseni rovnice y' = g(y)
na Q = (6,7) x R pro jisté 7 € (0, 0]. Tedy g je nenulova a spojitd na (0,7) a G
je monotonni na (0, 7). V této situaci vzdy existuji lim, ¢, G(y), lim,_,, G(y) a
feseni y = G~!(z + C) mame na intervalu s krajnimi body a := lim,_9, G(y) — C
ab:=lim,_,, G(y)— C, nebot v nasi situaci plati

y=G 1z +0O) — x=G(y) —C.

Pokud jsou obé vysSe uvedené limity nevlastni, feSeni mame definované na celém
R, coz je jednak nejlepsi mozny vysledek z hlediska defini¢niho oboru feseni, zaro-
ven odpadad moznost slepit feSeni s feSenim trividlnim. V dalsim se tedy budeme
zabyvat tfeba situaci lim, ¢, G(y) € R.

Tvrzeni 10.4.3 (O slepovani feSeni). Necht v situaci uvedené vyse je a € R a
funkce g je spojitd zprava v bodé 0. Pak lze v bodé a teseni y = G~1(z + C) slepit
s trividlnim Tesenim identicky rovngm 6.

Diikaz. Pro jednoduchost znaceni uvazujme jen piipad g > 0 na (6, 7). Ukazme,
ze
e prox <a
V= G Yz +C) proz € (a,b)
fesi tlohu ¢’ = g(y) na (—oo, b). P¥ipometime, Ze plati

lim Gz +C) =0,

T—a4
proto je y spojita funkce. Dale ze spojitosti g zprava v bodé 6 dostavame

d 1 o 1 - 1 T—aq o
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Proto Véta o limité derivaci (Véta 6.3.9) déva ¢/(a) = 0 a plati ¢'(a) = 0= g(0) =
9(y(a)))- O

Pokud je funkce g lipschitzovské na néjakém pravém okoli bodu 0, automaticky
nastane situace, ze a je nevlastni.

Tvrzeni 10.4.4 (O nevlastni mezi defini¢niho oboru Feseni). Necht v situaci uve-
dené vyse je funkce g lipschitzovskd na [0,0+9) pro jisté § > 0. Pak je a nevlastni.

Dikaz. Opét se zabyvejme jen pfipadem g > 0 na (0,7). Pak G je rostouci
na (6,0 4 6) a pro libovolnd 6 < & < & < 0 + 6 mame

€2 g &2 dy &2 dy
Gle)-cle) = [ e [T [T
e 9v) L 9O+ Ky—0) J, K(y—10)
1 10
= —llog(y ~ I 3
Z toho zfejmé plyne dokazovany vysledek. O

Lipschitzovskost je pro vyse popsany jev podminkou postacujici, nikoliv nut-
nou.

Priklad 10.4.5. Definujeme-li

_ Jylogly| proy#0
9(y) =
0 pro y =0,

méame funkei, kterd je spojitd (podle Peanovy existenéni véty méme FeSeni pro
libovolnou poéateéni podminku y(0) = xg, kde g € R,yp € R\ {—1,1}) a plati

)
dy 5
= [log | lo = 00
| o = log 12w

pro kazdé § € (0,1) (projde tedy konstrukce z predchoziho diikazu), ale g neni
lipschitzovské na zadném okoli pocatku.

10.4.3 Rovnice i = f(z)g(y)

Této rovnici se fikd rovnice se separovanymi promenngmi. Jejim FeSenim je

y=G YF(z)+O), kde G(y):/g((iz)aF(x):/f(x)dx.

Vysledny vzorec si lze pamatovat pomoci zjednodusené myslenky jeho dtkazu
(tato myslenka je ale opét zjednodusend a nelze ji povazovat za dikaz)

r_dy oy
y f(x)g(y) )

= X X ~ ﬂ: xr xr = X
S = f@)dr — [ 2 [ f@)de = Py + 0.
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Vé&ta 10.4.6 (O feSeni rovnice se separovanymi proménnymi). Necht f: R — R

je spojitd na (a,b) CR a g: R = R je spojitd a nenulovd na (o, ) C R. Necht F

je primitivnd funkce k f na (a,b) a G je primitivnd funkce k y — ﬁ na (o, B).

Pak na intervalu G((«, B)) existuje inverzni funkce G=1 a kaZdé mazimdlni veseni
v = (a,b) X (o, B) md tvar
y(z) =G~ (F(z) + O),
kde C € R, a je definovdno na otevieném intervalu
I'={z€(a,b): Jy€(a,p) Gy)=F(z)+C}
Navic kazdym bodem (xo,y0) C Q2 prochdzi prdvé jedno mazimdlni vesent (v Q).

Diikaz. Dtikaz se ziskd nendrocénou modifikaci diikazu Véty o feSeni rovnice y =
g(y) (Véta 10.4.1), kterou pfenechdvame Gtenari jako cviceni. Jen dikaz toho, Ze
I je otevieny interval, vyzaduje hlubsi zamysleni. O

Priklad 10.4.7. Hledejme obecné feseni tlohy 3y = zw—y Po integraci dostavame
log |y| = logz® + C = y = Kz2.

Tento postup jsme mohli aplikovat na = (—00,0) X (—00,0), 2 = (—00,0) X

(0,00), 2 = (0,00) X (—00,0), nebo Q = (0,00) x (0,00). V piipadé pocatecni

podminky y(zg) = 0 je feSenim

y=0 na (—00,0) pro xg < 0 a y=0 na (0,00) pro xg > 0.

Obrézek 10.4: Nacrt ¢asti nékolika vétvi obecného feSeni rovnice xy’ = 2y.

Slepovani FeSeni zde neni mozné. Pokud bychom v8ak pracovali s rovnici zy’ =
2y, slepovat bychom mohli v po¢atku (v8echna uvazovand feseni maji v poc¢atku
nulovou limitu a rovnéz nulovou limitu derivaci) a dostali bychom obecné FeSeni

Kz? proxz <0
y(z) = 9
Lz pro z > 0,
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kde K,L € R. Jednozna¢nost by nam daly pocéateéni podminky y(z1) = y1 a
y(x2) = yo, kde 1 < 0 < x5 a y1,y2 € R. Zajimavou variantou pfedchoziho
piikladu je tloha zy’ = y. Opét je porusena jednoznacnost v pocatku, ale Feseni
neni mozné slepovat v poc¢atku dle libosti.

10.4.4 Homogenni diferencialni rovnice

Budeme se zabyvat rovnici tvaru

y/ = f(xvy)a

kde funkce f: R? — R je definovana na R?\ {0,0} a plati zde pro kazdé A # 0

f(Az, Ay) = f(z,y).

Poznamka 10.4.8. (i) Funkce f je tedy konstantni na jednotlivych pfimkéach vy-
chézejicich z poéatku (neuvazujeme hodnotu v pocatku).

(ii) Nazev tohoto typu rovnic je odvozen od nésledujici terminologie. Funkce
g: R? — R definovana na celém R? je homogenni stupné o € N (nebo také a-
homogenni), jestlize pro vSechna (z,y) € R?\ {(0,0)} a A > 0 plati

g(Az, Ay) = Xg(z,y).

Podil dvou homogennich funkci stejného fadu vede na typ funkce, ktery uvazuje-
me v nasi diferencidlni rovnici, jestlize jmenovatel je nenulovy na kazdém paprsku
vychéazejicim z pocatku.

Rovnici fesime pro  # 0 (nakonec se ziskané vysledky pokusime slepit) nésle-
dujicim postupem. Nejprve si prepiSme

e =a(e-12) - 10.2) <ol

xT

N

a definujeme pomocnou funkci z(z) = % Opét si napiSme struéné (ponékud

nekorektni) schéma dofeSeni tlohy. Postupujeme nasledovné

Y(@) = a2(2) = 3/(x) = 2(0) + 22 (@) = 9 (UD) = ga(a)) - 2 (o) =

g(z) — 2

a uplné napravo jsme ziskali tlohu se separovanymi proménnymi, kterou uz umime
Fesit. Pfesnéji, podle Véty o FeSeni rovnice se separovanymi proménnymi (Véta
10.4.6) mizeme pouzit zminénou metodu v situaci, kdy funkce z — f(1,2) — z je
spojita a nenulova na jistém («, §) C R a pracujeme na mnozinich 2 = (—o0,0) x
(a,B) a Q = (0,00) x (a,8) (vychazi nam vysledek tvaru z(z) = H !(log|z| +
C), kde H~! je inverzni funkci k h: z + f(%z)_z) Protoze vysledné feseni z je
diferencovatelné, je diferencovatelné i y(z) = zz(z) a spliiuje pozadovany vztah

(@) = 2(2) +a7/(@) = 9(z@) = o (U2) = £ (1, X2) = fa,)
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na intervalech ziskanych p¥i feSen{ tlohy 2/(x) = g(z,% (zddny z téchto inter-
valil neobsahuje pocatek). Zbyva jesté ukéazat, ze tloha y' = f(x,y) nemlze mit
jind feSeni nez ta, kterd jsme ziskali vySe. To uz je ale snadné. Pokud je totiz y
feSenim tlohy y' = f(z,y) na néjakém intervalu neobsahujicim pocétek, je také

diferencovatelna funkce z := % a dostavame

;Y —y  xf(ey) —wz  f(l2) -z
Z P pr— —_— .
2 2 x

Priklad 10.4.9. Resme tlohu 3’ = T+ 4. Po pouziti rovnosti y = zz pro x # 0
mame 1
z+axr==-+2 = 2=
z

Na jednotlivych kvadrantech pak mame

2 d
Z—:/zdz:/—leog|z|+0.
2 T

22 =2(log|z| +C) =loga? +2C = y* = 2*(logz®+2C) pro |z| > e~

Odtud

C

Obrazek 10.5: Nacrt ¢asti nékolika vétvi obecného feseni rovnice 3’ = %Jrg Pozor,
dvojice netrividlnich feseni y = +|z|+/log 2 4+ 2C neni mozné slepit.

P¥iklad 10.4.10. Re$me tlohu yy’ + 2 = /22 + y2. Po tpravé (docasné se ome-
zime na x # 0, y # 0) dostavame

Odtud po pouziti rovnosti y = xz mame

1 1
2422 =signex=v/1+4 22 — =
2 2
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a po upravé dostavame

o Lsignavl+22 —1 -2

x z

Pro x < 0a z <0 nebo z > 0 mame

dz
log(1+ /1 + 22 :/ =— | —=—loglz|+C.
B ) VI422+1+ 22 T Bl
Odtud pro K >0 az € (—5,0)
K 2 K K 2
Vit241l=— = 1+y—2+1:— — y2:(——1) x? — 22,
|z| v |z ||

Po tpravé obdrzime
y? = K? — 2K|z|.

Na Q = (—00,0) x (—00,0) mame obecnd FeSeni tvaru

K
y=—VK?+2Kzx prox € (—5,0).

Na Q = (—00,0) x (0,00) mame obecné Feseni tvaru

y=vVK?2+2Kzx proxG(—%,O).

Proz > 0a z <0 nebo z > 0 mame

zd
lo 14221 :/ /— logz + C.
g(V ) T TFZQ g
Odtud pro K >0ax >0

K 2 K K 2
Vitz-1=2 = (144 -1=2 = 2= (S 41) et -
X X x X

Po tpravé ziskavame

vy = K? +2Kux.

Na = (0,00) X (—00,0) mame obecné FeSeni tvaru
y:—\/m pro z € (0,00).

Na € = (0,00) x (0,00) mame obecnd FeSeni tvaru
y:\/m pro z € (0,00).

Pro x = 0 mtZeme ¢asti feéeni ziskané na (—£,0) a (0, 00) slepit, nebof funkce z

VE? 42Kz je titldy C1((—£, 00)) (vyraz yy' + x — /22 + 2 je tedy spojity na
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(=%, 0), a proto jeho nulovost na (—4-, 00)\ {0} implikuje nulovost i v po¢atku).
Pro y = 0 pozaduje piivodni rovnice z = v22. Na (=00, 0), proto neexistuje Feseni
protinajici osu x. Na intervalu [0, 00) rovnost plati vzdy, mame tedy ,trividlni*
feSeni

y=0 na (0, 00)

(pojem TeSeni jsme definovali pro otevieny interval) a toto feSeni se zfejmé neda
slepit s zadnym FeSenim dfive ziskanym. Celkové tedy mame vyse popsané trividlni
feSeni a FeSeni tvaru

K
y=+vVK?+2Kz a y=—VK?+2Kx definovana na <—?,OO)-

=

Obrazek 10.6: NA&crt casti nékolika vétvi obecného feSeni rovnice yy' + x =
v/x2 + y2. Pozor, dvojice netrividlnich feseni y = ++/ K2 + 2K x neni mozné slepit.

Poznamka 10.4.11. Ptedchozi piiklad odpovidé hledani tvaru zrcadla, pro které
jsou paprsky rovnobézné s optickou osou po odrazu soustfedény do jednoho bodu.

M = (l‘o,yo)

Obrézek 10.7: Odvozeni rovnice yy' + x = /22 + y2 z Glohy o hleddni tvaru
zrcadla.

Pfesnéji, pokud si na Obrdzku 10.7 ozna¢ime soufadnice bodu M (tedy pru-
sefiku drahy paprsku rovnobézného s optickou osou zrcadla a zrcadla) jako (zg, yo),



68 KAPITOLA 10. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

pak bod N = (z1,0) (prusecik osy uhlu uréeného drahou paprsku a optické osy
zrcadla) lezi na norméle k zrcadlu, tedy na pfimce

Y—Y = — (x — ).

y'(%o)
Dosazenim bodu N mame

= (1 — x0)
Yo = Y (o) 1 0)s

tedy
z1 = y'(x0)yo + Zo.

Protoze trojuhelnik M NP je rovnoramenny, je

x5+ yg + |MP]> = [NP|]* = a1,

Y (z0)yo + o = A/ z3 + yd.

Vysledné rovnice zrcadla je

proto

yy' +r=va?+y?

dostavame tedy rovnici z Piikladu 10.4.10.

10.4.5 Rovnice, které lze prevést na homogenni diferencialni
rovnici

Uvazujme rovnici typu
, ar +by+c
g = p(Erre)
oax + By 4+

a predpokladejme, Ze a8 # ba. Pak méa soustava

ar+by+c=0
ar+ Py +v=0

jednoznac¢né feseni (zg,y0) € R2. Polozme
fi=x—x0 &  N=y—o

(vlastné se jednd jen o posunuti soutadnych os do pruseciku ptimek az+by+c =0
a az + By ++ = 0). Okamzité pro funkci n: & — n(&) := y(€ + x¢) — yo dostavame

dn
dg

coz je homogenni diferencidlni rovnice.

a(f+ﬂ?o)+b(ﬁ+yo)+6> _ (a£+bn>7

_dy _
(€)= @€+ 20 = F( a0 S B s £ o + Bn
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Pokud neni splnéna podminka a8 # ba, jedné se o snazsi tlohu, kterad pievod
na homogenni rovnici nevyzaduje. Abychom si toto ukézali, rozlisime tii pripady.
V prvnim pfipad€ je § =0 a a # 0, vlastnost a3 = ba pak dava b = 0 a mame
ulohu .
J= (),
or + 1y

ktera se resi integraci.
Ve druhém piipadé méme (o, ) = (0,0), formule ma pak smysl jen pro v # 0
a muzeme psat
, a b c
Y =f<fx+*y+f).
Y v Y
Pokud je nyni b = 0, tlohu opét fesime integraci. Pokud b # 0, definujeme novou
funkci z = %m + %y + 5 a dostavame

a b a b
d=—t oy =+ —f(2),

Yo Yo

coZ je rovnice se separovanymi promeénnymi.
Konecné, ve tfetim pripadé mame 3 # 0 a vlastnost a8 = ba implikuje a = %a.

Odtud

b b b

afc+by+cigax+gﬂy+cib c— 357

= — + e —
ar+Py+y ar+pPy+y  f ar+Py+y
a definice nové funkce z = ax + Sy + v dava

b
b ¢— 37
d=at By =a+Bf(+—"),
8 z
coz je opét rovnice se separovanymi proménnymi.

Poznamka 10.4.12. U pravé probiraného typu diferencidlnich rovnic jsme ¢tenaii
nenabidli pfehlednou vétu, ktera by popisovala presny tvar obecného feseni a jeho
defini¢nich obort. Mame k tomu dva divody. Jednak se da snadno nahlédnout, ze
ve v8ech vyse uvedenych situacich, které vyzadovaly zavedeni pomocné funkce z
¢i m, jsou vSechna feSeni puvodni tlohy pro y jednozna¢né urcena vSemi FeSenimi
ulohy pro pomocnou funkci. Na druhou stranu, kupiikladu v situaci a« = 8 =0
a b # 0 na defini¢ni obor feSeni maji zasadni vliv mnoziny nenulovosti funkce
z = % + % f(2), které nezavisi jen na chovani funkce f ale i na parametrech
a,b,v. To ¢ini obecnou charakterizaci mnozin nenulovosti pomérné slozitou, tie-
baze v konkrétnich tlohéach se typicky o obtizny problém nejedné.

Priklad 10.4.13. Re$me tlohu

92 N2
y/:2( Y+ ) .
rz+y—1
Soustava
Yo +2=0

zo+yo—1=0
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ma TeSeni o = 3 a yp = —2. Zavaddime tedy novou proménnou & := z — 3, novou
funkci n(¢) := y(§ + 3) + 2 a dostavame

2
’ n
rs()
§+1

Dostali jsme homogenni diferencidlni rovnici. RozliSujeme pfipady & € (—o0,0) a
¢ € (0,00). Zavadime pomocnou funkei z := g (tedy n =¢zan =2+4+¢&2) a
mame
1 2+z
+1 22422417
Tim jsme presli k rovnici se separovanymi proménnymi. Trividlni feSeni je z = 0
a dale dostavame

z+§z-2( )2 = 2 =—

2
2arctan z + log |z| :/%dz: & _ —log €| + C.
234z 13
Oznac¢ime-li vyraz na levé strané jako ®(z), neni t&zké ovéfit, ze funkce @ je kle-
sajici na (—o0,0) a zobrazuje tento interval na R. Déle ® je rostouci na (0,00) a
zobrazuje tento interval také na R. Ozna¢me ¥, inverzi k restrikci ® na (—o0,0)
a Uy inverzi k restrikci @ na (0, 00). Pro kazdé C' € R proto mame ¢tverici FeSeni

z1 =Py (—log|¢| + C) na (—o0,0)
zo = Uy (—log || + C) na (0, 00)
zg = Wo(—log €] + C) na (—oo,0)
24 = Uo(—log €] + O) na (0, 00).
Odtud méme po pfidéni trividlniho Feseni (ziskaného ze z = 0)
6‘1’1( log [§] +C) na (—00,0)
§W1(—logl¢[ + C) na (0,00)
N3 = 5‘1’2( log [¢] + C) na (—o0,0)
m = §Wa(—log[| +C) na (0, 00)
ns =0 na (—o0,0)
ng =0 na (0, 00).

Koneéné dostdvame (rovnou uvddime mnoziny, kde lze k zadané poc¢ateéni pod-
mince nalézt jednoznacné C)

y1 =24 (z—3)¥(—log|z —3|+C) pro 2y = (—00,3) x (—2,00)
ya = =2+ (x — 3)¥y(—log |z — 3|+ C) pro 2 = (3,00) x (—o00,—2)
ys = =2+ (z — 3)¥a(—log|z — 3| + O) pro Q3 = (—00,3) X (—o0, —2)
ys = =2+ (z — 3)¥s(—log |z — 3|+ C) pro 2y = (3,00) x (—2,00)

ys = —2 na (—o0,3)

Yo = —2 (3,00)
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P¥iklad 10.4.14. Resme tlohu 3 = cos(y — x). To odpovida situaci a = 8 = 0.
Definujeme pomocnou funkci z = y — x a dostavame

2=y —1l=cosz—1
(povSimnéte si jests, ze y Tesi tlohu y’ = cos(y — x) na n&jakém intervalu (a,b)
pravé tehdy, kdyz z = y — « fesi tlohu 2z’ = cosz — 1 na (a,b)). Druhé tloha
je rovnice se separovanymi proménnymi fesitelnd na mnozinach tvaru Qf := R x

(2km,2(k + 1)7), k € Z, kde dostavame

d d
cotiz—/ _22 :/ z :/dx:x+C’.
2 2sin” 3 cosz — 1

Na ) pak mame

z = 2arccot(x + C) + 2km.
Mimo (J, .z, Q& jesté ziskdvame trivialni feseni
z = 2km.
Pro ptivodni dlohu tedy dostavame feseni typt

y=2kn+z a y = 2arccot(z + C) + 2km + x.

Obrazek 10.8: Nacrt éasti nékolika vétvi obecného feSeni rovnice 2z’ = cosz — 1.

10.4.6 Linearni diferencialni rovnice prvniho radu
Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu je rovnice typu
y' (@) +p(@)y(z) = f(2),
pro kterou uvazujeme pocateéni podminku
y(@o) = yo.

Predpoklddame, ze p, f € C((a,b)), xo € (a,b) a yp € R. Tento typ rovnic jsme si
uz predstavili v kapitole o primitivnich funkcich. Naudili jsme se feseni metodou



72 KAPITOLA 10. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

Obrazek 10.9: Nacrt ¢asti nékolika vétvi obecného FeSeni rovnice y' = cos(y — x).

integracniho faktoru a dokézali existenci a jednoznacnost FeSeni. Pro dplnost si
metodu integra¢niho faktoru stru¢né pripomeiime. Plvodni rovnici pfendsobime
vyrazem el pl@)de 5 povsimneme si, ze levou stranu je pak mozné napsat jako
derivaci soucinu

()e 7@9) = yf ()l P9 4 p(ayy()el P9 = f(z)ef P

Odtud
y(w)el P ds / el @) e 4y 4

a dostavame

y(x) = C’e*fp(x) dz + e*fp(m) dw/f(x)efp(x) dz der.

Diky poéateéni podmince nyni uréime jednoznaéné C' € R (nebot e~ Jp@)de
na (a, b)), aby platilo y(zg) = yo. VSechny primitivni funkce existuji diky spojitosti
integrand.

Poznamka 10.4.15. (i) Integra¢ni faktor neni uréen jednoznaéné. MiZeme pouzit
jakykoliv jeho nasobek, coz je ostatné diévod, pro¢ se pii jeho hledani nestardme
o aditivni konstantu po integraci.

(ii) Diky tomu, Ze uz umime Fe$it rovnici se separovanymi proménnymi, uz neni
nutné si vzorec e/ P(*) 42 pamatovat, ale miizeme si jej odvodit. Skute¢né, hledame-
li integrac¢ni faktor @ tak, aby

QWY +py) = (¥Q)'
TeSime
QY +pQy=Qy +Q'y = pQy =Q'y — Q' = pQ.

Rovnice tplné napravo ma separované proménné a dostavame

gl = [F = [pa)dec
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tedy pro K € R (pfipad K = 0 nadm dalo trividlni FeSeni)
Q(z) = Kel p®)dz,

Navic podle Véty o feSeni rovnice se separovanymi proménnymi (Véta 10.4.6)
dostéavame vzdy feSeni na (a,b) (diky spojitosti p(z) na (a,b) a tomu, ze v roli
funkce G~ zde vystupuje exponenciéla, kterd nezizi defini¢ni obor feseni).

Poznamenejme jesté, Ze tento typ rovnic je také mozné fesit metodou variace
konstant. Pfipomenme, Ze tuto metodu jsme si predstavili v kapitole o primitivnich
funkcich pro linearni obyc¢ejné diferencialni rovnice 2. fadu. Nejprve se vyftesi tloha
s nulovou pravou stranou

Y+ p(@)yn =0,

coz je uloha se separovanymi proménnymi, pro kterou mame

d
log |yn| = % = —/p(x) dr 4+ C.

Odtud
() = Ko oo

je FeSeni na (a, b) pro kazdé K € R (Véta o FeSeni rovnice se separovanymi promén-
nymi, tedy Véta 10.4.6, zde funguje vzdy, podobné jako v pfedchozi pozndmce).
Pokud nyni do ptivodni rovnice dosadime y,(z) = c(z)e™ / P(#) 4% dostavame

f@) =y +p(a)y = (2)e I PO _ c(a)p(z)e™ [P@ I 4 p(z)c(x)e ) P@)de

=c(z)e” Jp(@)de

Odtud
c(z) = /f(x)efp(’“') dz Qg

(aditivni konstanta po integraci nehraje zddnou roli, nebot uz je obsafena v yp) a
diky linearité diferencidlniho operatoru na levé strané resené rovnice dostavame

y=yn+yp = Ke JP@d7 4 o= [p(x)dz / f(w)el P drdy,

coz je stejny vysledek, jaky dava metoda integrac¢niho faktoru.

Priklad 10.4.16. Hledejme obecné FeSeni rovnice y'—i—%y = 3z. Nejprve si ukazme
feSeni metodou integrac¢niho faktoru. Pokud bychom si vzorecek pro integracni
faktor nepamatovali, Tesili bychom nejprve tlohu

QW +Qy=(Q) = Qw=Qy = Q=0

d d
10g|Q|:/g:/§:10g|x|+C.

kde dostavame
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Pokud bychom nyni postupovali striktné podle vyse uvedenych postupti, praco-
vali bychom s @ = |z|. Vyhodné&jsi je pouzit Q(z) = = (ze zadani je jasné, ze
musime pracovat zvlast na intervalech (—oo,0) a (0,00), nijak tedy nevadi, kdyz
na téchto intervalech pouzijeme odlisné multiplikativni konstanty pro integracni
faktor). Celkové tedy mame rovnici

(2y)’ = 327

a dostévame
3 2, C
xy=x2"+C = y=x"+ — na (—o0,0) nebo na (0, 0).
x

Pokud bychom zvolili metodu variace konstant, nejprve bychom tesili

p_ 1
Yn = xyh'

Odtud
dyn

1
log |yn| = :—/;dx:—log|x|+0

a po pridani trividlniho feseni, Gpravé a pfeznaceni multiplikativnich konstant na
jednotlivych intervalech (jako vyse) mame

1
yp = K—.
x
Variaci konstant provaddime v podobé¢ y, = c(x)% a po dosazeni mame
1 1 1 1 1 1
3x =y, + —y, = (z)= — — 4+ = Z = (x)=.
v =gt by = () — ) g+ ela) - = (a)
Proto
d(z) = 32° = c(x) = 2?
a celkové

1
Yy=ynt+y,=K- + 2% mna (—o0,0) nebo na (0, 00).
x

Poznamka 10.4.17. (i) Obé metody FeSeni obsahuji dvé integrace, takze pfi stan-
dardnim provedeni byvaji ptiblizné stejné dlouhé. Nicméné metoda integra¢niho
faktoru se da obcas urychlit tim, Ze se v jednoduchych situacich integra¢ni faktor
uhodne.

(ii) Uvedeni dvou metod Feseni u jednoho typu rovnice se miize zdét jako plytvani
casem cCtenare. Uvedené metody vSak budou mit dalsi uplatnéni a linearni rovnice
prvniho fadu nabizeji jednoduchy typ problémi, kde se tyto metody daji procvicit.
Metodu variace konstant budeme pozdéji pouzivat u feSeni linedrnich rovnic vy-
§stho fddu (v kapitole o primitivni funkci jsme ji pouzivali na rovnice druhého
fadu s konstantnimi koeficienty, tuto metodu vsak lze pouzit i na rovnice vyssiho
fadu a dokonce koeficienty nemusi byt konstantni ale zastoupené spojitou funkei).
Metodu integrac¢niho faktoru naopak pouzijeme u rovnic ve tvaru totdlniho dife-
rencidlu, coZ jsou rovnice prvniho Fadu s komplikovangjsi zavislosti 3’ na z a v,
nez s jakou pracujeme zde. Tento typ diferencialnich rovnic vsak nejprve vyzaduje
dikladnou pripravu z diferencidlniho poc¢tu funkci vice proménnych.
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Cviceni 10.4.18. Dokazte existenci a jednoznac¢nost feSeni linedrni rovnice prv-
niho fddu pomoci Picard-Lindeltéfovy existenéni véty.

10.4.7 Bernoulliova rovnice

Bernoulliovou rovnici se nazyva

Y (@) + px)y(z) = f(x)y”.

Opét uvazujeme pocatecni podminku

y(z0) = yo-
Pfedpokladame p, f € C((a,b)), xo € (a,b), yo € Raa € R\ {0, 1}.
Pfedné poznamenejme, ze vynechani pripadi @ = 0 a @ = 1 nam neni na

skodu, nebot v takovych pripadech se jednd o linedrni rovnici prvniho faddu, kterou
uz umime fesit.

Pokud je a < 0, Bernoulliova rovnice nema dobry smysl na x-ové ose, je tedy
jesté nutné pozadovat yo # 0 a dloha se Fesi zvIast na mnozinach (a,b) x (—oo,0)
a (a,b) x (0,00) (bez moznosti slepeni; navic druh4 z mnozin pfipadd v tivahu jen
pro nékteré hodnoty exponentu a: celociselné exponenty ¢i exponenty odpovidajici
lichym odmocnindm). Naopak, pro a € (0,00)\ {1} méme vzdy trivialni feSeni y =
0. Netrividlni feSeni hleddme opét na mnozinach (a,b) x (—o0,0) a (a,b) x (0, 00)
(vyzaduje to metoda, kterou si uvedeme niZze; druhd z mnozin ptipada v tvahu
opét jen pro nékterd a) a piipadné slepeni diskutujeme na konci vypoétu.

KdyZz méme zarucenou nenulovost y, nase tloha je ekvivalentni (rovnici délime
ye)

vy~ o)y = f(a).
Definujme novou funkci z(x) = y'~%(z), mame 2’ = (1 — )y~ *y’ (opravnénost
zderivovani vysvétlime niZe), a proto

1 /
T o +pz = f. (10.4.1)
Po prendsobeni konstantou 1 — « dostavame linearni diferencialni rovnici prvniho
fadu, kterd ma za nasich predpokladi na p, f jednoznac¢né feseni pro kazdou poca-
teni podminku z (a,b) x R.
Nyni kazdé pocatecni podmince (xg,yo) € (a,b) X (0,00) pro ptivodni rovnici
odpovida pocatecni podminka (g, 20) = (z0,y5~*) € (a,b) x (0,00). Déle, fesi-li
y puvodni rovnici na (a,b) x (0, 00), pak y je diferencovatelné, plati

d
LW @) =1-a)y™  na(ab)

a z = y'=® fesf rovnici (10.4.1) na (a,b) x (0,00). Naopak, pokud z fesi rovnici
(10.4.1) na (a,b) x (0,00), pak je

d o
@ZE =7 _azmz’ na (a, b)
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ay= 2T splnuje

d 1 1 Je _a _
Y= =t = e (fpe) =yt f -y’

[e3%

= fy* —py,

tedy y Tesi puvodni rovnici. Celkové jsme z existence a jednoznac¢nosti rovnice
(10.4.1) na (a,b) x (0, 00) ziskali existenci a jednozna¢nost Bernoulliovy rovnice na
(a,b) x (0,00). Podobné se postupuje na (a, b) X (—o0o,0) (pro exponenty a pfipou-
§t&jici préci se zapornymi Cisly). Obecné vSak miize feSeni Bernoulliovy rovnice na
(a,b) x (—00,0) byt také odvozeno z FeSeni rovnice (10.4.1) na (a, b) x (0, 00) (po-
divejte se na Piiklad 10.4.20). PovS§imnéme si, Ze podle Picard-Lindelsfovy véty
(Véta 10.3.5) slepovéni s trividlnim FeSenim miZe nastat jen pro « € (0, 1).

Pi#iklad 10.4.19. Re$me tlohu
/ _ 2.
Yy 4+ 2y =y“e

se dvéma variantami poc¢atecni podminky

Postupem popsanym vySe dostavame na mnozinidch R x (—o00,0) a R x (0, 00)
yly—Q + 2y—1 — ex.

Pro z = y~! pak mame 2’ = —y~2y/, a proto ma rovnice (10.4.1) tvar

x

—2 +2z2=¢" = 2 — 2z = —€".

Integracni faktor e 2% dava
_ 2z —x _ T 2T
z=¢e /(—e )dz = e® + Ce™*.

V piipadé pocdteéni podminky y(0) = % pracujeme na R x (0,00) (na stejné
mnoziné probihalo feSeni pomocné diferencidlni rovnice) a z moznych vétvi obec-
ného feseni .

V@) = e

nam pocateéni podminka vybira vétev

1
er 4+ eQ:r

y(r) =

proz € R.

V pfipadé pocéateéni podminky y(0) = —% pracujeme na R x (—o0, 0) a dostdvame

1

y(@) = ——

m pro x € (_ 10g3,00)
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Piiklad 10.4.20. ReSme poéateéni tilohu
3 3
v +3y= 5:61/% y(2) =1.
Nejprve si povSimnéme, ze jako obecné feseni pripada také v Gvahu trividlni feSeni
y = 0. Na mnozindch R x (—00,0) a R x (0, 00) postupujeme standardné a dosta-

1 2

véme pro pomocnou funkci z = y' =35 = y3

2 3
H !

:§w <~ 2 t+z=ux.

Pro rovnici vyse lze zfejmé pouzit integracéni faktor e” a dostavame obecné Feseni
na R x (0,00)

z=¢e"% /xem dr=e"((x—1)e"+C)=x—1+Ce™".

Odtud méame obecné feseni Bernoulliovy rovnice na R x (0, 00) tvaru

3
2

y=(x—-1+Ce™™) pro z z intervalu, kde x — 1+ Ce™ >0
ana R x (—o0,0)

y=—(z—1+ C’e*w)% pro x z intervalu, kde x — 1 + Ce™" > 0.

Diky pocateéni podmince y(2) = 1 z mnoziny R x (0, 00) vybirdme jednozna¢nou
3
3

vétev y = (x — 1)2. ProtoZe vSak pro tuto funkci plati /'(z) — 0 pro x — 14, lze
toto FeSeni slepit v bodé (1,0) s feSenim trividlnim. Moznym FeSenim je tedy

2 = 0 pro x € (—oo, 1]
y )_{(m—l)g pro z € (1, 00).

Podobné se da ovérit, ze mame i dalsi feSeni, naptiklad

(x—1+e®)3 proa e (—o00,0)

y(z) =40 pro z € [0, 1]
(z—1)2 pro z € (1, 00).
a
—(z—1+4¢®)2 proz e (—o0,0)
y(x) =<0 pro z € [0, 1]
(z—1)2 pro z € (1, 00).

S Bernoulliovou rovnici tzce souvisi Riccatiova rovnice

Y (@) + p(2)y(z) + q(x)y*(2) = f(2),
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kde p,q, f € C((a,b)). Obecny postup FeSeni neni zndm, ale v pi¥ipadé znalosti
jednoho feseni y; dostavame pro z =y — y1

2 +pz o+ i +2qz g2 = f

/ 2
— 2+ pz4+2qnz+qz° =0
! 2
= 24+ (p+2qy1)z = —qz°.
Tim jsme Riccatiovu rovnici pfevedli na rovnici Bernoulliovu, kterou jsme se nau-
¢ili fesit vyse. Protoze jsme od Riccatiovy rovnice presli k Bernoulliové rovnici jen
pri¢tenim diferencovatelné funkce, je zfejmé, Ze pokud nalezneme néjaké FeSeni
Riccatiovy rovnice, existence a jednoznacnost feseni pfislusné pocatecni tlohy
je potom ekvivalentni existenci a jednoznacnosti ziskané Bernoulliovy rovnice na
piislusném intervalu (musi se ale pfepocitat poc¢atec¢ni podminka).

Poznamka 10.4.21. Reseni y; se obvykle hled4 metodou uhodnuti kombinovanou
s metodou neurcitych koeficientt.

Priklad 10.4.22. Na intervalu (0, 00) FeSme rovnici

! 1 2 4
T xT

Pokud se pokusime typnout feseni ve tvaru y; := ax + b, dostavame

4

b
a+a+7+a2x2+2abx+bzz—2,
x x

coz je rovnost, kterou nemtzeme splnit Zddnou volbou koeficientti, nebot zadny

¢len levé strany neni nasobkem —.

Pokud zkusime volbu y; := £ + b, dostdvame

a+a+b a? 2ab+b2_4
22 22 r a2 - x2’
¢emuZz vyhovime napiiklad volbou a = 2 a b =0 (S8lo byia = -2 a b = 0,

odpovidajici feSeni ziskdme spolu se ostatnimi pomoci Bernoulliovy rovnice). Do-
stavame tedy Bernoulliovu rovnici (piSeme y; := % a rovnou dosazujeme do vzorce
ziskaného v obecném piipadé)

1 2 5
z’+(*+2-1-*)22—z2 = 2+ —z=-2"
x x

(vzhledem k zadani pfikladu), kde dostdvame pro w := %
-z 51 , 1 Ny 1, =5
Odtud
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Proto
1 —4
z= = .
-9+ Cx>  x—4C2°

Tato feSeni mame jen na intervalech, kde je vyraz x —4Cz° nenulovy. Navic mame
jesté trivialni feseni z = 0. Konecné dostavame obecné feseni Riccatiovy rovnice

4,2 kti
_ - respektive ==,
r—4Cz5  «z P y T

Priklad 10.4.23. Na R feSme rovnici

y:

y' =y* = 2o+ Dy + (1 +a+2?).
Zkusme hledat feSeni y; ve tvaru y; := ax + b. Pak mame

a=(ax+0)*— 2+ 1)(ax+b) +1+x+2?
= a’2? 4 2abz + b* — (2a2® + 20z + ax +b) + 1+ + 22
=(a*—2a+1)2® + (2ab—2b—a + Dz +b* — b+ 1.

Porovnéni koeficientfi u 22 dava a = 1. Déle pozorujeme, ze bud b = 0 nebo b = 1.
Polozme tedy tieba y; := x a nésledné z := y — x. Pak po tupravé dostavame
rovnici

24z =22

Tuto Bernoulliovu rovnici feSme na mnozinidch R x (—o00,0) a R x (0,00), kde

dostavame pro w := %

-z 1

i
- =—1 = w-—w=-1 < (e‘%u) =e % —eTtw = —e"7.
z z
Odtud
w=e" /(—e_w) dz =e€” (e_”” +C) =14 Ce".
Proto )
Z:1+C’em “ y:x—i_l—l—Cef

na intervalech, kde 1 + Ce® # 0. Trivialni feSeni Bernoulliovy rovnice z = 0 jeSté
dava feseni y = x, ale to jsme jiz znali.
10.5 Linearni rovnice n-tého radu
Necht f,ag,a1,...,a, € C((a,b)). Rovnice
an(@)y™ + an- 1 (2)y" T 4+ ar(2)y + ao(x)y = f(x)

se nazyva linearni rovnice n-tého radu. Funkcim ayg, . .., a, Fikidme koeficienty a f
je pravd strana. Pro jednoduchost zapisu budeme v dalsim pouzivat znaceni

Ly = an(2)y™ + ap_1(2)y" Y + - + a1(2)y + ao(@)y.
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Nase tloha ma tedy tvar Ly = f. Rovnice

an ()Y ™ + ap_1(@)y™ "V + -+ a1 (2)y + aolz)y =0 neboli Ly=0
se nazyva homogenni rovnice prislusejici k Ly = f.

Zakladni existenc¢ni vysledek je vybudovan na Picard-Lindelofové existenéni
vété (Véta 10.3.5).

Véta 10.5.1 (Globalni existence a jednoznac¢nost pro rovnici n-tého ¥adu). Necht
fya0,a1,...,a, € C((a,b)) a a, # 0 na (a,b). Pak pro kazdé xoy € (a,b) a kazdé
(Y0, Y1, - - Yn—1) € R™ ezistuje jednoznacné teseni rovnice Ly = f spliugici

y(zo) = yo, Yy (z0) = 1, o y "V (20) = yn_1.

Dikaz. Podélime-li rovnici Ly = f nenulovym vyrazem a,(x) a pfepiSeme-li si vy-
sledek jako soustavu rovnic prvniho fadu (pouzivdme postup ze zacatku kapitoly),
dostévame soustavu v’ = G(z,u) ve tvaru

ul U2
Uy = U3
(10.5.1)
u%—l = Unp
v @ el el ()
an(z) an(z) an(z) an ()
s pocatecni podminkou
ui(x0) = Yo, us(zo) = 11, el Un(T0) = Yn—1- (10.5.2)

Tato uloha splnuje predpoklady Picard-Lindeléfovy existencéni véty a dostavame
lokaln{ existenci a jednoznacnost na (xo—J, z¢o+9) pro jisté 6 > 0. Zbyva ukazat, ze
FeSeni dokazeme jednoznacéné prodlouzit na celé (a,b). ProdlouZeni zkonstruujeme
v nékolika krocich. Podrobny dtikaz provedeme jen pro prodlouzeni doleva do
bodu a, pro prodlouzeni do bodu b se postupuje analogicky.

Piedpoklddejme, Ze méme FeSeni na intervalu (z,x29 + 9), kde a < z < xg — ¢
(v prvni fazi pracujeme s z :=xg — d) a 2o + 0 < b.

Krok 1: omezenost feSeni a jeho derivaci na (z, zg + 9).
Nejprve odhadneme eukleidovskou velikost vektoru w = (u1,...,u,) pro & €
(2,20 + §). Pro derivaci jeji druhé mocniny ze soustavy (10.5.1) vycteme rovnost,
na kterou nasledné pouzijeme Youngovu nerovnost spolu s omezenosti spojitych



10.5. LINEARNI ROVNICE N-TEHO RADU 81

koeficientti a; a pravé strany f na omezeném uzavieném intervalu [z, zg + 0]

%|u|2= ;xiuf :2iuiu§

a;(v) f(z)
*QZuzuH_l 22@7 @) j+1un+2a (x)un

-1

(z)
Zu +ufyq) —|—Z max ’ ‘(u?H—!—ui)

? [z.zotd]l @ (z)
1 2

+ [zr,Izl?J}r{zi] |an (x)] ([Z mofs] fou )

< Cilul® + Cs,

kde Cy,Cy > 0. Proto také plati pro v8echna x € (z, 2 + 9)

i(efcl(wzo)wz) o—C1(z— zo) d |u|2 e~ C1(@=20) (1 |yy|2
dz

= o ) (@W - CifuP?)
< Che~Grl@mm0) < 0y,

Odtud

[u(@)|? = ¢ ufan) P+ (o= u(@)]? — fulzo)?)

= eCHEm 0y () 2 4 1m0 ( / (e ) ar)
o

/wC’gdt‘gC.

Vektor u(x) méa diky tomu omezené slozky na (z, ¢ + 0). Nésledné jsou zde také
omezené derivace jednotlivych slozek (médme omezené pravé strany v (10.5.1)).
Z toho také plyne, Ze FeSeni je lipschitzovské na (z,z + 9).
Krok 2: limity v krajnim bodé z.

Zafixujme i € {1,...,n}. Zvolme posloupnost {z;} C (z,z¢ + J) takovou, aby
z; — z. Protoze funkce u; je podle pfedchoziho kroku omezend na (z,z¢ + 0), je
omezena i posloupnost {u;(x;)}. Po pfechodu k podposloupnosti dostavame U; € R
tak, ze u;(z;,) — U;. Ke zvolenému ¢ > 0 diky lipschitzovskosti u; (konstantu
lipschitzovskosti ozna¢me L) snadno obdrzime pro k € N dost velké a x € (z,z9+3)
dost blizko k z

<C+C¢C

|ul(x)_Ul| < |U1({E)—uz(l'jk)‘+|’LL1($M)—U,| < L|x_xjk|+|ul(xjk)_Ul| < Le+te.

Odtud
lim w;(z) = U;.

T—rz4
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Krok 3: platnost (10.5.1) v krajnim bodé z.
Podle predchoziho kroku lze vektorovou funkci u spojité dodefinovat v bodé z.
Ukazme, Ze pro takto dodefinovanou funkei je soustava rovnic (10.5.1) splnéna i
v bodé z, uvazujeme-li jednostranné derivace (z vnitfni strany intervalu). To v8ak
okamzité plyne z Véty o limité derivaci (Véta 6.3.9) a spojitosti jednotlivych slozek
vektorové funkce u na [z, zo + d) a spojitosti koeficientl a pravé strany.

Krok 4: prodlouzeni feseni za bod z.
Uvazujme soustavu rovnic (10.5.1) tentokrat s poéateéni podminkou odpovidajici
nasim vysledkdm ze druhého kroku

ul(Z) :Ul, UQ(Z) :UPQ7 ceey Un(Z):Un

Podle Picard-Lindelofovy existen¢ni véty ma nova tloha jednoznacné feSeni na
jistém (z — 7, z+ 7). Toto FeSeni se na mnoziné [z, z+7) N[z, 2o+ ¢) musi shodovat
s TfeSenim, o kterém jsme hovofili v pfedchozich krocich (kdyby tomu tak nebylo,
mohli bychom diky tfetimu kroku v bodé z slepit naSe ptivodni feSeni s restrikci
nového feSeni na (z — 7, 2] a byla by porusena jednoznac¢nost z Picard-Lindelsfovy
existencéni véty). Umime tedy prodlouZit feSeni za bod z.
Krok 5: prodlouZzeni feSeni na (a,zg + 6).
Definujme mnozinu intervald

M = {(a, 9+ 0) C (a,b): na (a,zo + J) existuje feseni (10.5.1) a (10.5.2)}.

Mnozina M je neprazdné, nebot (zg — d, 29 + 0) € M. Déle z Picard—Lindelsfovy
existencni véty plyne, Ze kdykoliv (a1, xq +9), (a2, zo + §) € M, jim odpovidajici
feSeni se shoduji na priniku téchto intervalt (v Kroku 4 jsme provedli podrobné
zdivodnéni v analogické situaci). Definujme

A= inf a.
(a,zo+8)EM

Ziejmé plati a < A < xg — §. Ukazme, Ze plati A = a. Pokud by tomu tak nebylo,
vyuzili bychom toho, zZe z definice infima umime zkonstruovat posloupnost {a,} C
(A, zg + §) takovou, Ze o, — A a (@, xo + ) € M. Diky tomu a jednoznacnosti
zminéné vyse bychom méli FeSeni tlohy (10.5.1) a (10.5.2) definované na intervalu
(A,zo + 6) (skutecné, kazdy bod = € (A,zo + §) lezi v nékterém z intervali
(atn, To+0)). Ale v takové situaci bychom mohli pouzit Kroky 1 az 4 na prodlouzeni
naseho FeSeni a7 za bod A (opét se vyuzije toho, zZe [A, xg+ 0] je omezeny uzavieny
interval). Tim ale dostdvame spor s definici A.

Proto A = a a vySe uvedenou konstrukci vyuzivajici posloupnost {a,} C
(A, o + 0) spliujici o, — A dostaneme FeSeni (10.5.1) a (10.5.2) na (a,zo + 9).
Prodlouzeni Feseni na celé (a,b) se provede analogicky. O

Tvrzeni 10.5.2 (Tvar feSeni pfi nulovych datech). JestliZe pravd strana spliiuje
f =0 na (a,b) a pro pocdteéni podminky plati yo = -+ = yn—1 = 0, pak Tefeni
tlohy Ly = f plati y =0 na (a,b).

Dikaz. Zi¥ejmé identicky nulova funkce je feSenim s predepsanymi vlastnostmi.
Daéle jednoznac¢nost dand piedchozi vétou zarucuje, ze jiné feSeni neni. O
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Podobné jako u linearnich rovnic druhého fadu s konstantnimi koeficienty, s ni-
miz jsme se seznamili v kapitole o primitivni funkci, i zde budeme hledat vSechna
feSeni rovnice Ly = f za pomoci linearity diferencidlniho operatoru L. Opét na-
lezneme vSechna feseni y; jednodussi homogenni rovnice Ly = 0 a pak budeme
hledat jedno partikuldrni feSeni y, ptivodni rovnice Ly = f. Celkové pak piedpis
Y = Yn+Yp, kde y probihd vSechna feseni homogenni rovnice, bude ddvat vSechna
feSeni rovnice Ly = f.

10.5.1 Homogenni rovnice: obecné vysledky

V dalsim se budeme snazit nalézt vSechna feSeni homogenni tlohy Ly = 0. Tato
feSeni diky linearité operdtoru L tvofi vektorovy prostor (podprostor prostoru
C"((a,b))). Strukturu na tomto prostoru nam d4 vhodnd definice linedrni neza-
vislosti.

Definice 10.5.3 (Linedrni nezavislost funkci). Rekneme, 7e u1,...,u,: R — R
definované na (a,b) C R jsou linedrné nezdvislé na (a, b), jestlize pro kazdou n-tici
(a1,...,a,) € R™ plati

n
E oau; =0 na (a,b) — op=-=aq,=0.
=1

V opacném piipadé fikdme, Ze uq, ..., u, jsou linedrné zdvislé na (a,b).

Véta 10.5.4 (O prostoru fesSeni homogenni rovnice). MnoZina vsech teseni ho-
mogenni rovnice Ly = 0 tvoii n-dimenziondlni podprostor prostoru C™((a,b)).

Diikaz. Kazdé feseni je podle definice pojmu feSeni n-krat diferencovatelné. Navic
prepis rovnice Ly = 0 do tvaru

Y (@) = - 3 4@ o g

zaruCuje, ze dokonce mame y € C"((a,b)).

Z linearity operatoru L navic plyne, Ze FeSeni tvofi podprostor C™((a, b)). Zbyva
zjistit jeho dimenzi.

Zafixujme libovolné xy € (a, b). Podle Véty o globélni existenci a jednoznac¢nosti
pro rovnici n-tého fadu (Véta 10.5.1) existuji funkce wug,...,un—1 € C™((a,d))
takové, Ze u; spliiuje lohu Ly = 0 s pocateénimi podminkami

ul? (zo) = &y

(0;5 je Kroneckerovo delta). Tato feSeni jsou linedrné nezavisla, nebot pokud méme

Zaiui(l’) =0 na (a,b),
i=1
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nutné totéz plati pro vSechny derivace funkce nalevo a po dosazeni x = x( z poc¢a-
tecnich podminek postupné ziskdme oy = --- = a,, = 0. Odtud vidime, ze di-
menze prostoru reseni je alesporn n. Ukazme jesté, ze kazdé feSeni tlohy Ly = 0
je linedrni kombinaci funkei ug, ..., u,—1. Necht tedy y fesi Ly = 0 na (a,b). Pro
i=0,...,n— 1 definujme §; = y)(z¢). Pak funkce

n—1
w =Yy - Z Biu;
i=0

je linearni kombinaci feSeni homogenni rovnice, a proto ji fesi také. Dale v bodé
xo plati '

w9 (z0) =0 pro vSechna j € {0,...,n — 1}.
Odtud podle Tvrzeni o tvaru feSeni pfi nulovych datech (Tvrzeni 10.5.2) dosta-
vame w = 0 na (a,b), tedy y = 22:01 Biu; na (a,b). O

Postupné si odvodime dalsi vysledky o prostoru feseni homogenni rovnice.
K tomu potiebujeme jesté zadefinovat dva nové pojmy.

Definice 10.5.5 (Fundamentalni systém). MnoZina uq, ..., u, se nazyva funda-
mentdlni systém rovnice Ly = 0 na (a,b), jestlize funkce uq,...,u, fesi Ly = 0
na (a,b) a jsou zde linedrné nezavislé.

Definice 10.5.6 (Wronskidn). Wronského determinant (Gastéji zkracené wron-
skidn) funkci uy, ..., u, € C""Y((a,b)) v bodé z € (a,b) je

uy (z) up(x) e g (7)
Wius s, un () := det : : . :
" M) ug V@) ()

Vyse uvedend matice se nazyva Wronského matice.

Véta 10.5.7 (Obecny vztah linedrni zavislosti a wronskidnu). Jsou-liuy,...,u, €
C™=Y((a,b)) linedrné zdvislé na (a,b), pak Wiir uz,..sun) = 0 na (a,b).

Diikaz. Linearni zavislost implikuje, Ze matice z definice wronskidnu m4é linearné
zévislé sloupce, a proto je wronskian nulovy. O

Obracena implikace v pfedchozi vété obecné neplati. Skutecné, funkce

uy (z) = {O ) a  up(z) = {xg pro. € (~co, ()

23 pro z € (0,00) 0 prox € (0,00)

jsou linedrné nezdvislé na R, ale snadno se spocitd, ze Wi, 4, = 0 na R. VSimnéte
si, ze obé funkce jsou t¥idy C?(R).

Na druhou stranu, feseni rovnice Ly = 0 jsou velmi specialni funkce, pro které
zminéna obracend implikace plati vzdy. Dokonce staci ovéfovat nenulovost wron-
skidanu v jediném bodé. Pro ziskéni tohoto vysledku potiebujeme jesté jedno po-
mocné tvrzeni.
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Lemma 10.5.8 (Derivace wronskidnu). Necht ui,...,u, 7e§i Ly = 0 na (a,b).
Oznacme W () = Wiy, u,,...u, (€). Pak

N an—l(x)

(@) W(x) na (a,b).

W'(z) =
Specidlngé, pro libovolnd xq,x € (a,b) mdme

z an—1(%)
W () = W(ag)e Jeo "ot

Diikaz. Plati nasledujici rovnosti, které si zdivodnime pod vypoctem

Uy Unp
/
, d Uy Up,
W' = —det .
dz :
—1 —1
/ /
ul u Uy U,
/ / " "
Uy Up, Uy Up,
= det . . . + det .
—1 -1 —1 —1
LD =) D) =1
U1 Unp
u) u)
+ -+ det .
O W
Uq e U,
ull P u’lrl
= det .
1 n—1 (i) 1 n—1 (i)
an Dico @ity an Dico Qitn
ul DR un
/ /
u DR u
1 n an—1
= det . . . = - w.
: - ; an
An—1 (n_l) An—1 (n_l)
— 70171’ ul ... —70‘” un

Nejprve jsme si uvédomili, Ze pii pocitani determinantu se séitaji cleny obsahujici
po jednom prvku z kazdého fadku. To ndm s ohledem na pravidla derivovani sou-
¢inu vice funkci dava prvni rovnost. Ziskali jsme tim soucet determinantd, v némz
vSechny matice s vyjimkou té posledni obsahuji dvojici totoznych fadkit, coz ma
za nasledek nulovost odpovidajictho determinantu. V jediném zbyvajicim determi-
nantu jsme na poslednim fadku vyuzili toho, Ze jednotlivé funkce w; ¥esi Lu; = 0.
Zaroven z predpisu pro operator L zjistujeme, Ze posledni fadek je souctem né-
sobkii fadkt predchozich (coz opét vede na nulovy piispévek do determinantu) a
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¢lentd s (n—1)-tymi derivacemi funkci u;. Celkové jsme tedy dostali ndsobek wron-

skianu. Specialni ¢ast lemmatu plyne z prvni ¢asti po prendsobeni integrac¢nim
z An—1()
dn=L2 gt
faktorem el ~ant 9, O

Poznamka 10.5.9. Ze specidlni ¢asti predchoziho lemmatu okamzité plyne, ze
pro n-tici feseni rovnice Ly = 0 se wronskian bud rovna nule ve vSech bodech
intervalu (a, b) a nebo je ve vSech bodech intervalu (a,b) nenulovy.

Véta 10.5.10 (Vztah linedrni zdvislosti a wronskidnu pro feSeni). Necht funkce
UL, ..., Uy 750 Ly = 0 na (a,b). Pakuy,...,uy, jsou linedrné nezdvisld prdvé tehdy,
kdyz existuje xo € (a,b) spliugici Wiy, u,.... u.)(T0) # 0 na (a,b).

Diikaz. Dle Véty o obecném vztahu linedrni zavislosti a wronskianu (Véta 10.5.10)

implikuje linearni zavislost uy,...,u, nulovost wronskidnu ve vSech bodech. S
ohledem na ptedchozi poznamku tedy zbyva ukazat, ze pokud Wiy, u,.....u,](T0) =
0 pro n&jaké xg € (a,b), pak ug,...,u, jsou linedrné zavisla.

Podminka Wiy, u,.....u,](®0) = 0 viak znamend, Ze v bodé xo ma Wronského
matice linedrné zavislé sloupce, a proto existuje netrividlni n-tice (aq, . .., a,) € R™
tak, Ze

Zaiugk)(xo) =0 pro vechna k =0,1,...,n— 1.
i=1

Pokud tedy definujeme w := > | a;u;, diky linearité L je u FeSenim tlohy Ly = 0
se sadou pocatecnich podminek

y(xg) =0, Y(xo) =0, ..., y™ Y(zg)=0.

Tuto tlohu zaroven ziejmeé fesi i y = 0. Diky globalni jednoznac¢nosti feseni proto
dostavame

Z aju; =0 na (a,b)
i=1

a jsme hotovi. O

Nase vysledky tykajici se vlastnosti wronskianu se daji vyuzivat hned nékolika
zpusoby. Jednak jde o ovéfeni linearni nezavislosti sady feSeni homogenni rovnice
ziskané kupiikladu uhodnutim. Druhou moznou aplikaci je doplnéni chybéjicich
funkci do netplné sady. Tteti aplikaci bude zanedlouho predstavend metoda va-
riace konstant pro hledani partikularniho feseni nehomogenni rovnice. Ctvrtou
aplikaci je urceni konstant v predpisu pro obecné feseni, abychom zajistili splnéni
pocatecnich podminek.

Priiklad 10.5.11. V kapitole o primitivnich funkcich jsme se kratce zabyvali line-
arnimi rovnicemi druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Predstavili jsme si tfi
mozné dvojice FeSeni homogenni tlohy v zavislosti na kofenech charakteristického
polynomu. Jednalo se o {e** e*2*} pro A;, Ay € R rtizné, {e*, 2ze**} pro A € R a
{e!® cosvax, et sinve} pro u, v € R. Snadno se ovéfi, ze kazda z téchto dvojic ma
nenulovy wronskian, jedna se tedy pokazdé o fundamentalni systém.
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Priklad 10.5.12. (i) Pfedpokladejme, Ze se ndm k rovnici
y" +p@)y +q(z)y =0,

kde p,q € C((a,b)), podaiilo nalézt jedno feseni u € C?((a,b)), které splituje
u # 0 na (a,b). Podle Véty o prostoru feseni homogenni rovnice (Véta 10.5.4) pak
musi existovat jesté jedno linedrné nezavislé feseni v. Pak mame podle Lemmatu
o derivaci wronskidnu (Lemma 10.5.8), kde mutZzeme pfedpokladat, ze W(xzg) = 1
(nebot libovolny nenulovy nasobek feseni homogenni rovnice je rovnéz feSenim),

o [2 p(t)dt _ W (2o)e™ Jayp®)dt _ W(z) = w' — u'v.

Odtud diky nenulovosti v dostavame

’ 1oy I -
v\’ vu—ovu ief J2 p(t)dt
u? '

U u?

Proto

L —Jowma
v(x) = u(x ———e 7o dzx.
@) =ule) [
Poznamenejme, Ze aditivni konstanta z integrace napravo neni podstatné, nebot
se ve vysledku projevi jako nasobek nam jiz znamé funkce u.
(ii) Resme konkrétné rovnici

2
y”JrEy’er:O na (0, 00)

a predpokladejme, Ze se ndm néjak podafilo uhodnout, Ze fesSenim je u(x) = Sig“‘
(ovétte dosazenim). Pak pfedchozi obecny postup déva (vezmeme xo = 1 a nej-

jednodussi aditivni konstantu) na intervalu (0, )

. - 2 i
v(z) = U(I)/%e_ Jeg PO At g — me/ Lo SRty
u

(z) z sin” x
sinz % ol sinz 2?1
= 5 € tdx = ) dz
T sin” x T sin“x x
sinx cosT
= (—cotz) =— .
T

Diky linearité L neni znaménko podstatné. Snadno ovéfime, ze v je FeSenim nasi
rovnice na (0, 7). Nenulovost wronskidnu na (0, 7) implikuje jeho nenulovost na
(0, 00). Jednim z moznych fundamentalnich systému je tedy {Sl%, sy

(iii) U linedrnich rovnic druhého fadu s konstantnimi koeficienty je v pifipadé
rovnice s dvojnasobnym kofenem charakteristického polynomu, tedy

y" —2ay +a’y =0,

kde a € R, fundamentalni systém tvofen funkcemi e** a xe®®. Prvni z téchto funkeci
jsme v kapitole o primitivni funkci ziskali pokusnym dosazenim funkce z — e*®,
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A € R. Druhou funkci jsme tenkrat prozradili a ovérili, Ze je Fesenim, ale nefekli,
jak se na ni pfijde. K tomu lze uzit pfedchozi metodu. P¥i volbé u(z) = e totiz
dostavame

1 e * o
’U(Z‘) :u(x)/ie fzo p(t)dt dx:eaz/efzamefzo2 dt dz

@ (x)

— eam/ef2azo de = 672(1101‘6&1,.

Tedy az na (nepodstatnou) multiplikativni konstantu jsme dostali ndm znamy
vysledek.

(iv) V pfipadé rovnice ¢y’ + 1 = 0 a znalosti FeSeni u(x) = cosx, dostavame jako
druhou funkeci

1 e 1 e
v(m):u(x)/u2(x)e jzop(t)dtdx:cosm/COSQxe Jzo 09t 4g

1 .
= COST Td.T:COS(EtaIlil':SIH.T.
COS“ T

Vysledek jsme ziskali na intervalech, kde cos # 0. Pak pouZijeme lepeni, ¢i ovéfime
pfimo zderivovanim, ze jsme ziskali opét nam znamy fundamentélni systém.

Cviceni 10.5.13. Rovnici z2y” — 4zy’ + 6y = 0 fesi linedrné nezavislé funkce
y1(z) = 2% a ya2(x) = 2. Jim odpovidajici wronskidn je vSak v po¢atku nulovy.

Pro¢ tento jev neni ve sporu s vyse ziskanymi vysledky?

10.5.2 Variace konstant

Metoda variace konstant, se kterou jsme se setkali u linearnich rovnic druhého fadu
s konstantnimi koeficienty v kapitole o primitivnich funkcich a také u linearnich
rovnic prvniho fadu, umoznuje najit partikularni feseni i v pripadé nasi tlohy
Ly = f (poznamenejme, Ze tato tloha v sobé zahrnuje oba zminéné piipady).
Piedpokladejme, ze mame fundamentélni systém {u1,...,u,}. ReSeni homogenni
rovnice jsou pak dana predpisem

yw) = 3 Canale),

kde C1,...,C, jsou realné konstanty. Metoda variace konstant spociva v tom, Ze
tyto konstanty nahradime (neznamymi) C*((a,b))-funkcemi ci(x),...,c,(z) (na
nasledujicim postupu bude vidét, Ze skuteéné nepotfebujeme vyssi derivace nez
prvni). U linedrni rovnice prvniho fadu jsme vidéli, Ze uz toto pfepsani nas problém
natolik zpruhlednilo, Ze jsme po dosazeni nového tvaru do diferencidlni rovnice
okamyzité dostali pfedpis pro ¢} (z). Zde se do podobné situace dostaneme a7 poté,
co si uméle pfiddme n — 1 podminek, které zvolime co nejvyhodnéji. Postupné
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derivujme predpis pro y. Dostavame

n
= Z Cilh;
i=1
n n n
Y (z) = Z ciug + Z chu; s podminkou Z ciu; =0
v (z) = Z ciul + Z e s podminkou Z cur =0

y" (x) = Z ciul’ + Z chul s podminkou Z cul =0

y(”fl)(x) :Zczun 1)+Z : (n 2) s podminkou Z 4 (n 2 =
1=1 i=1
y(@) = Zcz +za =

(10.5.3)
Praveé odvozené vztahy pro derivace funkce y dosadime do rovnice Ly = f. Protoze
funkce u; splnuji Lu; = 0, mame také

0=a, ZCZ + Ap_1 ch (n—1) + -+ ag iciui. (10.5.4)
=1 =1

Proto se po dosazeni odpovidajici ¢leny na levé strané vyrusi a zlstane jen

Ly = a, Zc’ (n=1) _

Celkové méame soustavu

n/_: n/_/_: /(n2: /(nl) f
;ciuz_o, ;czul_o, . Zc = Z ~an

Jedna se o soustavu reprezentovanou Wronského matici. Protoze wronskidn od-
povidajici fundamentalnimu systému je vzdy nenulovy, dostavame pro kazdé x €
(a, b) jednoznaéné danou hodnotu ¢} (z), ..., ¢, (x). Aplikujeme-li na soustavu Cra-
merovo pravidlo, dostavame

Uy S VN U A R Un
/ / / li
uy T Uiy 0wy, o Uy,
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Ze spojitosti pouzitych funkei vidime, Ze funkce x — c}(z) jsou spojité a jsou
tedy skute¢né derivacemi néjakych C'((a,b))-funkei ¢; spliiujicich nami pozado-
vané podminky.

Poznédmka 10.5.14. (i) Zatimco u linedrnich rovnic prvniho ¥ddu p¥i variaci kon-
stant dochazi k tomu, Ze se na levé strané rovnice vyrusi dva ¢leny ze t¥i, u rovnic
vyssiho fadu je do vzajemného vyruSovani reprezentovaného formuli (10.5.4) za-
pojeno casto velmi velké mnozstvi ¢lent levé strany a je pomérné casové naro¢né
dohledévani vzajemné se vyrusujicich skupin. Proto ¢tenafi silné doporucujeme,
aby si bud pamatoval tvar vysledné soustavy nebo princip celého postupu, kdy se
ve schématu (10.5.3) (po pfendsobeni jednotlivych Fadkia odpovidajicimi koefici-
enty a;) na pravé strané vyru$ily vSechny prvni sumy a druhé sumy zmizely diky
nami vytvorenym pozadavkium na jejich nulovost. Proto po dosazeni do rovnice
Ly = f levou stranu zastupuje jen druhd suma z vyrazu pro y(*—1) (vynésobena
koeficientem a,).

(if) Metoda variace konstant byva ¢asové velmi naro¢na. Je-li to mozné, uréité se
vyplati upfednostnit metodu pro specidlni pravou stranu (zatim jsme ji vidéli u
linearnich rovnic druhého fadu s konstantnimi koeficienty v kapitole o primitiv-
nich funkcich, brzy se ji vSak nau¢ime pouZivat i u rovnic vyssiho fadu), kde stacéi
vyFesit jen jedinou soustavu rovnic pro neurcité koeficienty (u variace konstant
fesime rtzné soustavy rovnic pro kazdé = € (a,b) a vysledek navic musime inte-
grovat).

(iii) V praxi se pfi aplikaci metody variace konstant pouzivd Cramerovo pravidlo
spiSe vyjimecné. Vétsinou se nam podafi vyjadrit derivace funkci ¢; méné pracné
(zejména u rovnic s konstantnimi koeficienty, kde se ve fundamentalnim systému
vyskytuji jen velmi specilni funkce). Kupiikladu u rovnice

v'+y=f(z)

je fundamentélni systém tvoren funkcemi cos a sin. Proto pfi variaci konstant
prichdzime k soustaveé

¢ (z) cosz + dy(z) sinx = 0
—cj(x)sinx + cy(z) cosw = f(x).
Vynésobime-li prvni faddek vyrazem sinz, druhy vyrazem cosx a pak radky sec-

teme, mame c5(x) = f(x) cos z. Podobné se ziskd ¢} (z) = —f(z) sinz.

10.5.3 Splnéni pocéatecnich podminek

Podle Véty o globalni existenci a jednoznacnosti feseni (Véta 10.5.1) pro rovnici
Ly = f vime, Ze pfi zadanych poc¢atecnich podminkach

y(xo0) = Yo, Y (z0) =y, ceey y(nfl)(ffo) = Yn—1

je TeSeni jednoznacné. Zde si struc¢né vysvétlime, ze k jeho urceni staci jen vyftesit
soustavu linearnich rovnic s regularni matici. Skutecné, je-li fundamentalni systém
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tvofen funkcemi uy, ..., u, a partikularni feseni znacime y,, pak obecné feseni ma
tvar

y(x) = Crur(z) + - - - 4+ Crun(x) + yp(z) na (a,b).

Pocateéni podminky nam pak déavaji soustavu pro neznamé konstanty C1,...,C),
Crui(xzo) + ... + Crhun(zo) = Yo — Yp(xo)
Ciuf(xo) + ... + Couy,(z0) = y1 — yp(wo)
1 _ _
C’lugn )(:co) + ...+ C’nugl” 1)(aco) = yo— yz()" 1)(x0).

Levéa strana je reprezentovana Wronského matici v bodé xy. Tato matice je vzdy
reguldrni (odpovida fundamentalnimu systému).

Piiklad 10.5.15. ReSme poditecni tlohu
V' =y Y —y=1-z  y(0)=1 y(0)=2 y"(0)=3
Obecné feseni homogenni rovnice mé tvar (srovnejte s Prikladem 10.5.26)
yp = C1e” + Cycosx + Cysinz na R,

kde C1, 5, Cs € R. Partikularni feseni v tomto jednoduchém piipadé neni obtizné
uhodnout, lze vzit y, = x. Pak mdme obecné feseni

y=C1e*+ Cycosx+ Czsinx + x na R.

Pocéatecni podminky dévaji soustavu (partikuldrni feSeni pfesouvdme na pravou
stranu)

C1e? 4+ Cyc080+ Cysin0 = C1+Cy = 1
C1e? — Oysin0+ Cycos0 = C1+Cy = 1
Cleo — 02 cos(0 — 03 sin) = Cl — CQ = 3.
Odtud C; =2, Cy = C3 = —1 a dostavame TeSeni pocatecéni tlohy
y=2e" —cosx —sinx +x na R.

10.5.4 Homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty

V ptipadé, ze koeficienty a;, : = 0, ..., n, jsou konstantni funkce, je znaAma metoda
hledani fundamentalniho systému rovnice Ly = 0. Tuto metodu si zde pfedvedeme.
V dalsim budeme symboly a; pouzivat k oznaceni konstantni hodnoty koeficienta
(tedy a; pro nas budou redlna ¢isla, nikoliv funkce).

Zkusme hledat FeSeni tlohy Ly = 0 ve tvaru y = e**, kde A € C. Dostavame

n
e splituje Ly = 0 — Z a;\' = 0.
i=0
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Vyraz p(A) := Y1, a;\" (presnéji, funkce A — D1 a;\?) se nazjva charakteris-
ticky polynom rovnice Ly = 0. V dalsim se budeme zabyvat otdzkou, zda se da
z piipadné znalosti kofent charakteristického polynomu vytvorit fundamentalni
systém feseni. Budeme tedy chtit ziskat n linearné nezavislych funkci splnujicich
Ly =0.

Poznamka 10.5.16. NaSe teorie z pfedchozich ¢asti kapitoly vychézi z Picard—
Lindelofovy existen¢ni véty (Véta 10.3.5), kterou budeme dokazovat pouze v reél-
ném pripadé. Neni tedy jasné, ze v komplexnim oboru je n spravny pocet linearné
nezavislych feseni. Nas skuteéné budou zajimat jen feseni realna, ale budeme po-
stupovat tak, Ze nejprve zkonstruujeme n linedrné nezavislych komplexnich feSeni
a pozdéji z nich ziskdme n linedrné nezavislych realnych feseni.

Poznamka 10.5.17. Nalezneme-li n raznych kofent charakteristického polyno-
mu, neni tézké pifmo dokazat, ze funkce {e**}" | tvoii fundamentalni systém
dané rovnice. Zfejmé totiz

1 1 AN 1
)\1 )\2 - )\n
W[e*lw,e*zm,.u,eknw} (z) = e2i=1 NiT det /\? /\% o )\31
/\vlL—l )\;L—l . )\271
= e M TN = Ay) # 0.

i>7

Piislusny determinant se nazyva Vandermondiv determinant a jeho hodnotu lze
nalézt pouzitim matematické indukce.

Cviceni 10.5.18. Dokazte vztah pro Vandermonduv determinant, tedy ukaZte,
ze pro libovolné n € N, n > 2, plati

1 1 1
A\ Ay - A
S >
)\?71 )\;7171 L. )‘:Lz_l

Pokud ale nékteré koreny jsou vicenasobné, musime postupovat jinak. Vyuzi-
jeme toho, ze polynom stupné n ma pravé n komplexnich kofenti, zapocitavame-li
nasobnost. Vicenasobné kofeny piispéji odpovidajicim pocétem funkei diky nésle-
dujicimu vysledku.

Tvrzeni 10.5.19 (O vicendsobnych kofenech charakteristického polynomu). Ne-
cht \; € C je k-ndsobnym kotenem charakteristického polynomu. Pak funkce

>\j$

N, xeij’xQQ/\j;E’

xk—le)\j:c

ey

rest Ly = 0.
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Dikaz. Pokud A; = 0 je k-ndsobnym kofenem polynomu p()), plati

pA) =3 X aodtud  Ly=Y ay®.
i=k i=k

Proto funkce 1,z,...,2* ! ¥esi Ly = 0.
Pro \; # 0 pisme y(z) = z(z)e®. Po dosazeni mame

Ly = an(ze)‘jz)(”) + an_l(ze)‘f"”)("*l) ot ay (e 4 z)\je/\j“/’) + agzet®.

Ze vSech ¢lentl na pravé strané se da vytknout e*?, a proto dostavame, Ze
Ly=eM"Mz
y - 9

kde M je linearni diferencidlni operator s konstantnimi koeficienty zavislymi na
Qpy Qp—1,---,00,M, Aj. Necht ¢ je charakteristicky polynom operatoru M. Pro li-
bovolné p € C pak mame

M et L(e,umekjr) Le(/L+)\j)J)
T e guzljr e(u+X;)z

q(p) =p(p+Aj).

Odtud, protoze \; je k-nasobnym kofenem polynomu p, 0 je k-nasobnym kofenem
polynomu ¢. Podle poc¢atku dikazu tedy funkce 1,x,...,2" ! fesi Mz = 0, coz
znamena, Ze funkce e*®, xer® ... xF"leMNT fesi Ly = 0. O

V dalsim nas bude zajimat linearni nezavislost pravé ziskanych funkci. K tomu

vyuzijeme nasledujici obecny vysledek.

Lemma 10.5.20. Nechf \1, ..., Ay, jsou riznd komplexni ¢isla a Py, ..., P, jsou
polynomy s komplexnimi koeficienty. Jestlize plati

m

Z Py(x)eM® =0 na (a,b),

i=1
pak P, =0 na (a,b) pro kazdé i € {1,...,m}.

Diikaz. Postupujme indukci pfes m € N. Pro m = 1 je vysledek zfejmy. Necht
dokazovany vyrok plati pro m — 1 € N a mame

ZPi(x)eA“” =0 na (a,b).

Aritmetickou tpravou dostavame

m—1

—Pp(z) = > Pi(x)e® ) na (a,b).

i=1
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Obé strany nyni (st P, + 1)-krat zderivujeme a vychdzi nam (pfipomenime, Ze
XA Amyi=1,2,...,m—1)

m—1

0= Z Qi(z)eri—Am)® na (a,b),

i=1

kde koeficienty polynomu @; zavisi na koeficientech polynomu P;, ¢isle A; — A, a
isle (st Py, 4+ 1). Podle indukéniho predpokladu proto méme @; = 0 na (a,b) pro
kazdé i € {1,...,m — 1}. Zaroven si ale povSimnéme, %e pro A # 0 a P polynom
plati

(P(2)e*)' = (P'(x) + AP(2))e™,

neboli pii derivovani vyrazu P(x)e® neklesd stupeni polynomu doprovazejiciho
funkci e’ a dokonce u nejvyssiho koeficientu je nenulovy nasobek koeficientu
ptavodniho. Diky tomuto pozorovani a vysledku @; = 0 na (a,b) dostavame, Ze
P, =0na (a,b) pro kazdé i € {1,...,m—1}. Proto mutné P,,, = 0 na (a, b) a jsme
hotovi. 0

Tvrzeni 10.5.21 (O nezévislosti komplexnich feseni homogenni rovnice). Necht
Aly ooy Am jsou ruzn€ koteny charakteristického polynomu prislusejicitho rovnici
Ly=0ak,..., k, jsou jejich ndsobnosti. Pak

e/\lw’ xe)\117 ., Iklile)‘lr,
e/\2w7 xe)\giﬂ’ ., xkgfleAQCE,
eA'mw’ $e>\777,w7 . :L.knz_le/\'miv

jsou nezdvisld fesend dlohy Ly = 0 (neezistuje netrividlni sada kompleznich kon-
stant ddvagict >, c;y; = 0 na (a,b), kde y; jsou vyse popsané funkce a n =
k14 + k)

Dikaz. Dle Tvrzeni o vicendsobnych kofenech charakteristického polynomu (Tvr-
zeni 10.3.4) v8echny uvedené funkce fesi Ly = 0. Pokud pro ¢y, ..., ¢, € C plati

n m
0=Y e = Y e,
i=1 j=1

aplikaci predchoziho lemmatu dostavame P = --- = P,, = 0, tedy ¢; = --- =
¢ = 0 a mame dokazanou linearni nezavislost. O

Zbyvéa jesté pripadnd komplexni feSeni nahradit stejnym poctem feSeni real-
nych. Pfipomenme, Ze ma-li polynom s realnymi koeficienty nerealny koren, kote-
nem je i éislo komplexné sdruzené a dokonce mé stejnou nasobnost (tento vysledek
jsme si dokdzali v kapitole o primitivnich funkcich). Proto kdykoliv jsme v dosa-
vadnim postupu ziskali komplexni feSeni ve tvaru

y = 2’ = 'R A (cos(Im Az) + isin(Im Az)),
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mame také feSeni

7 = 2'e? = 2leP A% (cos(Im A\z) — isin(Im \z)).
Navic diky linearité operatoru L jsou funkce

y+y _ ploReds

5 cos(Tm A\z)

o= _.37 — pleReXe
24

opét fesenimi tlohy Ly = 0 a uz se jedna o realné funkce. Konecné, touto zdménou

jsme si nemohli zkazit linedrni nezavislost. Skute¢né, pokud by novéa sada FeSeni

byla linedrné zavisla, z predpisu pro u a v danych vyse bychom dokézali spocitat

netrividlni (komplexni) koeficienty dévajici linedrni zavislost ptivodni sady FeSeni.

Celkové jsme dostali nasledujici vysledek.

sin(Im A\x)

Véta 10.5.22 (O fundamentalnim systému rovnice s konstantnimi redlnymi koe-
ficienty). Necht charakteristicky polynom rovnice Ly = 0 s konstantnimi redl-

nymi koeficienty md redlné koteny A1, ..., Ay a komplexni koteny g1, ..., A,
A1y .-+, A S ndsobnostmi kq, ..., k. Pak funkce
e)\lx’ e mk‘lfle)\ll”
e)\mz7 o ‘Ikmfle)\mz7
eReAm1® cog(Tm A,y 1), e ghmer=leReAmn® cog(Tm A, 11 2),
eReAm1® gin (Tm Ay, 412, cee ghmer=leReAmnr® i (Tm A, 1 2),
eReNT cos(Im ), cee k1= 1eReNT cog(Im \yz),
eReN® gin (Tm \jz), ce ghi=teRe A gin (Tm \j2)

tvori fundamentalni systém rovnice Ly = 0.
Priklad 10.5.23. Uvazme rovnici
gV L oyV 4yt — .
Charakteristicky polynom pak ma tvar
P(A) = AT +20° + A% = (A2 +1)2\°,

Cislo 0 je jeho trojnasobnym kofenem a ¢isla +i jsou shodné dvojnasobné kofeny.
Fundamentalni systém je proto tvofen funkcemi

1, =, 2 cosz, sinz, xzcosx a xsinz na R.
Obecné feseni na R je tedy dano vztahem
y(x) = C, + Cox + C32? + Cycosx + Cssinz + Cex cosx + Crasin z,

kde C1,...,C7 jsou realné konstanty.
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10.5.5 Metoda specialni pravé strany pro rovnice s kon-
stantnimi koeficienty

Partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice rovnice Ly = f jsme se pfi znalosti fun-
damentalniho systému naucili fesit pomoci metody variace konstant. V piipadé
konstantnich koeficientt Ize pro nékteré typy funkce f volit podstatné jednodussi
postup.

Tvrzeni 10.5.24 (O specialni pravé strané). Necht
f(z) = " (Py(z) cos(vx) + Py(z) sin(vz)),

kde u,v € R a Py, Py jsou polynomy. Pak existuji polynomy Q1, Q2 stupné nejvyse
max{st P,st P»} takové, Ze funkce

Yp = e gk (Q1 (z) cos(vx) + Q2(x) Sin(l/m)),

kde k € Ny je ndsobnost cisla p + vi jakozZto korene charakteristického polynomu,
7es1 nehomogennt rovnici Ly = f.

Poznamka 10.5.25. (i) Polynomy @1, Q2 se hledaji metodou neurcitych koefici-
ent.
(ii) V tvrzeni pfipoustime, Ze u + vi neni kofenem charakteristického polynomu a
v tom pripadeé je k = 0.
(iii) Pozor, i kdyZ je jeden z polynomd P;, P, nulovy, nemtZeme obecné predpokla-
dat nulovost kteréhokoliv z polynomi @1, Q2 (uvazte tfeba rovnici "’ —y’ = sinz,
kterou jisté nefesi zadny nasobek funkce sin, naopak ji Fesi nasobek funkce cos).
(iv) Tvrzeni o specialni pravé strané se na zakladnich kurzech matematické ana-
lyzy nedokazuje. Byva zahrnuto do pfipadu uhodnuti (kdykoliv najdeme koefi-
cienty polynomi 1, @2, ukazali jsme, ze Tvrzeni o specialni pravé strané plati
pfinejmensim v naSem piipadé).
nékteré ¢asti (séitance) funkce f s vyuzitim toho, Ze operator L je linedrni, a proto
Lyn=fi N Ly2=fo = L(yi +y2) = fr + fo.
Tomuto jevu se fika princip superpozice.
Priklad 10.5.26. Hledejme obecné feSeni tlohy
y"' —y' +y —y=14cosz +xe ",
Charakteristicky polynom ma tvar
Mo d—1=0A-1DA+1).
Jednonasobné kotfeny 1, —i,i davaji fundamentalni systém

{e”, cosz,sinz}.
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Obecné feseni homogenni rovnice ma proto tvar
yn = C1e” + Cycosx + Cssinx na R,

kde C1,C5,C5 € R. Prava strana jako celek neméa tvar popsany v Tvrzeni o spe-
cidlni pravé strané (Tvrzeni 10.5.24), ale je souctem t¥i funkci, které jednotlivé

pozadovany tvar maji. Pouzijeme tedy princip superpozice a budeme hledat par-

tikuldrni feseni tloh Ly; = 1, Lys = cosx, Ly, = xe™*.

V prvnim pripadé snadno uhodneme y; = —1. Ve druhém pfipadé hledame
feSeni ve tvaru (¢islo i je jednondsobny kofen charakteristického polynomu)

Yp, = Ax cosz + Brsinz.

Tento tvar dosadime do feSené rovnice, pouzijeme Leibnizovo pravidlo a upravu-
jeme

cos T :<73A cosx + Axsinx — 3Bsinx — Bx cosa:)
— (—2A sinz — Az cosx + 2B cosz — Bzx sina:)
+ (Acosm — Azsinz + Bsinx + Bxcosx) — (chosx + B:csinx)
= (24 —-2B)sinz + (—2A — 2B) cos x.

Dostdvdme A = B = f% a odtud
= ——-xcosx — —zsinx.
Ip2 4 4

Tteti partikuldrni feseni hleddme ve tvaru (¢islo —1 neni kofenem charakteristic-
kého polynomu)
Yps = (Az + B)e™™.

Opét dosadime
pe " = (SAe’”” — (Az+ B)e’“’) - (—2Ae’x + (Az + B)e’x>
+ (Ae™ — (Ax + B)e ™) — (A + B)e™
— (64— 4(Az + B))e .

Dostavame A = —1, B = —3 a odtud

13\
Yps = (-ZI — g)e .

Obecné feseni tlohy na R mé proto tvar

Y=Yn+ Ypy + Yp, + Yps

. 1 1 . 1 3\ _.
:Cle$+Cgcosm+Cgslnx—1—Zxcosx—zxsmx—(Zw—i-g)e .
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10.5.6 Eulerova rovnice

Jednou z uloh s nekonstantnimi koeficienty, kde je znadm postup feseni, je Fulerova
rovnice

S aaiy (@) = f(@),
i=0

kde ag, ..., a, jsou reilné konstanty a f € C((a,b)). U této Glohy mame k dispo-
zici metodu variace konstant. Nasim dal$im tkolem je nalezeni fundamentalniho
systému. Budeme pracovat zvlast pro z > 0 a < 0. Pro x > 0 zavaddime novou
proménnou piedpisem ¢ = logx (tedy = = e°) a pomocnou funkci z(¢) := y(x(£)).

Pak mame
Z(€) =y (x(§))e =ay

21(€) = " (@(©)e™ + ¢/ (@(©)et =2y +ay
a tak dale. Je vidét, Ze po dosazeni ziskanych vztahi do rovnice Ly = 0 dostaneme
pro funkci € — z(€) rovnici n-tého fadu s konstantnimi koeficienty, které zdvisi na
¢islech ag, ..., ay.
Pro # < 0 zavddime ¢ = log|z| (tedy z = —ef) a opét 2(¢) = y(z(€)). Pak

mame , . ,

Z(6) =y ((8))(—e%) =y

2'(€) = y"(@(©)(—*)* + ¢/ (@(©))(—e*) =2y +ay
a tak dale. Vyjde nam pomocnd diferencidlni rovnice se stejnymi koeficienty jako
v predchozim pripadé. Po vyfeSeni pomocné diferencidlni rovnice se vratime k pro-
ménné z a funkci y. Nakonec se jeSté pokusime Feseni slepit v pocatku.
Priiklad 10.5.27. Hledejme obecné feSeni rovnice

x2y// _|_y — 1‘3.

Nejprve fesme homogenni tlohu. Pro x > 0 (totéz vyjde i pro < 0) mame podle
vzorcli odvozenych vyse

O=x2y”+y=x2y"+my'—xy’+y:z”—z’+z.

+

i.

i

Charakteristicky polynom nové rovnice ma tvar p(\) = A2 —\+1 a kofeny %

Odtud dostavame
3 3
z(€) = Crezt COS(%§> + Cpe2t Sin(gf) na R.
Proto mame pro z > 0 a x < 0 feSeni (piSeme £ = log |z| a lehce upravujeme)

V3 (V3
y(x) =C4 |x|cos(710g\m|> +Cs |:1c|sm(710g|x|>.

Partikuldrni feseni zkusime uhodnout ve tvaru y, = Az, coz okamzité ddvd A =
%. Dostali jsme obecné feseni

V3 V3 1
y(x) = C1/|z] COS(? log |£C|) + Cov/ || sm<7 log |x|) + ?xs.
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Slepeni feSeni v pocéatku je mo’né v piipadé C; = Co = 0 (v pocatku spojité
dodefinujeme nulou), v ostatnich pfipadech se d4 nahlédnout, Ze po spojitém do-
definovani v pocatku nema ziskana funkce derivaci v poc¢atku.

Poznamka 10.5.28. (i) Na Eulerovu rovnici se daji aplikovat vSechny nase obecné
vysledky (kromé vysledkt pro rovnice s konstantnimi koeficienty). P¥ipomeiime
vsak, ze pro tyto vysledky potfebujeme, aby byl ¢initel u nejvyssi derivace nenu-
lovy, coz Eulerova rovnice nesplituje v poc¢atku. Neni tedy zadnym prekvapenim,
ze jsme predchozi priklad vyfesili pravé na intervalech (—oo,0) a (0, 00), zatimco
jsme méli potize se slepenim v pocatku.

(ii) Funkce u(z) = /|| cos(§ log |z]) a ua(z) = /|| sin(@log |2|) z minulého
prikladu tvofi fundamentélni systém. Skuteéné, vypoctem jsme ovérili, Ze se jedna
o feSeni. Dale, pokud by existovala netrividlni dvojice konstant C7,Cy tak, Ze

Ciuy + Coug =0,

tataz dvojice konstant by u funkei e2¢ cos(?é) a ezt sin(ﬁf) vyvracela linedrni

nezavislost, kterou jsme dokazali v pfedchozi kapitole. ’

(iii) Diky pfedchozi ¢asti pozndmky mame k dispozici variaci konstant, kdykoliv
se nam podaii vyfesit homogenni rovnici.

(iv) Reseni homogenni Eulerovy rovnice se d4 nékdy uhodnout tak, Ze polozime
y = |z|* a funkci zkusime dosadit do rovnice. Tento piistup vede na jakousi cha-
rakteristickou rovnici. Zatim vSak nevime, Ze ziskana feSeni jsou linedrné nezavisla
a neumime ani zajistit jejich dostateény pocet (problémy délaji komplexni a vi-
cendsobné kofeny). MuZeme si ale pov§imnout (podrobné si rozmyslete sami), ze
zminéna charakteristickd rovnice je tozna s charakteristickou rovnici pro tlohu
s funkeci z. Diky tomu vime, Ze u vicenasobnych kofentt mame do fundamentalniho
systému brat funkce typu

lz|*,  loglz|lz*, log®|z|lz|*,

a v pripadé komplexniho kofene A do fundamentalniho systému pfijdou funkce

|Z,|Re)\ ‘I|Re)\

cos(Im Alog |z]), sin(Tm Alog |z]), log |z||z|%°* cos(Im A log |z|)

a tak déle. Tato itvaha nam dokonce umoznuje pouzivat Tvrzeni o specialni pravé
strané (Tvrzeni 10.5.24), pokud ve vSech jeho formulich nahradime proménnou z
vyrazem log |z|.

Piiklad 10.5.29. Re$me rovnici
3. .1 2.1 / 1
2y +dxy” + 2zy' =x + — + xlogx.
T

Do homogenni rovnice dosadime y = 2* pro x > 0 (pro zaporna x prava strana
rovnice nem4 smysl, jinak bychom pracovali s |z|* a vy$la by tat4z charakteristické
rovnice, nebot pifi kazdém derivovani ziskdme c¢initel sign z, ktery pak spolu s x
d4 |z|) a mame

0 =232\ —1)(A = 2)2 3 + 42X\ — a2 4 22027 = 22N (N + 1),
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Dostéavame fundamentélni systém

1
{l,logx,f}.
x

Modifikované Tvrzeni o specialni pravé strané (Tvrzeni 10.5.24) (pro > 0 nemu-
sime psat absolutni hodnoty) poZaduje pravou stranu ve tvaru

flx) =2a" (P1 (log x) cos(vlog z) + Ps(log ) sin(v log o:))
a nabizi partikularni feSeni ve tvaru
yp(x) = 2t logh & (Ql (log x) cos(vlog x) + Q2(log ) sin(v log a:)) ,

kde k je nésobnost ¢isla p+iv jako kofene charakteristického polynomu. Vyuzijme
principu superpozice a feSme napied tilohu Ly,, = z. ReSeni hleddme ve tvaru

Yp, = Az.

Vychézi ndm y,, = %x Dale fesme Ly, = % Protoze ¢islo —1 je jednonasobnym
kofenem charakteristického polynomu, hledame feseni ve tvaru

log =
Yp, = A i )
Dostavame
1 AmB(l—}l - 610§x> + 4Az? (—33 + 210#) + 2Ax(i2 - 10g2x> = é
x x x x T x x x
Proto y,, = loim. Kone¢né, fesme Ly,, = xlogz. ReSeni hledame ve tvaru
Yp; = Az logx + Buz.
Dostavame
rlogx = a3 (—%) + 43:2(%) + Qm(Alogaz + A+ B)
= (5A+2B)x + 2Axlogx.
Odtud A = %, B = —g a Yp, = %xlogx — %x. Obecnym feSenim nasi Glohy tedy
je

1 1 1 1 )
y=C1+Cylogx +Cs— + -z + Ogm—i—fxlogx—fx na (0, c0).
x 2 x 2 4

10.6 Dalsi typy rovnic vyssich radua

Nyni si predstavime dalsi typy rovnic, které umime pfimo vyfesit nebo alespon
prevést na rovnice prvniho fadu.
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10.6.1 Rovnice tvaru y™ = f(z)
Ulohu

y"=f)  y@o)=wo, Y()=w1, ---» y¥" (o) = Yu-1,

kde f € C((a,b)), uz umime fesit, nebot je pfipadem linedrni diferencidlni rovnice
n-tého Fadu s konstantnimi koeficienty (dokonce s velmi jednoduchym fundamen-
talnim systémem {1,x,..., 2" 1}). Existuje v8ak rychlej§i postup, ktery zde umi
zastoupit variaci konstant. Je zaloZzen na postupném integrovéani, které je zaroven
mozné piepsat do vzorce obsahujiciho jediny integral.

Tvrzeni 10.6.1. Je-li f spojitd na (a,b), pak Teseni pocdtecni ulohy spliiuje

T T1 Tn—1 n—1
y(:v):/ / / f(Tn)dTn...dngTl—|—Z%($—xo)k
xo xo ) k=0 *
n—1

1 N n—1 Yk
_m_l)!/mo(m_ﬂ f(T)dT—FkZ::Oﬁ(x—xo)k.

Dikaz. Prvni rovnost snadno ovéfime postupnym derivovanim (indukeci pies n €
N). I druhou rovnost ovéfime indukci. Pro n = 1 rovnost zfejmé plati. Pron > 1
sta¢i ukazat klicovou identitu

d x

dz /.,

xT

(x—t)" " f(t)dt = (n — 1)/ (x —t)""2f(t) dt.

Zo

Zafixujme z € (xq,b). Budeme postupovat podobné jako v ditkazu takzvané hlavni
véty diferencidlniho a integralniho poctu (Véta 7.5.12). Oznacéme

B(z) = / @O dt & e(a) = (n—1>/ (z — )" 2f (1) dt.
xo xo
Zafixujme jesté y € (x,b). Pak diky spojitosti f na [zg,y] C (a,b) mdme K > 0
takové, ze
telro,y = [fOI<SK
Déle mame pro h € (0,y — x)

Bt W =0 L g (- o)

h T h o zo
1 T
_ E/ (x4 h— )" — (- )" V) f(t) dt
1 x+h
+ﬁ/ (x+h—t)"f)dt = I + L.
Odtud
1 [oth h—0
|| < E/ RKdt =hA"lK ST 0.
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Dale méame diky pfedchozim vzorctim a binomické vété

/I((x—t—i—h)"_l —(z—t)nt

1 = p(o)] = ;

— (0= 1)@ —1)"2) f(t) dt|

0

[y ("7 - a
wo W\ J
_ n—1

n—1
g/ 3 (” , )hﬂ—l(x—xo)"—l—ﬂz(dtg Y owt ",

0 j=2 J Jj=2

Celkové mame @/, (z) = ¢(x). Podobné se ziska &’ (x) = ¢(z). Piipady = € (a, z0)
a x = xg jsou analogické. Tim je dokdzdna klicové identita pro (ted uz snadnou)
matematickou indukci. O

10.6.2 Rovnice tvaru y™ = f(z,y" V)

U tohoto typu zavedeme pomocnou funkci z(x) = y™ (z). Pro ni potom méame
pomocnou tlohu

2= f(z,2),
coz je typ ulohy, pro ktery jsme si jiz predstavili nékolik metod (v zavislosti na
tvaru funkce f). Po nalezeni funkce z jesté potfebujeme vyfesit ilohu

yn—l =z,
kterou jsme fesili pred chvili. Poznamenejme, Ze feSeni tlohy pomocné a tulohy
pivodni si vzijemné odpovidaji (pfechodem k pomocné tloze Zadna FeSeni ne-
ziskdme ani neztratime). Skuteéné, pokud néjaka funkce Fesi tlohu puvodni, jeji
derivace fadu (n — 1) zfejmé Fesi tlohu pomocnou. Naopak, pokud néjaka funkce
fesi tlohu pomocnou, je nutné spojitd, mizeme ji proto (n — 1)-krat integrovat a
dostaneme FesSeni tlohy ptivodni.

Priklad 10.6.2. Resme tlohu
v _ 2yIV

T

Y

Polozme z := y'V. Tim jsme piesli k tloze

2z
!
Z = —

- z2(1)=1

(diky véasné aplikaci poc¢ateénich podminek se nebudeme muset zabyvat vSemi
pripady). Jedna se o rovnici se separovanymi proménnymi a mame pro ni

dz 2dz
log\z|:/—: — =2log|z| + C,
z x
odkud s vyuzitim pocateéni podminky dostavame feseni

z=2? na (0, 00).
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Toto FeSeni je jednoznaéné na (0,00) x (0,00), slepeni (v pocatku) zadani nepfi-
pousti. Celkové pak na (0,00) mame FeSeni
x—1)2 x—1)*
@17, @=1*
2 24

kde funkci ® mizeme urcit pomoci pfedchoziho tvrzeni. Prvni moznosti jsou ¢tyii
postupné integrace, které vzhledem k dolni mezi xg = 1 nejsou prilis pfijemné.
Druhou moznosti je pouzit jedinou integraci se vzorcem

(z) = é/lm(x — )3t dt.

y(z) =d(x) + 1+

Cviceni 10.6.3. Reste tlohu y'Y = 22 pomoci Tvrzeni o specialni pravé strané
(Tvrzeni 10.5.24) a pomoci variace konstant kombinované s Cramerovym pravi-
dlem.

10.6.3 Rovnice tvaru y™ = f(y("—2))
Zde poklddédme z(x) = y"~2(x) a tim dostavame
Z” — f(Z)

Nyni je vyhodné obé strany vyndsobit ¢initelem 2z’ (nejednd se o ekvivalentni
Gpravu, novou rovnici fesi Sirsi t¥ida funkci nez rovnici ptvodni), ¢imz obdrzime

(2) = 222" =22/ f(2).
Maé-li funkce f primitivni funkci F', potom méame
2% =2F(2)+C.

Uvézime oba piipady 2’ = £./2F(z) + C, nalezneme z a pak y (z4dny z téchto
krokt neprojde zcela obecné, nicméné treba pripadna spojitost f zarucuje existenci
v8ech zucastnénych primitivnich funkci).

Poznamka 10.6.4. Podobné by se postupovalo v p¥ipadé rovnice
y" (@) = fz,y" ) (2)).

Jako vyse bychom presli k rovnici

po vynésobeni 2z'(z) potom
(") (z) = 22/ (2) f (2, 2(x)).
Oznaéime-li F(xz,z) = [ f(z,z)dz, dostavame podobné jako vySe rovnici

2 (x) = £/2F(x,2) + C,

kterou v nékterych piipadech miizeme byt schopni fesit. Posledni krok je potom
stejny jako vyse.
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Priklad 10.6.5. Resme tlohu

111

PoloZme z = 3. Pak mame

z

— 17

(diky véasné aplikaci poc¢ateénich podminek se nebudeme muset zabyvat vSemi
piipady). Pak po pfenédsobeni 2z’ dostdvame

1
(2?) = 2,2’—4\/E — 22 =\z+C.

7 pocatecnich podminek déle plyne
2=z

Tuto dlohu feSime separaci proménnych a ziskdvame

4 d
gz%: \;g/dxoerC.

Odtud diky poc¢ateéni podmince z(0) = 1 dostédvame

3 4
z = (ix—i—l)s.

Vsimnéme si, ze tato funkce neni v bodé z = —% dvakrat spojité diferencovatelna,
coZ souvisi s tim, Ze 2’ (—%) = 0. V takovém piipadé nebyla vyse provedend tprava
ekvivalentni. Musime se tedy omezit na interval (—%, 00).

Podle teorie rovnic se separovanymi proménnymi je vyse uvedené feSeni jed-

nozna¢né na R X (0,00). Slepovani s trividlnim FeSenim z = 0 ¢&i feSenimi na
R X (=00, 0) nepfipada v tivahu diky pivodni formulaci 2" = 4—\1/2. Nyni
3 5 4,3 3 y(0)=0 4 /3 74
o R SO
Y /(4x+ T 7 4x+ + - 4m+ 7

pro z € (—3,00).

10.6.4 Rovnice tvaru y™ = f(z,y® y*+D . y0=D)
Definujeme-li pomocnou funkei z := y*), dostavame pro ni
Z(nik) = f(m’ Z? Z/’ ce Z(nikil))’

coZ je rovnice nizsiho fadu.
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Pfiklad 10.6.6. Ulohu
yXXII_QyXXI+yXX :e2m y(O):y’(O) :--~:yXX(O):O, yXXI(O) -1

muiiZzeme fesit standardnim zptisobem. Jde také zavést pomocnou funkci z = yXX
a Tesit
" ! _ 2z _ / —
2 =22 +z=e z(0) =0, Z(0)=1.

Obecné feSeni mé tvar
2z = Che% + Coze® + 2 na R.

Po aplikaci po¢ateénich podminek pro z dostdvame z = e2* — . Zbyva doresit
tlohu

==t y(0)=y(0) = =y ¥ (0) =0,
coz je typ, kterym jsme se jiz podrobné zabyvali (v tomto pfipadé se d4 pomérné

rychle provést dvacet integraci za sebou) a dostaneme soucet polynomu a funkce
27206293 s

10.6.5 Rovnice tvaru 3™ = f(y,v/,...,y" ")

V tomto pfipadé se pouziva nasledujici postup ke snizeni fadu o jedna. Pokud ma
rovnice feSeni, které spliuje
y'(z) = p(y(z))

pro néjakou (n — 1)-krat diferencovatelnou funkci p, pak pro ni mame

Y (x) = p(y(z))
y'(x) = p'(y(x)y'(x) = p'(y(x))p(y(x))
y"(x) = p"(y(x))y' (2)p(y(x)) + p' (y(2)p (y())y' ()
) 2 / 2

=p"(y(2))p° (y(x)) + (P'(y(2)))*p(y(x))  atd.

Po dosazeni do piivodni rovnice a zjednoduseni zépisu poloZenim z := y(z) dosta-
vame pro hledanou funkci z diferencidlni rovnici (n — 1)-tého Fadu.

Zamysleme se jesté nad tim, jakym zptisobem si odpovidaji feSeni ptivodni a
pomocné ulohy. Jak jsme jiz odvodili vyse, pokud néjaké feseni ptivodni lohy méa
vyse uvedenou specialni vlastnost, funkce p fesi pomocnou rovnici. Naopak, pokud
funkce p Fesi pomocnou rovnici a funkce y fesi y' () = p(y(x)), pak z vypocétu vyse
plyne (mame k dispozici hladkost potfebnou pro vSechna sloZena derivovani), Ze
y Tesi rovnici puvodni. Musime byt ale opatrni s defini¢nimi obory funkci p a y.

Priklad 10.6.7. UvaZme tlohu

v =2y  y0)=1, 3'(0)=1

a pokusme se nalézt alespon jedno jeji feseni. Popsany postup nam déavé rovnici

P (2)p(2) = 22p(2).
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Tuto rovnici spliiuje jednak p = 0 (tedy 3’ = 0, coz nevyhovuje pocateéni podmince
y'(0) = 1). Druhou moznosti je FeSeni rovnice

P (2) = 2z,

tedy p(z) = 22 + C, neboli ¥ = y? + C. Poéate¢ni podminka pak vyzaduje C' = 0.
Urcéenim p jsme tedy ziskali diferencialni rovnici

y/ — y2.

Jedna se o rovnici se separovanymi proménnymi, proto pokracujeme

—lz/d—g:/dx:x—i—a
) )

Odtud

a pocatecni podminky davaji

na (—oo,1).

Priklad 10.6.8. Zkusme na$i novou metodu aplikovat na nékolik linedrnich rovnic

druhého radu, kde jsme fundamentalni systém ziskali pomoci uhodnutého FeSeni

ve tvaru e .

(i) Uvazme rovnici

y" =0.
Nase metoda dava, ze pokud existuje Feseni splitujici ' = p(y), pak (pfipomerime
y=z1y9 =p2),y" = (2)p(2))

p'p=0.

Tuto rovnici zfejmé fesi p = C. Odtud ' = C, a proto y = Cx + D je feSenim
ptivodni dlohy.
(ii) Uvazme rovnici

y' +y=0.
Tentokrat dostavame

p'p=—=z
Jednd se o rovnici se separovanymi proménnymi, ale rychlejsi je prepis

5(172)/ =%

Odtud
p(z) =+V-224+C tedy ¢ =+—-y2+C.
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Smysl ma jen pripad C' > 0 a odpovidajici rovnici se separovanymi proménnymi
feSime postupem

::I:/dx::tx—i-D.

Y / dy
arcsin — = [ ——
vC V-2 +C
Odtud (pro £z + D € (—1,1))
y =V Csin(+z + D).

Vhodnou volbou konstant a slepovanim dostaneme sinus i kosinus (cos z = sin(z +

5)):

(iii) Pro rovnici

dostavame

Piepis 1(p?)’ = 2 vede na

2
p(z)=xvz22+C tedy Yy =+£Vy2+C.
Pro C = 0 mame y' = +y a ndm znama Feseni e*, e~ *. Ani pt¥ipad C' > 0 nedéva

nepouzitelny vysledek, nebot mame

LT dy
argsinh — :/7 = j:/ de =4z + D
el VyR+C
a odtud
y = V/C'sinh(+z + D).
Naopak pro C' < 0 mame

argcosh :I:/ de =42+ D

T / dy _
VIC| Vy? = |C]|
a odtud
y = /|C| cosh(£z + D).
Posledni dva vysledky davaji opét feSeni a daji se z nich ziskat funkce e*,e™%.
(iv) V pfipadé rovnice
y' =2y +y=0

(charakteristickd rovnice ma tvar (A—1)? = 0 a fundamentéln{ systém je {e®, ze®})
dostavame

pp—2p+2=0 tedy p,:2pp—z-
Jedn4 se o homogenni rovnici, kterou umime fesit. Jen poznamenejme, ze jednim
z FeSeni je zfejmé p(z) = z, coz vede na rovnici y' = y a Fesi ji naptiklad e”. Diky
této znalosti a metodé doplnovani fundamentalniho systému pomoci vlastnosti
wronskianu se pak ziska i xe®.
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Kapitola 11

Metrické prostory

v v

V predchozich kapitolach jsme se (pomérné Uspésng) zabyvali budovanim teorie
realnych funkci jedné realné proménné. Podobnou teorii bychom méli radi k dispo-
ktera prifazuji realné c¢islo prvkim z vhodné mnoziny funkci. Posledné jmenovany
pripad méa uplatnéni naptiklad v teorii deformaci ¢i v nékterych pokrocilych postu-
pech fesSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic. Vzpomerime si také na starovékou
tlohu o brachystochroné, ktera vyzaduje takto obecny pristup.

Zakladnim pojmem v diferencidlnim poctu je limita, kterd se neobejde bez
pojmu okoli a ten zase pouzivd pojem vzdélenosti (v R ndm takto slouzila abso-
lutni hodnota). Piipomeiime si eukleidovskou vzdalenost na R, se kterou jsme
jiz nékolikrat pracovali. Ta se pro z,y € RY definuje pfedpisem

oz, y) = V(&1 — y1)? + (w2 — y2)? + - + (& —yn)>
Pro vsechna x,y, z € RY plati

(i) olz,y) 20 a o(z,y)=0=z=y

(i) o(z,y) = o(y, x) (11.0.1)

(ili) o(z,z) < o(@,y) + o(y, 2).
Platnost prvnich dvou vlastnosti je zfejma. Treti vlastnost se nazyva trojuhelni-
kovd nerovnost a dokdze se snadno pomoci Prvni Cauchy—Schwarzovy nerovnosti.

Pozdéji zjistime, Ze uvedené tii vlastnosti jsou klicové k vybudovani pojmu

limity a odvozeni jejich standardnich vlastnosti, na které jsme zvykli z pfedchozich
kapitol.

11.1 Zakladni pojmy

Predchozi tivahy nas vedou k nésledujici definici.

109
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Definice 11.1.1 (Metrika a metricky prostor). Nechf P je mnoZina. Zobrazeni
0: PxP — [0,00) se nazyva metrika, jestlize ma vlastnosti (i), (ii) a (iii) ze vztahu
(11.0.1). V takovém piipadé se dvojice (P, ) nazyvéa metricky prostor.

Priklad 11.1.2. (i) Na R je mozné uvaZzovat naptiklad metriky
1
Q(-T,y) = |.T—y|7 Q(-T,y) = §|$—y| a Q(-T,y) :arCtan‘x_m
(pfi dikazu trojuhelnikové nerovnosti pro posledni metriku se vyuZije nerovnost
arctan(a + ) < arctan o + arctan 8 platna pro «, 5 > 0, ktera se ziska z Lagran-

geovy véty o prirtistku funkce diky konkévnosti funkce arctan).
(ii) Na R¥ se ¢asto pracuje s metrikami:

N
o1(z,y) = Z lzi — vil
i=1

N

02(,y) = | D s — wil?
1=1

Ooo(,y) = e fhax lz; — yil.

Metrikami dokonce jsou pro p € [1,00)

N 1
op(2,y) = (Z |i — yi|p> ’
i=1

(diikkaz trojuhelnikové nerovnosti vyuzivajici obecnou Youngovu nerovnost aff <
72

integralu pro obecnéjsi vysledek zvany Minkowského nerovnost).

(iii) Je-li [a,b] C R, na prostoru spojitych funkei C([a,b]) lze zavést t¥eba metriky

platnou pro «,8 > 0 a p € (1,00) uvedeme v kapitole o Lebesgueové

b 1
onlfi) =maxlf =gl a  o(f)= ([ 1F-aPde)” propelto)

(pro p € (1,00) je u metrik g, je opét pomérné obtizné dokazat trojihelnikovou
nerovnost, kterd se nazyva Minkowského nerovnost).
(iv) Predstavme si jesté nékteré prostory posloupnosti a jejich metriky

loo ={{z;} CR:3C >0 |z;| < CVieN}, 000 ({zi}, {yi}) = sup |x; — v,
ieN

oo oo 1
b={{z} CR: Y [wil <oovieN|,  g({ad{nh) = (X lni—ul)".
i=1 i=1
Opét zde uvazujeme p € [1,00) a pro p # 1,2 je diikaz trojihelnikové nerovnosti
obtizny (a plyne z Minkowského nerovnosti).
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(v) Na jakékoliv mnoziné spliiuje vlastnosti metriky diskrétni metrika

1 prox#y
o(z,y) =
0 proz=y.

(vi) Vlastnosti metriky mé také tfeba vzdusnd vzdélenost dvou mist na mapé,
doba chtize mezi dvéma body, cena jizdného na Zeleznici, atd. Ale napiiklad doba
jizdy autem mezi dvéma body nemusi byt metrika (kvili existenci jednosmérnych
ulic nemusi byt symetrickd).

Poznamka 11.1.3. Je pfirozené se ptat, zda ma néjaky smysl zavadét vice nez
jednu metriku na dané mnozing, jak jsme to udélali tfeba na RY. Zde je vhodné
poznamenat, Ze obecné rizné metriky déavaji riizné pojmy konvergence, a proto
kazda metrika na daném prostoru nemusi odpovidat studovanému problému. Na
druhou stranu, pozdé&ji si ukazeme, ze tfeba na RY davaji metriky 02 a 0o stejny
pojem limity. Metrika ps se pouziva nejcastéji, ale diky odmocniné v jeji definici
se s ni nepracuje prili§ pohodIné. Proto ji byva nékdy vyhodné nahradit metrikou
Occ-

Nasim cilem neni jen pojem limity, ale i hlubsi vysledky pracujici s (vicedi-
menzionalni) analogii pojmu derivace (¢i pfesnéji diferencidl). Takové vysledky jiz
potfebuji, aby mnozina P méla linearni strukturu a abychom pracovali s metri-
kou, ktera je s touto linearni strukturou kompatibilni. Proto zavadime jesté dalsi
pojem.

Definice 11.1.4 (Norma a normovany linedrn{ prostor). Necht V je vektorovym
prostorem nad R (& C). Zobrazeni || - ||: V' — [0, 00) se nazyva norma, jestlize pro
vSechna u,v € V a A € R (C) spliiuje

Q) lul| >0 a |u|=0<=u=0
(i1) [[Awell = [A][Jul] (11.1.1)
(i) flu+ ol < [Jull + o]l

Dvojice (V,]| - ||) se pak nazyva normovany linedrni prostor.

Poznadmka 11.1.5. Domluvme se, ze poéatek (nulovy prvek) ve vektorovych pro-
storech budeme zapisovat zkracené jako 0.

Snadno se dokaze nasledujici vysledek.

Tvrzeni 11.1.6. Necht (V)| - ||) je normovany linedrni prostor. Pak zobrazeni
0: V xV = [0,00) definované piedpisem

o(z,y) = |z = yll

je metrika na V.
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P¥iklad 11.1.7. (i) Na RY mame tieba normy

N 1
= |P)” el = .
lol = (L lei)” propeliioe) alllle = s

(ii) Na C([a,b]) maji vlastnosti normy

b 1
Il =maclsl Sl = ([ 1f17dr)” prope o).

(iii) Na fo je normou ||z| = sup;ey |¢i| (zkracené piSeme z := {z;}) a pro
p € [1,00) je na £, normou

0 1

P

ol = (D lail”) "
=1

(iv) Neexistuje norma, ze které by vznikla diskrétni metrika (s vyjimkou trividlnich
ptipadi V =0 a V = {0}).

Poznamka 11.1.8. (i) Snadno se d4 nahlédnout, ze na RY plati
Fllso <N -T2 < M- Ml < NI lloo

Dobrou predstavu pro porovnani velikosti norem ndm dévaji jednotkové sféry v
jednotlivych norméch, tedy mnoziny {x € RV : ||z|| = 1}. Pro piipad N = 2 jsou
zobrazeny na Obrazku 11.1.

(ii) Neni tézké ukazat, ze

1<p<gqg<oo = ”'HpZH'Hq'

(Névod: diky vlastnosti (ii) v definici normy staéi uvazovat jen body tvaru (1,t) a
(t,1), kde t > 0. Déle funkce p — (1 —&—tp)% je klesajici, coz zjistime zderivovdnim.)
(iii) V nekonecéné dimenzi jsou vztahy mezi normami Gasto slozitéjsi. Kupiikladu
pro funkce f, = nX(0,1) & gn = %X(O,n) plati

1
[falli =1 ale ||fnlloc =n — 00 a [gnlli =1 ale ||gnHoo:E—>O~

Mezi normovanymi linearnimi prostory budeme pracovat nejradéji s témi, které
umoznuji zavedeni skaldrniho soucinu, coz nam umozni pouzivat Pythagorovu
vétu, jeji zobecnéni a dusledky.

Definice 11.1.9 (Skaldrni souéin). Necht V je vektorovy prostor. Potom zob-
razeni (+,+): V x V. — R (C) nazveme skaldrnim soucinem, jestlize pro vSechna
z,y € ValeR (C) plati

(i) (z,z) >0 a (z,2)=0<2=0

(i) (z,y) = (y,2) (11.1.2)
(i) (Az,y) = AMz,y) a (z+y,2)=(x,2)+ (y,2).
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Obrézek 11.1: Tvar jednotkové sféry v zavislosti na volbé normy na R2.

Poznadmka 11.1.10. (i) Obecné plati

(1‘, Ay) = (/\yvx) = )‘(yVT) = 5‘(3/71') = 5‘(1‘) Z/)

(u,v+w) = (v+wu) = (v,u) + (w,u) = (v,u) + (w,u) = (u,v) + (u, w).
(ii) Nad realnym vektorovym prostorem mame samoziejmé jednodussi vztahy
(z,y)=(,z) a  (z, ) =A=y).

Véta 11.1.11 (Cauchy—Schwarzova nerovnost). Necht P je prostor se skaldrnim
soucinem. Pak pro vsechna z,y € P plati

[(z, )| < (2, 2)\/ (y,9)-

Dikaz. Pokud y = 0, tvrzeni zfejmé plati. Necht je v dalsim y # 0 (tedy (y,y) >
0). Pro v8echna A € R (C) méme

0<(z—Ay,z—\y) = (z,2) — Mx,y) — Ma,y) + Ay, ).

Specialné volba \ = &%) dava
(y,y)

@y)@y) (yey) @@y o @)@y

0< (x,x) — —
= &2) (v,y) (v, 9) (v,) (v, v)
2
= (x7.%') - |(x7y)| 5
(v,9)
odkud plyne dokazovana nerovnost. O

Véta 11.1.12 (Skalarni soucin generuje normu). Necht P je prostor se skaldrnim
soucinem. Pak zobrazeni || - ||: V — [0,00) definované predpisem

]l := v/ (2, )

je mormou na P.
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Diikaz. Ovéfeni prvnich dvou vlastnosti normy je snadné cviceni. Ovéime jesté
trojuihelnikovou nerovnost za pomoci Cauchy—Schwarzovy nerovnosti

e +ylI” = (z+y,2+y) = lz|” + lylI* + (z,9) + (z,y)
= [lzlI> + [lyll* + 2Re(z,y) < llz]* + llyl* + 2/(z, )|
<l l® + 1yl + 2llzlllyll = (=l + lyl)>.
0

Poznamka 11.1.13. Pro pravé zavedenou normu mé Cauchy—Schwarzova nerov-
nost tvar |(z,y)| < [|=[l/y]-

Poznamka 11.1.14. Je-li P prostor se skaldarnim sou¢inem, snadno se ovéri, ze
plati rovnobéznikové pravidlo

lz + 5l + lle = ylI* = 2(l«|® + ly]*) ~ Va,y € P.
Naopak, je-li P redlny normovany linearni prostor, jehoz norma splituje rovnobéz-

nikové pravidlo, 1ze na ném definovat skalarni soucin predpisem

1
(@) = (le+yll* = = = yll).

vvvvvv

P#iklad 11.1.15. (i) Na RY ¢ CV ma4 vlastnost skalarniho soudinu (z,y) =
Zf\il 2;7; (diky tomu je Prvni Cauchy—Schwarzova nerovnost z tvodni kapitoly
(Tvrzeni 2.2.44) jen specidlnim p¥ipadem vySe dokdzané Cauchy—Schwarzovy ne-
rovnosti). Podobné /5 je prostor se skaldrnim soucinem (x,y) = > o, @;¥.

(ii) Na C([a,b]) m4 vlastnosti skaldrniho soucinu zobrazeni

b
(f.9) = / fgd.

Poznamka 11.1.16. Trojuhelnikova nerovnost normy a metriky maji za nésledek
nerovnosti

[zl =1yl < llz =yl

lo(z,y) — o(x, 2)| < o(y, 2).
Prvni nerovnost plyne z odhadt

Izl =Nyl = llz =y +yll = llyll < lle =yl + lyll = llyll = llz =yl

1yl = llzll = lly = = + 2| = [l=]| <ly =2l + [lz|| = [l=]| = [l= - -

Druhé zase z nerovnosti

o(z,y) — o(z,2) < o(w, 2) + o(z,y) — oz, 2) = o(y, 2)

o(z,2) — o(z,y) < o(x,y) + o(y, 2) — o(z,y) = o(y, 2)-
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11.2 Konvergence posloupnosti v metrickém pro-
storu

Definice 11.2.1 (Konvergence v metrickém prostoru). Necht (P, o) je metricky
prostor a {z,} C P je posloupnost. Rekneme, Ze x, konverguje k ¥ € P pro
n — 0o, jestlize o(x,,x) — 0. V takovém pfipadé piSeme z, — x.

Cviceni 11.2.2. Dokazte si, Ze posloupnost v metrickém prostoru miiZze mit nej-
vyse jednu limitu.

Piiklad 11.2.3. (i) Na R s metrikou generovanou absolutni hodnotou dostédvame
obvyklou definici konvergence posloupnosti realnych cisel.

(ii) Pokud vSak na R uvédZzime diskrétni metriku, ke konvergenci dochézi pravé
tehdy, kdyz se ¢leny posloupnosti od jistého indexu rovnaji limitni hodnoté.

Poznamka 11.2.4. (i) V pfipadé normovaného linedrniho prostoru (a metriky
odpovidajici normé) konvergence posloupnosti prvki znamend

Hxn - JJ” = Q(l‘",.ﬁ) — 0.
Byva tedy zvykem rovnéz tikat, ze x,, konverguji k x v norme.
(ii) V pfipadé normovaného linedrniho prostoru je totéz z, — = a z, —z — 0.
Umime tedy jakoukoliv konvergenci prevést na konvergenci k nulovému prvku.
(iii) Bude-li se na metrickém prostoru nabizet vice metrik, k adaji x,, — x budeme
jesté doplnovat, ve které metrice tuto konvergenci uvazujeme.

P¥iklad 11.2.5. (i) Neni t&zké ovétit, ze konvergence na RY v kterékoliv z no-
rem | - ||p, kde p € [1,00], znamena, ze jednotlivé slozky boda x,, konverguji k
odpovidajici slozce bodu x v R, tedy

Ty =T = (Xn)i = (x);Vie{l,...,N}.

(ii) Konvergence na C([a,b]) v normé | - [ se nazyva stejnomérnd konvergence.
Této konvergenci se budeme ¢asem vénovat podrobné, nebot mé fadu p&knych
vlastnosti (napfiklad se dozvime, Ze stejnomérnd limita posloupnosti spojitych
funkei je rovnéz spojita funkce), a proto se s ni p¥ijemné pracuje.

Prvni ¢ast predchoziho prikladu ukéazala, ze v nékterych pripadech mohou dat

ruzné normy stejny typ konvergence. Tomuto jevu se nyni budeme vénovat po-
drobnéji.

Definice 11.2.6 (Ekvivalentni normy a metriky). Necht g1, 02 jsou metriky na P.
Rekneme, Ze tyto metriky jsou ekvivalentni, jestlize existuji c;,co > 0 takové, ze
na P plati

coi(@,y) < 02(z,y) < c201(z,y).

Analogicky se definuji ekvivalentni normy podminkou

cillzlls < lzfl2 < caflz|ls.
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Poznamka 11.2.7. Ekvivalence dvou norem ziejmé implikuje ekvivalenci jim
odpovidajicich metrik.

Priklad 11.2.8. (i) VysSe jsme si ukazali, ze v8echny normy, které jsme si pied-
stavili na RY, jsou ekvivalentni.
(ii) Na £, maji jednotkovou normu posloupnosti

{1,0,0,...}, {1,1,0,0,...}, {1,1,1,0,0,...},

Norma téchto posloupnosti v prostoru ¢; vSak odpovida poctu jednicek v dané
posloupnosti. Proto ¢;-norma a {,,-norma nemohou byt ekvivalentni.

Véta 11.2.9 (Ekvivalentni metriky generuji stejnou konvergenci). Necht P je
mnozina a 01, 02 jsou dvé ekvivalentni metriky na P. Pak pro kaZdou posloupnost
{zn} C P ax € P plati

T, — T v metrice 01 <— T, — T v metrice 0o.

Diikaz. Ekvivalence metrik mé za nasledek, ze pro vSechna € > 0 existuje € > 0
tak ze

02(Zp,x) < € = 01(xn, ) < €.
Odtud konvergence v metrice g2 implikuje konvergenci v metrice p;. Obracena

implikace se dokaze analogicky. O

Vztah mezi konvergenci v normeé a po slozkach, kterou jsme pozorovali v pfi-
kladu vyse, plati obecné ve vSech kone¢nédimenzionalnich lineadrnich prostorech.
Vé&ta 11.2.10 (O vztahu konvergence v normé ke konvergenci po slozkach). Necht
P je normovany linedrni prostor, {e1,...,en} je jeho bdze, x, = Y ._ aj'e; a
x = Zij\ilaiei, kde a*,a; € R (C) proi € {l,...,N} a pron € N. Pak

Ty =T = af »o; Vie{l,...,N}.

Diikaz. <% Tato implikace plyne z odhadu (vyuzijeme trojthelnikovou nerov-
nost)

N
o = all = ||> (a7 ave;
i=1

al N
< ; of —cilllesll < | _mex e ; la? — .

»2= Bez jmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze x = 0. Pro spor predpo-
kladejme, Ze x,, = Zf\;l ale; — 0, ale alespoii pro jedno i € {1,..., N} mame
o) - 0. Odtud dostavame existenci § > 0 takového, Ze pro nekoneéné mnoho
indext n plati

max{|al|, |ag], ..., |aN|} > 6.

Pfechodem k podposloupnosti dosdéhneme toho, Ze pro jisté j € {1,...,N} a
vSechna n € N mame

|| = max{|at], |ag],.. ., o} [} = 6.
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Definujme nyni

N
n = ﬂ;nel . n n
> stes= 3 o= g
Odtud A7 = 1 pro viechna n € N a 8] € [~1,1] pro viechna n € N a i # j.

Aplikujeme-li (n—1)-ndsobné Weierstrassovu vétu, po pfechodu k podposloupnosti
B konverguji k §; € [—1,1] pro vechna i € {1,..., N}, specidlné 3; = 1. Odtud
podle jiz dokazané implikace ,<“ mame

Yn — Yy # 0.

Na druhou stranu, z definice bodt y,, a vlastnosti z,, — 0 plyne

<)

a mame Spor. O

Ln
||

In

—0

lomll = |

Véta 11.2.11 (O ekvivalenci norem v koneéné dimenzi). Na konecénédimenzio-
nalnim linedrnim prostoru jsou libovolné dvé normy ekvivalentni.

Dikaz. Pokud by tomu tak nebylo, nasli bychom posloupnost netrividlnich prvk
{zn} a dvojici norem || - ||1, || - |2 tak, Ze ||z,||1 > n||,|]2. Bez Gjmy na obecnosti
mizeme predpoklddat, Ze ||, |1 = 1 pro v8echna n € N (jinak pfejdeme k prvkim
T )- Odtud

1
lzn]l2 < = — 0.
n

Podle ptedchozi véty dostavame konvergenci k nulovému prvku po slozkach a dalsi
aplikaci pfedchozi véty obdrzime ||z,|1 — 0, coz je ve sporu s ||z, |1 = 1. O

Véta 11.2.12 (O spojitosti metriky, normy a skaldrniho souéinu). (i) Jestlize
Tp — T QY — y v metrickém prostoru (P, o), pak o(zn,yn) — o(z,y).

(ii) Jestlize x,, — x v normovaném linedrnim prostoru, pak ||z,| — ||z||.

(iii) Jestlize x,, — x a Yy, — y v prostoru se skaldrnim soucinem, pak (T, yn) —
(z,y).

Diikaz. Druhé tvrzeni plyne z poznamky o disledcich trojihelnikové nerovnosti
pro normu (Pozndmka 11.1.16). Prvni ¢ast se dokazuje podobné, nebot mame (po-

znamku o dusledcich trojuhelnikové nerovnosti pro metriku pouzijeme v druhém
kroku odhadu)

lo(@n, yn) — o(z, Y)| = le(zn, yn) — o(zn, y) + o(zn,y) — o(z,y)]
< o(@n, yn) — 0(n, )| + o(zn, y) — o(,y)|
< 0(Yn,y) + 0(xn, x) = 0.
Dtikaz tfetiho tvrzeni vyuzivd Cauchy—Schwarzovu nerovnost a omezenost ||x,||
(plyne z (ii))
[(Zns yn) = (@, 9)] = [(@n, Yn) — (@0, y) + (20, y) — (2,9)]
<|(@nsyn) = (@n,y) + (@0,y) — (2, 9)]
< lznlllyn = yll + llen — z[l[ly]l = 0.
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O

Dusledek 11.2.13. Konvergentni posloupnost v normovaném linedrnim prostoru
md omezenée normy.

11.3 Zakladni vlastnosti podmnozZin metrického
prostoru

Definice 11.3.1 (Okoli v metrickém prostoru). Necht (P, o) je metricky prostor,
xg € P a e > 0. Mnozina

Ue(z0) := {z € P: o(z,30) < e}
se nazyva e-ovym okolim bodu xzy. Prstencové e-ové okoli bodu zy definujeme jako
P.(zg) := U (0) \ {z0}-

Priklad 11.3.2. (i) Bereme-li na R metriku generovanou absolutni hodnotou,
predchozi definice déava ndm znamy pojem okoli.

(ii) Podobné na C s obvyklou eukleidovskou vzdalenosti.

(iii) Pfi diskrétni metrice médme pro e <1

Us(mg) ={z0} a  Pe(z0) =0.
Pokud je vSak € > 1, dostavame
Us(mo) =P a  Pe(xo) = P\ {zo}.
(iv) Na RY s normou || || maji okoli tvar kouli, s normou || - ||oc maji tvar krychli.

Definice 11.3.3 (Oteviené a uzaviené mnoziny). Necht (P, g) je metricky prostor.
Mnozina G C P se nazyva oteviend, jestlize ke kazdému jejimu bodu existuje okoli,
které lezi v G. Mnozina F' C P se nazyva uzavrend, jestlize je doplitkem oteviené
mnoziny.

Piiklad 11.3.4. (i) Na R s obvyklou metrikou je kazdy otevieny interval oteviend
mnozina. Skute¢né, je-li z € (a,b), kde a,b € R, médme (z — ¢,z +¢) C (a,b),
kdykoliv e < min{x — a,b — x}. Pokud je nékterd z mezi nevlastni, je dukaz jesté
jednodussi.

(ii) Kazdy omezeny uzavieny interval v R je uzaviend mnozina. Uzaviené mnoziny
jsou dale intervaly typu [a, 00) a (—o0, b].

Cvi€eni 11.3.5. (i) Rozmyslete si, které mnoziny jsou oteviené a které uzaviené
na R s diskrétni metrikou.

(ii) Rozmyslete si, které mnoziny jsou oteviené a které uzaviené na (—1,1) s ob-
vyklou metrikou.

(iii) Rozmyslete si, ze (0,1)Y C R je oteviend jak v normé || - |2, tak v normé
|l lloo (ke kazdému bodu z (0,1)" umime sestrojit jak kouli tak krychli¢ku, 7e jsou
v tomto bodé centrované a lezi v (0,1)V).
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Poznamka 11.3.6. (i) V kazdém metrickém prostoru (P, ¢) jsou () a P oteviené
mnoziny. Nésledné jsou () a P také uzaviené. Takovymto mnoZindm se Fiké obo-
jetné. Obecné mohou existovat i jiné obojetné mnoziny nez () a P (uvazte tfeba
P =(0,1)U(2,3) s obvyklou metrikou).

(ii) Okoli je vzdy oteviend mnoZina, coz snadno plyne z trojihelnikové nerovnosti.
(iii) Existuji mnoziny (a v obvykle pouzivanych metrickych prostorech je jich do-
konce vétsina), které nejsou ani oteviené ani uzaviené (na R s obvyklou metrikou
uvazte tfeba [0, 1)).

(iv) Podle definice je mnozina uzaviend pravé tehdy, kdyz je doplitkem oteviené.
Podobné mnozina je oteviend pravé tehdy, kdyz je dopliikem uzaviené (nebot

P\ (P\G)=0Q).

Poznamka 11.3.7. Oteviené mnoziny jsou dulezité napiiklad pii budovéani di-
ferencialniho poctu (vzpomerite si, Ze pii definici derivace jsme potiebovali mit
funkci definovanou na okoli vSech bodi, kde jsme derivaci pocitali). Uzaviené
mnoziny jsou zase dillezité p¥i studiu extrémi (vzpomertite si na Vétu o existenci
extrému (Véta 6.1.7), tedy Ze spojitd funkce nabyvd na omezeném uzavieném
intervalu svého maxima i minima). Oba typy mnozin jsou ,hezké* v teorii Lebes-
gueova integralu a jim odpovidajici charakteristické funkce bude mozné integrovat
(analogie k tomu, jak si teorie Riemannova integralu dobfe rozuméla s omezenymi
spojitymi funkcemi).

Urcovani otevienosti ¢i uzavienosti mnozin se ¢asto neprovadi z definice, ale
pomoci vhodnych néstroju. Ty si zde budeme postupné uvadét.

Véta 11.3.8 (O sjednoceni a priiniku otevienych a uzavienych mnozin). Sjedno-
cent libovolného systému otevrengych mnozin je otevrené, prunik konecného systému
otevienych mnozin je otevreny. Priunik libovolného systému uzavrengch mnoZin je
uzavreny, sjednoceni konecného systému uzavrengych mnoZin je uzavieneé.

Dikaz. Necht I je indexovd mnozina a G, je oteviend pro kazdé « € I. Necht
T € Uael G,. Pak existuje ag € I tak, ze g € G,,. Protoze G,, je oteviend,
dostavame € > 0 takové, ze

Us(x0) C Ga, C | Ga-
acl

Odtud (J,c; Ga je oteviena.

Pokud je I konena a g € (7 Ga, pak pro kazdé « € I existuje £, > 0 tak,

acl

ze
Z/lsa (Io) C Gg.

Navic, protoze I je konecna, existuje kladné

€ :=mine,.
acl

Odtud

Us(x0) CUe,(10) CGo Yael = Ulx) C [ Ga
a€cl
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Proto (,¢; Ga je oteviena.
Necht F,, je uzaviena pro kazdé oo € I a xg ¢ [,  Fo. Pak existuje ag € 1
tak, ze xg ¢ F,,. Protoze P\ F,, je oteviend, dostavdme ¢ > 0 takové, ze

U(20) C P\ Fay C P\ () Fa
acl

F, je uzaviena.
F,, pak pro kazdé a € I existuje e, > 0

Odtud P\ ,c; Fa je oteviend a [,
Pokud je I kone¢nd a 29 € P\ |J
tak, Ze

acl

uga(dfo) C P\Fa.

Navic, protoze I je konec¢nd, existuje kladné

€ :=mineg,.

ael
Odtud
U:(x0) CUe, (1) CP\Fy Yael = Ulz)C P\ Fa
ael
Proto J,¢; Fa je uzaviena. O

Poznamka 11.3.9. Tvrzeni o uzavienych mnoZzinach $la také dokézat za pomoci
tvrzeni o otevienych mnozinich a de Morganovych vzorci.

P#iklad 11.3.10. Spocetny systém otevienych mnozin G; = (—3,1), i € N, ma

i
jednobodovy prinik {0}, coz neni oteviend mnozina. Spocetny systém uzavienych

mnozin F; = [+,1—1],i € N\{1}, m4 sjednoceni (0, 1), coz neni uzaviena mnozina.

Cviceni 11.3.11. Necht F' je uzaviend a G je oteviena. Ukazte, ze F' \ G je
uzaviend a G \ F je oteviena.

Predstavme si jesté dalsi zékladni pojmy.

Definice 11.3.12 (Vnitini, vnéjsi a hraniéni body). Nechf (P, ) je metricky
prostor a A C P. Rekneme, Ze bod zg € A je vnitinim bodem mnoziny A, jestlize
existuje jeho okoli lezici v A. Bod zg € P se nazyva vnéjsim bodem mnoziny A,
jestlize je vnitfnim bodem jejiho doplinku. Bod zg € P se nazyva hrani¢nim bodem
mnoziny A, jestlize neni vnitfnim ani vnéjsim bodem mnoziny A.

Mnozina v8ech vnitinich bodu se nazyva wvnitiek mnoZiny A a znaci se A°.
Mnozina vnéjsich bodii se nazyva vnéjSek mnoziny A, mnozina hranicnich bodi se
nazyva hranice mnoziny A a znaci se 0A. Mnozinu A := AU JA nazyvame uzdvér
mnoziny A.

Piiklad 11.3.13. (i) Necht A = (0,1] C R s obvyklou metrikou. Pak
A°=(0,1), A=[0,1] a 9A={0,1}.
(ii) Necht A = (0,1) NQ C R s obvyklou metrikou. Pak

A° =0, A=10,1 a 9A=]0,1].
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Véta 11.3.14 (Charakterizace vnitiku a uzavéru pomoci inkluze). Necht (P, o)
je metricky prostor a A C P. Pak A° je nejvétsi oteviend podmnoZina A a A je
nejmensi uzaviend nadmnozina A.

Diikaz. Nejprve ukazme, Ze A° je oteviena. Zvolme xg € A°. Podle definice existuje
e > 0 takové, ze U (zg) C A. Zvolme libovolné x € U.(xp). Pak pro ¢ := e—o(z, z¢)
plati

yelUs(z) = oly,x0) <oy, z)+o(x,20) <e = yelU(xg) CA.

Odtud Us(xz) C A, a proto z € A°. Protoze = € U.(xy) bylo libovolné, mame
U-(xg) C A°. Protoze xog € A° bylo libovolné, A° je oteviena.

Déle ziejmé plati A° C A. Konecéné, pokud je G C A oteviend, kazdy jeji bod
ma okoli lezici v G C A, tedy tento bod je vnitinim bodem A, a musi proto lezet
v A°. Tedy G C A°.

Podle definice je A = P\ (P\ A)°. Je to tedy doplnék nejvétsi oteviené podm-
noziny P\ A, z ¢ehoz plynou dokazované vlastnosti (uzavienost a A C A jsou
jasné; pokud by existovala uzaviena F' O A splitujici A\ F # (), pak by P\ (ANF)
dévala spor s prvni ¢asti tvrzeni aplikovanou na P\ A). O

Poznamka 11.3.15. Podobné jako je vnitfek oteviend mnozina, je i vnéjsek (vni-
tfek doplitku) oteviend mnozina. Hranice je proto uzaviena (doplnék sjednoceni
dvou otevienych mnozin).

Véta 11.3.16 (Charakterizace hranice pomoci okoli). Necht (P, o) je metricky
prostor a A C P. Pak x € 0A prdvé tehdy, kdyz v kazdém jeho okoli lezi alespoti
jeden bod z A a alespori jeden bod z P\ A.

Diikaz. ,=“ Pokud by existovalo okoli x, kde by chybél bod z dopliiku, platilo by
x € A°, tedy x ¢ OA. Analogicky pro pfipad s okolim neprotinajicim A.
»<=*“ Pokud plati vyrok napravo, nemohou platit vyroky x € A° a x € (P \ A4)°.
Odtud

x€ P\ (A°U(P\ A)°) =0A.

Cviceni 11.3.17. Sami si dokazte nésledujici vysledky

ACB= ACB, ACB = A°CB°, AUB=AUB, A=A,
{2} ={2}, 0A=ANP\A, A°=A\P\A (ANB)° =A°NnB".

Definice 11.3.18 (Izolovany a hromadny bod mnoziny). Necht (P, ¢) je metricky
prostor a A C P. Bod xg € A se nazyva izolovany bod mnoziny A, jestlize ma
prstencové okoli neprotinajici A. Bod zg € P se nazyva hromadny bod mnoziny A,
jestlize kazdé jeho prstencové okoli protind A. Mnozina vSech hromadnych boda
mnoziny A se nazyva derivace mnoZiny A a znaci se A’.
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Piiklad 11.3.19. (i) Necht A = (0,1) U {2} C R s obvyklou metrikou. Pak
jedinym izolovanym bodem je ¢islo 2. Dale A’ = [0, 1].

(ii) Jestlize A = Q, pak A’ = R a zaddny bod A neni izolovany.

(iii) V diskrétni metrice jsou vSechny body dané mnoziny izolované.

Poznadmka 11.3.20. (i) Izolovany bod je automaticky hranié¢nim bodem podle
Véty o charakterizaci hranice mnoziny pomoci okoli (Véta 11.3.16).

(ii) Kazdy bod mnoZiny A je bud jejim hromadnym bodem, nebo je izolovany.
Navic jesté nékteré body z jejiho doplitku mohou byt jejimi hromadnymi body.

Vé&ta 11.3.21 (O vztahu hromadnych a hraniénich bodt). Necht (P, o) je metricky
prostor a A C P. Pak

IA\A=A"\ A a QJAUA=AUA=A.

Dikaz. Dokazme inkluzi ,,C“ v prvni rovnosti. Necht 2y € 0A\ A. Pak podle Véty o
charakterizaci hranice pomoci okoli (Véta 11.3.16) musi byt zop € A’ (pfipomeiime,
ze xg ¢ A).

Dokazme inkluzi ,D%“ v prvni rovnosti. Necht zp € A’ \ A. Opét staci na xg
aplikovat Vétu o charakterizaci hranice pomoci okoli.

Druh4 rovnost plyne z prvni, nebot

JAUA=(0A\AUA=(A\AuA=4AUA
a podle definice uzavéru je 0A U A = A. O

Vé&ta 11.3.22 (Charakterizace uzaviené mnoziny). Necht (P, o) je metricky pro-
stor a A C P. Pak

A je uzaviend <+—= A=A <<= O0JACA < A CA

Dikaz. Je-li A = A, musi byt A uzaviend, nebof uzavér je vzdy uzavieny. Je-li A
uzaviena, musi platit A = A, nebot A je nejmensi uzaviend mnozina obsahujici A.
Tim je dokazana prvni ekvivalence. Druhd ekvivalence plyne z definice uzavéru a

tfeti z Véty o vztahu hromadnych a hraniénich boda (Véta 11.3.21). O

V dalsim se budeme zabyvat vztahem nové zavedenych pojmu a konvergence
posloupnosti.

Véta 11.8.23 (Charakterizace hromadnych bodd pomoci posloupnosti). Necht
(P, o) je metricky prostor a A C P. Pak

zg € A’ = Hazn} € A\ {zo} =z, — 0.
Dikaz. ,=“ Posloupnost zkonstruujeme tak, Zze bereme z,, € A N Pi(zp) pro

kazdé n € N.
,<=“ Tato implikace je zfejma. O
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Vé&ta 11.3.24 (Charakterizace uzavéru pomoci posloupnosti). Necht (P, o) je me-
tricky prostor a A C P. Pak

o €A = Haen} CA xp — 0.

Diikaz. ,=*“ Pokud xg € A, stac¢i uvazit konstantni posloupnost x,, = z¢. Pokud
xo € OA, bereme x,, € ANU1 () pro kazdé n € N.
<= Plati-li vyrok na pravé strané, xy nemuze byt vnéjsim bodem mnoziny A. [

Vé&ta 11.3.25 (Charakterizace hranice pomoci posloupnosti). Necht (P, o) je me-
tricky prostor a A C P. Pak

xg € 0A — Han} C A {yn} CP\A z, — 20,yn — To.

Diikaz. ,=*“ Posloupnosti zkonstruujeme tak, ze bereme z, € A HU% (x0) ayn €
Ui (z) \ A pro kazdé n € N.

,,<n:“ Plati-li vyrok na pravé strané, xy nemize byt ani vnitinim ani vnéjsim bodem
mnoziny A. O

Véta 11.3.26 (Charakterizace uzavienosti pomoci posloupnosti). Necht (P, o) je
metricky prostor a A C P. Pak A je uzaviend prdvé tehdy, kdyz kazdd konvergentni
(v P) posloupnost prvki z A md limitu v A.

Dikaz. = Je-li A je uzaviend, je P\ A oteviend. Kazdy jeji bod mé proto okoli
neprotinajici A a neni tedy mozné k nému dokonvergovat posloupnosti prvki A.

»<=“ V tomto pripadé mé kazda posloupnost z Véty o charakterizaci uzavéru
pomoci posloupnosti (Véta 11.3.24) limitu z A. Odtud A C A, proto A = A a A
je uzaviena. O

Poznadmka 11.3.27. Pokud je P = (0,1) s obvyklou metrikou pro realna ¢isla,
je (0,1) uzavfena mnozina (cely prostor je obojetnd mnozina). Posloupnost {%}
v predchozi vété zadné problémy nezptusobi, nebot neni konvergentni v P. Pokud
bychom uvézili pfipad P = R a A = (0, 1), mnozina A neni uzavien, coz se da
zdtivodnit pravé pomoci posloupnosti {%}

Poznamka 11.3.28. Radu novych pojmii a jevii jsme si ilustrovali pomoci pii-
kladi, kde jsme pouzivali napfiklad diskrétni metriku ¢é tfeba prostor P = (0, 1).
Pro takovéto metriky a prostory nebudeme mit v dalsim vykladu vyuziti. Na-
$im hlavnim cilem vSak budou prostory funkci, kde byva situace mnohdy znacné
slozita. Proto jsme radéji pro rychlou ilustraci volili zminéné jednoduché prostory,
ackoliv nemaji v matematice a fyzice takovy vyznam.

11.4 Hustota a separabilita

V matematické analjze se velice Casto pfistupuje k tomu, ze obecny vysledek
dokazujeme jen v méné obecné situaci, ktera je vSak pro platnost obecného vyroku
rozhodujici. Kuprikladu k dikazu omezenosti funkénich hodnot shora postacuje
znalost hodnoty jejich maxima, pii aplikaci Lagrangeovy véty casto uvazujeme



124 KAPITOLA 11. METRICKE PROSTORY

ynejhorsi“ bod & € (a,b) a aplikace teorie Taylorova polynomu té7 z toho, Ze
s polynomy se dobfe pracuje a zaroven je to dostatecné bohaté t¥ida funkci, aby
nam poskytla libovolné pfesnou aproximaci vySetfované (typicky redlné analytické)
funkce. Pravé aproximacni schopnosti ,hezkych“ prvkia studovaného metrického
prostoru se kuptikladu v teorii Lebesgueova integralu ¢i parcialnich diferencialnich
rovnic pouzivaji velice ¢asto. To nas vede k nésledujici definici.

Definice 11.4.1 (Hustd podmnozina). Necht (P, ¢) je metricky prostor a A C P.
Rikdme, 7e mnozina A je hustd v P, jestlize v kazdém okoli kazdého prvku z P
lezi prvek z A.

Poznamka 11.4.2. Hustota se d& také charakterizovat tak, Ze pro kazdé z € P
existuje posloupnost {a,} C A spliujici a,, — x. Ekvivalentni je téz A = P.

Priklad 11.4.3. Vezmeme-li R s obvyklou metrikou, pak jsou zde husta racionalni
¢isla. Podobné pro iracionalni cisla.

Definice 11.4.4 (Separabilni prostor). Rekneme, Ze metricky prostor je separa-
bilni, jestlize v ném existuje spocetnd husta mnozina.

Poznamka 11.4.5. (i) Separabilita v podstaté znamend, Ze prostor neni pii-
lis velky. Separabilita nevyluc¢uje nekoneénou dimenzi, proto obecné nezarucuje
kuptikladu ekvivalenci norem. Pfesto si pozdéji ukédzeme, ze separabilni prostory
si stale jesté zachovavaji fadu pifijemnych vlastnosti (oproti prostortim nesepara-
bilnim).

(ii) S ohledem na predchozi ¢ast poznadmky se jevi ptirozené v definici pouzivat
radéji termin ,nejvyse spocetna“. Existuje-li vSak v metrickém prostoru konecna
hustd mnozina, zfejmé musi byt cely prostor roven této mnoziné a obsahuje jen ko-
necny pocet prvki. To je ale vlastnost, kterou zadny z bézné uzivanych metrickych
prostori nema.

Poznamka 11.4.6. Obcas budeme hovofit o separabilnich mnozinach. Budeme
tim opét myslet, Ze maji (nejvyse) spocetnou hustou podmnozinu. P¥ipad konec-
nych mnozin je opét nezajimavy.

Priiklad 11.4.7. Mnozina R s obvyklou metrikou je separabilni diky hustoté ra-
cionélnich ¢isel.

Cviceni 11.4.8. Necht n € N a [a,b] C R. Dokazte, Ze v prostoru polynomu
stupné nejvysSe n na [a,b] je hustd mnoZina polynomi s redlnymi koeficienty a
stupném nejvyse n, a proto je ptivodni prostor separabilni.

Lemma 11.4.9 (O separabilité podmnozin). V separabilnim metrickém prostoru
je kazda mnozina separabilni. Obecnéji, podmnoZina separabilni mnoZiny je sepa-
rabilni.

Dikaz. Necht (P, o) je separabilni metricky prostor a {z,} je jeho spocetna husté
podmnozina a A C P. Pro kazdou dvojici m,n € N zvolme

Ym,n € ANUL (mn),



11.5. HUSTOTA POLYNOMU V C([A, B]) A SEPARABILITA C([A, B]) 125

je-li prinik napravo neprazdny, jinak prvek y,, , nedefinujeme. Zfejmé jsme tim
definovali nejvyse spocetnou mnozinu. Hustota systému {y,,,} v A plyne nyni
z toho, Ze ke zvolenému x € A umime najit libovolné blizky prvek z,, € P a jemu
se zase umime prinejmensim srovnatelné pfesné priblizit prvkem y,, , (islo %
musi byt dost malé, ale zase ne tak malé, aby U E (z,) N A = 0, emuz ovSem

zabranime, pokud % > o(x,2y)). O

Priklad 11.4.10. Prostor /., neni separabilni. Abychom si toto uvédomili, uvaz-
me mnozinu {zg}laen C loo, kde i-ty Elen posloupnosti z¢ definujeme jako 1
pokud i € G a 0 jinak. Mnozina {xg }gcn je nespocetnd (mé mohutnost kontinua,
nebot mé tolik prvki, kolik je podmnozin redlnych ¢isel) a kazda dvojice jejich
ruznych prvkid mé vzdalenost rovnu 1.

11.5 Hustota polynomi v C([a,b]) a separabilita
C([a, b])

Nyni si ukdzeme, Ze v maximové metrice je spojitou funkci na omezeném uzavie-
ném intervalu mozné libovolné pfesné aproximovat polynomem (na R to nejde,
uvazte exponencidlu a to, Ze pro libovolny polynom P plati lim, .. ( f(z) —
P(z)) = c0). Piipravu za¢neme aproximaci charakteristické funkce intervalu.

Lemma 11.5.1. Necht [a,b] C R, ¢ € (a,b), n € (0,1) a § € (0,¢ — a). Pak
existuje polynom T tak, Ze

(1-n,1] nala,c— 9]

T(z) € <[0,1] na [c — 0, ¢
[0,7) na [c,b].
Diikaz. Krok 1.: hrubé aproximace funkce x/._ 15]
Polozme
1 z—(c—30)
Q) =3+ 550

Pak @ je polynom spliujici @ € [0, %] na [a,c — %(5] aQe [%, 1] na [¢ — %5, b].

Krok 2.: zpfesnéni aproximace umocnénim.
Pro zafixované n € N polozme

T() = (1 - Q"(2))?".

Ve zbytku dtkazu ukazeme, Ze je-li n dostatecné velké, pak T  mé pozadované

vlastnosti. Pfedné zfejmé mame T € [0, 1] na [a, b]. Dale Bernoulliova nerovnost

na [a, ¢ — 6] dava spolu s max(, .5 Q@ = Q(c — 0) < Q(c — 30) = 3

min 7' >1—2" max Q" =1— (2 max Q)" "= 1.
[a,c—d] la,c—d] ( [a,c—3d) )
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Kone¢ns, diky ming. ;) Q@ = Q(c) > 1, na [c, b] plati

n 1 n 1
maxT =(1-Q"(¢)? = ———— (1 -Q*(0)? < —————
e | (e aoT o)
1 n—oo
< 0.
~ 1+27Qn(c)
Proto pro n dostateéné velké mame polynom s pozadovanymi vlastnostmi. O

Véta 11.5.2 (Weierstrassova aproximacni véta). Necht [a,b] C R, f € C([a,b]) a
€ > 0. Pak ezistuje polynom P takovy, Ze

ma})>]<|f—P|<a.

la

Diikaz. K zadanému € > 0 a f definujme mnozinu

S = {t € [a, b]: existuje polynom @ spliujici r[naﬁc |f—Q| < 5}.
a,t

Ozna¢me s = sup S. ProtoZe f je zprava spojitd v a, je |f — f(a)] < € na jistém
pravém okoli bodu a. Odtud S # () a s > a (aproximovali jsme konstantnim poly-
nomem). Pokud by platilo s > b, byli bychom hotovi. V dal§im se tedy zabyvejme
pfipadem s € (a,b) a odvodime spor.

Ze spojitosti f v bodé s dostavéme & € (0, 3 min{s — a,b — s}) tak, Ze

1
\fff(s)|<§€ na [s — 26, s + 20].
Definujme ¢ := s — §. Pak ¢ € S a existuje polynom Q tak, zZe

m::r[na}](|f—Q|<€.

Definujme déle M := supy, 4 | f — Q| +sup(, 4 | f — f(s)]. Konecné zafixujme n > 0
tak malé, ze

1
m+ Mn<e a Mn<§s.

Pouzijme nyni pfedchozi lemma k ziskdni polynomu 7" pro parametry a, b, c,d,n a
definujme

P(z) = f(s) + (Qx) — f(s))T(x).
Funkce P je polynom. Na intervalu [a, ¢ — d] plati

[f(z) = P(2)| < [f(x) = Q@)|T(x) + |f(z) = f(s)|(1 = T(x)) <m+ Mn <e.

Na intervalu [¢ — §, ¢] plati

[f(z) = P(z)] < [f(x) —Q
<mT(z)+

—~

o)|T(x) + |f(z) = f(s)|(1 = T(x))
e(1-T(x)) <e.

DO =
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Kone¢né, na [c, s + 26) dostavame

[f(z) = P(x)] < [f(z) = Q@)|T () + [ f(x) = f(s)|(1 = T(x)) < Mn+ %5 <e.
Celkové mame |f — P| < € na [a, s + 20), z ¢ehoZ plyne

max |f—P|<e
la,s+26]

(f — P je spojité funkce na [a, s + 24], a proto zde nabyva maxima) a to dava spor
ss=sups. O

Dusledek 11.5.3. Prostor C([a,b]) s mazimovou metrikou je separabilni.

Diikaz. Kazdou spojitou funkci umime aproximovat polynomem a ten zase po-
lynomem s raciondlnimi koeficienty (promyslete si podrobnosti). MnoZina poly-
nomu pevného stupné s racionalnimi koeficienty je spocetna, nebot koneény kar-
tézsky soucin spocfetnych mnozin je spocéetny (v kapitole o mohutnosti jsme si
ukézali kontrukei odpovidajici posloupnosti). Mnozinu v8ech polynomt s raciondl-
nimi koeficienty ziskdme sjednocenim pfedchozich mnozin pres vSechny stupné.
Je tedy spocetnd, nebot sjednoceni spocetného systému spocetnych mnozin je
spocetné. O

Piiklad 11.5.4. Dokazme, Ze pro f € C([0,2n]) plati

27
f(z) cos(nz) dz "= 0.
0

Pro funkce z C* ([0, 27]) vysledek plati, nebot mtizeme pouzit integraci per partes
a ta dava

‘/Qﬂf ) cos(nx) dx‘ = H Mrﬂ _ o f,(x)sin(Tnx)dx

0 0

2m 2
Sln
‘/ (= d‘< max\f\f "0,
[0,27]

V obecném piipadé k f € C([a,b]) a € > 0 vezmeme polynom P z Weierstrassovy
aproximacni véty, pro ktery plati

max |f — P| < e.
[0,27]

Diky této vlastnosti a tomu, ze P € C'([0,27]), pro n € N dostatecné velké
dostavame rozhodujici odhad

2 2m 2m
‘/ f(z) cos(nx dx‘ < ‘/ (z)) cos(nz dx‘ + ‘/ x) cos(nz) dx

< 2me + €.
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Cviceni 11.5.5. Necht f € C([a,b]) a
b
/ f(x)z®dz =0  pro kazdé k € Nj.

Ukazte, ze pak f = 0 na [a, b]. (Navod: nejprve ukazte, Ze ff f(z)P(z)dz = 0 pro
kazdy polynom P, pak pouzijte Weierstrassovu aproximac¢ni vétu podobné jako
v minulém piikladu k diikazu f: f?(x) de = 0. Nakonec ukaite, Ze je-li f nenulova
v néjakém bodé, ma diky spojitosti srovnatelnou hodnotu na néjakém jeho okoli,
a proto integrél z jeji druhé mocniny nemuze byt nulovy.)

Poznamka 11.5.6. (i) Zde bychom ¢étenafe radi upozornili na zévaznost pravé
predstaveného postupu. Doposud jsme si praci na dikazech usnadnovali jen pou-
zivanim ruznych symetrii (kupfikladu vSechny vysledky pro konkavnost se daji
ziskat drobnou modifikaci dikazi analogickych tvrzeni pro konvexitu ¢i jen pre-
chodem k funkci —f) a vySetfovanim nejhorsich p¥ipadt (pfi dikazu aritmetiky
typu ,,00 — 00 véta odmité pracovat, v pripadé ,,00+ co“ je diikaz velice jednodu-
chy, atd.). Nase nové technika funguje pfesné obracené. Umoziluje nam pracovat
ve velice piiznivém pripadé, tfebaze tyto pripady jsou oproti vSem ostatnim velice
vzécné (funkce z C([a,b]) jsou mezi funkcemi z C/([a,b]) skutecné velmi vzéacné,
vlastnost mit derivaci znamené mit obé jednostranné derivace a tyto derivace se
museji rovnat, coz u dvojice redlnych ¢isel nastava velice ziidka). Cenou, kterou
za tento luxus musime zaplatit je ovéfeni, Ze dokazovand vlastnost se zachovava
pfi konvergenci ve studovaném metrickém prostoru a ze pouzivand mnozina ,hez-
kych* prvki je skutecné hustd (ale to u bé&zné pouzivanych metrickych prostord
byvaji dobfe znamé vysledky, které se dokazuji mezi prvnimi, kdyz se takovy pro-
stor zavede).

(ii) Na obvykle pouzivanych metrickych prostorech tvofenych funkcemi nad ote-
vienou mnozinou 2 C RY se k vyse popsanym tcéeliim nejéastéji pouziva mnozina
C§°(9), coz je mnozina nekonecnékrat diferencovatelnych funkei s kompaktnim
nosi¢em, piicemz nosi¢ funkce je definovan jako uzavér podmnoziny defini¢niho
oboru, kde je funkce nenulovad. Do C§°(RY) patii tieba funkce

fa) = 4= pro llellz <1
0 jinak

(zde symbol ||z||2 znaéi eukleidovskou normu bodu z € RY).

11.6 Uplné metrické prostory

Nyni se budeme zabyvat jemnéjsim pristupem ke konvergenci posloupnosti. Vzpo-
menme si na piiklad posloupnosti {%}, kterda konverguje na R v obvyklé metrice,
ale na prostoru P = (0,1) s toutéz metrikou konvergentni neni. Konvergence po-
sloupnosti je tedy zavisla na dvou jevech. Jednak se musi ¢leny posloupnosti nékde
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yhromadit (pfipomerime, Ze tuto vlastnost nam na R charakterizuje B-C pod-
minka), jednak musi prostor P obsahovat limitni bod. To nés vede k nésledujicim
definicim.

Definice 11.6.1 (Cauchyovskd posloupnost). Necht (P, ) je metricky prostor.
Rekneme, 7e posloupnost {z,,} C P je cauchyovskd v (P, o), jestlize

Ve>03ng e N m,n>ng = o(zm,Tn) <.

Definice 11.6.2 (Uplny metricky prostor). Rekneme, ze metricky prostor(P, o)
je uplny, jestlize kazda cauchyovska posloupnost jeho prvka v ném konverguje.

Piiklad 11.6.3. (i) Prostor R s obvyklou metrikou je uplny, podobné [0, 1]. Na-
opak (0,1), (0,1] ¢i Q Gplné nejsou.

(ii) Prostor RY opatieny kteroukoliv normou, které jsme si na ném predstavili,
je uplny. Skutec¢né, cauchyovskost posloupnosti v kterékoliv z uvazovanych norem
implikuje cauchyovskost jednotlivych slozek (viéi metrice generované absolutni
hodnotou). Jednotlivé slozky tedy konverguji v R a Véta o vztahu konvergence
v normé ke konvergenci po slozkich (Véta 11.2.10) dava konvergenci v normé.
(iii) Podle Véty o vztahu konvergence v normé ke konvergenci po slozkéch je kazdy
kone¢nédimenzionalni normovany linedrni prostor aplny.

(iv) Uvazme prostor C([—1,1]) s metrikou o(f,g) = fil |f — gl dz a posloupnost
{fn} C C([-1,1]), kde

0 proze[-1,0]
fa(z) = {nx prox € [0,1]
,1].

1
n

1 proxe]

Pro m > n plati

1 1

n

|fﬁ“‘fm‘dx::l/)|fn"fm|dx

0

ol fm) = [

—1

o = 2
§/ (max\fn|+max|fm|)dx=/ 1+1)dz=—.
0 [0, %] n

(8 v 0
Proto je posloupnost {f,} cauchyovski. Pokud by {f,} méla v naSem prostoru
limitu f, muselo by pro ni platit f = 0 na (—1,0). Skute¢né, pokud by napiiklad
existovalo z¢ € (—1,0) tak, Ze f(xzo) > 0, ze spojitosti by platilo f > %f(xo) na
Us (o) pro jisté § € (0, min{|zol, |xo + 1|}) a odtud

1 T+ T+
g(fn,f):[1|fn—f|dxz/ |fn—f|dx:/ il

0—0 0—

zo+0
> / (o) da = 6f(zo).

0—0

Proto by nemohlo platit f,, — f. Analogicky se dostane, Ze f = 1 na (0, 1). Celkové
limitni funkce neni spojitd v po¢atku, coz je spor. Proto {f,,} neni konvergentni a
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nas metricky prostor neni uplny.
(v) Lehkou modifikaci pfedchozich vypocti se da ukazat, ze prostor C([—1,1])
neni uplny s zaddnou z integralnich norem, které jsme si na ném predstavili.
(vi) Ukazme, ze prostor C([a,b]) opatfeny maximovou normou uplny je. Necht
{fn} € C([a,b]) je cauchyovskd posloupnost. Diky definici maximové normy oka-
mzité dostavame, ze pro kazdé zafixované x € [a,b] je posloupnost {f,(z)} C R
cauchyovskd v R (s obvyklou metrikou, tedy v tplném prostoru). Ozna¢me limitni
prvek f(z).

V dalsim ukézeme, Ze zobrazeni x — f(x) je spojité a || fr,— flcc — 0. Zafixujme
e > 0. Diky cauchyovskosti {f,,} pak existuje ng € N takové, ze

r[na}]( |fn — foipl <€ pro vSechna n >ng ap € N.
a,b

Pro kazdé x € [a,b] pevné a n > ng pevné ndm limitni pfechod p — oo dava
(vzpomeiite si na vétu o zachovani neostré nerovnosti pfi limitnim pfechodu)

[fn(z) = f(2)| <e
To m4 pro nas dva disledky. Jednak okamzité dostavame
Ifn— fll <e  pro viechna n > no,

¢imz jsme dokazali || fr, — f|loc — 0. Déle pro zafixovand n > ng a g € [a,b] je fn
spojité v x( a existuje tedy J > 0 tak, ze

x € [a,b] NUs(xo) = | fr(2) — fu(zo)| < €.
Celkové pro z € [a,b] NUs(x¢) dostavime

[f (@) = fzo)| < [f(@) = fu(@)[ + [fn(2) = fulzo)| + [fn(20) — fl20)| < 3¢,

¢imz jsme dokéazali, Ze funkce f je spojita v z¢. Uplnost C([a,b]) s maximovou
normou je dokézana.

Véta 11.6.4 (O vztahu konvergence a cauchyovskosti). Necht (P, g) je metricky
prostor. Je-li posloupnost {x,} C P konvergentni, pak je cauchyouvskd.

Diikaz. Dukaz plyne okamzité z trojuhelnikové nerovnosti. O

Definice 11.6.5 (Banachtiv a Hilbertiv prostor). Uplnému normovanému pro-
storu fikAme Banachiiv prostor. Uplnému prostoru se skalarnim sou¢inem Fikame
Hilbertiw prostor. (Uplnost samoziejmé bereme viiéi metrice vzniklé z uvedené
normy respektive skaldrniho soucinu.)

Poznamka 11.6.6. Ziejmé kazdy Hilbertuv prostor je i Banachtv.

Piiklad 11.6.7. (i) Prostor C([a,b]) opatfeny maximovou normou je Banachuv
prostor.
(if) Prostor R s klasickou metrikou je Hilberttiv (iplnost ndm déva Véta o B-C
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podmince, skaldrni souéin zavadime jako (z,y) := zy).
(iii) Prostor RY s eukleidovskou metrikou je Hilbertiiv. Skaldrni soucin je zde

N
(1‘, y) = inyia
=1

ten generuje pravé eukleidovskou normu a metriku. Uplnost uz jsme méli (plyne
z konvergence po slozkach).
(iv) Pfipomerime si prostor

6= {{z) ek: i w2 <ooVieNh  ol{wd fu)) = (i =)

Uvedend metrika vznikla ze skaldrniho souéinu (sami si ovéite splnéni vlastnosti
skaldrniho sou¢inu z definice)

({zi} {yi}) = Z%yz

Dokazme si jest& tplnost. Necht {27} = {a, 23, ...} C £ je cauchyovské posloup-

nost. To znamend, ze pro kazdé € > 0 existuje ng € N tak, ze
o0
Z |z — x?)? < &2 kdykoliv m,n > ng. (11.6.1)
i=1

Proto je kazda slozka cauchyovskd v R, tedy konvergentni a dostavime x =
{z1,22,...} takové, ze {z7} konverguje k x po slozkach.

Ukazme, ze o(x,,x) — 0. Zvolme ¢ > 0. Pak existuje ng € N tak, Ze plati
(11.6.1) a odtud pro zafixované N € N mame

N
Z le — 2l'|? < &2 kdykoliv m,n > ng.

i
i=1

Pii zafixovaném n > ng provedme limitni pfechod m — oo (vyuzivame konvergenci
po slozkach, kterych je jiz jen koneény pocet)

N
> lap - @ <€
i=1

Protoze N bylo libovolné a soucet nekonec¢né rady je limitou jejich ¢asteénych

soucti, dostavame
(oo}
E n 2 2
|'T7l - x7f| S e,
i=1

coz je o(xn, z) < e. Ukdzali jsme tedy, ze o(z,,x) — 0.
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Zbyva dokazat, Ze © € fy. Vezméme n € N tak, aby o(z,,x) < 1. Pak pro
libovolné N € N plati diky trojihelnikové nerovnosti

N 1 N 1 N 1
2 2 2
()" < (Xl —l?) ™ + (312
=1 =1 1=1
oo 1
2
<14 (S pP)* =14 "
i=1

Protoze tento odhad plati pro kazdé N € N, mame

1

s =
el = (i)’ <140l = wete
i=1

Celkové /5 je Hilbertav prostor.

Véta 11.6.8 (Charakterizace uplnych podprostorii Gplného prostoru). Necht je
(P, 0) uplng metricky prostor a A C P. Pak

(A, 0) je uplng metricky prostor — A je uzaviend (v P).

Diikaz. Véta snadno plyne z Véty o charakterizaci uzavienosti pomoci posloup-
nosti (Véta 11.3.26). O

Piiklad 11.6.9. (i) V R s obvyklou metrikou je [0, 00) uzavfend mnoZina, a proto
je ji odpovidajici prostor uplny.

(ii) V (0,00) s obvyklou metrikou je (0, 1] uzaviend mnozina, ale ji odpovidajici
prostor neni Gplny. To neni ve sporu s vétou, nebot pivodni prostor (0,0c0) neni
uplny.

(iii) Protoze je kazdy koneénédimenzionalni normovany linedrni prostor tplny, je
uzavienou podmnozinou v kazdém vétsim uplném prostoru se stejnou normou.

11.7 Omezenost a kompaktnost

Jednim z hlavnich vysledki diferencidlniho poc¢tu v jedné dimenzi byla existence
globalnich extrémt na omezeném uzavieném intervalu. Podobny vysledek budeme
chtit ziskat i pro obecnéjsi zobrazeni z metrického prostoru do R. Jako prvni krok
budeme hledat spravny typ mnozin, které by nahradily omezeny uzavieny interval,
na némz se da aplikovat Weierstressova véta. To nas vede k nasledujici definici.

Definice 11.7.1 (Kompaktni mnozina). Necht (P, p) je metricky prostor a A C P.
Rekneme, 7ze A je kompaktni, jestlize z kazdé posloupnosti jejich prvki lze vybrat
podposloupnost konvergentni v A.

Poznamka 11.7.2. V R mé tuto vlastnost omezeny uzavieny interval, nebot
diky omezenosti lze aplikovat Weierstrassovu vétu a uzavienost zaruci, ze i limitni
hodnota lezi v nasem intervalu. Zfejmé ma stejnou vlastnost jakakoliv omezena
uzaviend mnozina v R.
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Cviceni 11.7.3. Dokazte si, Ze funkce, ktera je spojita na kompaktni podmnoziné
R, zde nabyva svych globalnich extrém.

Neni tézké ovérit, ze mnozina v R je kompaktni pravé tehdy, kdyz je omezena a
uzaviend. Tato informace je pro nds vyhodnd, nebot kompaktnost je piimo z defi-
nice neovéfitelnad (museli bychom otestovat vSechny mozné posloupnosti), naproti
tomu mame néastroje na ovéfen{ omezenosti a uzavienosti (uzavfend mnozina je
doplnék oteviené, prinik uzavienych je uzavieny, atd.). Nas bude v dalsim zaji-
mat, zda lze zjistit kompaktnost pomoci jinych (snéze ovéfitelnych) vlastnosti i
v obecnéjsich metrickych prostorech.

Definice 11.7.4 (Omezena mnozina). Necht (P, ) je metricky prostor a A C P.
Rekneme, ze A je omezend, jestlize existuji mo € P a R > 0 tak, 7ze A C Ur(z0).

Poznamka 11.7.5. Diky trojuhelnikové nerovnosti lze v normovaném linedrnim
prostoru omezenost také charakterizovat existenci K > 0 takového, ze ||z| < K
pro kazdé z € A.

Poznamka 11.7.6. (i) Budeme také pouZivat pojem omezend posloupnost. Jako
obvykle tim myslime, Ze je omezena mnozina jejich c¢leni.

(if) Kazda cauchyovska posloupnost je omezend (zvolte € = 1 v definici cauchyov-
skosti, pak uz je dikaz snadny).

Véta 11.7.7 (Kompaktnost implikuje omezenost a uzavienost). Necht (P, o) je
metricky prostor a A C P je kompaktni. Pak A je omezend a uzaviend.

Diikaz. Nejprve pro spor predpokladejme, ze A neni omezena. Zvolme xy € A pak
diky neomezenosti musi existovat {x,,} C A tak, ze o(xn,x0) > n pro kazdé n € N.
Diky kompaktnosti A miizeme po pfechodu k podposloupnosti predpokladat, ze
x, — y. Diky spojitosti metriky celkové mame

0 — Q(l’n,l'o) - Q(y7x0) < o0

a mame spor.

Nyni dokazme uzavienost pomoci Véty o charakterizaci uzavienosti pomoci
posloupnosti (Véta 11.3.25). Necht {z,} C A a z,, — « € P. Diky kompaktnosti
existuje podposloupnost {z,,} C {z,} takovd, Ze z,, — y € A. Nutné potom
r =y, a proto x € A. O

Obecné se implikace v predchozi vété ned4a otodit.

Priklad 11.7.8. V prostoru £s vezméme mnozinu
A= {z1,22,...} = {{1,0,0,...},{0,1,0,...},{0,0,1,0,... },... }.

Pak ||z,||2 = 1 pro vSechna n € N, tedy A je omezené. Déle pro m # n plati ||z, —
Zpll2 = V2. To mé dva disledky. Jednak posloupnosti prvki A jsou konvergentni
pravé tehdy, kdyz jsou od urcitého ¢lenu konstantni. Konvergentni posloupnosti
prvki A maji tedy vZdy limitu v A a A je uzaviena. Druhym dutsledkem je, Ze
uvazime-li ptimo posloupnost {x,}, z4dna jeji podposloupnost neni cauchyovska,
natoz aby konvergovala. MnoZina A proto neni kompaktni.
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V koneéné dimenzi se ovsem implikace otocit da.

Véta 11.7.9 (Omezenost a uzavienost implikuji kompaktnost v koneéné dimenzi).
V' konecnédimenziondlnim normovaném linedrnim prostoru je kaZdd omezend a
uzaviend mnozina kompaktni.

Diikaz. Necht A je omezend uzaviend mnozina a {ej,ea,...,ey} je baze naseho
prostoru. Zvolme posloupnost {z,} = {Zjvzl ajej} C A. Pak jsou omezené i
posloupnosti koeficient? jednotlivych slozek {a}},{ab},...,{a’%} (to neni zcela

zFejmé, nebot nepracujeme s ortogondalni bazi. Stac¢i vSak navézat na postup z di-
kazu Véty o vztahu konvergence v normé ke konvergenci po slozkach, tedy Véty
11.2.10, kde jsme dokazali, ze konvergence k nule v normé implikuje konvergenci
koeficientt jednotlivych sloZek k nule. Pokud by totiz po pfechodu k podposloup-
nosti 8ly tfeba koeficienty af do oo, pak by prvky Z? §ly v normé k nule, ale
koeficient jejich prvni slozky by byl konstantné roven jedné.)

Posloupnosti koeficientd jsou tedy omezené. Postupnym prechézenim k podpo-
sloupnosti (aplikaci Weierstrassovy véty) dosdhneme toho, Ze tyto koeficienty kon-
verguji k ¢slim aj,as,...,an. Proto odpovidajici vybrana posloupnost {x,, }
konverguje po slozkdch k = := Z;-V:lajej. Podle Véty o vztahu konvergence
v normé ke konvergenci po slozkidch (Véta 11.2.10) pak méme z,, — , a pro-
toze A je uzaviend, plati x € A. Tim je dikaz dokoncen. O

Véta 11.7.10 (Kompaktnost implikuje separabilitu). KazZdd kompaktni podmno-
zZina metrického prostoru je separabilni.

Dikaz. Necht A je kompaktni podmnozina (P, 9). Nejprve ukazme, Ze pro kazdé
e > 0 existuje koneénd mnozina K. C A takova, Ze pro kazdé x € A existuje
y € K. tak, Ze o(x,y) < e. Pokud by tomu tak nebylo, nasli bychom posloupnost
{z,} C K splitujici

o(Tm,xn) > e kdykoliv m # n.

Totiz, k libovolné (ale pevné) zvolenému prvku z; € A dle pfedpokladu existuje
xo € A tak, ze o(x1,22) > e. Nyni opét k mnoziné {z1,zs} existuje prvek z3 € A
tak, ze o(zs, 1) > € a go(x3,x2) > €. Déle postupujeme indukci.
Z takové posloupnosti bychom vSak nemohli vybrat konvergentni podposloup-
nost, coz by byl spor s kompaktnosti A.
Spocetnou hustou podmnozinu K nyni ziskdme konstrukci K7 U K LU K 1 U
O

Vé&ta 11.7.11 (Cantorova véta o priniku kompaktt). Necht K1 D Ko D ... je
posloupnost neprdzdnijch kompakti v metrickém prostoru. Pak (,cn Kn je ne-
prazdny kompakt.

Diikaz. Pokud {x,} C ey Kn, zéroven plati {z,,} C K a po piechodu k pod-
posloupnosti diky kompaktnosti K1 mame z,, — = v K;. Nutné pak také x €
Nhen Kn, nebot (), oy K, je uzaviend mnozina jakozto prinik uzavienych mnozin.

Celkové jsme ovéfili kompaktnost [,y K-
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Ukazme jesté neprazdnost. Sestrojme ,diagonalni“ posloupnost {z,} tak, ze
xn C K, pro kazdé n € N. Po prechodu k podposloupnosti pak mame z,, — x €
K. Protoze od druhého indexu v8echny ¢leny lezi v K5, mame zaroven konvergenci
na Ko, tedy x € K5. Takto mizeme pokracovat dale a dostavame x € K, pro kazdé

n € N. Proto x € (), K» & mnozina () .y Kp je neprazdna. O

neN neN

Cviceni 11.7.12. Dokazte, Ze kazda uzaviend podmnozina kompaktni mnoziny je
kompaktni (pouzijte Vétu o charakterizaci uzavienosti pomoci posloupnosti, tedy
Vétu 11.3.26).

11.8 Pokryvaci véty

Budou nés zajimat jesté dalsi vlastnosti kompaktnich mnozin. K jejich odvozeni
pouzijeme nové nastroje, jimz se fika pokryvaci vety, a které maji Siroké uplatnéni
i v jinych castech matematické analyzy.

Definice 11.8.1 (Pokryti mnoziny). Necht (P, ) je metricky prostor, A C P,
I je indexovd mnozina a {M,}acs je systém podmnozin P. Rekneme, ze {M,}
je pokryti A, jestlize A C |J,e; Ma. Jsou-li vEechny mnoziny v systému {M,}
oteviené, hovofime o otevreném pokryti.

Véta 11.8.2 (Lindelofova pokryvaci véta). Necht (P, o) je metricky prostor a
A C P je separabilni. Pak lze z kaZdého otevieného pokryti mnoZiny A vybrat
nejuyse spocetné podpokryti (podsystém stdle pokrgvajici A).

Diikaz. Necht {M,}acr je pokryti A. Necht déle {x,} je spoCetnd hustd pod-
mnozina A.

Nejprve tvrdime, Zze pro kazdé z € A existuji « € I a m,n € N tak, ze
T € Qy = U% () C M,. Skuteéns, diky tomu, ze {M,} je oteviené pokryti,
existuji @ a R > 0 tak, ze Ug(z) C M,. Zafixujme ddle m > 2 (tj. L < &)
Diky hustoté {z,} existuje navic n € N tak, ze o(z,z,) < < %, a proto
z trojuhelnikové nerovnosti dostavame

1
m

reUs (xn) CUR(x) C M,.

Koneéné, systém {Q;}rca pokryvad A a zéroveil je nejvySe spocetny (je to
podsystém {U 1 (Zn) }m.nen)- Ke kazdé mnozing z tohoto systému pfifadime pravé
jednu mnozinu ze systému {M,}, aby ji obsahovala. Timto pfifazovanim jsme
z {M,} ziskali podsystém pozadovanych vlastnosti. O

Véta 11.8.3 (Borelova pokryvaci véta). Necht (P, o) je metricky prostor a A C P
je kompaktni. Pak lze z kaZdého otevieného pokryti mnozZiny A vybrat konecné
podpokryti.

Dikaz. ProtoZe kompaktnost implikuje separabilitu (Véta 11.3.22), pomoci Lin-
delsfovy pokryvaci véty (Véta 11.8.2) miizeme od obecného otevieného pokryti
prejit ke spocetnému pokryti, které v dalsim zna¢me {M,}. Definujme G, =
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Ui, M;, n € N. Stadi ziejmé ukazat, Ze existuje ng € N tak, ze A C G,,. Pro
spor predpoklddejme, Ze to neni pravda. Pak jsou F,, := A\ G,, n € N, ne-
prazdné kompakty spliwujici F,, C F,,, kdykoliv m < n. Cantorova véta o pruniku
kompaktt dava, ze

Fi=()F.=[)A\G,=A\JGn

neN neN neN
je neprazdnéd kompaktni mnozina. Proto {M,, } nepokryvid A a mame spor. O

Priklad 11.8.4. Dokazme, Ze je-li funkce f lokalné lipschitzovské na [a, b], pak je
zde dokonce lipschitzovska. Podle pfedpokladu pro kazdé z € [a, b] existuji 6, > 0
a L, > 0 takova, ze

If(y) — f(2)] < Lzly — 2| pro kazdé y, z € [a,b] N (x — §, x + d,).

Systém {(z — 0z, % + 0z) }xe[a,p] tVOIl oteviené pokryti intervalu [a, b]. Podle Bore-
lovy pokryvaci véty existuji body z1, ...,z € [a,b] takové, ze [a,b] C U/, (z; —
0z, Ti + 0y, ). Polozime-li nyni

L:=max{L,,,...,Ls, }
je jiz snadné nahlédnout, ze L je konstanta lipschitzovskosti funkce f pro celé [a, b].

Poznamka 11.8.5. (i) Funkce f(z) = I na (0,1] a g(x) = 2* na R ukazuji, Ze
v pfedchozim ptikladé byla podstatnd jak omezenost tak uzavienost intervalu [a, b].
(ii) Pfedchozi vysledek se ned4a ziskat postupnym plizenim, tedy konstrukei, kdy
nejprve vezmene 0, a L,, pak vezmeme bod z; € (a,a + d,) a jemu odpovidajici
konstanty d,, a L., (ted uz vime, ze funkce f je na [a,21 + d,,) lipschitzovskd
s konstantou max{L,, L, }), pak vezmeme x5 € (21,1 + 0, ) a jemu odpovidajici
konstanty d,, a L,,, atd. Tento proces nemusi fungovat, protoze ¢isla d,, se mohou
rychle zkracovat a nam se pak nepodafi dosahnout bodu b v kone¢ném poctu krokt.

Pokryvaci véty patii k velmi casto pouzivanym nastrojim pokrocilé matema-
tické analyzy. Jejich ti¢innost si mizete vyzkouset na nasledujicich diikazech souvi-
sejicich s latkou predchoziho semestru, kde jsme leckdy museli postupovat trikove,
zatimco pokryvaci véty nam nyni umoznuji primocarejsi pristup.

Cviceni 11.8.6. (i) Pomoci Borelovy pokryvaci véty dokazte, Ze je-li f omezenéd
na okoli kazdého = € [a,b], pak je omezena na [a,b] (specidlng, je-li f spojita
na [a, b], pak je zde omezena).

(ii) Pomoci Borelovy pokryvaci véty dokazte, ze je-li f' > 0 (i nevlastni) na (a, b),
pak f je rostouci na (a,b).

(iii) Pomoci Borelovy pokryvaci véty dokazte, zZe je-li f rostouci ve vSech bodech
intervalu (a,b), pak je rostouci na (a, b).

(iv) Pomoci Borelovy pokryvaci véty dokazte Cantorovu vétu o stejnomérné spo-
jitosti.

Dalsim pojmem, ktery chceme zobecnit do vyssi dimenze, je interval.
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Definice 11.8.7 (Interval). Intervalem v RY nazveme mnozinu tvaru I = I; x Iy x
-+ X In, kde I,...,In jsou intervaly v R. Je-li mnozina I oteviend, hovofime o
otevieném intervalu. Podobné se definuji uzaviené, omezené a kompaktni intervaly.

Snadno se dokaze nasledujici charakterizace praveé zavedenych pojmi.

Tvrzeni 11.8.8. Interval I = I x Iy x --- x Iy C RN otevieny prdvé tehdy, kdy?
je kazdy z intervalu Iy, ..., In otevieny. Analogickd tvrzeni plati pro uzavienost,
omezenost a kompaktnost.

Véta 11.8.9 (Charakterizace oteviené mnoziny pomoci otevienych intervalit).
Necht A je oteviend mnozina v R . Pak existuje spocetny systém oteviengjch in-
tervali {I,} takovy, Ze A= JI,.

Diikaz. Necht A C RY. Pracujme s maximovou normou (okoli v této normé jsou
oteviené krychle, tedy oteviené intervaly). Podle definice oteviené mnoziny pro
kazdy bod x € A najdeme jeho okoli, které lezi celé v A. Systém vsSech téchto okoli
je otevienym pokrytim A. Pomoci Lindeléfovy pokryvaci véty z néj vybereme
spocetny systém a jsme hotovi. O

11.9 Banachova véta o kontrakci
V dalsim si dokdzeme vétu, kterd umozinuje fesit n€které pomeérné obtizné pro-
blémy. Nejprve si zadefinujme zékladni pojmy.

Definice 11.9.1 (Kontraktivni zobrazeni). Necht (P, o) je metricky prostor a
T: P — P je zobrazeni definované na celém P. Rekneme, ze T je kontraktivni
zobrazeni (nebo struéné kontrakce), jestlize existuje g € [0, 1) tak, Ze

o(Tz, Ty) < qo(z,y) pro vSechna z,y € P.

Bod x( se nazyva pevny bod zobrazeni T, jestlize T'xy = xg.

Véta 11.9.2 (Banachova véta o kontrakei). Necht (P, o) je uplng metricky prostor
aT: P — P je kontraktivni zobrazeni definované na celém P. Pak md pravé jeden
pevny bod.

Dokonce pro kaZdou posloupnost {x,,} C P spliiujict xp41 = Ty, pro viechna
n € N (x1 € P je libovolné) plati x,, — xo, kde xo je zminény pevny bod zobra-
zeni T.

Diikaz. Jednoznacnost plyne z toho, ze pro dvojici pevnych bodd x1, x5 mame
o(x1,22) = o(Tx1, Tx2) < go(x1, 72).

Existence plyne z druhé ¢asti véty, kterou dokdzeme nyni. Necht {z,} je jako ve
znéni véty. Diky kontaktivité T' mame pro kazdé n € N, n > 3

Q($n+1>$n) = Q(Txn,Tﬁnq) < QQ(fmenfl) = q@(TxnflvT-Tn72) <...
< ¢" o(x2, 1)
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Odtud pro libovolna p,n € N mame

Q(xn+p7 mn) < Q($n+pa wnerfl) + Q(-rnerfh $n+p72> + -+ Q($n+1> xn)

< n+p—2 . n—1 _ qn71(1 B qp)

<q o(wz, 1) + -+ q" o2, 71) = 1o o(w2,21)
qnfl

STz q@(ﬂﬂzvﬂfl)-

Posloupnost {z,} je proto cauchyovskd, tplnost (P, g) zarucuje, %e x,, — xo pro
jisté g € P. Bod xq je pevny bod, nebot diky spojitosti metriky mame

o(xo, Txg) < 0(Xny1, Txo) = o(Twp, Txo) < qo(xn,x0) — 0.

Priklad 11.9.3. Necht ¢y € R. Ukazme, Ze existuje pravé jedno FeSeni tlohy
1 . n
x = —sinx + ¢p.
2 0

Pracujeme na R s obvyklou metrikou, coz je tplny metricky (dokonce normovany
linedrni) prostor a zobrazeni T' definujme jako

1
Tx = isinercO.

Zobrazeni T je kontrakce, nebot pro x < y diky Lagrangeové vété o prirtistku
funkce mame (nize € € (z,y))

1 1 1
Ty — Tz| = §|sinyfsinx| = 5cos§|yfx| < §|yfx|

Podle Banachovy véty o kontrakci tedy existuje jednoznacné uréené feseni zada-
ného problému, které 1ze zkonstruovat metodou postupnych aproximaci.

Priiklad 11.9.4. Diky Banachové vété o kontrakei se d4 snadno ukézat, Ze pro
a € [0, 1] itera¢ni metoda zadand predpisem
Lo o
xg = 0, mn+1:xn—§(xn—a),
definuje posloupnost konvergujici k v/a. Skute¢né (v dalsim se zabyvame jen pfi-
padem a € (0,1], pro a = 0 je vSe zfejmé), zadefinujeme-li funkei f: R — R
predpisem

1

F) =t =5 o)

pak &islo y/a je jejim pevnym bodem. Déle

f)y=1-t
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Odtud pro libovolné = € [0, v/a) mame podle Lagrangeovy véty o pfiriistku funkce

f@@) = fla) = ()@ —a) = (1= &(x - a).

Pro libovolné zafixované ¢ > 0 je proto f kontrakci na [d, \/a] a podle Banachovy
vty o kontrakci m4 jediny pevny bod +/a. Na nasi posloupnost tento vysledek
aplikujeme nésledovné. Podle vipoétu uvedeného vyse plati z; € (0,+/a). Nyni
zafixujeme 6 € (0,z1) a Banachovu vétu o kontrakci pouZijeme na posloupnost
{2, }22 1, Uplny metricky prostor C([d, /a]) a kontrakei f.

Poznamka 11.9.5. (i) Pfedpoklad o tplnosti neni mozné vypustit. Kuptikladu
f(z) = % je kontrakce na (0, 1), ale nema zde pevny bod.

(ii) Funkce f(r) = § neméa pevny bod na tplném prostoru [1,2]. Neni to totiz
kontrakce na tomto prostoru (Spatny obor hodnot).

(iii) Kontraktivitu neni mozné nahradit neexpanzivitou (ta pfipousti ¢ < 1), jak
ukazuje volba f(z) =z + 1 na R.

11.10 Existenc¢ni véty pro ODR 1.radu

Vyznamnou aplikaci Banachovy véty o kontrakci je dikaz Picard—Lindel6fovy exis-
tenéni véty (existence a jednoznacénost feseni systémi linedrnich obycejnych dife-
rencidlnich rovnic prvniho faddu, Véta 10.3.5). Tento dilezity vysledek z teorie
obycejnych diferencidlnich rovnic si nyni dokazeme. Nejprve si pfipomenme znéni
véty.

Véta 11.10.1 (Picard-Lindelofova existenéni véta). Necht F: R"T1 — R"™ je
spojitd na oteviené mnoziné Q2 C R (20,y0) € Q a F je na Q lokdiné lipschi-
tzovska vzhledem k posledni n-tici proménnych. Pak existuje § > 0 tak, Ze na
intervalu (g — 0,209 + 0) existuje pravé jedno teSeni Cauchyovy dlohy pro systém
rovnic y' = F(x,y) s poddtecni podminkou y(xo) = yo.

Diikaz. Abychom méli co nejjednodussi znaceni, podrobny dikaz uvedeme jen pro
ptipad jedné obycejné diferencidlni rovnice. Na jeho konci uvedeme seznam zmeén,
které vyzaduje diikkaz v ptfipadé soustavy rovnic.

V dalsim tedy uvazujme tlohu

y/ = f(x,y) y(ﬂ?o) = To, (11'10'1)

kde f: R? = R, f je spojitd na oteviené mnoziné Q C R?, (zq,yo) € Q a existuji
0,L > 0 tak, Ze [xg — 6,20 + 0] X [yo — 0,0 + ] C Q a

|f(z,91) = f(2,92)| < Lly1 — y2 (11.10.2)

kdkahV (!L‘7y1), (I,yg) € (:Eo - 67 To + 6) X (yO - 67 Yo + 6)
Krok 1: integralni formulace tlohy.
Zkoumejme vztah

y(x) =vyo + /m f(t,y(t))de. (11.10.3)
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Tvrdime, ze je-li T > 0, pak spojité funkce y fesi Glohu (11.10.1) na (zg— 7,20+ 7)
pravé tehdy, kdyz spliiuje (11.10.3) na (zo — 7,29 + 7). Skuteén&, pokud y Fesi
tilohu (11.10.1) na (2o — 7, 2o + 7), snadno nahlédneme, ze y € C*((xg — 7,20+ 7))
a po integraci mame

() =0 = yla) ~4(0) = | "y (1) de = / " f(ty() di

Obracenou implikaci ziskdme zderivovdnim (11.10.3) (muZeme zderivovat pravou
stranu, protoze t — f(t,y(t)) je spojitd funkce).

Krok 2: volba metrického prostoru (P, ).
Diky spojitosti f na €2 existuje K > 0 spliujici

|f(z,y)l <K nalzo—3d 20+ 6] X [yo— &, y0 + 6]
Nyni zafixujme 7 € (0,0) tak malé, aby platilo
Lt <1 a [yo — K7,y0 + K7] C [yo — 9, y0 + 0].
Kone¢né, definujme prostor (P, g) tak, ze
P:={peC(xog—T1,20+7]): ¢(x) € [yo — KT,yo + K7] na [xog — 7,20 + 7]}

a 0 je maximova metrika.

Krok 3: tplnost metrického prostoru (P, g).
Predpoklddejme, Ze {p,} je cauchyovskd posloupnost v (P, p). V dikazu tplnosti
prostoru C([a,b]) opatfeného maximovou normou (Pfiklad 11.6.3 (vi)) jsme uké-
zali, Ze posloupnost, ktera je cauchyovskd v maximové normé, vzdy v této normé
konverguje ke spojité funkci ¢ a plati pro ni

p(z) = lim @,(x) pro vSechna x € [a, b].
n—oo

7Z toho jiz plyne tplnost naseho prostoru.

Krok 4: volba kontraktivniho zobrazeni.
Na prostoru (P, ¢) definujme

P:y—yo +/ f(t,y(t))de.

Pak plati @: P — P (skutec¢né, diky vlastnostem integralu s proménnou horni mezi
napravo vZdy ziskdvame spojitou funkci, navic mé diky odhadu | f(z,y)| < K poza-
dovany obor hodnot). Déle pro libovolna y, z € P dostavame s vyuZzitim (11.10.2)

/fty dt—/ftz dt‘
/Ifty (e, =) di]

<|xg—z|L max |y—z| <7Lo(y,z2).

[zo—T,xo+T]

Q(@(y), @(z)) max

[wo—T7,x0+7]

max
[zo—T7,x0+7]
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Protoze 7L < 1, dostali jsme, ze ® je kontrakce.

Krok 5: existence a jednoznac¢nost feseni.
Podle tfetiho a étvrtého kroku mtzeme na prostor (P, ) a zobrazeni ® aplikovat
Banachovu vétu o kontrakci a dostdvame jednoznaéné y € P spliiujici (11.10.3).
Diky prvnimu kroku a skutec¢nosti, ze jsme cely postup mohli provadét na libovol-
ném podintervalu intervalu [xg — 7, 2o + 7| obsahujicim bod xg, méme jednoznacéné
FeSeni tlohy (11.10.1).

Zbyva vysvétlit, jak bychom postupovali v pfipadé soustavy rovnic

Yy =F(z,y)  y(xo) = o,

kde 2y € R, yo € R?, F: R — R™. Na vektorovych funkcich bychom zavedli
metriku

o(y,z) = e lyi(z) — zi()]

TE€[xo—T,T0+T)

a integral bychom chéapali vektorove, tedy

/:F(t,y(t))dt _ (/ Fl(t,y(t))dt,...,/: Fo(t (1) dt).

0 Zo
Ostatni modifikace dikazu jsou ziejmé. O

Poznamka 11.10.2. V dikazu Banachovy véty o kontrakei jsme pevny bod ziskali
postupnymi aproximacemi. Pro nasi diferencialni rovnici méame napriklad nasle-
dujici posloupnost pfibliznych feSeni. Napied zvolime konstantni funkci

¥o = Yo-

Pak postupné zavadime pro kazdé n € N

ent1(x) =yo + /z f(t, on(t)) dt.

Piiklad 11.10.3. Piipomernime si Piiklad 10.3.10, ¢éast (ii). V p¥ipadé rovnice
y' =y s poateéni podminkou y(0) = 1 mame

o =1 a Ont1(z) =1 +/ on(t) dt
0
na (—7,7), kdykoliv 7 < 1 (v nasem pfipadé je L = 1). Proto
<P1(33):1+/ ldt=1+=z
0
¢ 1
<p2(x)21+/ (1+t)dt:1+x—|—§:c2
0

@ 1 1 1
<P3(33)=1+/ (1+t+§t2)dt=1+x+§x2+éx3,
0
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atd. Postupné dostavame Taylortiv rozvoj exponencialy. Pokud nas zajima, jak
moc dobfe funkce ¢,, aproximuje skutecné Feseni, stac¢i pouzit odhad z odvozeni
cauchyovskosti v diikazu Banachovy véty o kontrakci, ktery v nasem ptipadé dava
(v dikazu Picard-Lindelsfovy véty jsme vidéli, Ze pro konstantu z definice kon-
trakce zde plati ¢ = L7)

(P o) < 1 plr.p0) = o e (14 ) — 1] = T
n y¥n) = 5 = max x) — = .
e\t ¥ lfqgspl 7o 1—7 [-77] 1-—7
Limitnim pfechodem p — oo odtud dostavame
n+1
— < .
max [ = nl < 37—

Poznamka 11.10.4. Ziskany odhad ponékud pokulhévé za odhadem, ktery ndm
dava Lagrangeiv tvar zbytku Taylorova polynomu funkce e”

1 e’
— _ ol |ntl n+1
max |p — ¢,| = max |[R,41| = max et |z <— 7
[—7,7] | | [—7,7] | Bt ze[-7,7] (n+ 1)! ] (n+1)!

Je vsak nutné podotknout, Ze pfistup pfes odhad zbytku Taylorova polynomu
pozaduje znalost explicitniho zapisu feseni, coz je ale situace, kdy toto reSeni
nepotiebujeme aproximovat funkcemi ¢,,.

Nyni si dokazeme Peanovu vétu, tedy existenci feSeni pro systémy obycejnych
diferencialnich rovnic prvniho fadu pro spojitou pravou stranu. Budeme potte-
bovat nékolik pomocnych vysledkti. Zaéneme dalsi vlastnosti prostoru C([a,b])
opatfeného maximovou metrikou.

Definice 11.10.5. Necht M C C([a,b]) je mnozina. Rekneme, ze M je stejné
omezend (neboli funkce z M jsou stejné omezené) na [a, b], jestlize existuje K > 0
takové, ze

|f(z)] < K kdykoliv x € [a,b] a f € M.

Rekneme, ze M je stejné stejnomérné spojitd (neboli funkce z M jsou stejné stej-
nomérné spojité) na [a, b], jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, ze

|[f(z1) — fzo)] <€ kdykoliv 1,22 € [a,b],|T1 — 22| < d a f € M.

Neni t&zké si uvédomit, Ze posloupnost funkei z C([a, b]) konvergujici v maxi-
mové metrice je stejné omezend a stejné stejnomérné spojitd (pripomeite si dikaz
uplnosti prostoru C([a, b])). Do ur¢ité miry plati i opa¢na implikace, kterou pozdéji
pouzijeme.

Véta 11.10.6 (Arzela—Ascoliho véta). Necht {f,} C C([a,b]) jsou stejné omezené
a stejné stejnomérné spojité funkce. Pak emistuje podposloupnost {fn,} C {fn}
konvergentni v mazximové metrice.
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Diikaz. Sefadme vSechna raciondlni ¢&isla z intervalu [a, b] do posloupnosti {x}.
Diky stejnomérné omezenosti {f,,} je posloupnost {f,(z1)} omezend a proto lze
podle Weierstrassovy véty vybrat podposloupnost {f1,,} C {fn} tak, ze fi1,,(z1)
konverguje. Pokrac¢ujeme s bodem 5 a podposloupnosti {f2,} C {f1.,} tako-
vou, ze fa n(x2) konverguje a tak dale. Zfejmé pak diagonélni posloupnost {f, »}
splnuje

lim fo.n(zk) existuje vlastni pro kazdé k € N.
n—oo

Ukazme, ze tento vysledek implikuje cauchyovskost posloupnosti {f, ,} v maxi-
mové metrice. Zvolme € > 0. Necht § > 0 odpovid4 éislu e v definici stejné stej-
nomérné spojitosti. Dale zfejmé existuji racionalni ¢&isla yy,...,y tak, ze {(y; —
8,y +6)}._, tvoii pokryti [a, b]. Navic podle piedchoziho pro kazdé i € {1,...,1}
existuje n; € N takové, ze

|fnn(y2) - fmﬂn(yi” <e pro n,m > n;.
Polozme ng = max{ni,...,n;}. Zafixujeme-li nyni libovolné = € [a, b] a vezmeme-
li k nému y;, tak, ze |z —y;,| < d, diky pfedchozim vysledktim a stejné stejnomérné
spojitosti dostavame pro m,n > ng
| fan(@) = fnm(2)| < [ fan(®) = frn(Yio)l
FfnnWio) = Frnm Wio)| + [ fomm (Yio) = frn,m ()] < 3e.

Proto max(q ] | fn,n — fm,m| < 3¢, tedy {fnn} je cauchyovskd v maximové metrice

a uplnost C([a, b]) implikuje dokazovany vysledek. O
Lemma 11.10.7. Necht a =ty <t1 <to < -+ <t, =ba f: R — R je spojitd
na [a,b] a afinni na [t;—1,t;] pro vSechna i € {1,...,n}. Oznacme
t;) — f(t;—
ki:M proi € {l,...,n}.

ti —ti1
Pak pro vSechna x,y € [a,b], x # vy, plati
f(x) — fy)
T—y
Diikaz. Pokud x <t; <tj41 <--- <t—1 <t <y, mame
f) = f(x) = fly) = ft) + f(t) = f(tima) + -+ f(tip1) — f(E))
+ f(t;) — f(z)
=kip(y—t) + kit —tic1) + -+ kit —t5) + kit — )
<max{k;,..., k+1}(y — ) <max{ky,...,k,}(y — )
a tak dale. O

min{ky,...,kp} <

< max{ky,...,kn}.

Nyni pfistoupime k dikazu Peanovy existencni véty. Uvedeme lehce odlisné
pocatecni podminku FeSeni existuje. Znéni a diikaz uvedeme jen pro n = 1, modi-
fikace pro vicerozmérny ptipad je jasna (interval [yo — b, yo + ] se ve znéni nahradi
krychli a v dtikazu se kazdé sloZce vektorové funkce y vénujeme zvlast).
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Vé&ta 11.10.8 (Peanova existencni véta). Necht a,b > 0, 29 € R, yo € R a
F:R? = R je spojitd na [xg — a,x¢ + a] X [yo — b, yo + b]. Necht M > 0 spliuje

M > max |F(z,y)|.
[xo—a,zo+a] X [yo—b,yo+b]

Polozme h := min{a, %} Pak na intervalu (zo — h,zo + h) ezistuje TeSeni Cau-
chyovy tlohy pro rovnici y' = F(x,y) s poddtedni podminkou y(xo) = yo.
Diikaz. Krok 1: Konstrukce aproximativnich feseni ¢,,.

Na chvili zafixujme n € N. Interval [xg — h, 2o + h] rozdélime na 2n stejnych dilka
zavedenim délicich bodi

h
tji=xo+Jj— proj=-n,—n+1,...,-1,0,1,...,n—1,n.
' n

Aproximativni feSeni ,, konstruujeme jako spojitou po ¢astech afinni funkci defi-
novanou nasledovné. Na [tg, t1] definujeme

en() :=yo + F(to,y0)(z — to)

(pfipomertime, Ze tg = xg). PoloZzme jesté y; := ¢, (t1). Na [t1, t2] definujeme

on(x) =y + Flti,y)(z —t1) a  y2:=pu(ta).

Postupujeme indukci a pro j € {3,...,n} definujeme na [t;_1, ;]

on(T) =yj—1 + F(tj—1,y5-1)(x —tj—1)  a g = pult)).

Na intervalu [xzg — h, z¢] pracujeme podobné, jen se v kazdém kroku posouvdme o
jeden dilek doleva.

Krok 2: Konvergence aproximativnich feseni.
Z konstrukee je vidét, ze kazda z funkci ¢, splituje ¢, (zo) = yo a navic je lipschi-
tzovska s konstantou lipschitzovskosti rovnou M. Proto jsou splnény predpoklady
Arzela—Ascoliho véty a po pfechodu k podposloupnosti mame ¢ € C([zg — h, zo +
h]) takovou, ze

k—>oo
max n 11.10.4
g X e ( )

Krok 3: Funkce ¢ fesi diferencialni rovnici.
Protoze @, (x0) = yo pro vechna k € N, (11.10.4) implikuje p(zg) = yo. Zbyva
ukazat, ze
o' (z) = F(z,0(z)) na (xg — h,zo + h).

o(x
Zafixujme € > 0 a = € (xo,zo + h) (piipad x € (zg — h,x0) je analogicky, pfipad
x = xo dokonce o trochu jednodussi). Ze spojitosti F' existuje 6 > 0 tak, ze

[t—z| <IA|y—px)] <6 = |F(t,y) — F(z,p(z))] <e. (11.10.5)

Ozna¢me hy := min{3, ;3;}. Déle zafixujme libovolné s € (—hy,h1) \ {0}. Nyni
jesté zafixujme k € N tak velké, aby

5
max |, — o] < min{ sle, f} 11.10.6
[w07h7$0+h]|90 x — ¢l Isle, 5 ( )
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(pouzili jsme (11.10.4)) a aby pro vzdélenost délicich bodu funkce ¢, platilo
n—i < hi. Diky druhé vlatnosti existuje index j tak, ze odpovidajici délici bod
spliiuje

z — 2h; <tj§l‘—h1.
Odtud

|tj7$|<2h1 a |t37(l’+5)‘<3h1

Déle diky M-lipschitzovskosti funkce ¢,, a nerovnosti (11.10.6) plyne pro kazdé
t € [tj, max{z,x + s}]

lo(@) = on ()] < [o(x) = @ny, (@)] + |@n, () — @0, (2)]
) ) ) 1)
< — _ < — < — — = 0.
,2+M|t x|*2+3Mh1*2+3M6 )

Diky tomuto odhadu, Lemmatu 11.10.7 pfed vétou (pouzivime jej na intervalu
[tj, max{x, z + s}]) a metodé konstrukce funkce ¢,, mame

( 7y) < <Pnk(33+5) _(pnk(x)

min F(t
[x—68,240] X [p(z)—8,0(x)+6] S (11.10.7)
< max F(t,y).
(26,048 x[ip(2) 8,9 (2) +0]
Celkové dostavame z (11.10.6) a z (11.10.7) kombinovaného s (11.10.5)

w _ F(:E,(p(ac))‘

< ’sﬁ(fUJrS) —p(@)  en(z+5) —sﬁnk(x)‘
+ ‘@nk (33 + 82 — Pny, (:C) _ F(Jf, (p(l‘))’
<2e+4¢€=3e.
Odtud plyne ¢'(z) = F(x, ¢(x)). O

11.11 Limita a spojitost zobrazeni na metrickych
prostorech
Definice 11.11.1 (Limita zobrazeni). Necht (P1, 01) a (Ps, 02) jsou metrické pro-

story, ¢: Py — P, v9 € P; je hromadnym bodem D, a 5o € P». Rekneme, Ze
zobrazeni ¢ ma v bodé xq limitu yo, jestlize

Ve >036>0 x € Ps(zo) N D, = ¢(x) € Us(y0).
V takovém piipadé piseme lim,_,,, ¢(z) = yo, nebo ¢(r) — yo pro x — xo.

Poznamka 11.11.2. (i) V pfipadé R s obvyklou metrikou se nové definice sho-
duje s na$i starou definici vlastni limity ve vlastnich bodech.

(ii) Nevlastnimi limitami se zde nezabyvame, nebot R* neni metricky prostor
(prvky +oo nemaji definovanou kone¢nou vzdalenost od ostatnich prvki).
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Definice 11.11.3 (Spojitost zobrazeni). Necht (Pp, 1) a (P2, 02) jsou metrické
prostory, ¢: Pi — Py a 29 € D,,. Rekneme, Ze zobrazeni ¢ je v bodé xq spojité,
jestlize

Ve >030 >0 z € Us(zo) N Dy = () € U (p(20)).

Poznamka 11.11.4. Limita a spojitost jsou invariantni viaéi pfechodu k ekviva-
lentni metrice jak ve vzoru, tak v obraze.

Poznamka 11.11.5. Je-li zy izolovany bod D, je v ném ¢ automaticky spojité.
V opac¢ném pfipadé je spojitost ekvivalentni podmince lim,_,,, f(x) = f(zo).

Piiklad 11.11.6. (i) Uvazme R? s eukleidovskou metrikou, R s obvyklou metrikou
a definujme ¢: R? — R predpisem

2
QD(I’ y) _ % pro (Ivy) 070)
7 0 pro (z,y) = (0,0).

N

Pomoci Youngovy nerovnosti dostdvame pro (z,y) # (0,0)

2
Ty 1 1
OSI@(x,y)I=‘ ’Sflyléﬁvx“y?

2 + 92 2

Odtud vidime, Ze lim, ) (0,0) (7, y) = 0 a ¢ je spojité v pocatku.
(ii) Uvazme stejné prostory a zobrazeni

Yy
plw,y) = {w pro (z,y)

N
—~
\‘O
=

0 pro (z,y) = (0,0)

Pro libovolné = € R\ {0} mame

1
QD(I’,O) =0 a (p(xa‘r) = 5

ProtoZe se v kazdém prstencovém okoli bodu (0, 0) vyskytuji body vyse uvedenych
typt, lim, ) (0,0) (2, y) neexistuje a ¢ neni spojité v pocatku.
(iii) Uvazme prostor C'*([0,1]) s normou

[fllcr = max|f'| + max |f|
[0,1] [0,1]

a prostor C([0, 1]) s maximovou normou, tedy || f|loc = maxp,j f. Definujme zob-
razeni p: C1([0,1]) — C([0,1]) piedpisem p(f) = f’. Pak ¢ je spojité v kazdém
f € C*([0,1]), nebot pro kazdé g € C1([0, 1]) mame pii volbé § := ¢

lg—fllcr <6 = I[Iaafflg’—f’l <d = [ld—flleo <2 = llelg)—e(f)lloc <e.

Poznédmka 11.11.7. Pro zobrazeni ¢: P| — Py, kde (P1,01) a (Py,02) jsou
metrické prostory, a mnozinu A C P; se nékdy pouzivaji pojmy limita vzhledem k
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A a spojitost vzhledem k A. Ty se zavadéji tak, Ze nejprve z0zime defini¢ni obor na
D, N A ana vysledné zobrazeni teprve pak pouzijeme definici limity ¢i spojitosti.

Povsimnéte si, Ze spojitost vzhledem k A neni totéZ co spojitost na A. Napiiklad
Dirichletova funkce je spojité vzhledem k Q ve kterémkoliv bodé z Q (z defini¢niho
oboru jsme vyloudili vSechna iracionélni ¢isla, zbyly jen body s funkéni hodnotou
1). Dirichletova funkce vSak neni (klasicky) spojitd v zddném bods.

Témto novym pojmim nemusime vénovat v budovani teorie vétsi pozornost,
vSe se d4 vyftesit zizenim defini¢niho oboru. Na to jsme v nasi teorii pfipraveni,
nebot pripoustime zobrazeni, jejichZ defini¢ni obor neni cel4 mnozina P;.

V dalsim si uvedeme nékolik vét, jejichz dikazy se ziskaji jen minimélni modi-
fikaci dukazi odpovidajicich tvrzeni z teorie funkci jedné redlné proménné.

Véta 11.11.8 (Heineho véta). Necht (Pr,01) a (Pa, 02) jsou metrické prostory,
p: PL = P, xy € P1 je hromadnym bodem D, a yo € Pa. Pak

(i) imy—sz, p(x) = yo prdvé tehdy, kdyZ pro kaZdou posloupnost {x,,} C D, \ {zo}
spliiugict x,, — xo plati p(z,) — 0.

(i) limg—q, p(x) existuje prdvé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {x,} C D, \
{zo} spliujici x,, — xq existuje limita posloupnosti {¢(x,)}.

Véta 11.11.9 (O B-C podmince). Necht (P1,01) a (P2, 02) jsou metrické pro-
story, (Pa,02) je dplny, ¢: Pr — P> a 29 € Pi je hromadngm bodem D,. Pak
lim, ., @(x) ezistuje pravé tehdy, kdyz zobrazeni ¢ splriuje B-C podminku (Ve >
030 >0 z,y € Ps(xzo) N Dy = 02(p(x), p(y)) < €).

Véta 11.11.10 (O spojitosti sloZzeného zobrazeni). Necht (Pi,01) , (P2, 02) a
(P3, 02) jsou metrické prostory, p: P1 — Py a ¢: P, — P3. Je-li ¢ spojité v
zo € Py a ) spojité v p(xg), pak 1 o je spojité v xy.

Véta 11.11.11 (O limité slozeného zobrazeni). Necht (Py, 01) , (Ps, 02) a (Ps, 02)
jsou metrické prostory, o: P, — Py a ¢¥: P, — P35 a necht xry € P;. Necht
limg sz, p(x) = yo € Po, limy_,,, ¥(y) = 20 € Ps, o je hromadnym bodem Doy,
a je splnéna alespomn jedna z podminek

(i) existuje prstencové okoli bodu xg, kde vnitini zobrazeni ¢ nenabyvd své limitni
hodnoty yo

(il) vnéjsi zobrazeni v je spojité€ v bodé yg.

Pak limy ., (¢ 0 ) (z) = 2.

Vé&ta 11.11.12 (Cantorova véta o stejnomérné spojitosti). Necht (Py, 01), (Pa, 02)
jsou metrické prostory, p: Py — P je spojité na A C P; a A je kompakini. Pak
© je stejnomérné spojité na A (Ve > 035 > 0 z,y € AN o1(z,y) < § =

02(p(2), 0(y)) <e).

Ve specialnim pifpadé zobrazeni z RY do R (na R uvazujeme obvyklou met-
riku, na RY metriku odvozenou od libovolné normy) mame jesté dalsi vysledky,
jejichz dikaz se opét ziska jen drobnou modifikaci dikazu z jednodimenzionalniho
pripadu.
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Véta 11.11.13 (Aritmetika limit). Necht ¢,v¢: RN — R, kde oba prostory be-
reme s obvyklymi metrikami, a necht o € RN je hromadny bod D, N Dy. Necht
lim, ., o(2) = A € R a lim,_y,, ¥(z) = B € R. Pak

(i) limg—q, (p(@) +¥(x)) = A+ B

(ii) limy—y, p(z)(z) = AB

(iii) pokud B # 0, plati limg_, 4, igi; = %.

Poznamka 11.11.14. Automaticky také plati aritmetika spojitosti.

Véta 11.11.15 (O dvou straznicich). Necht ,¢,n: RN — R, kde oba prostory
bereme s obvyklymi metrikami, D, = Dy = D,, a xg € RY je hromadny bod D,.
Necht limy_, 5, o(x) = limgy_, n(z) = A € R a ¢ < ¢ <1 na Ps(xg) N Dy, pro
jisté 6 > 0. Pak limy_,,, ¢¥(z) = A.

Véta 11.11.16 (O nabyvani extrémi spojitou funkei). Necht o: RN — R, kde oba
prostory bereme s obvyklymi metrikami, je spojité na kompaktni mnoziné A C RY.
Pak zde nabyvd svého mazima a minima (existuji x1,zo € A tak, Ze maxy f =

f(z1) aming f = f(x2)).

Poznamka 11.11.17. Je-li ¢: RY — R spojité v bodé a = [ay, as, . ..,an] € RY,
snadno se d4 ovéfit (pouzijte maximovou normu), Ze funkce ¢ je spojitd v jednot-
livych proménnych v odpovidajicich bodech, pfesnéji t — ¢(t,as,as,...,an) je
spojitd v bodé ay, t — (t,as,as,...,ay) je spojitd v bodé as a tak dale pro
v8ech NN slozek funkce ¢. Implikace se obratit neda. Definujeme-li totiz

0 pro xy # 0
pl,y) =
1 pro xy =0

(funkce ma hodnotu 1 na osovém kiizi, vSude jinde je nulovd), pak nase funkce
neni spojitd v bodé [0, 0]. Naproti tomu podle proménné x i y zvlast funkce spojita
v poéatku (ted uz jednodimenziondlnim) je, nebot tyto funkce pracuji pouze s
hodnotami na osovém kiizi.

Podobné jako u funkci jedné proménné, i ve vyssi dimenzi se spojitost nejéastéji
ovéfuje pomoci aritmetiky spojitosti (po¢itani limit pfichézi na fadu pouze v pro-
blematickych bodech).

P¥iklad 11.11.18. Ukazme, Ze funkce ¢(z,y) = 22 +xy+sin(xy) je spojita na R2.
Piedné si dokazeme, Ze funkce 1: (,y) — x je spojitd na R2. Zvolme (x¢,0) € R?.

Jednodimenzionalni funkce ¢: x +— x je spojita na celém R. Specialné k zadanému
¢ > 0 existuje § > 0 takové, ze

r € Ps(xo) = Y(x) € Us(¥(20))-
Odtud diky tomu, ze n(z,y) = ¥(x) na R?, mame

(z,y) € Ps(zg) xR — n(x,y) € U:-(¢Y(xo)).
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Bez ohledu na normu zvolenou na R? dostévime
Ps((0,y0)) C Ps(wo) x R

(nalevo P znaéi dvoudimenzionalni prstencova okoli, napravo jednodimenzionalni).
Predchozi ivahy se zfejmé daji zobecnit: pokud funkce vice proménnych nezavisi
na nékterych proménnych, jeji spojitost je ekvivalentni spojitosti funkce ziskané
jeji restrikci do prostoru nizsi dimenze odpovidajicimu proménnym, na kterych
funkce zavisi.

Nyni jiz stac¢i pouzit aritmetiku spojitosti na prvni dva ¢leny v zadani funkce
©, spojitost tfetitho €lenu plyne z Véty o spojitosti sloZzeného zobrazeni (Véta
11.11.10). Celkové diky aritmetice spojitosti je ¢ spojit4 na R2.

.....

Véta 11.11.19 (O vzoru otevienych mnozin pii spojitém zobrazeni). Méjme me-
trické prostory (Pi,01) a (P2, 02), ¢: P — P> a D, = Py. Pak ¢ je spojité
na Py prdvé tehdy, kdyZ pro kazdou otevienou mnozinu A C Py je jeji vzor o~ 1(A)
otevreny.

Diikaz. ,=* Zvolme A C P, otevienou. Pokud ¢~ !(A) = (), jsme hotovi. V opa-
éném piipadé zafixujme x € ¢~ 1(A). Odtud p(x) € A a otevienost A dava & > 0
takové, ze U (p(x)) C A. Ze spojitosti existuje § > 0 takové, zZe

pUs(x)) C Us(p(x)) C A.

Ukézali jsme tedy, Zze Us(z) C p~1(A). Protoze x € p~1(A) bylo libovolné, dokéazali
jsme otevienost ¢ ~1(A).

,<=“Prokazdé z € Py ac > 0je o ' (Us:(p(x))) oteviend mnozina. Existuje proto
0 > 0 takové, ze

Us(z) C ot Uelp(x) = oUs(z)) CU(o()).

Dokéazali jsme implikaci y € Us(z) = f(y) € U(p(z)) a tim jsme ovéFili spojitost
V. O

Poznamka 11.11.20. Pfipomeiime, Ze vzor mnoziny A C P, je definovan jako
¢ 1 (A) ={z € P: p(z) € A}.
Mnozina A nemusi byt podmnozinou oboru hodnot.

Poznamka 11.11.21. (i) Pfedchozi véta se Gasto pouziva k dikazu otevienosti
mnozin. Stac¢i najit vhodné spojité zobrazeni a vhodnou otevienou mnozinu tak,
aby nase mnozina byla vzorem nalezené mnoziny pii nalezeném zobrazeni.

(ii) Je-li ¢ definovéno na celém Pj, pak pro libovolnou mnozinu A C P, je doplnék
jejiho vzoru zaroven vzorem jejiho doplitku (¢~(Py \ A) = P; \ ¢~ 1(A)). Odtud
dostavame jesté tieti ekvivalentni vyrok a sice, Ze vzor kazdé uzaviené mnoziny je
uzavieny.
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Priklad 11.11.22. UkaZme, 7e mnozina M = {(x,y) € R?: 22 < sin(zy)} je
oteviené. Definujme ¢: (x,7) — 22 —sin(zy). Pomoci aritmetiky spojitosti snadno
ovéifme, Ze se jedna o spojitou funkci na celém R?. Pak M = p~1((—00,0)), a proto
je oteviend ((—o0,0) je oteviend).

Poznamka 11.11.23. (i) Ve vété je dulezity pfedpoklad D, = P;. Bez tohoto
predpokladu véta neplati. Stac¢i uvazit

{z eR: logZz >0} = (0,0),

coZ neni uzavfend mnozina, tiebaze je to vzor uzaviené mnoziny [0, 0o) pfi spojitém
zobrazeni  +— log®z. Timto bychom ¢tenafe také radi varovali pred Casto se
vyskytujicim mylnym nézorem, Ze mnoziny zavedené pomoci neostré nerovnosti
jsou uzaviené a mnoziny zavedené pomoci ostré nerovnosti jsou oteviené.

(ii) Pokud pfi aplikaci véty nezvolime reprezentaci Stastné, nékteré informace se
nedozvime. Uvézime-li naptiklad

sin~!([~1,1]) = sin ' ((~2,2)) = sin"'([-3,3)) =sin ' (R) = R,

pak prvni reprezentace realnych cisel naAm pomohla odhalit jen jejich uzavfenost,
druhd jen otevienost, tieti Zddnou z téchto vlastnosti, ¢tvrta obé vlastnosti.

Poznamka 11.11.24. Analogie pfedchozi véty neplati pro obraz. Napiiklad in-
terval (—m, ) je oteviend mnozina, ale sin((—m, 7)) = [—1, 1] je uzaviend mnoZina.

V pripadé kompaktnich mnozin, vSak analogie pro obraz pfi spojitém zobrazeni
plati.

Véta 11.11.25 (O obrazu kompaktni mnoziny pfi spojitém zobrazeni). Necht
(P1,01) a (P2,02) jsou metrické prostory, ¢: Pr — P, D, = P, A C P je
kompakini a ¢ je spojité na A. Pak p(A) je kompaktni.

Diikaz. Necht {y,} C p(A), pak existuji body x,, € A takové, ze y, = ¢(x,) pro
kazdé n € N. Diky kompaktnosti A dostdvame {z,,} C {z,} takovou, ze x,,
konverguje k jistému x € A. Diky spojitosti ¢ dostavame y,, = ¢(z,,) = ©(z).
Posloupnost {y,} ma tedy podposloupnost konvergentni v A a jsme hotovi. [

Poznamka 11.11.26. Vzor kompaktni mnozZiny pfi spojitém zobrazeni byt kom-
paktni nemusi. Uvazme napfiklad

R = sin~'([-1,1]).
Poznamka 11.11.27. Pokud je v piedchozi vété zobrazeni ¢ navic prosté na A, je
@ 1 p(A) — A spojitd na A. Skute¢né, pokud by tomu tak nebylo, méli bychom
posloupnost {y,} C ¢(A4) a yo € ¢(A) takové, Ze y, — yo v Po, ale pro z, :=
¢~ (yn) s w0 := ¢~ ' (yo) by platilo
01 (l’n, ,’Eo) Z 3
pro jisté € > 0. Na druhou stranu, diky kompaktnosti A umime najit z € A a
{Zn,} C {zn} tak, aby z,, — z. Spojitost metriky pak dava o(zo,x) > ¢ (tedy

x # x0) a spojitost ¢ dava yn, = p(zn,) — @(z). Proto p(z) = yo = ¢(z0) a
mame spor s prostotou ¢ na A.
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Poznamka 11.11.28. Predchozi véta se da také pouzivat k elegantnim dikazim
spojitosti zobrazeni ziskanych pomoci zobrazeni, jejichz spojitost uz mame doka-
zanou. Necht napfiklad (P1, 1), (Pa, ¢2), (P3, ¢3) jsou metrické prostory, ¢: P, —
P; je spojité na Py a ¢: P, — P3 je spojité na P,. Je-li A C P5 libovolna oteviena
mnozina, pak diky spojitosti 1 je 1y ~1(A) také oteviena. Proto diky spojitosti ¢
je oteviena také mnozina (¢ o) 1(A) = p~1(xp"1(A)). Dokéazali jsme, Ze 1o p je
spojité na P;.

Poznamka 11.11.29. (i) Podobor matematické analyzy, ktery se zabyva podrob-
néji metrickymi prostory a jim pribuznymi tématy, se nazyva funkcionalni analyza.
Funkcionalni analyza navic navazuje na linearni algebru a topologii.

(ii) Topologie se zabyva vztahem mezi vlastnostmi prostoru a vlastnostmi sady
jeho otevienych mnozin (pfipomenime, %e pro metrické prostory umime konver-
genci zavést dvéma zptisoby: jednak pfes metriku pomoci podminky o(z,,,z) — 0,
ale také pomoci okoli, coz jsou oteviené koule v uvazovaném metrickém prostoru).
Oproti nasim zvyklostem, v topologii byva zvykem okolim bodu nazyvat jakoukoliv
mnozinu obsahujici néjakou otevienou kouli centrovanou v uvedeném bodé.
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Kapitola 12

Diferencialni pocet funkeci
vice promeénnych

V kapitole o metrickych prostorech jsme se jiz zabyvali limitou a spojitosti funkci
vice proménnych. Nyni se budeme zabyvat problémy souvisejicimi s derivovanim.

12.1 Parcialni derivace, derivace ve sméru, total-
ni diferencial
Nejprve si pripomeneme definici parciadlni derivace, kterou jsme si jiz predstavili.

Pak pristoupime k novym pojmutm.

Definice 12.1.1 (Parcidlni derivace). Nechta € RV i € {1,...,N}a f: RN - R
je definovdna na mnozing {a; } X - -+ x {a;_1} x (a; —8,a; +0) x {a;41} x - -- x{an}
pro jisté § > 0. Jestlize existuje vlastni limita

lim f(ala"-yaifhai+h7ai+17"’>aN) _f(a)
h—0 h

)

pak se nazyva parcidlni derivace funkce f podle i-té proménné v bodé a a znaci
se g—i(a) nebo fg,(a). Druhd parcidlni derivace podle proménnjych z; a x; je

definovana vztahem %(%)(a) (pokud mé vyraz smysl) a znaéi se %(a)

nebo f; ., (a). Pokud i = j, prvni verze zapisu se zkracuje na %(a). Pokud i # j,
hovofime o smisen€ parcidlni derivaci. Analogicky pro vyssi parcialni derivace.

Pro Q) C RY otevienou a k € Ny zna¢i C*(Q) mnozinu funkei, které maji
spojité vSechny parcidlni derivace az do fadu k na Q. Opét zaviadime

Cc>Q) = () C*9).

keNy

153
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Poznamka 12.1.2. Je-li {ey,...,e,} kanonickd baze v RY, definiéni vztah pro
parcilni defivaci lze psat jako

of \_ .. flathe)— fa)

9, @) = 8 h

Poznamka 12.1.3. ProtoZe pojem parcidlni derivace byl zaveden za pomoci
funkce jedné realné proménné a jeji derivace, okamzité mame k dispozici arit-
metiku (vlastni derivace) a v nékterych jednoduchych (jednodimenzionalnich z
hlediska vnitfni funkce) pfipadech mame také k dispozici Vétu o derivaci slozené
funkce (Véta 3.3.14.) Pro obecny piipad derivace slozené funkce si pozdéji odvo-
dime takzvané retizkové pravidlo.

Piiklad 12.1.4. (i) Necht f(z,y) = 2 + y* na R?. Pak zde plati

of _
dr

2 2 2 2
o Uy PRI, PI_, PL_0f
Ox2 Oy? Oxdy  Jydx

a rovnéz libovolnad parcidlni derivace fadu 3 a vice je identicky nulova. Vidime
také, ze f € C(R?).
(ii) Necht f(x,y) = rsin(xy) na R2. Pak zde plati

of _ »

= sin(zy) + xy cos(zy) a 3 = z° cos(zy).
Opét se d4 nahlédnout, ze f € C°(R?).
(iii) Necht f(x,y) = (xy)% na R2. Pak pfimy vypocet (pomoci aritmetiky derivace)
déva
af 1

B gx_%yé kdykoliv x # 0.

Oznadime-li nyni pro zafixované y € R funkci g: = — f(z,y), pak g je spojitd na
R a Véta o limité derivaci (Véta 6.3.9) dava

1 0 roy =0
g'(0) = lim fxfgy% =< proy
signy-oo proy # 0.
. . 1 a N 4w )
Protoze pojem parcidlni derivace pfipousti jen konec¢né c¢isla, médme 6—{:(0, 0)=0a

g—;‘(o, y) neexistuje pro y # 0. Uvedené parcialni derivace jsme také mohli pocitat
primo z definice a dostat

Y
aproy #0
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tedy tato parcialni derivace neexistuje. Pro druhou parcidlni derivaci podle x mame

of -3
0z

2
=—5e ys  kdykoliv z # 0.

Snadno opét ziskdme %(0,0) = 0. V'bodech tvaru (0,y), y # 0, neexistuje gi’:
uz jenom proto, ze tam neexistuje g—i. Analogické vysledky plati pro parcialni
derivaci podle y. Snadno se nahlédne, ze f € C(R?) a pro kazdou otevienou

mnozinu 2 C R? plati
fect () < feC™(Q) <= Qneprotini osovy kifz.
Zobecnénim parcidlni derivace je nésledujici pojem.

Definice 12.1.5 (Derivace ve sméru). Necht v € RN, a € RV a f: RV — R
je definovand na mnoziné {a + hv: h € (—4,6)} pro jisté 6 > 0. Pak definujeme
derivaci funkce f ve sméru v v bodé a predpisem

of fla+hv) — f(a)

gy (@)= fimy h ’

pokud limita na pravé strané existuje a je vlastni.

P¥iklad 12.1.6. (i) Necht f(x,y) = 22 +2y%, v1 = (1,1), v2 = (2,0) a a = (1, 1).
Pak

of of
2c b =2hey=ay =2 2 FHL1) =dley=an) =4
Dale 5 ) ) )
1 2(1 -
OF (1) = g UFRF2AER7 =3 GESRT
3111 h—0 h h—0
a
14 2h)2 +2(1+0)2 — AR + 4h?
O (1 1) = pyg L2 F2AH07 28 AhTART
Ovg h—0 h h—0
(ii) Necht
)0 proaxy=0
fl@y) = {1 jinak.

Diky tomu, Ze funkce je konstantné rovna nule na osovém kiizi, okamzité vidime,
ze v pocatku jsou obé parcialni derivace nulové. Stejné zde vyjdou nulové smérové
derivace pro sméry rovnobézné se souradnymi osami. Pokud vS8ak pocitame sméro-
vou derivaci pro ostatni sméry, nespojitost nasi funkce v pocatku se projevi tim,
Ze pfimo z definice odpovidajici smérova derivace neexistuje (vyjdou rozdilné ne-
vlastn{ jednostranné limity).

(iii) Necht f(z,y) = +/|zy|signz. Diky nulovosti na osovém kiizi opét dostavdme

of of

5.(0:0) = a—y(o,o) —0.
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PI‘() v = (].7 ].) dale mame
(9’ V h Sl. Ilh - ()
(:7 :) h.IIl g

Ov h—0 h L

Poznamka 12.1.7. (i) V prvni ¢&sti pfedchoziho piikladu jsme vidéli, Ze pojem
smérova derivace je ponékud zavaddgjici, nebot hodnota této veli¢iny zavisi nejen na
sméru vektoru, viéi kterému se poc¢itd, ale také na jeho délce (porovnejte %(1, 1)
a 2L(1,1)).

(ii) Funkce z prvni éasti pfedchoziho pfikladu naznacuje, Ze by mohl platit vzorecek

of _ $ of ., (12.1.1)

nicméné zbylé casti prikladu ukazuji, Ze tento vzorecek platit nemusi ¢i dokonce
odpovidajici smérova derivace nemusi existovat (tfebaZe existuji obé parcidlni de-
rivace).

(iii) Existence %(a) zfejmé zarucuje, ze restrikce funkce f na mnozinu {a+tv: v €
(—0,0)} je spojitd v bodé a. Druhd éast pfedchoziho pfikladu ukazuje, Ze ve spo-
jitost v dalsich smérech obecné doufat nemuzeme.

Nez pfistoupime k teorii, ktera se bude zabyvat platnosti vzorce (12.1.1), uka-
Zme si je$té, Ze ani vztah existence derivace (zde parcidlni, ¢i dokonce ve vSech
smérech) a spojitosti neni tak jednoduchy, jako tomu bylo v jednodimenzionalnim
piipadé.

P¥iklad 12.1.8. Necht f: R? — R? je definovana nasledovné (pouzivame zkra-
cené znaceni {z < 0} := {(x,y) € R?: x < 0}, atd., srovnejte téz s Obrazkem
12.1)

0 na {z <0} U {y <22} U {y > 422}

1 na {z > 0A22% <y <322}

afinni vy na {x >0A2%<y<22%}

afinni vy na {x >0A 322 <y < 42?%}.

flz,y) =

Vysledna funkce je spojita vsude kromé pocatku. Ziejmé ma v pocatku nulové
parciélni derivace (diky nulové hodnoté na osovém kiizi). Dokonce jsou v pocatku
nulové derivace ve vSech smérech. Skutecné, kazdy paprsek vychazejici z pocatku
zacing ¢asti kladné délky, kterd lezi v mnoZzing, kde f = 0 (a nespojitost v po¢atku
souvisi s tim, Ze tyto ¢asti jsou na jednotlivych paprscich nestejné dlouhé). Piiklad
by Sel predélat tak, aby i v ostatnich bodech existovaly derivace ve vsech smérech
(pokud bychom ,obrousili hrany*).

Definice 12.1.9 (Gradient). Necht f: RN — R, a € RY a existuji vSechny par-
cidlni derivace funkce f v bodé a. Pak gradient funkce f v bodé a je definovan

predpisem 5 5 5
). 2 ). 2 w).

8x1 a)7a$2 7.”’({91']\]

Vf(a) := (
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Obrazek 12.1: Ilustrace k definici funkce, kterda ma v pocatku vSechny smérové
derivace, ale neni tam spojité.

Analogicky pro f: RN — R™ zavadime gradient

@ @ - g

Lo R o R
Vi=| " ’ ,

F@ Y@ o fE@

existuji-li jednotlivé parcidlni derivace. Funkce f: RY — R™ je tiidy C*(Q;R™)
pro k € Ng U {oo}, jsou-li viechny jeji slozky tiidy C*(Q). Vidy se zkracuje
Ck(Q;RY) na C*(Q), C°(Q;R™) na C(Q;R™).

Definice 12.1.10 (Totalni diferencial). Necht f: RY — R je definovana na néja-

kém okoli bodu a € RY. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a totdini diferencidl,
jestlize existuje takova linearni funkce L: RV — R, Ze

i F@ 1) = £(a) — L

=0.
h—0 17l

Uvedenou linearni funkci L nazyvame totalnim diferencidlem funkce f v bodé a a
znacime ji df(a).

Poznamka 12.1.11. (i) Protoze na RY jsou viechny normy ekvivalentni, je jedno,
kterou z nich v definici totalniho diferencidlu pouzivame.

(ii) Pro N = 1 jsme si jiz totdlni diferenciél predstavili. Existuje pravé tehdy, kdyz
existuje vlastni f’(a), a totdlnim diferencidlem je zobrazeni h — f’(a)h. VSechny
tyto poznatky plynou ze vztahu

g L@+ 1)~ f(a)

_ . fla+h) = fa) = f'(a)h
lim N = f'(a) = lim

h—0 h =0

(iii) V definici totalniho diferencidlu je nutné trvat na slové ,linedrni* v pravém
slova smyslu (nulovd hodnota v po¢atku), nikoliv ,afinni“.
(iv) Protoze linearni funkce na RY se daji charakterizovat jako skalarni sou¢in
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argumentu s jistym A € RY (tedy Lh = A - h pro vsechna h € RY), existence
totalniho diferencialu je ekvivalentni existenci A € RV splitujiciho

i f@ 1) = f(@) = A~

=0.
h—0 12l

V tomto pfipadsé je totalni diferencidl df(a) déan predpisem df(a)(h) = A - h.

(v) Podobné jako se d& existence vlastni derivace v jednodimenzionalnim piipadé
geometricky interpretovat existenci tecny ke grafu, totalni diferencial souvisi s exis-
tenci te¢né nadroviny ke grafu.

(vi) Totalni diferencial se d4 zavést i pro f: RY — R™. Vyse uvedenou definici
pouzijeme na jednotlivé slozky. Totalni diferencial je v takovém pripadé linearni
zobrazeni z RY do R™.

V dal$im se nemusime piipadem f: RN — R™ pfili§ zabyvat, nasledujici teorie
se vybuduje pro pripad m = 1 a v pfipadé potfeby se pouzije na jednotlivé slozky
vektorovych poli.

Véta 12.1.12 (O vlastnostech plynoucich z existence totalniho diferencilu). Ne-
cht f: RN — R md totdlni diferencidl v bod¢ a € RY. Pak

(1) v bodé a existuji vSechny parcidlni derivace a plati df(a) = Vf(a) (presnéji
df(a)h = Vf(a)-h pro vsechna h € RY)

(ii) ewxistuji derivace ve vSech smérech a plati pro né af( )=V f(a)-v

(iii) funkce f je spojita v bodé a.

Diikaz. Nejprve dokazme ¢asti (i) a (ii). Zafixujme v € RY. Pak z definice totalniho
diferencialu a jeho linearity mame

8v h—>0 h

_ i £10 ) = (@) = df @) o] | 4 @) (ko)
7m0 7o h h

=0+df(a)(v).

Proto existuje %(a). Volba v = e; davé v pfedchozim vypodtu %(a) =df(a)(e;)
a z linearity df(a) pak dostévame

97 (@) = df(a) (Z vzez) szdf ZN:vl Of (4
ov P axz
=V/f(a)-v
Tteti ¢ast plyne z vypoctu

(f(a+h) — f(a) —df(a)(h)
il

kde jsme vyuzili nasledujici odhad zaloZeny na Cauchy—Schwarzové nerovnosti

df(a)(h)] = [V f(a) - hl < IV f(a)[[ln]] = ClAll

lim (f(a+h)— f(a)) = lim

h—0 h—0

Al +df(a)(h)) = 00,
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Piiklad 12.1.13. (i) Zkoumejme existenci totalniho diferencidlu v pocatku pro
funkci f(z,y) = ? + y2. Pokud totaln{ diferenciél existuje, podle pfedchozi véty
uzce souvisi s gradientem. Spocitejme proto

of of

—(0,0)=0 —(0,0) =0.

S00=0 a oo
Jedinym kandiddtem na totdlni diferencidl je proto zobrazeni L: (hi, hg) — 0 -
h1 +0-ho = 0. Mame pro néj

_ f(0O+hy,0+hs)— f(0,0)=Lh . K2+h2—0-0
lim =lim ————
h=0 Il h=0 ]

hi + h3

= lim ————= =0
h—0 \/h? + h3
Tim jsme ovéfili, Ze se skuteéné jedné o totélni diferencial. Tedy df(0,0) = 0.
(ii) Zkoumejme existenci totdlniho diferencidlu v pocatku pro funkci f(z,y) =
xy. Pfimo z definice spocitdme

of of

7,00 =0 a  5.0.0)=0.

Pro jediného kandidata L = 0 na totalni diferencial pak mame
SO+ h1,0+hy) — f(0,0) — Lh /hiho
il ol

Limita posledniho vyrazu pro h — 0 vSak nemuze byt nulova, coz snadno nahléd-
neme v situaci h; = ho. Totalni diferencidl proto neexistuje.

Druhé ¢ast predchoziho pfikladu ndm pravé ukazala, ze v posledni vété se
implikace nedaji obratit. Postacujici podminka pro existenci totalniho diferencialu
proto vyzaduje vice nez jen existenci parcidlnich derivaci a spojitost.

Véta 12.1.14 (O postacujici podmince pro existenci totalniho diferencidlu). Necht
f:RY 2 RaacRV,

(1) Md-li f na jistém okoli bodu a omezené parcidlni derivace, pak je v ném spojitd.
(ii) Md-li f na jistém okoli bodu a parcidlni derivace a ty jsou spojité v bodé a,
pak v ném md totdlni diferencidl.

Diikaz. Z duvodu zjednoduseni zapisu dikaz provedeme jen pro N = 2. Ve vyssi
dimenzi se postupuje analogicky.

Dokazme nejprve ¢ast (i). Necht G := (a3 — d,a1 + ) X (ag — d,a2 + 9) je
podmnozinou okoli uvedeného ve znéni véty a K > 0 je konstanta, kterd na ném
omezuje vSechny parcialni derivace. Pokud y € G a y; # a1 a y2 # as, pak podle
Lagrangeovy véty o piirastku funkce (Véta 6.3.3) méme

|f(y1,92) — flar,a2)l = [f(y1,92) — fla1,y2) + flar,y2) — f(a1,a2)]
- %‘fl(&,yz)(yl —a1) + 8%(“1’52)(92 — as)

< Ky — aa| + Klyz — ag| < 2K]ly — af
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(rozmyslete si, pro¢ jsme mohli Lagrangeovu vétu pouzit). V pripads, kdy y a a se
lisi jen v jedné soutadnici, snadno dostaneme |f(y1,y2) — f(a1,a2)| < K|y — al|
Z nagich odhadu plyne spojitost f v bodé a.

Dokazme ¢ast (ii). Zvolme ¢ > 0. Pak existuje § > 0 takové, Ze pro y € G :=
(a1 — d,a1 + 0) X (az — d,az + J) plati

9f (-9 Of (,y_9f

81‘1 y 81‘1 81‘2 y 8332
Pro libovolné y € G takové, ze y; # a1 a y2 # as pak podle Lagrangeovy véty
mame

(a)’<6 a (a)‘<s.

7n8) = Flan,2) = (5@ — )+ 5L @) — )|

= |7 (1.92) = Flar.y2) + f (a1, 2) = S a1, 2)

(Lo -+ L@ )]
= |t mmn a0+ 301, 8)( — 0o

A @)+ 2 @ - )
(L ) - 5 (ar,02)) 1 — )

" (%(ahfﬂ - %(ah%))(yz ~a)|

< ey — ar| +ely2 — az| < 2|y — al|.

V pripadé, kdy y a a se lisi jen v jedné souradnici, stejny odhad ziskdme jesté
jednoduseji. Protoze € bylo libovolné, ovérili jsme definici totalniho diferencialu

funkce f v bodé a. O
P¥iklad 12.1.15. (i) Pro funkci f(x,y) = 22 + y? plati

of of

9 _y 9L _ 9y,

ox . y Y

Protoze funkce (r,y) + 2z a (x,y) — 2y jsou spojité na R?, funkce f ma totalni

diferenciél na R2.
(ii) Pro funkci f(z,y) = xy plati (pouzivame Piiklad 12.1.13)

3,
3*3/\;% pro a; # 0
1

of
%(a) =0 proa; =0aa; =0
neexistuje proa; =0aas #0
: _ v
o7 = 3¢/ pro ag # 0
@(a) =0 proa; =0aas =0

neexistuje pro a; # 0 a as = 0.
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Mimo osovy kiiz jsou parcialni derivace spojité, a proto zde existuje totalni dife-
renciadl. Na osovém k¥izi vyjma pocatku vzdy jedna parcidlni derivace neexistuje,
a proto zde neexistuje totalni diferencidl. Zbyva vysSetfit existenci totalniho dife-
rencidlu v pocatku, ale to uz jsme ucinili v Pfikladu 12.1.13.

Protoze totalni diferencial je reprezentovan gradientem, pro ktery plati aritme-
tika derivace, Ctenéfe jisté nepfekvapi, ze podobna aritmetika plati i pro totalni
diferencial (Gplné ziejmé to ale neni, musime ovéfit pozadovanou aproximaéni
vlastnost).

Tvrzeni 12.1.16 (Aritmetika totalniho diferencidlu). Nechf f,g: RV — R, a €
RV a existuji totdlni diferencidly df(a) a dg(a). Pak

(i) d(f + g)(a) = df(a) + dg(a)

(ii) d(fg)(a) = g(a)df(a) + f(a)dg(a)

(iii) pokud navic g(a) # 0, pak dg(a) = g(a)df(';)f‘._(j)(a)dg(a).

Diikaz. Dukaz prvni ¢asti tvrzeni je trividlni. Druha ¢ast plyne z identity

fla+h)g(a+h) = f(a)g(a) — g(a)df(a)h — f(a)dg(a)h
= fla+h)gla+h)— fla+h)g(a) + f(a+h)g(a) — f(a)g(a)
—g(a)df(a)h — f(a)dg(a)h
fla+h)(gla+h) —g(a)) = fla)dg(a)h + g(a)(f(a+h) = f(a) — df(a)h)
= fla+h)(g(a+h) —g(a) —dg(a)h) + (f(a) — f(a + h))dg(a)h
+9(a)(f(a+h) = f(a) —df(a)h)

(u druhého ¢lenu na predposlednim fadku pfipomeiime, Ze existence totalniho dife-

rencialu implikuje spojitost, dale ¢initel dg‘l(,f”)h je omezeny diky linearité totalniho

diferencialu).
Ditikaz treti ¢asti, diky jiz dokézané druhé ¢asti, plyne z rovnosti
1 1 dgla)h _ g¢*(a) —g(a)g(a+h)+g(a+h)dg(a)h
gla+h) gla)  g*(a) g*(a)g(a+h)
a

9*(a) = gla)g(a+ h) + g(a+ h)dg(a)h
= g(a)(g(a) —g(a+ h) +dg(a)h) + (g(a + h) — g(a))dg(a)h.
O
P¥ipomeiime, Ze celd dosavadni teorie se dala délat pro zobrazeni z RY do R™.

Postupovali bychom po jednotlivych slozkach. Tato metoda se vSak neda pouzit
na vysledky o slozenych zobrazenich.

Véta 12.1.17 (O totalnim diferencialu slozeného zobrazeni). Necht f: RN —
R™ md totdlni diferencidl v bodé a € RN a g: R™ — RF md totdini diferencidl
v bodé f(a). Pak funkce g o f md totdalni diferencidl v bodé a a plati pro néj

d(g e f)(a) = dg(f(a)) o df(a)
(neboli d(g o f)(a)(h) = dg(f(a))(df(a)(h)) pro vsechna h € RY).
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Dikaz. Pro jednoduchost znaceni pisme b = f(a). Diky existenci dil¢ich totalnich
diferenciali existuji funkce ¢: RV — R™ a 1: R™ — R¥ splitujici ¢(0) = 0,
¥ (0) = 0 (pozor, pokazdé se jedna o pocatek v jiném prostoru),

fla+h) = f(a)+df(a)(h) + ¢(h) pro viechna h € RV
g(b+1) = g(b) +dg(b)(1) + (1) pro viechna [ € R™
a
o) llrm I Dllre

Proto mame

g(f(a+h)) =g(b+df(a)(h) + ¢(h))
9(b) +dg()(df(a)(h) + ¢(h)) + P(df(a)(h) + ¢ (h))
)

= 9(b) +dg(b)(df(a)(h)) + dg(b)(w(h)) + P(df(a)(h) + @ (h)).

Diky linearité zobrazeni dg(b) a prvni ¢asti (12.1.2) dostavame

0 < tim 14O lzx _ - o(B)
h—0 Hh”RN h—0 Hh”RN

=0.

Koneé¢né, pokud df(a)(h)+¢(h) # 0 (v opa¢ném piipadé neni co dokazovat), pak

[¢(df(a)(R) + p(rW)llre _ [¥(df(a)(h) + o(h))|lrx [[df(a)(R) + o (h)]

1l [df(a)(h) + @(h)]|rm 1Pl

Snadno se nahlédne, ze druhy ¢initel na pravé strané posledni rovnosti je omezeny
a prvni ¢initel konverguje do nuly pro ||h|jgy — 0. Celkové jsme ukazali

lg(f(a+h)) = g(f(a)) — dg(®)(df(@)(h)]ex _ 4

[7llpn —0 |h]|r~

Rm

O

Protoze totalni diferencial je reprezentovan gradientem a skladani linedrnich
zobrazeni odpovida soucinu reprezentujicich matic, z predchozi véty okamzité do-
stavame nasledujici vysledek.

Véta 12.1.18 (Retizkové pravidlo). Necht f: RN — R™ md totdlni diferencidl
v bodé a € RN a g: R™ — R md totdlni diferencidl v bodé f(a). Pak pro kazdé
ie{l,...,N} plati

D90 8) 09 o s
o ()= X 5, @5, 0)

Priklad 12.1.19. (i) Necht F(z1,22) = arctan /1 + 2% + 3. Pak

OF 1 o/1+ai+a3 1 T a RZ.

Owy  1+1+a2%+a3  O0n 2+a3+a3 \[T+al+43
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(ii) Necht f(z1,22) = (21+23, 2129, 21) a g(y1, Y2, y3) = Y1y2y3. Pak na R? mame
dgof), . Og df1 dg dfa dg dfs
8:61 Y= 6y1 a))8x1 (CL 8y2( a))al‘l “ 8y3( “ 8$1 (a)
=alay -1+ (a2 + a1a3) - as + (a3as + a1ad) - 1.
(iii) Pfevedeme si gradient do polarnich soufadnic. Necht u € C!(R?) pracuje
s proménnymi z,y a mame x = rcosy, y = rsing pror > 0 a ¢ € (0,27).
Spoéitdme Au pomoci a(r, ) = u(x(r, @), y(r, ¢)). Plati
01 _oudr oudy _ou o ou
or  Odxor 0Oyor Ox v y v
ou _Qudr  Oudy _ @(frsin )+ %rcos
dp O0xdp 0Oydp Ox v Oy v

sin

Vynésobime-li prvni vztah vyrazem cos ¢ a druhy vyrazem £,

po secteni zis-

kédme vyjadreni g—;. Podobny trik pouzijeme pro ziskani %' Dostavame
Oou 01 10a .
9 = oy 08P~ ;%Sln(p
Oou 0u . 104
(r“)iy = Esmgp—&— ;%COSQ@.

Dalsim klasickym vysledkem, ktery se da rozsifit do vyssi dimenze, je Lagran-
geova véta o prirtistku, nékdy téz Véta o stfedni hodnoté (Véta 6.3.3.) V jedno-
dimenziondlni sitiuaci jsme pracovali na intervalu. Zde se jako pfirozeny ukaze
nasledujici typ mnoziny.

Definice 12.1.20 (Konvexni mnozina). Rekneme, Ze mnozina A C RY je kon-
vexnt, jestlize pro kazda x,y € A a A € [0,1] plati Az + (1 — \)y € A.
Poznadmka 12.1.21. (i) Plati Az + (1 — Ny =y + Az — y).

(ii) Jsou-li z,y pevné zvolené a x # y, pak mozina {A\z + (1 — M)y} je tsecka
spojujici body x a y. Prvky z uvedené mnoziny nazyvame konvexni kombinace
prvki z a y.

(iii) Rozmyslete si, ze konvexita je také ekvivalentni podmince

k k
EENAD, ..,k €ANAL,.  MEIAD N=1 = > €A
j=1 j=1

(iv) Konvexita funkce f: R — R je ekvivalentni tomu, Ze je konvexni jeji nadgraf,
tedy mnozina vSech (z,y) € R? takovych, ze y > f(z).

Véta 12.1.22 (O stiedni hodnoté). Necht A C RY je oteviend konverni mnozina
a f: RN — R md totdlni diferencidl na A. Pak pro vsechna a,b € A, a # b,
existuje 6 € (0,1) takové, Ze

f() = fla) =df(a+0(b—a))(b—a)=Vfla+00b—a)) (b—a)

=Y ——(a+6(b—a))(b; —aj).
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Diikaz. Definujme pomocnou funkci
F(t)= fla+tb—a)).

Pak F = fog, kde g: t — a + t(b — a) je nekoneénékrat spojité diferencova-
telnd na [0, 1]. Potom diky Vété o totdlnim diferencidlu slozeného zobrazeni (Véta
12.1.17) m4 funkce F' totalni diferencial (tedy vlastni derivaci) na [0, 1] a plati

N N
#0)= 3 29wy = 30 (a0 - )ty — ).
j=1 "

O

12.2 Derivace a totalni diferencialy vyssich radua,
Taylortv vzorec

Jak uvidime pozdéji, vyssi (zejména druhé) parcidlni derivace maji velky vyznam
pfi klasifikaci lokalnich extrému funkci vice proménnych. V pfedchozim textu si na
*f . 9*f
E)miaacj - OIJQJL’,,
se Tika zdmeénnost parcidglnich derivaci a pri vypoctech nam muze usetfit mnoho

casu. Nanestésti neplati obecné.

piikladech ¢tenai mohl povSimnout, Zze ¢asto plati . Tomuto jevu

Priklad 12.2.1. Definujme

~ Jzy pro|z| < |yl
. y) = {0 jinak.

Pak snadno nahlédneme, Ze

of . of of of,
Odtud o o
5yom (0:0) = 1£0= 525-(0,0).

Dostate¢né hladké funkce vsak zdménnost parcialnich derivaci spliiuji.

Véta 12.2.2 (O zadménnosti parcidlnich derivaci). Nechf @ C R? je otevrend
mnoZina a f € C?(Y). Pak md f na  zdménné druhé parcidlni derivace.
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Ty Ty

Ty Ty

Obrazek 12.2: Nacért k definici funkce porusujici zdménnost parcidlnich derivaci
v pocatku.

Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze pracujeme v pocatku. Existuje
d > 0 takové, ze (—0,9) x (=6,0) C Q. Pro h,k € (0,6) definujme funkce

Qi) = 5 (£ ) = (1,0) = F(0,) + £(0,0))
ity = LR =100

Zafixujme nyni h,k € (0,d). Pak podle Lagrangeovy véty existuji & € (0,h) a
&s € (0, k) takova, ze plati

l(ﬂmm;fmﬁy_ﬂQM;ﬂum):%@Mm—wam)
%(51,0)) Byéfx (&1,82).

= @2(51) = %(@(fuk) -

Podobné dostaneme

(ﬂhmhﬂam_fmm;fQM)zlw“@_wwD
gf (0, 53)) = g (€4,83)-

Qb = ¢

=P (83) =

L% hes) -

0y

Ze spojitosti druhych parcidlnich derivaci v pocatku nyni plyne, ze jsou-li h, k
dostatecné malé, mame

of

2 2
-l o! g 60.60) — o (0.0)] <

@8- 500 <s |50

Protoze jsme vySe ukazali %(51,@) = g—a’;(@,fg), nyni jiz snadno obdrzime
dokazovany vysledek. O
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Disledek 12.2.3. Necht Q@ C RN a f € CF(Q) pro k > 2. Pak jsou viechny
parcidlni derivace k-tého Tadu zdmeénné.

Drikaz. P¥edchozi véta dava zdménnost druhych parcidlnich derivaci v RY (sku-

Cow v o 9%F P “ .
tecné, pri vypoctu 5~ 9; Jsou zafixované vSechny proménné az na x; a x;). Déle
podle predchoziho vysledku pfi postupném parcidlnim derivovani umime prohodit
poradi dvou po sobé nasledujicich parcidlnich derivaci. O

Véta 12.2.4 (Taylortv vzorec). Necht a € RN, § >0, m € N, f € C"(Us(a))
aa+h €Us(a). Pak existuje 6 € (0,1) takové, Ze

Noaf 1 K oy
fla+h) = f(a) + 12::1 Dz, (a)hs, + ii ;1 m(a)hilhm
N
1 omf
+...+mi Zﬁ:=178mil.”amim(a)hil...him
N
1 anL-l-lf
Tl > T T (a+O0h)hiy .. hi, .,

i1,y imyp1=1

Diikaz. Pro t € [0,1] definujme ¢(t) = f(a + th). Pak uz vysledek plyne z fe-
tizkového pravidla (Véta 12.1.18) a (jednodimenzionalni) Véty o odhadu chyby
Taylorova polynomu (Véta 6.8.10). O

Definice 12.2.5 (Totalni diferencial fadu k). Necht f € C*(Us(a)). Totdlnim
diferencidlem tadu k prislusejicim funkci f v bod€ a nazyvame k-linedrni funkci
(zobrazuje RV* do R)

oFf
a* Rl hR) = ———(a)h} ...hE.
J@@® . W)= Y (@)l b
Definice 12.2.6 (Multiindex). Necht N € N je pevné. Multiindezem nazjvime
N-tici nezédpornych celych ¢isel a = (asq,...,ay). Cislo
la| =1+ +ay

se nazyva vyska multiinderu. Pro multiindex «, f € Cl*/(Q) a 2 € RY zavadime
znaceni

olal f || |a]!
« o a0 aN —
DY = ———— =ity a ( )_061!- E

- ag an
0z ... 0z} « cLap!
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Poznamka 12.2.7. Taylortuv rozvoj lze pfi naSem novém znaceni psat ve tvaru

fla+h) = f(a)+ |az—1 @) D f(a)h® + % 2 (Z) Df(a)h®™ + ...

+% 3 (Z)Daf(a)ho‘

" al=m

" (mi o2 (mct 1)Daf (a4 OnI".
" lal=m+1

Jinou moznosti je zapis pomoci diferencialti vyssich rada

1
(k+1)!

k
fla+h) = f(a)+ Z %dif(a)(h, coo )+ d**1 f(a+ 6n)(h,...,h).

Cviceni 12.2.8. Dokazte si zobecnéni binomické véty

n 7
(hi+ho+---+hy)" = |Z (a)ho‘ se znacenim h := (hy,...,hn).

12.3 Potencial vektorového pole

V dalsim si predstavime analogii pojmu primitivni funkce pro funkce vice pro-
ménnych. Novy pojem budeme dale studovat a ukazeme si, jak se pouzivaji jeho
vlastnosti pfi feseni diferencidlnich rovnic.

Definice 12.3.1 (Potencial vektorového pole). Vektorové pole T'= (17, ...,Tn):
RY — RN nazjvame potencidlni na oteviené mnoziné Q C RY, jestlize existuje
funkce U: RN — R takova, ze
ou
8:@ B

T; na Q pro vSechna i € {1,...,N}.

Funkci U pak nazyvame potencidlem vektorového pole T'.

Je zfejmé, ze pricteme-li k potencidlu vektorového pole T libovolnou aditivni
konstantu, vysledna funkce je také potencidlem vektorového pole T. Na druhou
stranu pokud vezmeme Q = Q1 Uy, kde 27 = (0,1) x (0,1) a Q2 = (2,3) x (0,1)
aT =(0,...,0), pak jakdkoliv funkce tvaru

U C7 na )
Cy mna o,

kde C'1, Cy € R, je potencidlem vektorového pole T'. Neni tedy obecné pravda, ze by
potencial byl uréen jednozna¢né az na (jednu) aditivni konstantu, jak jsme tomu
byli zvykli u primitivni funkce (kterd je jednorozmérnym piipadem potencidlu).
Tento typ jednoznacnosti nam nabidne vhodné zvoleny typ mnozin.
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Definice 12.3.2 (Souvisl4 mnozina). Mnozina Q C RY se nazyva souvisld, jestlize
kazdé jeji dva body lze spojit lomenou ¢arou tvorenou konec¢nym poctem tsecek,
které celé lezi v ©. Mnozina Q C RY se nazjva oblast, je-li oteviend a souvisla.
Oblast  C RY se nazjva jednoduse souvisld, je-li souvisly také jeji doplnék.

Véta 12.3.3 (O nejednoznacnosti potencidlu na oblasti). Necht vektorové pole
T md na oblasti Q C RN potencidly U; a Uy. Pak existuje C € R takové, Ze
U,=U; +C.

Diikaz. Staci ukazat, Ze funkce s nulovymi parcidlnimi derivacemi na 2 musi byt
konstantni. Zvolime-li libovolné dva body v 2 a aplikujeme-li Vétu o stfedni hod-
noté (Véta 12.1.22) na jednotlivych segmentech jim odpovidajici lomené ¢ary z de-
finice souvislé mnoziny, okamzité dostavame, ze tyto body maji stejnou funkéni

hodnotu. O

Poznamka 12.3.4. Piipomenme, Ze v teorii primitivnich funkci jsme pracovali
jen na otevienych intervalech v R. Jednalo se tedy o oblasti a dosazené vysledky
stran nejednoznacnosti primitivni funkce odpovidaji nasim vysledktim o nejedno-
znacnosti potencidlu.

Podobné jako nemusi existovat primitivni funkce, nemusi existovat ani poten-
cial. Skutecné, protoze je pojem parcidlni derivace odvozen od derivace klasické,
snadno si rozmyslime, Ze pro existenci potencidlu je nutné, aby funkce

x1 = f(x1,...,2N), 2+ f(z1,...,2N), ..., an+— f(z1,...,ZN)

mély Darbouxovu vlastnost na intervalech odpovidajicich , propichnuti“ mnoziny
Q v predpisech uvedenych funkci. Mame vsak jesté jednu nutnou podminku, ktera
pozaduje jistou provazanost jednotlivych slozek vektorového pole T.

Véta 12.3.5 (Nutna podminka existence potencialu). Necht Q C RY je oteviend
mnoZina a T € CY(Q;RN). Md-li T potencidl na ), pak plati
orT; 0T}
&rj o ({91'Z

na Q pro vechna i,j € {1,...,N}.
Dikaz. Pokud existuje potencial, podle pfedpokladu mé spojité vsechny parcialni
derivace druhého fadu. Ty jsou proto zdménné a mame
oT; 02U B U 0Ty
&rj o 81']8.%@ - 85618.%] o 8;101
na € pro vSechna 4,5 € {1,...,N}. O

Nyni si vyslovime a dokadzeme postacujici podminku pro existenci potencialu.

Véta 12.3.6 (Postacujici podminka existence potencidlu). Necht Q@ C RY je ote-
vieny interval (tedy kvddr v pripadé omezenosti), T € C'(Q;RY) a
or;  JT;
&rj o ({91'Z

na pro vechna i,j € {1,...,N}.

Pak ma vektorové pole T potencidl na €.
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Diikaz. Podrobny diikaz provedeme jen pro pfipad N = 2. Jeho rozsifeni do obecné
dimenze okomentujeme na konci.
Krok 1: konstrukce potencidlu v R2.

Oznatme («, ) x (0,7) := Q a zafixujme bod (a,b) € Q. Definujme pro kazdé
(z,y) €

z Yy

Ula,y) = / T1(s,b) ds +/ Ty(a, 1) dt.

a b
Definice je korektni, protoze funkce s — Tj(s,b) je spojitd na («, 8). Podobné pro
druhy integral. Zbyva ukazat, ze 8—5 =T a aU = T, na ). Tento vysledek plyne
7 rovnosti

o [ o [Y

e Ty (s,b)ds = Ty (z,b), %/b To(x,t)dt = Ty(x,y) — Ti(z,b) (12.3.1)
2/IT(sb)ds—o é/yT(gmf)dﬁ—T(x ) (12.3.2)
ay ., 1o, - Y ay . PACT) = 12(7,Y), (g

jejichz platnosti se budeme zabyvat ve druhém kroku.

Krok 2: dtikaz pomocnych formuli (12.3.1) a (12.3.2).
Prvni rovnost v (12.3.1) a obé rovnosti v (12.3.2) okamzité plynou z Takzvané
hlavni véty diferencidlniho a integrélniho poc¢tu (Véta 7.5.12). Dokazme zbyvajici

_ 9Ty
= 5, mame
T

Y 0Ty Y oT,
Ty (x,y) — T x,b:/ —(x,t dt:/—x,t dt
1( y) 1( ) , ay( ) b ax( )

Zbyva tedy ukazat
o [Y Y oT,
— T: t)dt = —(x,t)dt
895/1, Q(Ia ) A O ('T7 ) )

lim [ (TQ(“T Tht) = Thl@?) %(x,t)) dt = 0.

h—0 Jp h ox
V posledni rovnosti mtizeme na zlomek uvnitf integrandu pouzit Lagrangeovu vétu
o pfiristku funkce (Véta 6.3.3) a pro kazdé ¢ leZici mezi b a y dostaneme &; lezici
mezi 0 a h takové, ze

TQ(I’ + h7 t) - T2(1'7 t) 8T2

h ox

Nyni si staci uvédomit, ze spojitost % implikuje stejnomérnou spojitost 88% na
kompaktech (v naSem pfipadé za kompaktni mnozinu vezmeme tfeba [z —J, x4 ] x

[min{b, y}, max{b,y}] pro § > 0 dostateéné malé). Ukazali jsme, Ze k zadanému
€ > 0 mame pro h hostatecné blizko k pocatku

‘/ T2 + h, t) To(z,t) GTQ( ,t)) dt‘

neboli

( +'Sta )

ox

‘/ al (o4 &0t) — 220, 0)) | < \/byedt\ = |y —ble.
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7Z toho plyne pozadovany vysledek.
Krok 3: Modifikace pro obecnou dimenzi.
V obecném pripadé potencial konstruujeme predpisem

T T2
U($1a---,$N):/ T1(517a27'~'7an)d51+/ Ty(x1, 82,a3,...,a0,)dsy

al az
TN
+"'+/ Tn(z1,...,xNn-1,5n)dSN.
an
Zbytek diikazu v obecné dimenzi pfenechédvame ¢tenafi na rozmyslenou (podrobné
se zabyvejte pfipadem N = 3 a v8e Vam bude jasné). O
V predchozim vysledku neni mozné interval nahradit za libovolnou oblast, jak
ukazuje nasledujici priklad.
P#iklad 12.3.7. Necht vektorové pole T': R? — R? je na R2\ {(0,0)} je definovéno
predpisem
Y x
T = (2 ).
Pak T € C*>(R?\ {(0,0)}; R?) a navic
(9T1 y2 — IEQ aTQ

oy @4y o

Pokud by existoval potencial U na R?\ {(0,0)}, muselo by pro néj platit podle
Newtonovy formule

0=U1,1)~U(-1,1) + U(~1,1) — U(~1,~1) + U(~1,~1) - U(1, 1)

+U(1,-1)-U(1,1)

1 1 1 1
:/ Tl(s,l) d8+/ TQ(_].,t)dt_/ Tl(S,—l)dS—/ TQ(].,t)dt

1 1

-1 - -1

1 1 1 1
-1 -1 1 1
- [ — 4 A ——as— | ——a
,/_11+52 S+[11 t2 /_11+52 5 /_11+t2

1
-1 ™
—4 —_ds=—4F—_9
/11+52 5 2 T

a mame Spor.
Ukazme si jesté techniku hledani potencialu.
Piiklad 12.3.8. Necht vektorové pole T: R? — R? je na R? definovano pfedpisem
T(x,y) = (5z*y + 22%y%, 2° + 2ty + 2y)-
Protoze T € C'(R?;R?) a navic zde plati

A5ty + 223y?)
Ay

(2% + xty + 2y)
Ox ’

= 5at 4 42y =
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pole T mé na R? potencial U. Protoze %—g = 5aty + 223y2, pro zafixované y € R
mame

1
U@w%=/@fy+2ffﬁm=x%+§r%2+0@)

Konstanta C(y) zavisi na y € R a lze ji chapat jako funkci y — C(y). Abychom ji
urdili, vyuzijeme druhou podminku

o 5 1,..4,2 C
x5+x4y+2y=%: (my+22yy RO s ety s ),

Odtud C’(y) = 2y, a proto C(y) = y% + C, kde C € R. Celkové méame
1
Ulz,y) = x5y + §x4y2 +y*+C na R?.
Mohli jsme také postupovat integraci obou slozek T7, Ts

1
Uleg) = [ Gty + 26%7) do = 2%y + 3a's? + Co),

1
U(z,y) = /(x5 + a2ty +2y)dy = 25y + 55643/2 +y? + D(x),
a odtud porovnanim vysledki
Cly)=y*+C,  D(x)=C.

V nagich budoucich aplikacich na diferencidlni rovnice nebudeme pfimo po-
tfebovat potencidlnost studovaného vektorového pole. Posta¢i nam, bude-li toto
vektorové pole potencialni po pfendsobeni vhodnou (ndm znamou) funkci.

Definice 12.3.9 (Integra¢ni faktor). Necht 7: RN — R je vektorové pole a
Q C RY je oteviend mnozina. Rekneme, ze funkce p: RN — R je integracnim
faktorem vektorového pole T' na mnoziné €2, jestlize uT" je potencialni na Q.

Z Véty o nutné podmince existence potencidlu (Véta 12.3.5) okamzité dosta-
vame nutnou podminku pro integrac¢ni faktor.

Véta 12.3.10 (Nutna podminka pro integra¢ni faktor). NechtQ C RY je otevrend
mnoZina a T € C1(Q;RN) a u € CH(Q) je integracni faktor pole T na §). Pak plati
OT)  OuTy)

on;, ~ om na < pro vechna i,j € {1,...,N}.

Jsou znamé také postacujici podminky pro existenci integra¢niho faktoru. Pro-
toze vsak tyto vysledky neposkytuji explicitni vzorec pro integracni faktor, nebu-
deme pro né mit vyuziti.

Integracni faktor se hleda pomoci metody uhodnuti kombinované s pravé uve-
denou nutnou podminkou. Podrobnosti si brzy ukdzeme v oddile o feSeni diferen-
cidlnich rovnic ve tvaru totalniho diferencidlu. V§imnéme si, ze pro N = 1 mame
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jednu podminku (tedy jednu diferencidlni rovnici) na jednu nezndmou funkci pu,
zatimco pro N > 2 mame na jednu funkci p vice nez jednu podminku, proto lze
ofekavat (a skuteéné tomu tak je), Ze tato tiloha je pfeurdend a obecné v tomto
pripadé integracni faktor nemusi existovat. Naopak, pro N = 1 Ize ukazat, ze inte-
gracni faktor za rozumnych pfedpokladi na hladkost vSech funkci existuje (ovSem
jen lokélné, tedy na jistém okoli daného bodu).

12.4 Véta o implicitni funkci

V nasem dosavadnim vykladu jsme se zatim zabyvali pouze explicitné zadanymi
funkcemi. Casto se vSak v matematice setkdme se situaci, Ze pfimy pfedpis pro
studovanou funkci neumime ziskat. V takovou chvili typicky nemame k dispozici
nic z dosud probrané teorie. Tuto teorii ndm vSak miize zpfistupnit mocny nastroj,
ktery se nazyvéd Véta o implicitni funkci. Uvedme si nejprve nékolik piikladi,
abychom si udélali predstavu o situacich, kterymi se budeme zabyvat.

Priklad 12.4.1. (i) Uvazime-li diferencidlni rovnici

, 2z

y:W7

jedna se o rovnici se separovanymi proménnymi, jejiz fesSeni je na R dano vztahem
y3+y=/(3y2+1)dy=/2xdx:x2—|—0.

Funkce y — y3 + je invertovateln na celém R. Inverzi nazvéme tfeba ®. Piechod
k zapisu
y=o(2* +C)

nam vsSak zadné velké vyhody nepfinese, protoze pokud bychom chtéli vysledek
t¥eba derivovat, vzorecek z Véty o derivaci inverzni funkce, tedy Véty 3.3.16, (ktery
stejné vede jen na y’ = 3y22'11) pozaduje, abychom k zadanému bodu z € R znali
jeho funkéni hodnotu y(x).

(ii) Uvazme podmnozinu R? danou piedpisem

224yt =1

(tedy jednotkovou kruznici v R?). Pokud nés zajima, zda uvedeny vztah definuje
néjakou funkci, uvédomme si, Ze pro x ¢ [—1, 1] neexistuje y € R splitujici pozado-
vany vztah, ¢islim @ = +1 jednozna¢né odpovidd y = 0 a pro z € (—1,1) mame
dvé Yeseni y = ++/1 — z2. Prestoze se na prvni pohled miize zdat, Ze nejlepsi
situace je v bodech x = +1, protoze zde mame jednoznacné urcené feseni, z hle-
diska aplikace diferencidlniho po¢tu je mnohem vyhodnéjsi pfipad = € (—1, 1), kdy
za pomoci vhodné pocéateéni podminky uréime jednoznacnou (alespori na malém
okoli) vétev feSeni a tu pak muZeme t¥eba derivovat.

(iii) Uvazme funkci f(z) = 22 a definujme L(r) jako délku grafu funkce f uvnitf
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kruznice se stfedem v poc¢atku a o poloméru r > 0. Napfiklad pro r = v/2 mame
(pouzivame f(—1) = f(1) =1)

L(V?2) = /11 1+ f2(z)dz = 2/01 V1 + 422 dx.

Vypocet integralu neni prilis slozity (poloZi se 2z = sinht), ale situaci komplikuje
prepocet mezi polomérem a délkou intervalu (—z, z) spliiujiciho

V2242t =,

pfes ktery integrujeme. Tento problém by opét znesnadnil tfeba vypocet

d z(r)
L'(r)= 5/ V1+4x2de = 2/1 + 422(r)2 (r).
—2(r)

(Tento typ tloh se vyskytuje v teorii minimélnich ploch.)

Vsechny tri ¢asti predchoziho piikladu mtzeme shrnout do situace, Ze studu-
jeme funkci z — y(x), kterou nemame danou explicitné, nybrz implicitné vztahem

Fz,y(r)) =0,

kde F je funkce dvou proménnych (v prvni ¢asti predchoziho piikladu méme
F(z,y) = 3 +y — 2% — C, ve druhé F(z,y) = 22 +y> — 1 a ve tfeti F(r,z) =
V22424 —r).

N&s prvni vysledek nam Fika, kdy je moZné vztahem F(z,y) = 0 zadefinovat
funkci z — y(x).

Véta 12.4.2 (O implicitn{ funkci (zdkladni verze)). Necht F: RN*1 - R o € RY
ab € R. Necht F(a,b) =0 a existuje okoli bodu (a,b), kde F je spojitd a funkce
y — F(x,y) je ryze monotonni (pro vechna x stejnym zpisobem). Pak existuji
0, A > 0 takovd, Ze pro kazdé x € Us(a) existuje prdvé jedno y, € Ua(b) splriugici
F(z,y,) = 0. Navic funkce x — y, je spojitd na Us(a).

Diikaz. Necht 7 > 0 je takové, ze funkce y — F(x,y) je na Ur((a,b)) rostouci
(piipad klesajici funkce se vytidi analogicky) a F' je zde spojité.

Krok 1: existence 7.
Zvolme A > 0 tak, aby (a,b— A), (a,b+ A) € Ur((a,b)). Proto

F(a,b—A) < F(a,b) =0 < F(a,b+ A).

Odtud diky spojitosti funkce F' v bodech (a,b— A) a (a,b+ A) déle existuje § > 0
takové, ze pro kazdé x € Us(a) plati (z,b— A), (z,b+ A) € U-((a,b)) a

F(z,b—A) <0< F(z,b+ A).

Proto Darbouxova véta (Véta 6.2.1) dava y, € (b—A, b+ A) splijici F(z,y,) = 0.
Na intervalu (b — A,b + A) je y, jednoznaéné diky ryz{ monotonii funkce y
F(z,y).
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Krok 2: spojitost x +— y,.
Spojitost dokdzeme drobnou modifikaci pfedchoziho postupu. Necht = € Us(a)
a ¢ > 0. Pfipadnym zmensenim e dosdhneme toho, 7e (x,y, — €), (z,y. + &) €
U-((a,b)). Odtud diky spojitosti funkce F' v bodech (z,y, —¢) a (x,y, +¢€) a ryzi
monotonii funkce y — F(z,y) existuje n > 0 takové, Ze pro kazdé ¢ € U, (a) plati
(572/:,: - 5)7 (gayac + 5) S u’r((aa b)) a

F(&yr —¢) <0< F(&,ys +¢).
Nutné pak (diky Darbouxové vété a jiz dokdzané jednoznacnosti) plati
Yo — € < Ye <Yz + €.
O

Poznamka 12.4.3. V aplikacich se nejéastéji setkame se situaci, kdy je monotonie
funkce y — F(x,y) zarufena podminkami

r F
g—y(a, b) # 0, g—y existuje na okoli bodu (a, b) a je v ném spojita.

P¥iklad 12.4.4. V piipadsé tlohy s F(z,y) = 2% + y? — 1 méame

oF
— =2y.

y Y

Predchozi teorii je tedy mozné aplikovat kdekoliv na jednotkové kruznici s vyjim-
kou bodu (—1,0) a (1,0).

Poznamka 12.4.5. Véta o implicitni funkci (Véta 12.3.6) se ¢asto aplikuje na
geometrické problémy. Kupiikladu v roviné nemé x-ova osa nijak odliSnou funkci
od osy y-ové. Proto v predchozim pfikladu neni nijak nepfirozené pokuset se vyja-
dfovat proménnou x pomoci proménné y. V takoveé situaci o aplikovatelnosti Véty
o implicitni funkci rozhoduje podminka

oF

a teorii je mozné aplikovat na jednotkové kruznici s vyjimkou bodi (0, —1) a (0, 1).

Véta 12.4.6 (O derivaci implicitni funkce (zékladni verze)). Nechf F: RN*1 - R,
k € NU{oo}, a € RN, b € R. Nechf F(a,b) = 0, eristuje okoli bodu (a,b), kde
F je tridy C* a %—Z(a,b) # 0 (parcialni derivace podle posledni proménné). Pak
existuji 6, A > 0 takovd, Ze pro kaZdé x € Us(a) existuje pravé jedno y, € Ua(b)
splriugict F(x,y,) = 0 a funkce p: x + y, je tridy C* na Us(a). Navic

OF
Op 70 (@ () .
—(@)=—F7F—— pro vdechna j € {1,...,N} a z € Us(a).
Oz, O (@, p())
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Diikaz. Podle Poznamky 12.4.3 jsou splnény predpoklady piedchozi véty. Proto
je funkce ¢ definovana na Us(a), je zde spojitd a tuto mnozinu zobrazuje do in-
tervalu (b — A, b+ A). Pfipadnym zmensenim § dosahneme toho, Ze pro vSechna
x € Us(a) je (z,p(x)) uvniti okoli, kde je F ti¥idy C*. Zafixujme x € Us(a).
Funkce F' ma v bodé (z, o(x)) totélni diferencial. Pro h € RY a s € R dostate¢né
blizko k poc¢atku (ve své dimenzi) pak méme

Pl hyple) + 5) = Flaypla)) = 3 5o (ol + (o p(o)s + n(h ),
i=1 v
kde 7 spliiuje (h.s)
n(h,s) o (h.s
Iy 70 P s =0

Posledni vlastnost navic umoznuje prepis

n(h,s) hi+ -+ h% + s

1) = Sl sl
_nlh,s) o n(h,s) hn n(h, s) s
=TT T Ml T 1™ T o) 10 9]
=:&i(h, s)ha + -+ & (R, s)hn + Enga (R, 5)s,
kde

&i(h,s) =0 pro (h,s) =0 prokazdéie {1,...,N,N +1}. (12.4.1)

Polozme nyni vyse h = te;, kde e; je j-ty bazovy vektor a t € R\ {0} je dostatecné
malé. Pak pro s := ¢(z + h) — ¢(z) dostavame
F(z +tej, p(x + te;)) — Fx, o(x))
OF OF
= o )+ G o))l + ) = (o)
+ & (tej, p(a + tej) — o(x))t
+En+a(tey, o(x + tej) — (@) (0(@ + tej) — ().

Odtud diky tomu, ze oba ¢leny levé strany jsou nulové, mame

o(x + tej) — p(x) 3%(% p(x)) + &;(tej, p(z + te;) — p(x))

: T @) + vt (e + tej) — 9(@))

Provedeme-li nyni limitni pfechod ¢ — 0 (pfipomenime, Ze ¢ je spojitd funkce
a mame (12.4.1)), dostdvame dokazovany vzorec ze znéni véty. ProtoZe parcialni
derivace na pravé strané ziskaného vzorce jsou spojité na okoli bodu (a,b) a ¢ je
spojita na okoli bodu a, je rovnéz spojita 867“; na odpovidajicim okoli bodu a. Tim
je dikaz dokoncen v pripadé, ze k = 1.

Pokud k = 2, pro libovolné i € {1,..., N} méme diky spojitosti druhych parci-
alnich derivaci funkce F' a spojitosti prvnich parcialnich derivaci funkce ¢ pouzitim
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Fetizkového pravidla (na tfetim Fadku z dtivodu lepsi ¢itelnosti vynechavame ar-
gument (z, ¢(x)))

Po 0 (8% (w(m)))
O0x;0x; o0x; 5y (a:,cp(:c))

o2 (BE (@, p(2)) 5 (2, () — FE (, 9(2)) 52 (% (2, ()
- (ZE (2, p(2)))?

2 2
( O°F + 9*F 8¢>8F aF( M +8 ai)

Ox;0x; Oydz; Oz, O0x; 0y

oy oz

Z vysledného vzorce také vidime, Ze spojitost druhych parcialnich derivaci funkce F'
a spojitost prvnich parcidlnich derivaci funkce ¢ implikuji spojitost druhych parci-
alnich derivaci funkce . Pro k > 3 pokracujeme indukci. Pfi poc¢itani parciadlnich
derivaci [-tého fadu se vyuziji parcialni derivace prvniho az [-tého fadu funkce F
a parcialni derivace prvniho az (I — 1)-tého fddu funkce ¢. Spojitost zdivodnime
ze ziskaného vzorce pomoci aritmetiky spojitosti. O

Poznamka 12.4.7. KdyZ uz mame dokdzanou existenci parcidlnich derivaci funk-
ce p, da se pti jejich vypoctu vyuzivat nasledujici pohodlnéjsi postup (ktery se
v praxi upfednostiiuje pfed derivovdnim podilu). Vyjdeme z toho, Ze na Us(a) plati
rovnost F(x, o(z)) = 0 a tu postupné derivujeme (pozor, pracujeme v RV, nikoliv
v RN+1)

S = 5 P ple) = 5o ple) + G o o(a)) 55 o).

Z této rovnosti je mozné vyjadiit %(ch(m)), nebot %—Z(m,gp(m)) # 0 na Us(a).
J

Ziskanou rovnost (pro F € C? na okoli bodu (a,b)) mtzeme dale derivovat a

dostavame (opét pro prehlednost vynechdvame argument (z, ¢(x)))

0 (0F  OF 0p
~ ou; (57]. - a*yaTj)

B 0*F n 0*F 8ga+ 0*F 5790+82F8<p 8¢+8£ 0%p
- O0x;0x;  OyOx; Ox;  Ox;0y Ox; Oy? Ox; Ox; Oy Ox;0x;

Takto bychom mohli pokracovat dale. Parcialni derivace funkce ¢ nejvyssiho fadu
(ta nas zajim4) se vyskytuje vzdy v jediném ¢lenu, je vZdy vyndsobena nenulovym
vyrazem ‘?9 (takze timto vyrazem muzeme délit). V identité se vyskytuji parcidlni
derivace funkce F nejvyse stejného fadu a dale parcidlni derivace funkce ¢ nizsich

radu, které jsme si vyjadrili v predchozich krocich.

Poznamka 12.4.8. Samoziejmé neni viibec podstatné, ze vyjadiujeme posledni
proménnou pomoci ostatnich. Takto lze vyjadfovat kteroukoliv z proménnych, je-li
parcialni derivace funkce F' vuci této proménné ve studovaném bodé nenulova.
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Priklad 12.4.9. Ukazme, Ze identita
log v/x2 + y2 = arctan J
x

na jistém okoli bodu (xo,yo) = (1,0) jednoznaéné uréuje funkci y = y(z) a spoci-
tejme y/(1) a y”(1). Definujme funkci

F(x,y) =logvx? +y? — arctan 2.
z

Okamzité vidime, ze F'(1,0) =log1 — arctan 0 = 0. Dale

oF x -4 z+y

— X

Or 4y’ 1485 224y

OF gy : y—=

Oy a?+y? 14y a4y

Odtud jednak vidime, ze %—1;(1, 0) # 0. Déle z pravidel pro derivaci podilu dosté-
vame, ze I je tiidy C*° na jakékoliv podmnoziné R? neobsahujici pocatek. Jsou
tedy splnény predpoklady predchozich dvou vét, které ndm davaji funkci y = y(x)
a mizeme ji derivovat. Pouzijeme postup z pfedchozi pozndmky. Budeme derivovat

rovnost
0 = log /22 + y2(x) — arctan M

T
Na dostateéné malém okoli bodu 1 méame

0= — 1 (rtoyy) - (=5 +2). (12.4.2)

T T E
Tedy v bodé = = 1 (pfipomenime y(1) = 0) plati

0=5@+0-y() - 1-04y/(1) =  JO)=1

Hodnotu y”(1) zjistime dalsim derivovanim vztahu (12.4.2) (pro pohodlnéjsi deri-

zty+(y—=z)y’

e ) a mame

vovani jej napred upravime do podoby 0 =

I+ + @ -+ W—2)y") @+ ) — (z+y+ (y—2)y) 2z + 2yy)

0 =
(1‘2 + y2)2

Do posledni identity dosadime x = 1 (také y(1) = 0 a jiz spocitany vysledek
y'(1) =1)
(1+14+(1—-1)-14+0-1y"(1)1+0)—(1+0+(0—1)-1)(2+0)
(1+0)?

=1+1—y'(1)—0-2.

Proto y”(1) = 2.
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Posledné predstavena metoda derivovani implicitné zadané funkce je natolik
uzivatelsky prijemnad, Ze se Casto vyplati pfistupovat pfes implicitni funkce k pro-
blémtm, které svou povahou s implicitné zadanymi funkcemi maji praméalo spo-
le¢ného.

Priklad 12.4.10. Za pomoci teorie implicitnich funkci spocitejme druhou a tieti
derivaci inverzni funkce. Necht tedy médme standardni situaci, kdy funkce f: R —
R mé na okoli bodu yy € R derivaci neménici znaménko (vSude kladné, nebo vsude
zédpornd). Necht na tomto okoli existuji také druh4 a t¥eti derivace funkce f. Vztah
f~Y(z) = y na vhodnych mnozinach odpovid4 vztahu z = f(y), ktery vyuzijeme
ke konstrukci funkce F'. Polozme

F(z,y) =z~ f(y)

(tedy = = f(y) je splnéno pravé tehdy, kdyz F(z,y) = 0). Oznacme zo = f(yo).
Pak ziejmé F(xq,yo) = 0. Fukce F je t¥idy C* pravé tehdy, kdyz funkce f je
tiidy C*. Navic %—g(xo, yo) = —f'(yo) # 0. Podle predchozi véty vztah F(z,y) de-
finuje C*-funkci z +— y(x) (ndmi studovanou funkci f~!). Postupnym derivovanim
dostavame z rovnosti 0 = x — f(y(x))

0=1-f'(y(x)y'(x)
0= —f"(y(x))y"*(x) — ' (y(x))y" (x)
0= —f"(y(@)y"* (@) — 2" (y(@))y/ (x)y" () — " (y(@)y' (x)y" (z)
— f'(y(@)y" (x)
= — " (y(2))y" () = 3" (y(@)y @)y () — ' (y(x))y" ().

Z prvni rovnosti snadnou upravou dostdvame nam znamy vzorec

, _ 1
Y= )

Druhé rovnost spolu s pravé ziskanym vysledkem dévaji

J () = _f/'(y(x))y'2(ff) _ (=)
F(y(x)) 2 (y(x))

a podobné ze tfeti rovnosti dostavame

@)y (@) + 31 (y(2))y (2)y ()
f'y(x))
(@) gty — 357 (@) iy T
- f'(y(x))
_ 3" (@) — £ (y(@) f (y(x)
7 (y(=)) '

y"(z) =
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Poznamka 12.4.11. K derivovani inverzni funkce pfistup pies implicitni funkce
neni potieba. Je mozné derivovat zdkladni vzoredek 1y’ = m Pokud pro

prehlednost nebudeme psat argumenty, postup vypada nasledovné

y// _ _f/lyl _fl/

e
o _f///y/f/3 + 3f//f/2f//y/ B _f///f/2 + 3f//2f/ B 3f//2 _ f///f/
o 7 I

Nase véty o implicitnich funkcich ndm umoznuji pracovat s derivaci, coz je

vvvvvv

Priklad 12.4.12. Uvazme vztah
eV +logx +zy = 0. (12.4.3)

Leva strana mé smysl pro x > 0 a y = R. Definujme F(z,y) = e¥ + logz + zy.
Pro kazdé x > 0 pevné plati

. . OF

lim F(x,y) = —o0, lim F(x,y) = o0 a — =e+2>0.

y——00 y— 00 y

Odtud okamzité vidime, zZe pro kazdé x > 0 existuje jednoznacné y(z) spliiujici
F(z,y(x)) = 0. Ze zakladni verze Véty o derivaci implicitni funkce (Véta 12.4.6)
dostavame, Ze zobrazeni ¢: x — y(z) spliiuje p € C°((0,00)). Poviimnéme si
déle, ze plati

1
F(z,0)=0 <  z=-.
e
Navic o 1
(1) = e st lew=co __et0
e %(%70) ey+$|(w,y):_(%70) 1_|_%

Odtud ¢ > 0 na (0,2) a ¢ < 0 na (1, 00). Tento vysledek spolu se vzorcem

e
1+ o(z)

/ —_——
¢ (z) = perT s g

zarucuji, ze ¢ je klesajici na (0, %) Navic si ve formuli (12.4.3) povSimnéme, Ze
pro x — 04 musi platit y(x) — oo, tedy

i ote) = e

Podobné pozorovanim formule (12.4.3) v piipadé, Ze © — oo, objevime

lim (z) = 0.

T—r 00

Zabyvejme se dale otdzkou, kdy plati ¢'(z) = 0. Pro takovy bod musi platit
1 4+ y(x) =0 a s vyuzitim (12.4.3) piichazime k podmince

() = e 7 +logz—1=0.
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Funkce v splnuje

. _1 1 1
¥ <0 na(1,1], Ill,ngow(x) =00 a ¢(r)=—e "3 + == 0 ma (1,00).
Odtud vidime, Ze na intervalu (é, 00) existuje pravé jeden bod z, kde ma funkce
¢ nulovou derivaci. Navic spojitost ¢’ spolu s ¢'(1) < 0 a ¢/(z9) = 0 implikuji,
7e ¢’ < 0na (L,z0) a ¢ je zde klesajici. Naopak o intervalu (zo,00) vime, ze zde
derivace nema nulovy bod, tedy ¢ je ryze monotonni a limitni chovani v nekonec¢nu
spolu se zapornosti funkce pfipoustéji pouze moznost, ze funkce ¢ je zde rostouci.
Navic jsme také zjistili, ze v bodé x( je globalni minimum.

PlIn4 verze Véty o implicitni funkci pracuje s m-tici funkei I, . .., Fp,: RNt —

R a nabizi vyjadfeni posledni m-tice proménnych pomoci proménnych ostatnich.

Véta 12.4.13 (O implicitni funkeci (plnd verze)). Necht Nym € N, k € NU {0},
F:RNtm s R™ q € RN, be R™. Necht F(a,b) = (0,...,0), eristuje okoli bodu
(a,b), kde vsechny slozky zobrazeni F jsou tridy C*, a

F(a,b) F(a,b) - 5E(a,b)
o, (@) ok @) - g

det £ 0.
ay1 (a b) 3y2 (a b) .- 8y (a b)

Pak existuji 6, A > 0 takovd, Ze pro kaZdé x € Us(a) existuje prdvé jedno y, €
UA (D) splitugict F(x,y,) = (0,...,0) a pro zobrazeni ¢: x +— y, plati, Ze ¢ €
C*k(Us(a); R™).

Diikaz. Dtkaz provedeme indukci pres m € N. Pfipad m = 1 plyne z pfedchozich
dvou vét. Predpokladejme, ze véta plati pro néjaké m € N. Dokézeme platnost
véty pro m + 1. Ozna¢me matici ze znéni véty

f) )
8511 (a,b)  --- 8y51+1 (a,b)
A= ) :
oF,, OF,,
ay;rl (a, b) e 783;77,:11 (a, b)

Krok 1: pfipad jednotkové matice A.
Myslenka dtikazu je nasledujici. Nejprve pouzijeme funkci F),,+1 k tomu, abychom
vyjadrili proménnou y,,+1 pomoci ostatnich proménnych, coz nam umoznuji pred-

chozi véty. Pak pouzijeme funkce Fi, ..., F}, k tomu, abychom vyjadrili proménné
Yly -+ Ym pOmMoci x1,..., Ty, coz ndm umoziuje indukéni predpoklad.
Pfistupme k podrobnému dtikazu. Protoze F,y1(a,b) =0 a gyiill =1#0,

podle predchozich dvou vét existuji d;, A; > 0 takovd, ze pro kazdé
('1:1?" '7xN7y17"'7ym) 6u51((a’1’"'7a’N7b17"'7bm))
existuje pravé jedno ym,+1 € Un, (bim11) takové, ze

Fm-‘rl(xlw"vx]\hylv"'7ym7y’m+1) =0.
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Navic zobrazeni ¢, 41: (1, ., TN, Y1, - - Ym) — Ym+1 SDlIuje
Pm+1 € C*Us, (a1, ...,an,bi,...,bn))).
Nyni definujme pro kazdé i € {1,...,m} pomocnou funkci

Hi(x1, .., TN, Y1y -y Ym)
= Fi(X1, e N YLy Y Pt 1 (1 e o S N YTy e ey Yim))-
Podle fetizkového pravidla plati v bodé (as,...,an,b1,...,by) pro kazdé i,j €
{1,...,m}
0Pmt1
dy;

tedy odpovidajici matice parcidlnich derivaci je jednotkova (hlavné reguldrni).
Pomoci fetizkového pravidla, hladkosti F; a ¢,,+1 snadno nahlédneme, ze

H; € C*(Us, ((a1,...,an,b1,...,by))).

— =4
Oy;  Oy;  OYymy1 Oyj

:§ij+0'

R

Na funkce H; proto muzeme aplikovat indukéni pFedpoklad a dostavame do, Ay >
0 takova, ze pro kazdé (z1,...,zn) € Us,((a1,...,an)) existuje jednoznaéné
(Y15, Ym) € Un, ((b1, ..., by)) splitujici pro kazdé i € {1,...,m}

0=Hi(T1,- -, Tm, Y1, -+ Ym)
=Fi(Z1, TN, YLy - e s Yy Pt (T1, o s TN YLy - o5 Ym))

a zobrazeni @;: (71,...,T,,) — y; jsou ttidy C* na Us,((ay,...,an)).

Z toho plynou vsechny pozadované vysledky az na to, Ze nemame spravny
tvar okoli vi¢i proménnym yi,...,Yymn+1. Pokud si vSak pfipomeneme, ze plati
wi(a,...,an) = b; a funkce ; jsou spojité na dostate¢né malych okolich bodu
(a1,...,an), patfiénym zmensenim d dosdhneme i tohoto vysledku.

Krok 2: pfipad obecné matice A.

Protoze A je v obecném piipadé regularni, existuje inverzni matice A~!. Necht
nyni L: R™*1 — R™*! je linedrni (tedy C'*°) zobrazeni reprezentované matici
A~!. Definujme zobrazeni T := L o F. Ziejmé se jedna o C*-zobrazeni na okoli
bodu (a, b). Navic diky tomu, ze Fetizkové pravidlo odpovid4 sou¢inu matic, mame

%(aﬂ b) L (CL, b) e — (Cl, b)

2%1 2%2 B%T%Jrl 1 0 --- 0
Byf (a’7 b) 8y2 (a7 b) o 6ymil (Cl, b) B 0 1 0
OTpmsn OTpmsn T o
B (a,0) Bus (a,0) - 8ym: (a,b) 0 0 1

Podle predchozich krokt existuji 6, A > 0 takova, Ze pro kazdé x € Us(a) existuje
pravé jedno z, € Ua (b) splitujici T'(z, z,) = (0, ..., 0) a jednotlivé slozky zobrazeni
Y x> 2z, jsou t¥idy C* na Us(a). Podle definice zobrazeni T' zfejmé plati

T(x,z;) = (0,...,0) = F(z,2zy) = (0,...,0).

Odtud bod z, € R™*! je hledany bod .., hledané zobrazeni ¢ je 1) a ma pozado-
vané vlastnosti. O
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Priklad 12.4.14. Rovnice
zT+y+2z2=0

z? + y2 +22=1
jsou splnény v bodé (%, 0, —%) Zabyvejme se otazkou, zda na okoli tohoto bodu
uvedené rovnice jednoznac¢né urcuji proménné y,z pomoci proménné x. PiSeme
(a1,b1,b2) := (\%,O, f%) a zavedeme C*°-funkce
Fi(x,y,z) =x+y+=z2

Fy(x,y,2) = 2® +9° + 22 — 1.

BE)-(L D)

G e 2y 2z )°
Odtud

9 (ay,by,b) 2 (ag, by, bo) 1 1
det [ g, 77 %, = det ( ) =—V2#0.

( %(alablabQ) 88F22 (a‘lab17b2) 0 _\/i 75
Mizeme tedy pouZit plnou verzi Véty o implicitni funkci (Véta 12.4.13) a ta ndm
dava vyjadieni z = z(x) a y = y(z) jako nekoneénékrat diferencovatelnych funkei
na néjakém okoli bodu a;. Zde mame (protoze je zde N = 1, jedna se o klasickou
derivaci)

Mame

0= (Fi(z,y(x),2(2)) =14y + 7
0= (Fy(z,y(x), 2(x))) =2z + 2yy’ + 222",
Odtud dostavame

y/:_l_zl
0=2z+2y(—1—2") 4222 =22 — 2y + (22 — 2y)2'.
Proto
, Y-z , y—r T—2z
z = a Yy =-1-— = .
=Y 2=y =Y
Specialné
A 1,1
Y (ay) = V2 _ a y'(ay) = \/571\/5 —

|
S
S

Pokud by nas zajimaly derivace druhého radu, muzeme dale pocitat
0= (Fi(e,y(@), 2(2))) = (1 +y/ + ) =y + 2"
0= (Fy(z,y(z), 2(2)))" = (2z + 2yy + 222") = 2+ 2> + 2y + 22 + 222"
Odtud ¢y’ = —2" a
0=2+2y7 — 22" + 227 + 222" =242y + 22" + (22 — 29)2"".

Proto ) )
z//:1+y/ + 2 _(y—z)2+(m—z)2+(y—x)2 y//
y— 2 (y—2)3 '
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Poznamka 12.4.15. (i) PovS§imnéme si, Ze nenulovost determinantu ze znéni véty
je v nasem pripadé ekvivalentni podmince y # z. Proto se da plna verze Véty o
implicitni funkci (Véta 12.4.13) pouZivat na okoli v8ech bodi splitujicich

z+y+2=0 a P24yt + 22 =1
s vyjimkou bodd, kde
z+y+2=0 a 4yt 422 =1 a Y=z
.. , P /. I~ , _es g " ;s . 2 1 1

(ii) Po kratkém vypoctu se da zjistit, ze zakazany jsou body (\g, —\/;, —\/;)
a (f\/g, \/g, \/%) Rovnice 22 + y? + 22 = 1 popisuje jednotkovou sféru v R? a
rovnice z +y+ 2z = 0 popisuje jednu z rovin prochézejicich pocatkem. Obé rovnice
jsou splnény na priniku téchto mnozin, coz je kruznice o jednotkovém poloméru.

12.5 Rovnice ve tvaru totalniho diferencialu

V dalsim budeme uvazovat rovnice typu

d d
M(z,y) + N(a:,y)ﬁ =0 respektive M(x,y)£ + N(z,y) =0.
Tyto rovnice se Casto prezentuji ve tvaru
M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0. (12.5.1)

Doposud jsme v nasem vykladu nikdy nezavedli symboly ,dz* a ,,dy“ samostatné,
nejedné se tedy o matematicky korektni zapis. To alespoini v této situaci napravime.

Definice 12.5.1 (Rovnice ve tvaru totalniho diferencialu). Rovnici (12.5.1) na-
zveme rovnici ve tvaru totdlniho diferencidlu na oteviené mnoziné ) C R?, jestlize
existuje U: R? — R takové, Ze lev4 strana rovnice (12.5.1) je totalnim diferencié-
lem funkce U na 2, neboli pro viechna (z,y) € Q a (hy, ho) € R? plati

dU({,C, y)(hh h?) = M(Q’J, y)hl + N(.’I}, y)hQ
Funkci U v takovém pfipadé nazyvame potencidlem rovnice (12.5.1).

Véta 12.5.2 (O feSeni rovnice ve tvaru totalniho diferencidlu). Necht U je po-
tencidlem rovnice (12.5.1) na oteviené mnoziné Q C R?, M, N € C(2) a N # 0
na Q. Pak kazdgm bodem (x¢,yo) € Q prochdzi prdvé jedno teseni rovnice

d
M(x,y)JrN(x,y)é =0

a je implicitné ddno vztahem
U(iﬁ, y) = U(an yO)
Pokud M # 0 na Q, plati analogicky viysledek pro rovnici

dz

M(z,y) Qy

+ N(z,y) =0.
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Diikaz. Nejprve dokazme existenci. Podle zékladni verze Véty o implicitni funkci
(Véta 12.4.2) vztah
U(.’E, y) - U('r07y0) =0

na jistém okoli bodu z( definuje funkei y(x). Skutecné,

F(z,y) = U(z,y) — U(zo,%0) € C'(Q)

oF oU
afy(xo,yo) = ?y(xo,yo) = N(o,%0) # 0.

Podle zakladni verze Véty o derivaci implicitni funkce (Véta 12.4.6) dale na tomto
okoli plati

or au
y(w)= -0z — Dz _ _M(zy)
By By N(z,y)

Odtud
M(z,y) + N(z,y)y’ = 0.

Nyni dokazme jednozna¢nost. Pokud y spliiuje y(xzg) = yo, na néjakém okoli
bodu x( fesi rovnici
M(xvy) + N(.%‘,y)y/ =0

a U je potencial této rovnice, pak podle fetizkového pravidla mame
_oUu oUdy

R — /:

UG y()

Podle Véty o nejednoznacnosti primitivni funkce (Véta 4.1.4) na odpovidajicim
okoli musi platit U(x,y(z)) = U(xg,y0). Reseni se proto na dostate¢né malém
okoli shoduje s jednoznacnou funkci danou zékladni verzi Véty o implicitni funkci
(Véta 12.4.2).

Pro druhou rovnici a podminku M # 0 na €2 je postup analogicky. O

Priiklad 12.5.3. UvaZzme rovnici
Sty + 223y + (2° + 2ty + 2y)y’ =0, y(0) = 1.
Prepis do tvaru pfed hledanim potencialu je
(5zty + 223y?) dx + (2° + 2ty + 2y)dy = 0.

V Prikladu 12.3.8 jsme nalezli potencial

1
Ulz,y) = xy + §w4y2+y2+0 na R2.

Diky tomu, ze funkce N (z,y) := 2° + x*y + 2y spliiuje N(0,1) = 2 # 0, miizeme
pouzit predchozi vétu a feSeni rovnice je na okoli poc¢atku ddno vztahem

1 1
0=U(z,y) = U(0,1) =2’y + 52"y’ +y* + C = (1+ C) = 2’y + Ja'y’ +y* — 1
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(povsimnéte si, jak se aditivni konstanta C' z nejednoznacnosti potencialu vyru-
gila). U nasi rovnice navic nejsme zavisli jen na zakladni verzi Véty o implicitni
funkci (Véta 12.4.2). Z pfepisu

1
(§x4+1)y2+x5y— 1=0

dostévame
—5 4 /210 + 2(z4 + 2)
x4 +2

y(z) =

pricemz pocateéni podminka y(0) = 1 pfipousti jen jednu vétev FeSeni

—a5 4+ /210 + 2(2% + 2)

12 na R.

y(z) =

Poznamenejme jesté, ze ziskané feseni je jednoznacné na R. Skutecné, pokud by

tomu tak nebylo, musely by v néjakém bodé na grafu vySe uvedené funkce byt

poruseny predpoklady zdkladni verze Véty o implicitni funkci (Véta 12.4.2). V

nasem prtipadé by muselo nastat

5 4 —a®

0= N(x,y(x)) =x°> + 2 y(x) + 2y(x = T)=—-°.
(z,y(x)) + 27y(x) + 2y(x) @) = 5

Pokud posledni podminku porovndme se vzorcem pro y(z), vidime, Ze takova

situace nenastane nikdy.

Poznamka 12.5.4. K existenci a jednoznac¢nosti v piredchozim piikladu se da
pristupovat také ptes Picard-Lindelsfovu vétu (Véta 10.3.5). Rovnici si pfepiSeme
do tvaru
;L 5xty + 21312
x® 4+ xty + 2y

Funkce dvou proménnych na pravé strané je spojitd na mnoziné

b

T +2}'

R2\ {(z,) € R%: y =

Lokéalni lipschitzovskost ovéfime zderivovanim pravé strany podle y a opét ndm
vyjde podminka y # ;4—‘152 (neni potfeba derivaci provadét, staéi si uvédomit, jak
funguje vzoreéek pro derivaci podilu dvou funkci). Picard-Lindelofovu vétu (Véta
10.3.5) proto miizeme pouzivat na mnozinich

5

_ 2, -
Ql—{(x,y)GR .IEGR/\y<m}

—./E5}
xt4+2)°

Qg:{(x,y)eRQ:xeR/\y>
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Pripomenme, ze vektorové pole mit potencidl nemusi. Existence potencialu je
spise vzacnosti a souvisi s podminkou

oM _oN
oy oz’

ktera je v pripadé dostatecné hladkosti funkci M, N a vhodného tvaru mnoziny (2
zaroven podminkou nutnou i postacujici.

Pokud uvedend podminka neni splnéna, mizeme se jesté pokusit nalézt inte-
graéni faktor, ktery rovnici do vhodného tvaru prevede. Zde se v praxi postupuje
metodou ¢astecného uhodnuti. Integracni faktor hledame ve tvaru

wz,y) = m(®(z,y)),

kde funkci ®(z,y) zkousime nasttelit a funkce m nam v pfipadé $fastného nastielu
vyjde z Véty o nutné podmince pro integracni faktor (Véta 12.3.5), tedy

5 (M) = 5 (o) Niew).

Zde diky tvaru p(z,y) = m(®(z,y)) mame (pro piehlednost vynechdvime argu-
ment (z,y) u funkci M, N, ®)

Y. OM i 00 oN
(@) G M m(®@(a9) = (@) 5N + (@)
K tomu staci splnit
’ ON _ OM
m (q)(l’,y)) ox oy —. \I/(x, y)

m(®(z,y))  MZE - NG

Pokud je mozné piepsat ¥(x,y) do tvaru H(®(z,y)) (toto je kriticka ¢ast postupu,
ktera se podafi jen malokdy), mame tilohu se separovanymi proménnymi

a tu Fesi
m(z) = of H(z)dz,

Tim je nalezen pozadovany integrac¢ni faktor. Mezi nejcastéji pouzivané volby patii
Oz, y) =2z, Pz,y)=y, P(z,y)=2zy a P(z,y)=z+y.
Aditivni konstanta pfi integraci v tomto pfipadé nic zajimavého neptinasi.

Priklad 12.5.5. Uvazme tlohu

3
2ay + 2%y + % +(@*+ %)y =0.
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Nejednd se pfimo o rovnici ve tvaru totdlniho diferencidlu, nebot

oM ON

—— =2+ 2’y £ 2= —.

dy or

Pokusme se hledat integra¢ni faktor. Nejprve volime ®(z,y) = y. Pak mame
m(@(,y) % -5 2z — (22 + 22 + y?)
~ 0 90 3
m(®(z,y)) MG -NGT  (2zy+a2y+ %) 1—(a2+y2)-0
2% g2

B 2xy+m2y+y3—3.

Vyraz Gplné napravo neni mozné zapsat jako funkci zavisejici pouze na y, ¢imz
pro nas tento pokus konc¢i netispéchem.
Zkusme polozit ®(z,y) = x. Pak
AN _ oM
m(®(z,y)) o oy _ 22 — (20 +2° + ) _
m(®(z,y)) MG N (Qzy+ay+%).0- (22 +y?) 1

To uz je funkce zavisla na zvolené proménné = a odtud

m(z) = el 147 = ¢,

Nyni pfechazime k rovnici ve tvaru totalniho diferencidlu
Y
e” (2xy + 2%y + g)d:r +e®(z? + y*)dy = 0.

Proto
3 3

U(z,y) = /ez (2:cy + 2%y + %)dz =e” (ny + %) + »(y)

oU
(2 +y°) = E @+ +'ly) = Yy =0

Celkové ma nase rovnice feSeni dané implicitné predpisem

Y3
e’ <x2y + —) =C,
3
kde konstantu C' ur¢ime z poc¢atecni podminky a tu lze volit jakkoliv kromé pfipadu

0= N(zo,y0) = 23 + ¥3-
Priklad 12.5.6. Uvazme tlohu
zy? + (2%y —2)y’ = 0.

Nejednd se pfimo o rovnici ve tvaru totalniho diferencidlu, nebot (ovéfeni prova-
dime rovnou ve tvaru, ktery odpovida Citateli ze vzorecku pro hledani integra¢niho

faktoru)
N M
a——a—:2my—1—2xy=—1750.
or dy
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Pokusme se hledat integracni faktor. Nejprve volime ®(z,y) = z. Pak mame

ON oM
m'(®(z,y)) 9z~ oy —1 1

- 0P o -
m(®(z,y)) Mg - Ng  (ey?) 0-(2?y—2z)-1  a?y—x

a hned vidime, Ze jsme neuspéli. Nyni zkusme polozit ®(z,y) = y. Pak

ON oM
m'(®(z,y)) b9r oy —1 —1

m(®(z,y)) M%—‘;’fj\f‘g% T (@) 1—(22y—x)-0  xy?

a opét jsme neuspéli. Zkusme déle volbu ®(x,y) = x + y. Ta dava

ON oM
m'(®(z,y)) 9z oy -1 -1

m(®(z,y)) M%—N%—f C(xy?) 1 —(22y—2)-1  xy?—a2y+a’

kde se vysledek nedd zapsat jako funkce pracujici pouze s x + y (pokud by to §lo,
dvojice (1,0) a (0,1) by musely dostat stejnou funkéni hodnotu).
Zkusme jesté @ (z,y) = xy. Dostavame

ON oM
m'(®(z,y)) e~ oy ~1 -1

m(®(z,y))  MGE NG (z?)-x—(aPy—z)y ay

Koneéné jsme nasli funkci zévislou pouze na ®(z,y). Dostavame diferencialni rov-
nici

m'(z) 1
m(2) z
a tu fesi
m(z) =e” J2dz _ g loglz| — g
|2]
Volime integra¢ni faktor p(z,y) = ﬁ (a déle uz nepracujeme na soufadnych

oséch). Mame rovnici ve tvaru totélniho diferencilu
1

ydx + (xf f)dy:O.
y

Pro ni dosévame
Ulz,y) = /ydx =y + ¢(y)

Celkové méa nase rovnice feSeni dané implicitné pfedpisem

xy —logly| = C,
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kde konstantu C' uréime z poc¢atecni podminky. Spravné dofeseni piikladu by poza-
dovalo dale zkoumat moznost lepeni na soufadnych osich. Poznamenejme jesté,
ze formule zy — log |y| = C sice neumoziuje pohodlné vyjadrit y, ale mame

1
T = §<C + log|yl).

Pokud by piivodni zadéni bylo (zy?)z’ + 2%y — 2 = 0, méli bychom explicitni
vzorec pro feeni. V nékterych aplikacich (zejména z geometrie) se skuteéné stava,
7e nam piili§ nezalezi na tom, zda Fesime tlohu M(z,y) + N(z,y)y’ = 0 nebo
M(z,y)x’ + N(z,y) = 0.

Priklad 12.5.7. UvaZzme linearni rovnici prvniho fadu
Y +p@)y=flz) <=  p)y-fl@)+y =0
Pak M(z,y) = p(z)y — f(z) a N(x,y) = 1. Plati

ON OM

9r oy 0 —p(z) = —p(2).

Pokud je tedy p = 0, mame rovnici ve tvaru totalniho diferencialu
—f(z)dz +1dy =0.
Potencial ziskdme z formnuli (F' je primitivni funkce k f)
Ule.y) = [ ~fa)do = ~F(a) + o(0)
ou
1=—=¢'(y).

oy ¥ )

Proto je feSeni dano vztahem
—Fz)+y=C = y=F(x)+C.

Neplati-li p = 0, zkusme hledat integracni faktor pomoci volby ®(x,y) = z. Odtud

m(®(zy)  F G p(z)

m(®(z,y)) M NI (px)y — f(z))-0—-1-1 = p(2).

Dostavame integracni faktor pu(z) = eF'(®), kde P je primitivni funkce k p. Rovnice

ma po prenasobeni tvar
eP@ (p(z)y — f(z))dz + @ dy = 0.

Potencial ziskdme z formnuli

U(z,y) = /ep(””) dy = PPy + ()
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a

ou
ox

Celkové je feseni dano implicitné vztahem

eP @y — /f(x)ep(“’) =C.

eP@ (p(z)y— f(x)) = = e"p(x)y+1/ () — Y (x) = - f(z)e”).

Odtud
ya) =" [ @)@+ C).

Poznamka 12.5.8. Posledni tloha se d4 interpretovat tak, ze nase nova metoda je
schopna vyfesit linearni rovnice prvniho fddu pouhou volbou ®(z,y) = x. Protoze
méame k dispozici i mnoho dalsich funkci dosaditelnych za ®(x,y), da se Fici, ze
metody FeSeni rovnic ve tvaru totalniho diferencidlu jsou nesrovnatelné mocnéjsi
nastroj, nez je metoda integra¢niho faktoru pro linedrni rovnice prvniho fadu.

12.6 Lokalni extrémy funkci vice proménnych

Definice 12.6.1. Necht f: RV — R je definovana na M C R"™. Rekneme, ze f
ma v bodé a € M lokdlni mazximum vzhledem k M, jestlize existuje 6 > 0 takové,
Ze

f(x) < f(a) na Us(a) N M.
Lokélni minimum se definuje analogicky. Ostré lokalni maximum a minimum de-
finujeme pomoci ostrych nerovnosti a prstencovych okoli.

Snadnou modifikaci jednorozmérného dikazu obdrzime nutnou podminku pro
lokalni extrém.

Véta 12.6.2 (Nutna podminka pro lokalni extrém). Necht f: RY — R je defino-

vina na M C RN, a € M je vnitind bod mnoziny M a i € {1,...,N}. Md-li f

v bodé a lokdlnt extrém (vzhledem k M) a existuje-li g—{i(a), pak gji (a) =0.

Body spliujici %(Q) = 0 pro kazdé i € {1,...,N} se nazyvaji staciondrni

body. Uz v jednorozmérném pfipadé jsme vidéli, ze ve stacionarnim bodé nemusi
byt lokalni extrém (uvazte funkci o — 2?). Nicméné diky Taylorovu rozvoji jsme
dokazali, ze stacionarita bodu spolu s vhodnou kontrolou znaménka druhé derivace
extrém v tomto bodé zarucuji. Obdobny vysledek se pokusime ziskat i ve viceroz-
mérném pripadé.

Definice 12.6.3 (Klasifikace kvadratickych forem). Necht A je symetrickd matice
typu N x N a Q: RN — R je ji odpovidajici kvadraticka forma, tedy

N
Q(h) = (Ah,h) = Z aijhih; pro viechna h € RY.

ij=1
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Tato kvadraticka forma se nazyva

e pozitivné definitni, jestlize Q(h) > 0 pro viechna h € RV \ {0}

e negativné definitni, jestlize Q(h) < 0 pro viechna h € RV \ {0}

e pozitivné semidefinitni, jestlize Q(h) > 0 pro vSechna h € RV

e negativné semidefinitni, jestlize Q(h) < 0 pro vSechna h € RV

e indefinitni, jestlize existuji h,l € RY takovd, ze Q(h) < 0 < Q(1).

Pfipomenme si metody urc¢ovani definitnosti kvadratickych forem. Prvni meto-
dou je diagonalizace procvicovanda v linearni algebfe. Druhou metodou je pfevod
na ctverec.

Priklad 12.6.4. Necht
Q(h) = h? + 4h3 + Th3 4 4h1hg + 2h1hs + 16hohs.
Tento pfedpis postupné upravujeme
Q(h) = (hy + 2ha + h3)? + 6h3 + 12hohy
= (h1 + 2ha + h3)® + (V6ha + V6h3)? — 6h3.
Kvadraticka forma je indefinitni, nebot méame
Q(-1,1,-1)=0+0—-6 a Q(1,0,0) =1+0+0.

Tretim nastrojem je Sylvesterovo kritérium, podle néhoz je @) pozitivné de-
finitni pravé tehdy, kdyZ vSechny hlavni subdeterminanty matice A jsou kladné.
Pfechodem k matici, jejiz prvky maji obracené znaménko, dostavame, ze () je ne-
gativné definitni pravé tehdy, kdy# znaménko hlavnich subdeterminanti je (—1),
kde k je poradi subdeterminantu, neboli pocet fadk® hlavni submatice, z niz praveé
pocitdme determinant.

Priklad 12.6.5. Necht

-1 1 0
A= 1 -4 0
0 0 -1
Pak
-1 1
Dy :=det(-1)=-1<0, Dg::det(1 _4>:4—1:3>0
a
-1 1 0
D3 := det 1 -4 0 =—44040-(-1)—-0-0=-3<0.
0 0o -1

Kvadraticka forma je proto negativné definitni. Pokud bychom naopak pracovali
s matici —A, méli bychom

Di=1>0, Dy =3>0, D3=3>0

a pozitivné definitni kvadratickou formu.
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Obcas (zejména v nizké dimenzi) se hodi charakterizace definitnosti pomoci
znamének vlastnich Cisel a skutecnosti, Ze determinant se rovna soucinu vlastnich

Cisel.
Priiklad 12.6.6. Necht
. 1 2
N2 1)
Pak det A = —3. Jedno vlastni ¢islo je proto kladné a druhé zaporné. Odpovidajici
kvadraticka forma je proto indefinitni.

Pro nase zaméry se bude hodit jesté jedna charakterizace pozitivni definitnosti.

Lemma 12.6.7. Kvadratickd forma Q je pozitivné definitni prdvé tehdy, kdyz
ezistuje o > 0 sphiugici Q(h) > al|h||? pro vsechna h € RY.

Diikaz. Implikace ,<“ je zfejma. Dokazme ,=“. Definujme
= inf{Q(h): [|n]| = 1}.

Diky pozitivni definitnosti poc¢itame infimum ze samych kladnych ¢isel, proto je
a > 0. Navic @ je spojitd funkce a ta na jednotkové sféfe (kompaktni mnozina)
nabyvé svého minima. Proto je a > 0. Nyni pro libovolné h € RY \ 0 mame

Q(h) = Q(lnll = nl*Q > af|h||.
( IIhII) (thl)
Pro h = 0 je nerovnost zfejmeé splnéna. O

Poznamka 12.6.8. Negativni definitnost se d4 obdobné charakterizovat pomoci
podminky Q(h) < —al|hl?.

Véta 12.6.9 (Postacujici podminka pro lokalni extrém). Necht f: RN — R,
a € RY je staciondrni bod funkce f a existuje § > 0 takové, Ze f € C3(Us(a)).
Definujme kvadratickou formu Q: RY — R predpisem

Q(h) :=d Z axlaxj hih;.

1,j=1

Je-li Q pozitivné definitni, f md v bodé a ostré lokdlni minimum.
Je-li Q negativné definitni, f md v bodé a ostré lokdlni mazimum.
Je-li Q indefinitni, f nemd v bodé a lokdlni extrém.

Diikaz. Podle Taylorova vzorce na Us(a) plati

fla+h)= +Z Z 69516:% hih;

t,j=1

N
1 O3 f
+5 §_k ——— L (a4 0h)h;h;hy

-1 8mi8xj8xk
N
1 1 O3 f
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Je-li nyni @ pozitivné definitni, pak podle pfedchoziho lemmatu pro ||k|| dostate¢né
malé mame

1 1 O’f
N
1 & f
> — 2 9 Nhillh
2 10+ gl = 37 s [l ]

i,3,k=1
> 1h2—0h3— 1—Ch hl?
7f(a)+2a|| | [h]* = f(a)+ ¢ 21 ) {2

> f(a) + gollhl?.

Analogicky postupujeme v pfipadé negativné definitni formy. Je-li @) indefinitni,
pak existuji h,l € RV takova, ze Q(h) < 0 < Q(I). Pro t € (0,1) dostate¢né malé
pak méame (6 € (0,1) zavisi na t i h)

1 1 &
th) = (th) + =
fla+th) = f(a) + 5Q(th) 6 Z

j,k=

3p.h .
axj 5o (@ + O i

< f(a) + %tQQ(h) + Ot < f(a).

Podobné f(a+tl) > f(a) pro t € (0,1) dostateéné malé. O

Poznamka 12.6.10. (i) Staciondrni bod, v némz je @) indefinitni, se nazyva sed-
lovyj bod. Typickym ptipadem je pocatek pro funkci f(x,y) = 2% — y2.

(ii) Matici druhych parcidlnich derivaci se fika Hessova matice. Znacime ji Hy(x).
(iii) Pokud je ve staciondrnim bod& @ netrividlni a pozitivné semidefinitni, po-
moci konce predchoziho dikazu nahlédneme, Ze v tomto bodé nemuze byt lokalni
maximum. Nicméné lokalni minimum v ném byt mutze a nemusi. Uvazte pocatek
a funkce f(z,y) = 22 £+ y*. Podobné pro pro netrividlni negativné semidefinitni
formu.

(iv) Pokud je kvadratickd forma p¥islusejici druhému diferencidlu pozitivné semi-
definitni na néjakém okoli stacionarniho bodu, v bodé je (obecné neostré) lokalni
minimum. To ndm d& nasledujici modifikace findlntho vypoctu z predchoziho du-
kazu

82
fla+h) = +Z a)hi + = ]Z_ 6%8%( a+ 6h)h;h;
N
1 0?
= f@)+ %_g;« +80)hih; > f(a)
ij=1 """

Podobné pro negativné definitni kvadratickou formu na okoli stacionarniho bodu.
(v) V ptipadé, kdy ndm piedchozi véta poskytuje neplnohodnotnou nebo zédnou
informaci, nezbyva, nez se pokusit pouzit elementarni prostiedky.
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Priklad 12.6.11. Zkoumejme lokélni extrémy funkce
flx,y,2) =2 + oy + 2% + 120y + 22

na R3. Jedna se o C°°(R3)-funkci, jejiz gradient a Hessova matice maji tvar

6z 12 0
Vi(x,y,2) = (32% + 12y, 2y + 122,22 +2) a H¢(z,y,2)=1 12 2 0
0o 0 2

7Z tvaru gradientu snadno nalezneme stacionarni body
a=(0,0,-1) a b=(24,-144,-1).
V bodé b se pokusime aplikovat Sylvesterovo pravidlo. Mame
D;=6-24>0, Dy=6-24-2-122>0 a D3=6-24-2-2-2-12% >0.

Hessova matice je zde pozitivné definitni. Proto f ma v bodé b ostré lokalni mini-
mum. V bodé a mame

D, =0.

Odtud vidime, Ze Hessova matice uz nemuze byt ani pozitivné, ani negativné
definitni. Navic
Dy =—2-122 #£0.

Vsechna vlastni ¢isla jsou proto nenulova, a proto je Hessova matice indefinitni a
v bodé a je sedlovy bod.

Priklad 12.6.12. Zkoumejme lokéalni extrémy funkce
flay) =2 +y' =y

na R2. Jedna se o C>°(R?)-funkci, jejiz gradient a Hessova matice maji tvar

_ 3 a2 (2 0
Vi(z,y) = 2,4y = 3y") a Hy(zy) = ( 0 12426y )
Z tvaru gradientu snadno nalezneme stacionarni body a = (0,0) a b = (0, 3).

4
V bodé b mame
; 25 0
Hi(05) =\ g 2r_18 |-

4 4
Hessova matice je zde pozitivné definitni. Proto f mé v bodé b ostré lokalni mini-

mum. V bodé a mame
2 0
Hf(0,0)<0 O)'

Hessova matice je netrividlni a pozitivné semidefinitni. V pocatku proto nemuze
byt lokalni maximum. Pokud si vSak povsimneme chovani funkce f na y-ové ose,
tedy

fO.y) =y —y’ =y’ (y—1)
(pro y € (—1,0) mame kladné funkéni hodnoty, pro y € (0,1) zdporné), okamzité
dostavame, Ze v pocatku neni lokalni extrém.
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Priklad 12.6.13. Zkoumejme lokalni extrémy funkce
fla,y) =2 +y' =y

na R2. Jedna se o C°°(R?)-funkci, jejiz gradient a Hessova matice maji tvar

- s (2 0
Vi(w,y) = (22, 4y° = 5y") a Hf@»y)—(o 12y2—20y3>'

Z tvaru gradientu snadno nalezneme stacionarni body a = (0,0) a b = (0, 2).

5
V bodé b mame
4 2 0

25 25
Hessova matice je zde indefinitni. Proto f ma v bodé b sedlo.

V bodé ¢ mame
2 0
mo-(2 ).

Hessova matice je netrividlni a pozitivné semidefinitni. V pocatku proto nemuze
byt lokalni maximum. Na druhou stranu, méame

flay) =2 +y' —y° =2 +y' (1 —y).

Odtud f > 0 na (—1,1)%\ {0,0}, a proto je v poc¢atku ostré lokalni minimum.

12.7 Globalni extrémy funkci vice proménnych

Zakladni existen¢ni nastroj pro existenci globalnich extrému spojitych funkei jsme
uz méli a to sice existenci extrému spojitych funkci na kompaktnich mnozinach.
Vysledek se da lehce rozsifit, vyuzijeme-li jesté zakladni vlastnosti limity funkce.

Tvrzeni 12.7.1. Necht f: RN — R je spojitd na M C R™.

(i) Je-li M omezend a uzaviend, [ zde nabgvd svého maxima a minima.

(i) Je-li M = RN q lim) |00 f(2) = 00, f zde nabyvd svého minima. Podobné
pro mazimum.

(iii) Je-li M = RV, lim) ;o f(2) = 0 a existuje bod, v némz md f zdapornou
hodnotu, pak na M nabyvd svého minima. Podobné pro mazximum.

Diikaz. Prvni vysledek jiz zndme, nebot omezenost a uzavienost v kone¢nédimen-
ziondlnim prostoru implikuji kompaktnost. Dokazme druhy vysledek. Z definice
limity existuje R > 0 takové, ze

f>f(0)  naRY\Ugr(0).
Navic U z(0) je kompaktni, proto zde f nabyva svého minima a plati

min f zggi(g)f < £(0).

Z toho jiz plyne pozadovany vysledek. Ostatni tvrzeni dokdzeme pomoci podobné
myslenky. O
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—1

Obrazek 12.3: Tlustrace mnoziny M = {(z,y) € R?: |z| + |y| < 1}.

P¥iklad 12.7.2. UvaZme funkci f(x,y) = 22 + y? na mnozing M = {(z,y) €
RZ: o] + |yl < 1}.

Jedna se o spojitou funkci na kompaktni mnoziné, proto zde musi nabyvat
svého maxima a minima, které se nyni pokusime najit. Predné kazdy globalni
extrém je i lokdlnim extrémem, proto miizeme pouzit nutnou podminku pro lokalni
extrém pro vylouceni velkého poctu bodu. Skutecné, funkce f spliiuje

Vi(z,y) = (22,2y).

Proto ve vnitfku mnoziny M s vyjimkou pocatku nikde globalni extrém byt
nemuze. Hranice mnoziny M je tvorenad ¢tyimi tseckami. Na tiseCce v prvnim
kvadrantu se daji funkéni hodnoty popsat pomoci

o1(x) = flz,1—2) =2 + (1 —2)? = 22* — 2z + 1.

Je jasné, ze pokud funkce 1 nemé lokdlni extrém v néjakém bodé = € (0, 1), pak
ani funkce f nem4 lokdlni extrém (vici M) v bodé (z,1 — z). Protoze

Si(a) =4z -2 mna(0,1),

funkce f nema globalni extrém v zadném bodé tvaru (z,1—z), kde z € (0,1)\{3}.
Ve druhém kvadrantu podobné pouzivame funkci

o) := fz,1+2) =22+ 22+ 1 na (—1,0).
Pro jeji derivaci mame
oy(x) =4x+2  na (—1,0).

To mé za nasledek, Ze ani v bodech tvaru (z,1+ z), kde z € (—1,0) \ {—1}, nenf
globalni extrém.
Ve tietim kvadrantu pouzivame funkci

o3(x) = flz,—1—2) =222+ 22+ 1 na (—1,0).
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Pro jeji derivaci mame
os(r) =4r+2  na (—1,0).

Proto ani v bodech tvaru (z, —1—z), kde z € (—1,0)\ {—1}, neni globélni extrém.
Konecné, ve ¢tvrtém kvadrantu pouZivame funkci

oa(x) = flz,z —1) =22 — 224+ 1 na (0,1).
Pro jeji derivaci méame
oy(x)=4r—2  na (0,1).

Tedy ani v bodech tvaru (z,z — 1), kde z € (0,1) \ {3}, neni globalni extrém.
Shrneme-li dosavadni vysledky, pak vime, Ze funkce f svych globalnich extrému
nabyvd, ale nemize to byt v zddném bodé s vyjimkou bodu (0,0), (1,0), (0,1),
(-1,0), (0,-1)a (—=%,-2), (3,-3), (—3.3), (3, 3). Do téchto bodtt staci jiz jen
dosadit

f(0,0) =0, f(1,0) = f(0,1) = f(-1,0) = f(0,-1) =1,
F3=2) =16 =2) = f(=3.9) = f5:3) =3
a jiz vime vse, co potfebujeme.

Poznamka 12.7.3. Samoziejmé §lo vyuZit symetrie a uvazovat pouze prvni kvad-
rant. Pak ovSem musime navic uvazovat umeéle vzniklou hranici.

Poznamka 12.7.4. Pfi pravé pouzité metodé nevadi, pokud nebudeme piilis
dusledni pfi vylucovéni bodi, kde extrém byt nemiize. Posledni faze (dosazovani)
si s takovymi body poradi.

Ve vyssi dimenzi mize byt pomérné komplikovany rozklad na mnoziny, kde
ovérujeme nutnou podminku lokalniho extrému pro funkci vySetfovanou pomoci
funkci pomocnych. Nékdy byva vyhodny popis takovych mnozin pomoci vyroki.
Déle si musime kompaktni mnozinu nékdy umeéle vyrobit a pak ji porovnat s
mnozinou puavodni.

Priklad 12.7.5. VySetfujme extrémy funkce F(z,y,z) = 11231/2 na mnozing

M = {(z,y,2) eR*: 2 >2* Az > |y|}.
Nejprve si povS§imnéme toho, ze
1
(L0 eM a  f(FL01) =3,

a pro (z,y,z) € M takové, ze z > 25 plati

vz z

7(e,0.2) Py

T )
<
‘1—|—z\/5 +‘1+z\/5 -1
1 1 6 1
<<z

2 VzT 2 2

IN
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Proto na kompaktni mnoziné (omezend mnozina, kterd je prinikem t¥i uzavienych
mnozin)
N:={(z,y,2) eR*: 2> 2® Az > |y| Az < 25}

funkce f nabyva svého maxima a minima a plati
min f = min a max f = max f.
N ! M ! N ! M !

Staci tedy vySetfovat extrémy na mnoziné N. MnozZinu N si rozdélime na deset

kust

AN € (=vz,Vz) Ny € (—z,2)}
ANz € (=Vz,Vz) Ny = —2}
Nw € (—Vz,Vz) Ny =z}
ANr=—zNy€ (—2z2)}
AN =+VzANy€ (—2,2)}
AN =—VzANy=—z2}
N ={z€(0,25) Nz = -z Ay=2z}
Ng={z€(0,25) N\e =2z ANy =—=z}
Nog={2€(0,25) Az =2 Ay =2z}
Nip = {(0,0,0)} U(N N {z=25})}.

N ={z€ (0,25
Ny ={z€(0,25
N3 ={z€ (0,25
Ny={z€(0,25
Ns={z€ (0,25
Ne = {z € (0,25
(
(
(

—_ e D D D D O

Podle predchozich vypocti a podle f(0,0,0) = 0 hledané extrémy nemohou byt
na mnoziné Nyg. Na mnoziné N; (oteviend mnoZina) mame

of _ 1 _
or 1427’

proto extrémy nejsou ani zde. Pro studium chovani funkce f na N> pouzijeme

pomocnou funkci
T —z

pal2) = T

definovanou na oteviené mnoziné {z € (0,25) Az € (—+/z,+/2)}. Diky tomu, Ze
% =7 +i NEE hledané extrémy nejsou ani zde. Podobné pro mnozinu N3.

V pripadé mnoziny N, je rozhodujici chovani

—Vzty
0a(y, z) = m

na oteviené mnoziné {z € (0,25) Ay € (—z, 2)}. Diky tomu, ze daff = 1+i\/2’ ani

zde hledané extrémy nejsou. Podobné pro mnozinu Ns.
Pristupme k mnozinam Ng, N7, Ng, Ng. Zde zkoumame funkce typu

+z+ 2

e pro z € (0, 25).
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Z dosavadnich vypocti a pravé uvedenych formuli plati

. NER t+t? t
—minf=maxf= max ———= = max —— = max .———— =
M M 2€(0,25) 1 +24/2  te(05) 1 +13  te(05) t2 —t+1
Uplné napravo jsme pouzili
( t )'_tz—t+1—t(2t—1)_ 1— ¢
2—t+1/) (t2 —t+1)2 (2 —t+1)%

P1i popisu chovani funkce na hranici se také mohou hodit polarni nebo sférické
soufadnice.

Priklad 12.7.6. Zkoumejme extrémy funkce f(z,y) = 4z + 3y na uzavieném
jednotkovém kruhu. Extrémut se opét nabyva. Na vnittku kruhu plati

of _

o

extrémy proto musi byt na hranici. Tu popiSme pomoci polarnich soufadnic
x=cost a y=sint pro t € [0,27).

pro funkci ¢(t) = f(cost,sint) mame diky Cauchy—Schwarzové nerovnosti pro
skalarni soucin

|f(t)| = |4cost+ 3sint| = |(4,3) - (cost,sint)| < |(4,3)|||(cost,sint)||=5-1=25,

pficemz hodnoty na pravé strané je dosazeno, jsou-li vektory ve skalarnim soucinu
rovnobézné. Odtud
min f = —5 a max [ = 5.
M ! M !

V nékterych pfipadech muze byt vyhodnéjsi (nebo jediné mozné) popsat hra-
nici mnoziny implicitné. Tehdy je tfeba pouzit niZze uvedeny nastroj. Ten miize
byt nékdy vyhodny i za situaci, kdy lze vyjadrit hranici explicitné, ale prislusné
vyjadieni je ptilis komplikované.

Véta 12.7.7 (O Lagrangeovych multiplikitorech). Necht Q C RYN je otevrend
mnozina, m € N, m < N a f,g1,...,9m € CH(). Oznacme

M ={z € Q: g;(x) =0 pro vdechna i € {1,...,m}}.

oz, Ji=1,j=1
M lokdlni extrém vzhledem k M, pak existuji cisla Aq,..., Ay € R takovd, Ze

Necht matice {29:3™ N md viude na M hodnost rovnu m. Jestlize f md v a €
J

Vf(a)= Z AiVgi(a).
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Diikaz. Ozna¢me s = N —m. Diky pfedpokladu o hodnosti matice popsané ve vété
lze v matici {ggj (a)};ziv j—1 najit s takovych sloupct, ze jejich vynechénim ziskdme
regularni ¢tvercovou matici. Bez ijmy na obecnosti pfedpokladejme, ze jsme vyne-
chali prvnich s sloupcii. Aplikaci plné verze Véty o implicitni funkci (Véty 12.4.13)

dostavame 0, A > 0 takova, ze pro kazdy bod (x1,...,xs) € Us((a1,...,as)) exis-

tuje praveé jeden bod (zs41,...,2n5) € Ua((Gs41,--.,an)), ktery budeme v dalsim
znacit ¢(zr1,...,xs), splilujici pro v8echna i € {1,...,m}

0=gi(x1,. .., Ts,01(T1, -, Ts),y e ooy Om(T1, .. 2s)) =M@, ..., Xs).

Navic ¢ € C'(Us((ay,...,as));R™). Definujme 9: R® — R na Us((a1,...,as))
predpisem

V(xy, .. xs) = f(T1, -, e, p1(T1, o, Ts)y ooy P (X1, 0, Ts))-
Pak podle fetizkového pravidla ¢ € C*(Us((a1, ..., as))) a podle predpokladu véty

mé v bodé (ay, ..., as) lokdlni extrém. Proto pro vSechna j € {1,..., s} plati podle
fetizkového pravidla
oY
0= (a1... a4
7z, (a1 as)
12.7.1
:ﬁ(a a)—|—§: of (a a)%(a as) R
8(£j 1.-+,aN k_lastrk 1evny Nax]— 1eee,0Qg).
Navic plati pro vSechna j € {1,...,s} a vSechna i € {1,...,m}
00 on;
0= %j(al...,as) = %(al...,as)
_ Y9 (a an)+ 00 (a1 aN)aspk (a as) H2e2)
= 1evny ey —\ay...,as).
Oz = Ok Oz
Definujme nyni linedrné nezavislé vektory v;, j € {1,..., s}, pfedpisem

0301 8(Pm
v = (61j,62j,.“’68j’871‘j(a1'”7as)7'“7 axj (al...,as)>.

Definujme jesté
H = span{vy,...,vs}

a necht H+ je ortogonalni doplnék H v RY. Podle (12.7.1) méme
Vf(a)-v;=0 pro kazdé j € {1,...,s}
a podle (12.7.2) zase
Vgi(a)-v; =0 pro kazdé j € {1,...,s}aie {1,...,m}.
Odtud Vf(a) € M+ a Vg;(a) € M+ pro kazdé {1,...,m}. Dokonce musi platit
span{Vygi(a),...,Vgn(a)} = M+,
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nebot podle pfedpokladu o matici je nalevo m-dimenziondlni prostor a prostor
napravo mé dimenzi N — s = m (podivejte se na definici H a H'). Proto musi
byt V f(a) linedrni kombinaci Vg;(a), ¢ € {1,...,m}. O

Poznamka 12.7.8. (i) Cisla A1, ..., \,, se nazyvaji Lagrangeovy multiplikdtory.
(ii) Jednotlivé funkce g1,...,gm se nazyvaji vazby. Odpovidajicim extrémim se
fika vdzané extrémy.

(iii) PrestoZe se znéni véty tyka lokalnich extrémi, tato véta se v praxi takika
vyhradné pouziva na hledani extrémiti globalnich. Na druhou stranu, existuji ob-
sahlejsi verze véty umoznujici vytvorit kvadratickou formu, jejiz definitnost urcuje
typ lokélniho extrému (zde je potfeba postupovat velmi opatrné, musi dojit ke
snizeni dimenze za pomoci plné verze Véty o implicitni funkci (Véta 12.4.13).
(iv) Pfedchozi véta se v praxi pouziva podobné jako nutnd podminka k vylouceni
bodti, v nichz lokalni extrém byt nemiize. Tentokrat ndm ale zbudou dva druhy
bodt. Jednak to jsou body, které porusuji podminku o hodnosti matice, déle body,
které splnuji vazebni podminky a existuji pro né Lagrangeovy multiplikatory. Ve
druhém pripadé mame soustavu

gi(a) =0 proi € {1,...,m}

of . 09

—(a) = Ai je{l,...,N}.

8.’,5] (a’) Z T ax] ((I) pro j { }

i=1

Celkové v tomto pfipadé madme m + N (obecné nelinedrnich) rovnic pro N + m
nezndmych ay,...,an, A1, ..., A\py. Hodnotu konstant Aq,..., \,, znat nepotiebu-
jeme.

(v) Vyse uvedeny postup je také mozno interpretovat tak, Ze si definujeme pomoc-
nou funkci

L(zy,...,2Nn) = f(z) — Z)\igi(x)

a zkoumame, které body z mnoziny M mohou byt stacionarnimi body funkce L
alesponi pro jednu sadu parametri Ai,...,A,. Ekvivalentné muzeme definovat
dokonce

L(zy,...,2N, A1, Am) i= f(x) — Z)\igi(x)
=1

a zkoumat stacionarni body této funkce N + m proménnych.

Nyni si novou metodu ukazeme na piikladech. Ctenaf si jisté véimne, Ze viechny
nize uvedené piiklady se daji fesit rychleji bez pouziti Lagrangeovych multiplika-
tord (tfeba pomoci polarnich soufadnic). Upfimni autofi zde musi pfiznat, Ze ne-
znaji jediny priklad, u kterého by mél vypocet za pouziti Lagrangeovych multipli-
kétorti rozumnou délku, a zaroven piiklad nesel fesit elementarnéjsSim a rychlejsim
zpusobem.

P¥iklad 12.7.9. Hledejme globélni extrémy funkce f(z,y) = 2 + y na mnoziné
M = {z?+y? < 1}. Mame spojitou funkci na kompaktu, proto se extrémi nabjva.
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Na vnitiku mnoziny M pouzijeme nutnou podminku, kterd nam spolu s
V= (32 3y%)

dava pocatek jako jediny bod podeziely z extrému. V tomto bodé vSak extrém
byt nemuze, protoze se v kazdém jeho okoli nalézaji jak body s kladnou funkéni
hodnotou, tak body se zapornou funkéni hodnotou, zatimco v pocatku je funk-
¢ni hodnota nulova. Na hranici mnoziny M pouzijeme metodu Lagrangeovych
multiplikatori. Definujme

glz,y) = 2" +y° - 1.

Pfedné Vg = (2z,2y). Proto je podminka o hodnosti matice poruSena pouze
v pocatku. Ten ale nespliiuje vazebni podminku. Nyni polozme

L(z,y) = 2® + 4> = MNa? + 2 - 1).

Pak oL
s =322 — 2\z
oL
— =3y - 2\y.
By Yy Yy
Celkové ziskédvame soustavu
0=32% - 2\z
0=3y>—2\y
1=a? 4%

Nyni méame t¥i moZnosti. Pokud z = 0, dostavdme podezielé body (0,41). Pokud
y = 0, dostavame podezielé body (£1,0). Koneéné, pokud x # 0 a y # 0, mame

wo=0=-N = smy = ()= (EhE)

V ostatnich bodech byt extrémy nemohou. Nyni stac¢i dosadit

fO.£1) =1, f(£L0)=%1, f(-F.~%) =7 f(

s
I
-

b

S

a vime vse.

Priklad 12.7.10. Hledejme globélni extrémy funkce f(z,y) = xy+2x2z na mnoziné
M = {22 + y? < 1 A 2%+ 22 < 1}. Mame spojitou funkci na kompaktu, proto se
extrémi nabyva. Predné si povS§imnéme toho, Ze globalni minimum musi byt za-
porné a globalni maximum kladné (uvazte f(+15, 15, 15))- Na vnitiku mnoziny M
pouzijeme nutnou podminku a diky

Vi=y+zzm)

dostavame, ze pokud by se uvniti mnoziny M v néjakém bodé nabyvalo extrému,
muselo by pro néj platit x = 0, ¢emuz ale odpovida nulova funkéni hodnota, ktera
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vSak nemuze byt extrémem, jak jsme zjistili vySe. Hramici mnoziny M si rozdélime
na tii podmnoziny
oM = M, U My U M3,

kde

My ={z?+y* =1A2%+ 22 <1}

My={x>+y* <1nz?+22=1}

My ={z?+y* =1A2"+2* =1}.
Na mnoziné M; méame vazbu g(z,y, z) = 2% +y? — 1. Diky tomu, ze Vg = (2, 2y),

je podminka na hodnost matice porusena jen pokud z = y = 0, kde je ovsem pro
nas nezajimava nulova funkéni hodnota. Déle pracujeme s funkci

L(z,y,2) = zy + xz — Ma® + % — 1).

Po zderivovani mame

g—i:y+zf2)\x
OL

— =z — 2\

dy . 4
OL

— ==z

0z

Odtud dostavame soustavu
O=y+2z—-2\z

0=x—2\y
0=z
1=a22+%

Tuto soustavu neni nutné fesit, protoze podminka z = 0 zarucuje, ze mtzeme do-
stat pouze body s nezajimavou nulovou funk¢éni hodnotou. Podobné postupujeme
na mnoziné Ms. Ze symetrie tlohy v proménnych y a z je hned vidét, Ze opét
globalni extrém neziskame.

Pfistupme koneéné k mnoziné Ms. Zde mame dvé vazby g(x,y,2) = 22 +y*—1
a h(z,y,z) = 2% + 2% — 1. Podminka na hodnost se tyka matice

2¢ 2y O

2¢c 0 2z J°
Hodnost této matice nebude rovna dvéma, pokud budou fadky lineadrné zavislé.
Pokud vylou¢ime nezajimavy pfipad = 0 (vede na nulovou funkéni hodnotu),

linearni zavislost fadk mize nastat uz jen v piipadé y = z = 0, ktery opét vede
na nulovou funkéni hodnotu. Definujme pomocnou funkei

L(z,y,2) = xy + 22 — M2® + 9% — 1) — p(z? + 2% - 1).
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Po zderivovani mame

oL

— =y+z—2\r —2ux
or

oL

— =z -2\

dy o Y

oL

E:m—Quz.

Odtud dostéavame soustavu

O=y+2z—-2\r—2uzx

0=x—2\y
0=2—2uz
1= a2 + 2

1=a2+ 22
Posledni dvé rovnice davaji, ze bud y = —z nebo y = z. Prvni pfipad opét vede
na nulovou funkéni hodnotu. Zabyvejme se pripadem druhym a to jen v pripadé

x # 0 (jediny zajimavy). Zde madme A = p # 0. Ze druhé rovnice vyjadiime x a
prvni rovnice pak ma tvar

0 =2y — 4 z =2y — 8\%y = 2y(1 — 4\?).

Zbyva nam vysetfit t¥i moznosti. Pokud y = 0, mame rovnéz z = 0 a nulovou
funkéni hodnotu. Pokud A = :I:%, plati z = +y. Odtud

1:x2+y2:2y2 — Yo = —.

Proto
flx,y,2) = f(Fy,y,y) = £2y° = £1.

Odtud minys f = —1 (nabyva se ho ve dvou bodech (:F%,:I: g,:l:%)) a dale
maxys f =1 (nabyvé se ho ve dvou bodech (i%, i%, i%))

12.8 Veéta o regularnim zobrazeni

V dal$im se budeme zabyvat otazkou invertovatelnosti zobrazeni f: RY — RV,
Vysledky, které ziskame, jsou dilezité napiiklad pfi vicerozmérné integraci nebo
pri feSeni parcidlnich diferencialnich rovnic pomoci vhodné zmény souradného sys-
tému.

V jednorozmérném piipadé nédm k invertovatelnosti na otevieném intervalu
staci, kdyZz ma funkce spojitou a nenulovou derivaci. Zde se pokusime obdrzet
vicerozmérnou analogii takového vysledku.
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Definice 12.8.1 (Jacobian). Necht viechny slozky zobrazeni f: RY — RY maji
v bodé a € R parcialni derivace. Pak matici

9 9
§a) - §(a)
2] i . ] :
(@) - g(a)

nazyvame Jacobiho matici zobrazeni f v bodé a. Jeji determinant se nazyva Ja-
cobiho determinant nebo téz jacobidn a znadi se J¢(a).

Definice 12.8.2 (Regularni zobrazen{). Necht f: RY — RY a Q C RY. Rekneme,
ze f je requldrni zobrazeni na §2, jestlize
(i) mnoZina Q je oteviend
(ii) f € C'(Q,RY)
(iii) J¢ # 0 na Q.
Priklad 12.8.3. (i) Pfipomerime si polarni soufadnice definované vztahy
T =TCcosp
Yy =rsinp.

Nejcastéji se pracuje se zobrazenim f: (r,¢) — (z,y), které zobrazuje (0,00) X
(—m,7) na R?\ {x <0 Ay = 0}. Jacobiho matice mé tvar

cosp —rsing
singp  rcosy '

Proto J; = r # 0 na studované mnoziné a jednd se o regularni zobrazeni.
(ii) Sférické souradnice jsou definované vztahy

T = rCos1Ccos

y = rcosysinp

z = rsina.
Nejcastéji se pracuje se zobrazenim f: (r, 1, @) — (x,y, z), které zobrazuje (0, 00) X
(=%,%) x (=m,m) na R*\ {x <0 Ay =0}. Jacobiho matice m4 tvar

cospcosyp —rsinycosp —rcosysinp
cosysing —rsinysing  rcosy cosy
sin 7 CoS Y 0

Proto J; = r? cost) # 0 na studované mnoziné a jedna se o regularni zobrazen.
(iii) Valcové soufadnice jsou definované vztahy

T =TrCcosyp
Yy =7rsing
z = h.
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Nejcastéji se pracuje se zobrazenim f: (r, ¢, h) — (x,y, z), které zobrazuje (0, co) x
(—m,7) x Rna R?®\ {z <0Ay=0}. Jacobiho matice m4 tvar

cose —rsing 0
singp rcose 0
0 0 1

Proto J; = r # 0 na studované mnoziné a jednd se o regularni zobrazeni.
Cviceni 12.8.4. Rozmyslete si, jak se zavadi sférické soutadnice v RY.

Véta 12.8.5 (O inverzi (lokalni verze)). Necht f: RN — RY je regquldrni zobrazeni
na U, (a) pro jistd a € RN a7 > 0. Pak existuje o > 0 s ndsledujicimi vlastnostmi:
(i) f je prosté na U, (a)

i) flU, ( )) je oteviend mnozina v RN (s jakoukoliv normou)
ili) znaci-li g mverzm zobrazeni k flu, (a), pak g € C*(f(Us(a)); RY)
iv) Jo(f(z)) = 5 (w) pro viechna x € U, (a)

(i
(
(
(v) pokud k € NU{oo} a f € C*U,(a),RY), pak g € CF(f(Uy(a)); RY).

Diikaz. Dtikaz je zaloZzen na plné verzi Véty o implicitni funkei (Véta 12.4.13),
kde prohodime roli proménnych x1,...,zx a y1,...,yn. Pro xz € U.(a) ay € RN
definujme funkce

Fi(z,y) = vy — fi(z) proi e {l,...,N}.
Pro tyto funkce plati
Fi(a, f(a)) = fi(a) — fi(a) =0 pro viechna ¢ € {1,..., N},
F, e CY(U (a) x RY) a

G f(@) - F(a, f(0)
det : : = (=)"Js(a) #0.
T fl@) o G (e f(a)

MizZeme proto aplikovat plnou verzi Véty o implicitni funkci (Véta 12.4.13) a
dostavame 9, A > 0 takovd, ze pro kazdé y € Us(f(a)) existuje pravé jedno x €
Un (a) splitujic

0=Fi(z,y) =y — fi(z) pro vSechna i € {1,...,N}.

Oznad¢ime-li toto z jako ¢(y), pak ¢ € C1(Us(f(a)); RY). Ze spojitosti f v bodé a
plyne existence o € (0, A) spliiujiciho

f(z) € Us(f(a)) pro kazdé x € U, (a).

Diky tomu je f prosté zobrazeni na U, (a). Skute¢né, f zobrazuje U, (a) do Us(f(a))
a tam kazdému bodu y € Us(f(a)) odpovida pravé jeden bod = € Una (a) splitujici
y = f(x) podle vysledku ziskanych vyse.
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Dokazme nyni otevienost f(Uy(a)). Necht y € f(Us,(a)) a = € U, (a) je takovy
bod, Zze f(z) = y, neboli x = ¢(y). Z toho, ze y € Us(f(a)), a spojitosti ¢ na
f(Us(a)) plyne existence n > 0 spliiujiciho

Uy(y) CUs(f(a))  a  oUy(y)) CUs(a).

Z posledni vlastnosti diky pfedchozi konstrukci dostavame U, (y) C f(Us(a)). To
déva otevienost f(U,(a)).

Tvrzeni (iii) a (v) plynou z toho, Ze funkce F; maji stejnou hladkost jako funkce
fi a tuto hladkost maji podle plné verze Véty o implicitn{ funkci (Véta 12.4.13)
rovnéz jednotlivé slozky zobrazeni .

Kone¢nsé, tvrzeni (iv) ziskdme derivovanim vztahu ¢(f(z)) = « na U, (a). Sku-
tecné, podle Fetizkového pravidla mame

FA(f(x) - FE(f(2) D@y - ()
Vie(f(z))) = : : : . :
GX(@) o FEG@) )\ @ e @)
a to se ma rovnat jednotkové matici. O

Poznadmka 12.8.6. Nenulovost jakobidnu spolu s hladkosti (na rozdil od jedno-
dimenzionalniho pfipadu) nejsou globalné schopny zarucit prostotu. To si snadno
uvédomime, pokud uvdzime polarni soufadnice s proménnymi (r, ) z mnoziny

(0,00) x R.

Véta 12.8.7 (O inverzi (globalni verze)). Nechf f: RN — RY je reguldrni zobra-
zeni na oteviené mnoziné Q C RY. Pak

(i) f(Q) je oteviend mnoZina

(i) f je lokdlné prosté, neboli ke kazdému bodu z Q) existuje okoli, kde f je prosté.
Je-li navic f prosté na M, odpovidajict inverzni zobrazeni je requldrni na f(Q) a
pro kazdé x € Q) je Jacobiho matice f v bodé x inverzni matici k Jakobiho matici
zobrazeni f~1 v bodé f(x).

Je-li f prosté na M, k € NU{oo} a f € CF(Q;RYN), pak f~1 € C*(f(Q);RY).

Dikaz. Tvrzeni (i) a (ii) plynou z piedchozi véty (pfipomenme, Z%e sjednoceni
otevienych mnozin je oteviend mnozina). Zbyla tvrzeni plynou rovnéz z predchozi
véty, nebot maji lokalni charakter. O

Poznamka 12.8.8. Predchozi vété se také iika Véta o regularnim zobrazeni (pfes-
néji, tyka se to dvou tvrzeni pro f prosté).

Priklad 12.8.9. Prevedme do polarnich souradnic a tim vyfesme tlohu

ou ou 0
r— —y— =0.
oy Vou
Definujme pomocné zobrazeni u(r,¢) = u(z(r, ), y(r,¢)) pro (r,p) € (0,00) X
(=m,7), neboli & = uwo f, kde f bylo pfedstaveno v prvni ¢asti Piikladu 12.8.3.
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Podle globalni verze Véty o inverzi (Véta 12.8.7) funkce u € CH(R*\ {z < 0Ay =
0}) fesi piivodni tlohu na R? \ {z < 0 Ay = 0} pravé tehdy, kdyz nova funkce
u € CY(0,00) x (—m, 7)) fesi na (0,00) x (—m, ) novou tlohu, kterou ziskdme
prepocitanim pomoci fetizkového pravidla. Mame

Ou Oudfy Oudfy Ou ou .

o o1 or +87yﬁ = %coscp+a—ysmgp

ou _ Oudfy  Oudfy _@rsinw—k @rcos%

%_%&p—i_aiy&p_ ox dy
a proto
Oou Ou 10u
%:acosw—;%smw
ou Ou 1 0u
a—yzasmgo—i—;%cosgp.

Ptvodni rovnice dostava novy tvar
10u 1ou |, ou
9

ou ou
O:rcosw(a—usin@—&—fa—cosgo)—rsincp(a—ucosgo—fa—sm =35
r r Op r r Oy %)

Proto jsou FeSenim nasi rovnice funkce tvaru @(r, p) = U(r) pro jakoukoliv funkci
U € C*((0,00)). Odtud ptivodni tlohu fesi

w(z,y) = U(Va? +y?) = U(z® + 47 na R*\ {z <0Ay =0}

Toto je ziejmé feSeni na R? \ {(0,0)}. Je-li mozné funkci U v poédtku spojité
(zprava) dodefinovat tak, aby existovala U’ (0), mame FeSeni na celém R?.



Kapitola 13
Variacni pocet

13.1 Uvod

Stejné jako bylo pfirozené rozsifit teorii extrémi funkci jedné redlné promeénné

......

néjsi pristup. Budeme se zabyvat extrémy v nekoneénédimenzionalnich prostorech,
jejichz prvky jsou funkce. Jako motivaci si uvedme nékolik piiklad.

Pi#iklad 13.1.1 (Uloha o brachystochroné). Necht a,b,A,B € R, a < b, A > B.
Nasim cilem je nalézt trajektorii, po niz se hmotny bod vlivem pusobeni gravi-
tace co nejrychleji dostane z bodu (a, A) do bodu (b, B) (jiné interpretace: mezi
obéma body vyrobime skluzavku a nechame po ni sklouznout kuli¢ku, pficemz za-
nedbavame jeji vlastni moment setrva¢nosti). UvaZujeme-li jen trajektorie, které
je mozné popsat jako graf C'([a,b])-funkce, pak pro celkovy ¢as mame

by /1 +y2(x)
T(y) = / —— dxz.
o o)
Vyjadfeni rychlosti v ziskdme ze zdkona zachovani mechanické energie

(@) tmgy(e) =mgA = v(x) = 2g(A— y(@).

Celkové minimalizujeme funkcional

T(y) = /bv”yﬂ(m)dx
V29 Jo JA=y(x)

pies funkce z C*([a, b]) spliyjici y(a) = A a y(b) = B.

Definice 13.1.2 (Funkcional). Zobrazeni z normovaného linearniho prostoru do R
se nazyva funkciondl.

209
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Priklad 13.1.3. (i) Délka grafu funkce

Fo) = [ V7@ da

je funkciondl na C'([a,b]) (pfipometime jesté, Ze na C'([a,b]) je zvykem zavadeét
normu ||yt ([a,6]) = Max(q p) |y| + maxp, 4 [y'])-

(ii) Riemanntv (¢ Newtontiv) integral je dokonce linedrni funkcional na C([a, b]).
(iii) Funkciondlem na C*([a, b]) je také

V dalsim si nejprve vybudujeme abstraktni teorii pro klasifikaci lokalnich ex-
tréma, ktera se velmi podobd teorii pro lokalni extrémy funkci vice proménnych.
Pozdéji pti aplikaci této teorie zjistime, ze kupfikladu ovéfovéani pozitivni defi-
nitnosti druhého diferencidlu v nekone¢né dimenzi neni vibec snadné a vyzaduje
vybudovani novych néastroji. Pravé toto rozsifeni abstraktni teorie bude tézistém
této kapitoly. Nakonec se budeme zabyvat nékolika klasickymi tlohami, jako jsou
jiz zminéna uloha o brachystochroné ¢i tiloha o zavéSeném fetézu.

Nage teorie bude pracovat s prostorem C([a, b]). Na rozdil od pfipadu extrémi
funkci vice proménnych se ndm podarii ziskat jen velmi slabé vysledky ohledné
existence globalnich extrémt. Konkrétné bude zcela chybét vysledek, ktery by byl
svou uzite¢nosti srovnatelny s Vétou o nabyvani extrémi spojitou funkei (Véta
11.11.16), tj. Ze spojita funkce na omezené a uzaviené (tedy kompaktni) mnoziné
nabyvéa svého maxima a minima (v nekone¢nédimenzionalnim prostoru omezenost
a uzavienost neimplikuji kompaktnost). Moderni matematickd analjza z téchto
diivodtt prostor C1([a,b]) nahrazuje takzvanymi Sobolevovymi prostory, které jsou
vybudovany na teorii Lebesgueova integrdlu a z hlediska variacniho poc¢tu nabizeji
silngjsi vysledky. Tyto partie jdou ale nad rdmec téchto skript.

13.2 Abstraktni teorie

Protoze v prostorech funkci neméme prirozené danou kanonickou bazi, zakladnim
pojmem diferencidlniho poctu je derivace ve sméru.

Definice 13.2.1 (Géateauxtiv a Fréchettiv diferencial). Necht X je normovany
linearni prostor, F': X — R je funkciondl a a € Dp.

(i) Necht h € X a existuje § > 0 takové, Ze {a + th: |t| < 6} C Dp. Rekneme, Ze
F mé v bodé a Gateauziv diferencidl ve sméru h (nebo téz Gdteaurovu derivaci
ve sméru h), jestlize existuje vlastni limita

. Fla+th)—F(a) d
}gr(l) ; = &F(a—i—thﬂt:o.

Tuto limitu pak zna¢ime 6 F(a; h) a nazyvame ji Gdateauzovym diferencidlem funk-
cionalu F' v bodé a ve sméru h.
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(ii) Necht existuje § > 0 takové, ze Us(a) C Dp. Rekneme, ze F' ma v bodé a Fré-

chetiv diferencidl, jestlize existuje spojity linearni funkcional L: X — R spliujici
F h) — F(a) — Lh

L Flat+h)~Fla)~Lh _

h—0 1Rl 0

Zminény linedrni funkcional pak znac¢ime dF'(a) a nazyvame jej Fréchetovym dife-
rencidlem funkcionalu F' v bodé a.

Poznamka 13.2.2. (i) Snadno se ovéfi, ze Gateauxtv diferencial (v daném bodé
a sméru) a Fréchetiiv diferencial (v daném bodg) jsou v ptipadé existence urceny
jednoznacné.

(ii) Pro funkce vice proménnych je Gateauxtv diferencidl derivaci ve sméru a Fré-
chettv diferencial je totalni diferencial.

(iii) Existence Fréchetova diferencidlu zfejmé implikuje existenci Gateauxova di-
ferencialu pro kazdy smér a pak plati

0F (a;h) = dF(a)(h).

Toho se vyuziva pfi hledani Fréchetova diferencidlu. Spocitame Gateauxovy dife-
rencialy ve vSech smérech a mame jediného kandidata na Fréchetav diferencial.
(iv) Existence Fréchetova diferencidlu implikuje spojitost.
(v) Zatimco linedrni zobrazeni mezi koneénédimenzionalnimi prostory jsou vzdy
spojita, v nekonecné dimenzi toto neni pravda. Staci uvazit prostor ¢ a na ném
funkcional

Lx:=x1+ 225+ 323+ ...,

kde x = {x1,x9,x3,...}. Tento funkcional je zfejmé linedrni, ale pro vektory
er = {0ix 52, plati
(S CL
L(—):l, % 0 L(0) = 0.
. . a (0)

Priklad 13.2.3. Uvazujme zobrazeni

F(y) = / () da

na C([0,1]). Pro kazdé h € C([0,1]) at € R\ {0} mame

Fly +th) — F e ' '
(y + t) (y) _ ;/ x((y + th)2 _ y2) de = / 2zyhdz +t/ zh? dx.
0 0 0

Odtud (pro zafixované h jsou oba integraly koneéné)
1
O0F (y; h) = / 2zyhdx pro vSechna y € C([0,1]) a h € C([0,1]).
0

Tim jsme zaroven dostali i jediného kandiddta na Fréchetav diferencial. Zbyva

overit podminku z definice. Mame

Fly+h)—F(y) —0F(y;
]

1! I
Yo [y -2y ar = o [ an,
IRl Jo 21l Jo
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kde staci vyuzit

I I 1
‘—/ oh? da < —/ 1 max?(h dz = — max®|h| = ]
IRl Jo IRl Jo — To.] [[2]] 10.1]

a odtud jiz snadno obdrzime existenci Fréchetova diferencidlu. Proto dF(y)(h) =
fol 2xyhdz.

Cviceni 13.2.4. (i) Uvazte zobrazeni

1
Fo) = [ ay*(@)ds
0
na C1([0,1]). Stejnym postupem jako v piedchozim piikladu ukazte, Ze
1
dF(y)(h) = dF(y)(h) = / 20y'h'dz Yy € CY([0,1]) a h € C([0,1]).
0

(ii) Podobné pro
P = [ (@) +ay*(@) da

ziskejte
1
dF(y)(h) = 6F(y)(h) = 2/0 (xyh + xzy'h)dz  Vy € C1([0,1]) a h € C*([0,1]).

(iii) Pfedchozi piiklady naznacuji, jak vypadd zakladni aritmetika Gateauxova
diferencidlu (pifpadné Fréchetova diferencidlu). Cemu se rovna §(aF + BG)(y)(h)
pro «, 8 € R a funkcionaly F,G? Vyslovte odpovidajici vétu a dokazte ji.

Definice 13.2.5 (Lokalni minimum). Necht X je normovany linedrni prostor
a F: X — R je funkcional. Rekneme, ze a € Dp je bodem lokdlniho minima
funkcionédlu F', jestlize existuje € > 0 takové, ze

F(a) < F(x) pro vSechna x € U.(a) N Dp.

V pfipadé ostré nerovnosti na P.(a) N Dr hovofime o ostrém lokdlnim minimu.
Analogicky se definuje lokalni maximum.

Definice 13.2.6 (Staciondrni bod). Necht X je normovany linedrni prostor a
necht F: X — R je funkcional. Rekneme, 7e a € D je staciondrnim bodem (nebo
extremdalou nebo kritickym bodem) funkciondlu F', jestlize

0F(a;h) =0 pro vSechna h € X.
Zakladnim tvrzenim pravé budované teorie je nasledujici nutna podminka.

Vé&ta 13.2.7 (Eulerova nutna podminka). Necht X je normovang linedrni prostor,
funkciondl F: X — R mad lokdlni extrém v bodé a € X a h € X. Pokud existuje
0F (a; h), pak §F(a; h) = 0.
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Dikaz. Ve plyne z chovani funkce ¢ — F(a+th), nebot toto zobrazeni ma v bodé
t = 0 extrém. O

Priklad 13.2.8. Uvéazime-li funkcional z Ptikladu 13.2.3, pak je Eulerova nutna
podminka splnéna ziejmé pro y = 0. Naopak, nutnd podminka neni splnéna pro
zéddnou jinou spojitou funkei. Skutecné, je-li y € C([0, 1]) netrividlni, staci zvolit
h := y a dostaneme nenulovy integral (pokud existuje o € [0, 1] takové, ze f(zg) >
0, diky spojitosti na jistém okoli plati f(z) > 1 f(z), atd.).

Poznamka 13.2.9. V pfedchozim prikladu jsme méli velice jednoduchy funkcio-
nal, a proto bylo pomérné snadné urcit, které body jsou stacionarni a které nikoliv.
V praxi se vétsinou pracuje s integralnimi funkcionaly, kde integrand zavisi nejen
na x a y, ale také na y’ (podivejte se na funkciondl vystupujici v tloze o bra-
chystochrong). K hledani staciondrnich bodu takovych funkcionéli byly vyvinuty
techniky, které si predstavime pozdéji.

Nyni si vybudujeme analogickou teorii ke klasifikaci lokalnich extrémt pomoci
definitnosti kvadratickych forem pfislusejicim druhym diferencialtim funkei vice
proménnych. Pro jednoduchost znaceni vS§echny vysledky vyslovime jen pro lokalni
minimum.

Definice 13.2.10 (Druhy Gateauxiiv diferencidl). Necht X je normovany linearni
prostor, F': X — R je funkciondl, a,h,k € X a existuje 6F (a;h). Necht existuje
vlastni e b B — §F(ah
th: _ .
52F (a3 h k) :— Tim O L0 thih) = 0F (aih)

t—0 t

Pak 02F(a; h, k) nazyvame druhym Gateauzovym diferencidlem ve smérech h a k.

Poznamka 13.2.11. Pokud k& = h, pak mame

2

d
62F(a;h,h) = @F(a + th)|t=o.

Véta 13.2.12 (Lagrangeova nutnd podminka). Necht X je normovany linedrni
prostor, funkciondl F': X — R md lokdlni minimum v bodé a € X a h € X. Pokud
existuje 62F(a; h, h), pak 6°F(a;h,h) > 0.

Diikaz. Definujme ¢(t) = F(a + th). Mame ¢’(0) = 0 (podle Eulerovy nutné pod-
minky, tedy Véty 13.2.7). Pokud by platilo g”(0) = 6°F(a;h,h) = —60 < 0, pak
bychom pro t > 0 dostate¢né malé méli diky Lagrangeové vété o prirastku funkce
9'(§) —4'(0)

3

coz je spor s tim, Ze v bodé a je lokalni minimum. O

o(0) = (0) = 1/(€) = 1 E<t6<0,

Piiklad 13.2.13. Pro funkcionél z Piikladu 13.2.3 mame pro kazdé y € C([0,1])
N O0F (y +th; h) — 6F(y; h)

ir
—0 t

9, /1 1 Lo
:}grg);(/o x(y—i—th)hdx—/o xyhda:)zZ/O xh®dx.

6°F(y;h.h) =1
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Lagrangeova nutnd podminka (Véta 13.2.12) je tedy splnéna pro vSechna y €
C(]0,1]). Pro hledani lokdlntho minima se ukézala jako uzitecné&jsi diive pouzita
Eulerova nutnad podminka. Na druhou stranu, Lagrangeova nutni podminka pro
lokalni maximum (s obrdcenou nerovnosti) nam ika, Ze nas funkciondl nema zadné
lokalni maximum na C([0, 1]).

Postacujici podminka ma podobny tvar jako u funkci vice proménnych. Uve-
deme si slabsi verzi (oproti standardnim vysledkiim v literatufe), abychom byli
schopni vysledek dokazat elementarnimi prostredky.

Véta 13.2.14 (Lagrangeova postacujici podminka (zeslabena verze)). Necht X je
normovany linedrni prostor a a € X je staciondrnim bodem funkciondlu F: X —
R. Jestlize existuje okoli bodu a, kde plati 6*F(x;h,h) > 0, pak F md v bodé a
lokdlni minimum.

Diikaz. Necht podminka 62F(z;h,h) > 0 plati na U,(a). Pro libovolné y € U, (a)
definujme
g(t) =F(a+1t(y —a)) pro ¢ € [0, 1].

Pak mame pro £ € (0,1)

1

F(y) = F(a) = g(1) — g(0) = ¢'(0) + 59”(5)

1
=0F(a;y —a) + 56°F(a+&(y —a)iy —a,y—a) > 0+0 =0.
O

Poznamka 13.2.15. Standardni znéni namisto nezapornosti druhych Gateauxo-
vych diferencialt na okoli poZaduje spojitost druhého Fréchetova diferencidlu v bo-
dé a a existenci a > 0 spliujiciho

§2F(a;h,h) > ol|h|? pro vSechna h € X.

Takové znéni pak nabizi ostré lokalni minimum v bodé a. Dikaz tohoto tvrzeni je
trochu téz8{ a navic se pro nasi situaci, kdy pracujeme s prostorem C!([a,b]), se
vyse uvedeny predpoklad Spatné ovéruje.

Priiklad 13.2.16. Pro funkcional z Pfikladu 13.2.3 jsme jiz nalezli jediny stacio-
narni bod y = 0 a navic jsme jiz také ukazali

1
8?F(y;h,h) = / xzh?dz > 0.
0

N4&s stacionarni bod je tedy bodem lokalniho minima.

Cviceni 13.2.17. Ukazte, Ze v predchozim piikladu neni mozné pro zadné a > 0
splnit podminku

62F(a; h,h) > o|h|? pro vSechna h € X.
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K tomu staéi sestrojit posloupnost funkei {hx} C C([0,1]) spliiujic
! k
[lhe]l = max |hg| =1 a / zh dz "= 0.
[0,1] 0

V jednodimenzionalnim pfipadé se vysSe uvedend kritéria tykaji nezdpornosti
druhé derivace a ta zase souvisi s konvexitou. I ve varia¢nim poctu je konvexita
postacujici podminkou pro existenci globalniho minima ve staciondrnim bodé.

Definice 13.2.18 (Konvexita funkcionélu). Necht X je normovany linedrni pro-
stor, M C X je konvexni a F: X — R je funkcional. Rekneme, Ze funkcional F je
konvexni na M, jestlize

FAz+ (1 =Ny) <AF(z)+ (1 —XN)F(y) pro viechna x,y € M a X € [0,1].

Véta 13.2.19 (Postacujici podminka pro konvexni funkcional). Necht X je nor-
movany linedrni prostor a F': X — R je konvexni funkciondl. Pak kaZdy jeho
staciondrni bod je bodem globdlniho minima F na X.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze a € X je stacionarni bod, ale existuje b € X
takové, ze F(b) < F(a). Diky konvexité pak méame pro kazdé ¢t € (0,1]
F t(b— - F 1-H)F tF(b) — F
(a0 0) ~Flo)  QZOF@+IFOFW) _ ) gy

Odtud 6F(a;b—a) < F(b) — F(a) < 0 a bod a neni staciondrnim bodem, coz je
Spor. O

Priklad 13.2.20. Pfedchozi véta se d4 aplikovat na funkciondl z Piikladu 13.2.3.
Ten je totiz konvexni, coz snadno plyne z odhadu zaloZzeného na Youngové nerov-
nosti

Ay + (1 =XN)2)% = A2 201 — Nyz + (1 — \)22?
<A A1 =N+ 2%) + (1= N)22
=%+ (1 —N)22%

Také bylo mozné vyuzit konvexitu funkce ¢ — 2.

13.3 Teorie pro funkcionaly reprezentované inte-
gralem

V dalsim se budeme zabyvat lokdlnimi extrémy funkcionali tvaru
b
F) = [ flayla).y/ (@) da

na mnoziné

M = {y € C"(la.b]): y(a) = A,y(b) = B,
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kde a,b,A,BE€R,a <ba f € C?([a,b] xR?). Argument funkce f znac¢ime (z,y, z).

Piedchozi teorii zde nemizeme aplikovat pfimo, nebot mnozina M obecné neni
linedrni prostor (vyjma pfipadu A = B = 0). Tento problém vyfesime tim, ze si
zadefinujeme pomocnou funkci v jako afinni funkei spliiujici v(a) = A a v(b) = B

(tedy v(z) = A+ =2 (2 — a)), piSeme y = u + v a pracujeme s funkciondlem

O(u) := F(u+v)

na mnoziné

X :={u € C'([a,b]): u(a) = 0,u(b) = 0},

coz uz je linearni prostor. Pouzivime zde normu

lulle o = max ful + max o]

V dalsim budeme vzdy pod symbolem X rozumét pravé zavedeny prostor.

Domluvme se jesté, Ze z divodu zjednoduseni budou v dalsim vyrazy y'(a) a
y'(b) znamenat jednostranné derivace v téchto krajnich bodech z vnitini strany
intervalu (a, b). Podobné, budeme-1i hovofit o splnéni néjaké diferencialni rovnice
na [a, b], myslime tim, Ze v krajnich bodech tuto rovnici splituji odpovidajici jed-
nostranné derivace.

Pro aplikaci predchozi teorie potfebujeme znét tvar 6@ (u;h) a §2®(u; h, h). V
zajmu prehlednosti zapisu budeme déle pouzivat znaceni f, = %, atd.

Lemma 13.3.1 (O tvaru §®(u; h) a 62®(u; h, h)). Nechf F,®,v jsou jako vyse a
u,h € X. Pak (pouzivdime y := u+v)

b
5P (u; h) = / (fy(@,y, 9" )+ fo(z,y, 4 )R') da

b
§*®(uyh, h) = / (Fyu @0,y VB2 + 2fy (@, 9,9 )RR + fo(,y,y')B'?) da.

a

Diikaz. Prvni vysledek ziskame tak, ze provedeme tpravu

b
5 (us ) — / (Fy (@0 9V + F(, o)) da

b / N o_ /
i (f(ar,y+th,y +th') = f(z,y.9)

- fy(x,:%y/)h - f2($7ya y/)h/) dz

t—0 J, t
b / / / /
=tim | t — fyl,yy)h) da
b / / ’
th') —
4 lim (f(x,y,y +th) — f(z,y,y) 7fz(z,y7y,)h,> d
t—0 J, t

=: lim [; + lim I
t—0 t—0
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a ukazeme, Ze

lim Il = lim IQ =0.
t—0 t—0

Protoze f € C'([a,b] x R?), podle Lagrangeovy véty o prirfistku funkce (Véta
6.3.3) pro kazdé t > 0 exitstuje 6 € (0,1) spliiujici
f(ﬂ?, Yy + th? y/ + th/) B f(.’l?, Y, yl + th/)
t

= fy(z,y +0th,y +th')h.

Dile, y,h € X jsou pevné zvolend (tudiz maxp, ;) |h| + maxp, ) [A/| < o) a f,
je spojita na [a,b] x R?, tedy stejnomérné spojitd na kompaktnich podmnozinach
[a,b] x R%. Proto ke kazdému ¢ > 0 dostavame t( takové, ze pro t € (0,to) plati

b
|Il|: / (fy(.r,y—i—ath,y/—i—th/)h—fy(x,y,y/)h)dx‘

b
S/ r[nab)](‘thy(%y‘i‘athay/+thl)_fy(37>yvy/)|dx
a 1@
b
g/ max |hle dz = Ce.
o lasb]

Podobné pro ¢t < 0. Dokazali jsme, ze lim;_,gI; = 0. Vysledek lim;_,olo = 0
ziskdme analogicky. Tim je dokézén vztah pro d®(y;h). Vztah pro §2®(u;h,h)
obdrzime tak, ze pfedchozi metodu aplikujeme na vztah pro 6®(u;h). Tentokrat
vyuzivdme predpoklad f € C?([a,b] x R?). Navic pouzijeme f., = fy.. O
13.3.1 Euler—Lagrangeova rovnice

Dalgim problémem je, ze Eulerova nutna podminka (Véta 13.2.7) diky préavé zis-
kanym vysledktim ziskdva ponékud nepiehledny tvar

b
/ (fy(z,y, ¥ o+ fo(z,y,y')h') dz =0 pro vsechna h € X

a my z ni potfebujeme ziskat stacionarni body. V tom ndm pomtze integrace per
partes kombinovana s nasledujicim vysledkem.

Lemma 13.3.2 (DuBois-Reymondovo lemma). Necht pro funkci g € C([a,b])
plati

b
/ gh'dz =0 pro viechna h € C*([a,b]) spliujici h(a) = h(b) = 0.

Pak g je konstantni na [a,b].

Dikaz. Nejprve si povSimnéme, Ze pokud funkce ¢ € C([a,b]) splituje f; pdt =0,
pak pro funkci ®(z) = [ ¢(t) dt méme ® € C'([a,b]) a ®(a) = ®(b) = 0. Diky
tomu podminka ze znéni véty implikuje

b b
/ gpdx =0 pro vSechna ¢ € C(]a,b]) splitujici / pdz =0
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(tato podminka je dokonce podmince ze znéni véty ekvivalentni, nebof derivace
v8ech funkei z X maji vySe popsané vlastnosti).

Polozme
1 b
= dt.
T e /a g

Diky linearité integralu a pfedchozim vysledkiim mame

b b
/ (9—a)pdz =0 pro vSechna ¢ € C([a, b)) splitujici / pdr =0.
a a

Speciélné lze volit ¢ := g — « (od spojité funkce odeéitdme piesné tu konstantu,
ktera zafidi nulovost integralu pfes (a, b)) a dostdvame

/ab(g—a)2dx =0.

Nyni jiz snadno diky spojitosti a nezapornosti integrandu obdrzime g = « na
[a, b]. O

V nejjednodussich pripadech, kdy funkce f nezévisi na tfeti proménné z (tfeba
u funkcionalu z Piikladu 13.2.3), je vyhodnéjsi pouzivat nasledujici vysledek.

Lemma 13.3.3 (Fundamentalni lemma varia¢niho poc¢tu). Necht pro funkei g €
C([a, b)) plati
b
/ ghdz =0 pro vsechna h € C*([a,b]) spliiugici h(a) = h(b) = 0.

Pak g =0 na [a,b].

Dikaz. Necht existuje g € (a,b) takové, ze g(xg) > 0 (diky spojitosti plyne
predchozi i za situaci g(a) > 0 a g(b) > 0, pfipad zdporné funkéni hodnoty se
fesi podobné, budeme tedy umét vyfesit vSechny mozné piipady). Pak existuje
§ € (0,min{zo —a,b—=zo}) takové, Ze g(x) > 3g(wo) na (zo — 4, o +6). Definujme

h(z :{0 pro z € [a,b] \ (zo — 6,20 + 0)

cos?(35(x — wg)) pro @ € (wo — 6, g + 9).

Pak h € C'([a,b]) a h(a) = h(b) = 0. Navic
b :Eo+(5
/ ghdx = / g(z) cos® (25 (z — x0)) da
a xo—0

zo+0
> @/ cos®(Z(z — xp)) dz > 0.
$0—6
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Nage dosavadni vysledky ndm davaji nasledujici tvar nutné podminky pro lo-
kalni extrém.

Véta 13.3.4 (Euler-Lagrangeova rovnice). Necht f € C*([a,b] x R?) ayo € M
je staciondrnim bodem funkciondlu F. Pak funkce

z = f(z,50(7), yo(2))
je spojité diferencovatelnd na [a,b] a yo spliuje Fuler—Lagrangeovu rovnici
d
fy(x’ yo(.’L’), y6($>) - afz(wv yo(x), y6($)> =0 na [a> b]
Diikaz. Jak jiz bylo ukdzano vyse, odectenim vhodné afinni funkce mizeme pfejit

k funkci ug € X a funkciondlu ®. Pro kazdé h € X pak mame splnénu Eulerovu
nutnou podminku (Véta 13.2.7)

b
0= (Sq)(U/O, h) = / (fy(x’y()»y(/))h + fz(xayovy(/))hl> de.

Prvni ¢ast integralu napravo se d4 pomoci integrace per partes prepsat do tvaru
(hrani¢ni ¢leny zmizi diky h(a) = h(b) = 0)

/ab Ty(x,y0,yp)hdz = /ab(/: fy(t,yo(t),y{)(t))dt)h’ dz.

Proto celkové mame pro vSechna h € X

0= /ab (/: fy(t,yo(t), yo(t)) dt — fz(x7y0(33)7y6(aj)>)h/ d.

Du Bois—Reymondsovo lemma (Lemma 13.3.2) ndm proto davé

| 5m®50) e~ fo(ep(a) @) =€ nalad],
Zderivovanim dostavame Euler—-Lagrangeovu rovnici. Navic funkce

T fz(w7 y0($)>y(l)<x))

musi mit spojitou derivaci na [a,b] (v krajnich bodech jednostrannou), protoze
ostatni ¢leny derivované rovnosti maji spojitou derivaci. O

Poznamka 13.3.5. Pravé uvedeny tvar Euler-Lagrangeovy rovnice mé jednu
nevyhodu, kterd je vidét na nasledujicim prikladu. Uvazujme funkcional

1
F(y) = / y*y?dz  na X.
0
Euler-Lagrangeova rovnice méa tvar

d s d
fo(z,y.9) — @fz(w,yw’) =2y — 5(21121/) =0  mal0,1].
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Tento tvar neni vhodny pro dalsi praci (dokonce z néj ani neni okamzité vidét, ze
feSenim je y = 0, coZ je podle zadéni zfejmé funkce, kterd dava globalni minimum).
Radi bychom provedli apravu

2 2 2 2
0="2yy"" — (2v°y) =2yy'" — (dyy"” +20°y") = —2y(y'" + ") = —2y(yy')’

a tim dostali rovnici, se kterou uz se da pracovat. Zminénou tpravu vSak obecné
provést nemiiZeme, nebot nevime, zda existuje y”.

Slabinou Euler-Lagrangeovy rovnice je tedy piedpoklad yo € C?([a,b]), ktery
obecné nemusi extremala splnovat.

Véta 13.3.6 (O regularité minimizéru). Necht f € C?([a,b] x R?), yo € M je
staciondrnim bodem funkciondlu F a zq € (a,b) je takové, Ze

fzz(x07y0(x0)7y6(x0)) 7é 0.
Pak ezistuje § > 0 takové, Ze yo € C?((zo — 6,79 + 9)).

Dikaz. Pokud je yo € M stacionarnim bodem, podle pfedchozi véty spliiuje Euler—
Lagrangerovu rovnici, jejiz integraci dostavame « € R spliujici

a = fa(z,y0(x), yo()) — /z fu(tyo(t),yp(t))dt - na [a,b].

Definujme nyni funkci ¥: [a,b] x R pfedpisem

Wow) = LGen(e)w) — " 1 volt), vh(0) dt — o

Ziejmé W(zo,yh(70)) = 0, ¥ € C'((a,b) x R) (podle fetizkového pravidla, f €
C?*([a,b] x R?) a yg € C'([a,b])) a

0% (0. 0) = Fos 00, vy (20)) # 0.

Mizeme proto aplikovat Vétu o implicitni funkci (zdkladni verze), tedy Vétu
12.4.2; a dostavdme d1, A > 0 takovd, ze pro kazdé = € (xg — 91,20 + d1) existuje
pravé jedno w =: p(z) € (y'(zo) — A,y (x0) + A) spliiujici ¥(z,p(x)) =0ap €
CY((wg — 81,20 + 61)). Protoze funkce w: x — y{(z) také splituje ¥ (x, w(z)) = 0,
z jeji spojitosti (yo € C'([a,b])) a jednoznaénosti dané Vétou o implicitni funkci
(zakladni verze), tedy Vétou 12.4.2, dostavame & € (0, d1) takové, ze

o(x) = w(x) na (zg — 0,9 + 9).

Protoze na levé strané mame funkci z C1((zg — d, ¢ + §)), mame takovou funkei
i na strané pravé, a proto yo € C%((x¢ — 0,20 + 6)). O
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Piiklad 13.3.7. (i) Uvazujme funkciondl
1
F(y) = / xy*(z) dz s okrajovymi podminkami y(0) = 0 a y(1) = 0.
0
Euler—Lagrangeova rovnice ma tvar

fy(@y9) - difz(fcvy,y’) =2y = 0.
x
Jedinym feSenim je zfejmé y = 0 (globalni minimum). Globalni maximum existo-
vat nemuze, jak ukazuji funkce x — C'sin(mx).

Pokud bychom pracovali na mnozingé M = {y € C1([0,1]): y(0) = 0,y(1) = 1},
Euler-Lagrangeova rovnice ma opét tvar 2zy = 0 a nam se ji diky poc¢atecnim pod-
minkam nepodaii splnit. Tedy zadna extreméla neexistuje. Dokonce se d& ukazat
pFimo, Ze neexistuje globaln{ minimum, nebot funkce

r) =
i (@) cost(m2k"1(z — 1)) prox € [1—27% 1]

{O proz € [0,1 —27%]
splituji F'(yx) — 0, zatimco pro Zéddnou funkci z M nedostaneme F(y) = 0.
(ii) Uvazujme funkcional

b
J(y) = / Y da.

Pak Euler-Lagrangeova rovnice ma tvar

d d
fy(xay,y/)_afZ(x»yvy/):0_£(2y/):0 na [aab]'
Zde muZeme jednak postupovat bez vyuziti Véty o regularité minimizéru (Véta
13.3.6), kdyz si uvédomime, Ze nase Euler-Lagrangeova rovnice je ekvivalentni
podmince

—2h'=C  nala,b]

aodtud h = —%x—i—D (konstanty C, D budou zde jednozna¢né uréeny okrajovymi
podminkami z definice mnoziny M). Vé&tu o regularité minimizéru (Véta 13.3.6)
zde pouzit muZeme, nebot f..(x,y,y’) = 2 > 0 (zde je velice pfijemné, Ze je
podminka z Véty o regularité minimizéru splnéna pro vSechna y € M). To ndm
déava diferencialni rovnici

_2yl/ = 07

kterou umime snadno vyfesit.
(iii) Uvazujme funkcional
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Povsimnéme si, ze f..(z,y,y’) = 22%. Pokud bychom védéli, 7e 0 ¢ (a,b), mohli
bychom pouzit Vétu o regularité minimizéru (Véta 13.3.6). V opacném piipadé
musime postupovat opatrné

d d
fy(xvyvy/) - @fz(xayayl) =0- @(1 + 2$2yl) =0 na [(l, b]

To je ekvivalentni

1+2x2,:C < xy:T:D
Pokud 0 ¢ (a,b), mame
D D
Y =— = y=—-——+FK,
x x

kde E € R. Pokud 0 € (a,b), musi platit D = 0. To zase implikuje, Ze ¢’ = 0 na
[a,0) U (0,b]. Protoze y € C1([a,b]) celkové dostévame y = E.
(iv) Uvazujme funkcional

1

J(y) = / :c4y’2 dx s okrajovymi podminkami y(—1) = -1 a y(1) = 1.
-1

Plati f..(7,y,9’) = 22%, a proto nemfizeme pouZit Vétu o regularité minimizéru

(Véta 13.3.6) v pocatku. Opét se d& postupovat nasledovné

d d
fy(xayyy/) - @fz(x7y7y/) =0- @(2$4y/) =0 na [_17 1]

To je ekvivalentni
221y = C.

Mimo pocatek dostavame y = —;—3% + D. Funkce tohoto typu je mozné slepovat
v podéatku (hleddme funkci z C*([—1,1])) jen pokud C = 0, ale pak dostéavéame
konstantni feSeni, které nespliiuje okrajové podminky. Celkové neexistuje zadna
extremdla a funkciondl F' na M nenabyva lokdlniho minima (ani globélniho, po-
dobné pro maximum).

(v) Uvazujme funkcional

1
J(y) = / (2y2 + x2y’2) dz s okrajovymi podminkami y(—1) = -1 a y(1) = 1.
-1

Pak Euler-Lagrangeova rovnice ma tvar

d d
fy(z,y.y") — afz(:v,yvy’) =4y — a(%?y’) =0 nal[-1,1].

Protoze f..(x,y,y’) = 22%, nemtizeme pouzit Vétu o regularité minimizéru (Véta
13.3.6) v pocatku. Pouzijme ji alespon zvlast na intervalech (—1,0) a (0,1). Na
téchto intervalech dostavame

dy — day’ — 22%y" =0 — 22y + 2xy” — 2y = 0.
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Jedna se o Eulerovu rovnici, jejiz obecné feSeni mé v naSem piipadé tvar

B

y:az+ﬁ.

Protoze extremala musi byt z prostoru C'([a,b]), z uvedenych feseni mtizeme
v pocatku slepit jen dvojici linearnich funkci se stejnou smérnici a diky okra-
jovym podminkam celkové dostavadme jedinou extremalu yo = « na [—1,1].

(vi) Uvazujme funkcional

1
F(y) = / :Ey/z(x) dz s okrajovymi podminkami y(0) = 0 a y(1) = 0.
0
Euler—Lagrangeova rovnice ma tvar

d d
N — = _ — / =
fy(@y.9") dxfz(x,y,y) 0 dx(%‘y ) =0.

Odtud ¢/ = %, a proto
C
Y= élongng.

Podminku y € C1([0,1]) spolu s okrajovymi podminkami zde spliiuje jen yo =
0. Zrejmé se jedna o globalni minimum. Snadno si ¢tenaf sdm zkonstruuje pri-
klady ukazujici, ze pro zadné okrajové podminky se nenabyva globalniho maxima.
Obecné v pfipadé okrajovych podminek y(0) = y(1) = Cs se globalni minimum
nabyva pro y = Cy. Pokud mame rizné okrajové podminky y(0) # y(1), globél-
niho minima se nenabyva. To se da také ukazat pomoci nasledujici konstrukce.
Piedné si poviimnéme, Ze zadna C* ([0, 1])-funkce nemtize zaroveti splitovat takové
okrajové podminky a F(y) = 0. Bez ijmy na obecnosti v dalsim pfedpokladejme,
ze mame okrajové podminky y(0) = 0 a y(1) = 1 (pokud pro tyto podminky
umime zkonstruovat posloupnost {y;} C X splitujici F(yx) — 0, umime to pro ja-
koukoliv sadu riznych okrajovych podminek, staci si rozmyslet vztah mezi F(y) a
F(ay+ ). Nechme se inspirovat feSenim Euler-Lagrangeovy rovnice a definujme
spojité funkce

0 pro z € [0, 1]
Y = 1
oer +1 proxe [£,1].

Pak plati

% 72 d ! ;2 d ! 1 2d
=0+ | (o)
/0 zy (x) :r:Jr/]1c ay () dx Jr/’1 x Thogk x

1 2 ! 1 1 k—oco
= - d = 0.
(logk) /;lc x . log k -

Neni tézké si vymyslet drobnou modifikaci funkce y; na malém okoli bodu %,
aby vznikla funkce z C*(]0,1]) a hodnoty integralii spocitané vyse se zménily jen
nepatrné.
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Poznamka 13.3.8. (i) Euler-Lagrangeova rovnice mé klicové postaveni ve vari-
acnich metoddach dikazu existence feSeni diferencidlnich rovnic. Zde se postupuje
obracené. Mame zadanou diferencialni rovnici. Pokusime se nalézt ji odpovidajici
funkciondl (pro ktery je naSe rovnice Euler-Lagrangeovou rovnici) a ukazat, ze
tento funkcional ma stacionarni bod dostatecné hladkosti. Pak okamzité dosta-
vame, ze tento stacionarni bod je feSenim zkoumané rovnice. Napiiklad v posledni
¢ésti predchoziho ptikladu mé Euler-Lagrangeova rovnice tvar (po rozderivovani)

2y +22y" =0 y(0) =y(1)=0.

Protoze odpovidajici funkcional

Py = [ oy @y

mé na mnoziné {y € C([0,1]): y(0) = y(1) = 0} globalni minimum v y = 0
(C2([0,1])-funkce), okamzité dostavame, Ze tato funkce fesi uvazovanou diferenci-
alni rovnici.

(ii) V praxi se pfi aplikaci varianich metod podaii nalézt staciondrni bod jen
malokdy. Vétsinou se jen dokaze jeho existence za pomoci geometrickych vlast-
nosti zkoumaného funkcionalu (pak se aplikuji numerické metody pro pfiblizna
feSeni diferencidlnich rovnic). K nejdulezitéjsim z téchto vlastnosti pat¥i konvexita
(sama o sobé ovSem existenci minima nezarucuje, uvazte konvexni funkci exp)
doprovazenda dalsimi pojmy a technikami, jako jsou koercivita, slabd polospoji-
tost zdola, slabd konvergence ¢i dalsimi pojmy, které presahuji teorii téchto skript.
Hlavnim problémem, se kterym se musi pfislusné teorie vyrovnat, je skutecnost,
ze v nekone¢nédimenziondlnich prostorech nejsou omezené mnoziny kompaktni,
¢imz prichédzime o moznost vybirani konvergentnich posloupnosti z posloupnosti
omezenych.

13.3.2 Euler—Lagrangeova rovnice pro funkcionaly special-
nich typua

Reseni Euler-Lagrangeovy rovnice muize byt velice obtizné. Jist4 zjednodusen,
nebo alespon alternativni postupy, se nabizeji v situacich, kdy funkce f nezavisi
na jedné nebo vice proménnych. Témto pfipadiim se nyni budeme vénovat.

Nejprve se zabyvejme pfipadem, Ze funkce f nezdvisi na proménné z (neboli
f = f(z,y)). Euler-Lagrangeova rovnice mé jednodussi tvar

fy(z,y) =0,

coz je rovnice v niz se zadné derivace hledané funkce nevyskytuji. Jedna se tedy
o podstatné jednodussi tlohu nez v obecném piipadé. ResSeni vSak nemusi byt
vzdy snadné, nebot hledana funkce je zde zadand implicitné. Poznamenejme jesté,
7e v tomto piipadé neni nutné pozadovat, aby f € C?([a,b] x R?), ale staci f €
C1([a, b] xR?). Zde totiz k odvozeni vise uvedené podminky staci kombinovat prvni
¢ast Lemmatu o tvaru 6®(u; h) a 62®(u;h,h) (Lemma 13.3.1) a Fundamentaln{
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lemma varia¢niho po¢tu (Lemma 13.3.3). S typickym funkciondlem tohoto typu
jsme se setkali tfeba v Prikladu 13.2.3. Navic v téchto piipadech plati zjednodusena
formule

b
62(I>(u; h7h):/ fyy(ac,y)h2 dx.

To ndm c¢asto umoznuje piimo pouzivat vysledky abstraktni teorie tykajici se dru-
hého diferenciélu.

Pokud funkce f nezévisi na proménné y (neboli f = f(z,y’)), Euler-Lagran-
geova rovnice mé tvar

d N
_afz(xvy ) =0

a jeji feSeni se d4 popsat podminkou f,(x,y,) = C. Tim jsme dostali diferencialni
rovnici prvniho fadu.
Poznamenejme jesté, Ze v tomto pripadé navic plati zjednodusena formule

b
52®(us by h) = / Fou(w, ) da,

ktera je opét Casto vhodna pro aplikaci abstraktni teorie tykajici se druhého dife-
rencialu.

Piiklad 13.3.9. Mezi kiivkami, které lze popsat grafem C'-funkce, hledejme tu,
ktera spojuje bod (a, A) s bodem (b, B), kde a < b, a je z takovych kiivek nejkratsi.
Minimalizujeme tedy funkcional

F(y):/ab\/1+y’2(x)dx

pies funkce z C*([a, b]) splitujici y(a) = A a y(b) = B. Pro feseni Euler-Lagrange-
ovy rovnice proto mame

/

Y

—=C = y'220(1+y’2).

1+y*()
Odtud vidime, ze extremalami mohou byt jen afinni funkce, coz spolu s okrajovymi
podminkami d4v4 jediného kandidéta na lokalni minimum yo(z) = A+ %:;4 (x—a).
Déle pro libovolné y z uvazované tfidy funkci plati

1

— W dz>0.
(1+y2(z))2

b b
#Mwmm=/fgmym%M=/

Diky tomu lze aplikovat Lagrangeovu postacujici podminku (Véta 13.2.14) a do-
stavame, Ze nase extremala je bodem lokdlniho minima. Dokonce se da dvojim
zderivovanim snadno ovéfit, Ze funkce ¢t — /1 + t2 je konvexni. Proto je funkcio-
nal F' konvexni a jedna se o globalni minimum diky Vété o postacujici podmince
pro konvexni funkcional (Véta 13.2.19).
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Dalgim dilezitym piipadem je f = f(y,y’). Zde méme néasledujici popis extre-
mal.

Tvrzeni 13.3.10 (Nutnd podminka feSeni Euler-Lagrangeovy rovnice pro auto-
nomni tlohu). Jestlize yo € M N C?([a,b]) 7esi Euler—Lagrangeovu rovnici, pak

F(Wosv0) — yo.f=(yo. yo) = C.

Diikaz. Prendsobime Euler-Lagrangeovu rovnici vyrazem y(, a dostdvame
/ !/ / d /
0= yofy(y07 yO) - yoafz (yOa yO)

d
= yofy (o, vo) — a(yéfz(yo, Y0)) + Yo f=(y0; ¥o)

= S w0r8)) — < (-0, uh))

Odtud
S Wo,y6) — yof=(yo, yp) = C.
0

Poznamka 13.3.11. (i) Jedna se skutecné pouze o podminku nutnou, nebot
prendsobeni vyrazem y(, v diikazu neni ekvivalentni operaci.

(ii) Vyhoda pravé dokdzaného vysledku spoc¢iva v tom, ze standardni Euler—Lag-
rangeovu rovnici, coz je rovnice druhého fadu, prevadi na rovnici prvniho radu,
¢imz se zvysuje pravdépodobnost, ze lohu budeme schopni vyresit. V nékterych
pfipadech je vSak prechod k nové rovnici nevyhodny, jak uvidime na ptikladech
uvedenych nize.

(iii) Pfestoze je vyslednd rovnice prvniho fadu, pfi jejim odvozeni se pouzivala
podminka yg € M NC?([a,b]). VyuZiti nové metody proto opét vyZzaduje predchozi
aplikaci Véty o regularité minimizéru (Véta 13.3.6).

(iv) Této metodé se ve fyzice ¢asto ikd metoda hledani prvniho integralu.

Prfiklad 13.3.12. (i) V ptipadé vySe zminéné dlohy o nejkratsi spojnici dvojice
bodt jsme pracovali s funkcionalem

F(y) = /: 1+ y?(z)de.

L > 0, muzeme diky Vété o regularité minimizéru

S 3
(1+y'%(z))2
(Véta 13.3.6) pouzivat jak standardni Euler-Lagrangeovu rovnici, kterd nam dala
podminku

Protoze f..(y,y’) =

/

Y .
14y (x)

tak alternativni rovnici

F o) =o' F(y,9) =1 +y° —

12

Y _ 1
Vi+v2@ 14y

Il
Q
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ze které je snaze vidét, Ze ¥’ musi byt konstantni.
(ii) Uvazujme funkcional
b 2
1+y
a Y

Protoze f., = 61;32, pifpadnd extremala pati{ do C?((a,b)). Euler-Lagrangeova

rovnice zde ma tvar

— ’ .
O—fy(%y’y)—@fz(x,y,y)_F_FQa(T)
2 2 /273 1+ 2\, /! 6
= 2Y o2 (/4 vy 7(;,1/2 B (1+y2)y").

Zavorka uplné napravo dava

yy'” — (1 +y2)y" =0,

coz neni zadny ze zakladnich typu diferencidlnich rovnic, které umime fesit. Na
druhou stranu, Tvrzeni o nutné podmince feSeni Euler—Lagrangeovy rovnice pro
autonomni tlohu (Tvrzeni 13.3.10) ndm déva rovnici

1+y° 1+ 149°
C=flyy) -y f(y.y) = 7 + 2y e =3 e

To mohou fesit jen funkce spliiujici
vy =Kv1+y?, K eR\{0},

a mame FeSitelnou rovnici se separovanymi proménnymi (integrace povede na
funkci argcosh).
(iii) Uvazujme funkcional

b
F(y) :/ (v — vy +y?) da.

Protoze f.. = 2, piipadnd extremala patii do C?((a,b)). Euler-Lagrangeova rov-
nice zde ma tvar

d d

0 = ¢ — —Jz = — ! 2 - T 2 ! -

fo@y.y) = @y y) =~y + 2y = — (2 —y)
=y +2y—(2y" —y) = -2(y" —y).

Extremalami proto jsou funkce tvaru

yo = Ce® + De™".

Pristup vyuzivajici Tvrzeni o nutné podmince feSeni Euler-Lagrangeovy rovnice
pro autonomni tlohu (Tvrzeni 13.3.10) nam déva rovnici

2 2 2
C=flyy)—vWwy) =y —yw +v* v/ —y)=—y +y°"=—y" +¢°.
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Tato rovnice rozhodné neni feSitelsky piijemnéjsi nez vysSe uvedeny standardni
tvar Euler-Lagrangeovy rovnice. Navic tato rovnice neni ekvivalentni s Euler—
Lagrangeovou rovnici, nebot pripousti kuptikladu vSechna konstantni feSeni.
(iv) V ptipadé, ze f zévisi jen na posledni proménné z, Euler-Lagrangeova rovnice
okamzité dava

Iz (y/) =C.
Naproti tomu Tvrzeni o nutné podmince feseni Euler-Lagrangeovy rovnice pro
autonomni ulohu (Tvrzeni 13.3.10) jednak vyzaduje vyssi regularitu extremaly a
navic dava tvar

W) =y 1) =C,

vvvvvv

rovnici.

13.3.3 Klasifikace extremal zaloZena na chovani druhého di-
ferencialu

Nyni se budeme zabyvat podminkami odvozenymi od chovani druhého diferencialu.

Véta 13.3.13 (Lagrangeova nutnd podminka pro integralni funkciondl). Necht
f € C%([a,b] x R?) a yo € M je bodem lokdlniho minima funkciondlu F. Pak

fzz(x,yo(m),y(’)(x)) >0 na [a’b]'

Dikaz. Pokud by existovalo xg € (a,b) takové, Ze

—A:= fzz(xayO(xO)7y(l)(x0)) < 07

pro € > 0 dostate¢né malé bychom z volby

b gcos?(£2)  pro |z — xo| < Je
0 jinak

dostali pomoci Lemmatu o tvaru 6°®(y; h,h) a 6°®(u;h,h) (Lemma 13.3.1) a
predpokladtt f € C?%([a,b] x R?) a yo € C'([a,b]) (na konci vypoctu pouzivame
jesté jednoduchou substituci)

b
52®(ug; h, h) :/ (Fyu (Y0, Yo 0% + 242 (2, Yo, Y)W + fon(, 90, yo)B'?)

zo+ % A
< / (Ch2 +C|h||W| - —h’2> dw
Io—% 2
o+ %5 zo+ % A
< / <C€2 + CE) dz — / —Sin2(2%) dz
xg—% £0—% 2

A (2
= 1e(Ce? + Ce) — 55/ sin?(2t) dt < 0.

us
2
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To je spor s Lagrangeovou nutnou podminku z abstraktniho pfipadu, tedy s Vétou
13.2.12. Celkové proto mame

fzz(@,y0(2), yo(x)) 20 na (a,b).

Navic levd strana pfedchozi nerovnosti je diky pfedpokladiim spojitd na [a,b], a
proto dokazovand nerovnost plati na celém |[a, b]. O

Véta 13.3.14 (Legendreova postacujici podminka). Necht f € C?([a,b] x R?) a
Yo € M je staciondrnim bodem funkciondlu F'. Jestlize existuji o, § > 0 takova, Ze

52®(ug; h, h) > a”hH%l([a,b]) pro vsechna h € X spliugict ||h||c1 ((a,) < 0,
pak F md v bod€ yg ostré lokdlni minimum.
Diikaz. Zafixujme h € X spliujici 0 < ||h||¢1([q,5)) < 0 a definujme
o(t) :== F(yo + th) prot € R.

Pak z Taylorova rozvoje mame (v nasledujicim vypoctu ¢éislo 6 € (0, 1) zévisi na ¢
ah)
1
F(yo + th) = Flyo) = ¢(t) = ¢(0) = ¢'(0) + 5¢" (01)
1

—0+ % "(0) + 5 (" (08) — " (0))

« 1
> §||h||%‘1([a,b]) + 5(@”(90 —¢"(0)).

Dokazovany vysledek proto plyne z nasledujiciho odhadu platného pro |¢| dosta-
tecné malé (|t| < to, kde to nezavisi na volbé h; pouzivime Lemma o tvaru 6®(yo; h)
a 02®(yo; h, h) (Lemma 13.3.1) a stejnomérnou spojitost druhych parcidlnich de-
rivaci funkce f na kompaktech)

b
|<P//(9t) - ‘PH(O” < / “fyy(ﬂf,yo + 9th7y6 + Gth/) - fyy(xvyOa y6)|h2
+ 2|fyZ(37,yO + 0th, yé + Gth') - fyz(m7y0a y{))IIhHh'I
+ ‘fzz($7y0 + ethvy(/] + Gthl) - fzz(xa yo7y())|hl2} dx

o 2
< S 1l (a0
]

Véta 13.3.15 (Lagrangeova postacujici podminka pro integralni funkcionél). Ne-
cht f € C*([a,b] x R?) a yo € M je staciondrnim bodem funkciondlu F. Jestlize
existuje & > 0 takové, Ze pro kaZdé h € X spliugici ||h||c1((a,p)) < 0 md funkce

o(t) == F(yo +th)

vlastnost
O"(t)>0  prote(0,1),

pak F' md v bodé yy lokdlni minimum. V pripadé, Ze predchozi vlastnost plati
s ostrou nerovnosti, jednd se o ostré lokdlni minimum.
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Dikaz. Podle Lagrangeovy véty o pfiristku funkce (Véta 6.3.3) mame

F(yo +h) — F(yo) = ¢(1) = 0(0) = ¢'(§) = ¢'(§) — ¢'(0) = ©" (08¢,

z ¢ehoz vse plyne. O
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