Laplaceova transformace

Laplaceova transformace

Laplaceova transformace je integralni transformace definovana vztahem:

F(p) = /f(t) e Ptdt, kde funkce { {;1((2)7 p € C je obraz.
0

Znaceni

strucné E(p) = I(t)
F(p)} f(t) = F(p)

Vlastnosti

Prima i zpétna Laplaceova transformace jsou linearni:
ZA{af(t)+bg(t)} = aZ{f(t)} + 0L {g(t)}
L HaF(p) +bG(p)} =aZ H{F(p)} +b 27 {G(p)}

Zakladni vztahy Z-transformace

Predmét Obraz

f(#) F(p)

F(t) et F(p—a) posunuti v obrazu
f(at) %F (g) zména méfitka
f'(t) pF(p) — f(07)

f'() p*F(p) — pf(0F) — f/(07)
tf(t) —F'(p)

tnf(t) (=1)"F (p)

—f(t) /°° F(q)dq

/ f(z)dz _F(p)

(0;00) — R je predmét,
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Laplaceova transformace

Konvoluce funkci f(t), g(t):

(f*9)(t) = (g% F)(t) = / £t — ) g(u) du

Z{f*g}=F(p)-Gp), kde F(p) = f(t), G(p) = g(t)

Tabulka obrazu pro dané predméty

Predmét Obraz
1 1
p
1
’f »
t2 2
3
p
n n!
¢ pn—i-l
eat 1
p—a
1
teat
(p —a)?
2
t2eat
(p—a)?
n!
tneat
(p _ a)n—i—l

1. f(t) =1+ 4te”" + 5t%*
2. f(t) =2cos3t —3sin2t

3. f(t) =13 — 4sin3t + te
4. f(t) =5e' +e 4 —3sin3t

5. f(t) = t(sin 3t — cos 3t)

neN

Predmét

sin wt

cos wt

sinh ¢

cosht

tsin wt

t cos wt

t

e sin wt

t

e™ coswt

Obraz
w
p2_|_w2
_p
p2_|_w2
w
2 — 2
p
P2 — 2
2pw
(p? + w?)?2
P2 —w?
(P2 + w?)?2
w
(p—a)? +w?
p—a
(p—a)* +w?
1+ 4 5-2
p (+1)?  (p—2)3]
P 2
PP+9  pP+d
3! 4-3 1
pt pP+9 (p+2)%]
L 1 3
p—1 p+4 P> +9)
6p p>—9
F = —
{(p) (P> +9)%  (p*+9)2]




Laplaceova transformace

6. f(t)=(t*>+2t—3)e % [F(p) = (pf2)3 + (pf2)2 - pi2_
7. f(t) = (t +2)sin4t [F(p) = (p22i'146)2 o i 16|
8. f(t) =3¢ HsinTt [F(p) =3 m_
9. f(t) =e *(2cos 3t — sin 3t) [F(p) =2 (pf;;irg B 23)2 9]
10. f(t) = 3sin3t - cost [F(p)=p2i16+pzi4

Zpétna Laplaceova transformace

Predpokladame, Zze obraz F(p) je ryze lomend racionalni funkce a hleddme predmét
ft) =27 {F(p)}.

Postup Funkci F(p) rozlozime na parcialni zlomky typu:

A neN: Ap+ B Ap+B Ap+B Ap+ B
(p—a)™ PP+t (poaP 4w’ (PHe?)?T [(p—-a)? WP

a k jednotlivym zlomkim najdeme pfedméty za pomoci nize uvedené tabulky.

Priklady: S pouzitim tabulky urcete predmét f(¢) k danému obrazu F(p).

2p —3
L F(p) = 5
p°+3p+2
Reseni: F(p) rozlozime na parcialni zlomky.
2p—3 A B
P+2)p+1) p+2 p+1
= 2p—3=A(p+1)+ B(p+ 2). Dosadime nulové body jmenovatele

p=-2: —T=—A= A=T

p=—-1: —-5=R8B
F(p) = 5 jL 5 511 a podle tabulky je f(t) = Te ™2 —5e~!, t > 0.
2
p+1 L 23 1 o
2. F(p)= —L T P
9—3p .
3. F(p) = t)y=1-— 3t — 3t
() B+ 9p [f(t) cos sin 3t
L) = —— F(t) = mel(3t — 1) + e
' (p—1)>2(p+2) 9 9

=

a;—ﬂ'COSa;

L v prikladu pouZijte vztah: sin o + sin f = 2sin
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Laplaceova transformace

Tabulka predmétu k danym obraztm

aceR,b>0, w>0.

F(p) f(t)
1 eat
p—a
1 t
(p — CL)2 te?
(p—a)? 2
1 1
ﬁ’neN — 'tn—leat
(p—a) (n—1)!
1 1.
pz + w2 5 sin wt
P t
p2 + w2 COS W
1 1
VS RT) Ze® ginwt
(p—a)? + w? w
p—a "
m e coswt
1 .
(P2 +w?)? %3 (sinwt — wt coswt)
p 1 .
m %t sin wt
: ——e"(sinwt — wt cos wt)
((p — a)? + w?)? 203
L Leat (w’tsinwt 4 a sin wt — awt cos wt)
((p—a)* + w?)? 23

Linearni diferencialni rovnice resené Laplaceovou transformaci

Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty je mozné fesit Laplaceovou trasfor-
maci, kterd danou diferencialni rovnici pro nezndmou funkci y(¢) pfevadi na linearni alge-
braickou rovnici pro obraz y(t). Ukdzeme si to na prikladech.

Priklad 1 Na intervalu (0, co) naleznéte feseni dané diferencialni rovnice vyhovujici zadané
pocateéni podmince.
y +4y =sin2t; y(07)=3.

Resent

L

Obraz feSeni oznacime Y (p) = y(t), obraz derivace y'(t) = pY(p) — y(07) = pY(p) — 3 a
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Laplaceova transformace

2
sin 2t £ PR Obraz zadané rovnice je pak:

p*+
2 v
pY(p) —3+4Y(p) = R vypocteme Y (p)
2
4).Y =
(p+4)-Y(p) s
2 3

Y0 = Do Tprd

Pro zpétnou transformaci rozlozime prvni zlomek na parcialni zlomky:

2 A Bp+C
P*+4)(p+4)  p+4  p*+4
q 2 1 1 1 D i 2
vyjde ————F— = — —— — —.
Y T+ 4 10 prda 10 214 5214
31 2
takze Y(p) = - b

0p+4) 1002 +4) 502 +4)

a hledané Feseni (pfedmét k vypoctenému obrazu) je:

31 1 1
y(t) = Ee_4t 1o cos 2t + 5 sin 2t .

Priiklad 2 Vyfreste rovnici:
y' 2y +2y=0; y(07)=1, y(07) =2
Resend
Zopakujeme postup z predchoziho prikladu.
Oznag¢ime Y (p) = y(t) ,
obraz I. derivace y/(t) = pY(p) — 1,

obraz II. derivace y”(t) £ p?Y (p) — p — 2 a obraz zadané rovnice je:
PY(p)—p=2+2pY(p) ~1)+2Y(p) = 0
(P*+20+2)Y(p) = p+4
4
z toho Y(p) = Pt

Upravime
p+1 3

Yir) = b+ 12+l (priP+l

a k vypocitanému obrazu najdeme predmeét, tj. feseni zadané rovnice

y(t) = (cost + 3sint)e " .

Priklad 3a) Vyfeste rovnici:

Y’ +9y =3cos3t; y(0T) =0, 4/(07)=3

p2+2p+2

FBMI



Laplaceova transformace

Reseni
Provedeme Laplaceovu transformaci
Y(p) = y(t)
y'(t) £ p*Y(p)-0-3

P’Y(p) —3+9Y(p) = 3- z toho

3 3
Y(p) = 2 f 9)2 + 219 a zpétnou transformaci

t
ziskdme hledané feseni y(t) = (1 + §> sin 3t

Piiklad 3b) (Jiny zptsob feseni.)
Pro porovnani vyresime rovnici z ptikladu 3a) metodou neurcitych koeficienti.
Reseni
Charakteristickd rovnice je A2 +9=0 = A2 = £3i
= obecné Teseni pfislusné homogenni rovnice je
Yp(t) = acos3t+bsin3t, kde a,beR.

Partikularni feseni rovnice s pravou stranou piredpokladame ve tvaru:

yp(t) = ctcos3t +dtsin3t

koeficienty ¢, d spocitdme dosazenim y, a y;,’ do ptivodni rovnice y” + 9y = 3cos 3t a porov-
nanim koeficient u linedrné nezavislych funkei cos 3¢, sin 3 ¢.

yp(t) = —6esin3t — 9ct cos 3¢ + 6d cos 3t — 9dt sin 3¢,
Dosadime:
—6c¢sin3t —9ct cos3t+6d cos3t —9dt sin3t+9ctcos3t+9dtsin3t =3cos3t,

upravime
—6¢sin3t+6d cos3t =3cos3t

a porovname koeficienty u cos 3¢, sin 3t. Ziskame hodnoty c, d.

1
cosdt: 6d=3 = d=-= ¢
2 = yp = = sin3t.
sin3t: —6c=0 = c=0 2

Obecné feseni zadané rovnice je pak
y(t) = acos3t+ (b—l— %) sin3t .
Hodnoty a, b dostaneme z pocatecnich podminek
y(0F)=0 = a=0
y(0t)=3 = Bsin&f—l— <b+%t>3cos3t] =3

t=0
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Laplaceova transformace

A mame feSeni zadané rovnice vyhovujici danym pocateénim podminkam:

t
Yy = <1+§> sin 3t .

Neresené priklady

Vyfteste diferencialni rovnice s uvedenymi pocateénimi podminkami.

Ly —2y+2y=0, y(0)=1, y'(0)=-1 [y(t) = (cost — 2sint) e’

) .

2.y +2y =1+2t, y(0)=0, ¢y (0)=-1 [y(t) = §(e—2t —141t%)

" e — —0 0 — 11 2 4]
3.y —y —6y=2, y(0)=0,y'(0)=0 yt) = —5 + e 7+ —e

375 15° |

15 13 1 |

4. o' —y =2y =2t -3, y(0)= T y'(0) = T [y(t) =2e% — Ze_t —t+2

5.y — 9y =26e*,  y(0) =2, v (0) = -2 [y(t) = e — * + 2¢*]
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