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Laplaceova transformace.
1. Definice a zakladni vzorce

Pfi feSeni linearnich diferencidlnich rovnic a jejich soustav s konstantnimi koeficienty miizeme
pouzit integralni transformace, které nahrazuji operace derivovani a integrovani nasobenim ¢i
délenim a vlastni feseni diferencialni rovnice je prevedeno na feSeni soustavy linearnich rovnic.
Jedna z nejcastéji pouzivanych integralnich transformaci je tzv. Laplaceova transformace.

Pripomeneme nejprve definici a zakladni vlastnosti Laplaceovy trasformace, které pfi feseni
diferencialnich rovnic a jejich soustav pouzivame.

Definice Laplaceovy transformace. Je-li funkce f : (0,00) — R, pak jeji Laplaceovou
transformaci rozumime funkci F(p), kterd je definovana vztahem

F(p) = /OOO f(t)e Pdt,

kde p je komplexni ¢islo. O funkci f(t) mluvime jako o predmétu, funkci F(p) nazyvame
obrazem. Ptifazeni f(t) — F(p) nazyvame piimou Laplaceovou transformaci a budeme ji znadit
symbolem Z{f(t)} = F(p). Inverzni transformaci F(p) — f(t) nazyvame zpétnou Laplaceovou
trasformaci a budeme ji oznacovat symbolem f(t) = £ {F(p)}. Vztah mezi pfedmétem a
obrazem budeme nékdy stru¢néji zapisovat pomoci symbolu f(t) = F(p) & F(p) £ f(t).

Poznamenejme, ze proménné p je sice komplexni, ale pfi vypoctu béznych obrazt pocitame
podle stejnych pravidel jaka jsme pouzivali pti integrovani a derivovani realnych funkci realné
proménné. Pfi pocitani obrazi miizeme predpokladat, ze p je redlnad kladna proménna.

Uvedeme zékladni vlastnosti pfimé a zpétné Laplaceovy transformace, které vyuzivame pii
feSeni diferencialnich rovnic.



Prehled zakladnich vzorcu:

Linearita transformaci.

g{; aifi(t)} = Zl a; L{fi(t)}, 3_1{2 a; Fi(

Zakladni vztahy transformace.

Ozna¢me Z{f(t)} = F(p).

Predmét Obraz
f(®) F(p)
f(t)e™ F(p—a)
f(at) F(2)
(@) pF(p) — f(0+)
(@) p*F(p) — pf(0+) — f/(0+)
FO(t) P "F(p) — [p" 7 f(0+) + p" 2/ (0+) +
tf(t) —F'(p)
tf(t) (—D)mF™)(p)
$f(t) [ F(q)dg
o f(2)dz LF(p)

Obraz konvoluce.
Konvoluci funkei f(t) a ¢(t) nazyvame funkei

(f +g)(t) = :/0 £t — u)g

a ozna¢ime-li Z{f(t)} = F(p) a ZL{g(t)} = G(p), pak

L{(fx9) )} = Z{(g+ N)(B)} = F(p

Tabulka nékterych obrazi.

Predmét Obraz Predmét
1 % sin wt
t # cos (wt)
t2 1% sinh wt
t", n eN ﬁl cosh wt
P
et L tsinwt
p—a
at 1
te )2 t cos wt
t2et (p_2a)3 e sin (wt)
t"ed, n e N (p—Z)!"+1 e cos (wt)

Resené tilohy na piimou Laplaceovu transformaci.

Pomoci zakladnich vztaht transformace a s vyuzitim uvedenych obrazt

uréete obraz F(p) k predmétu f(t).

du—/f

p)} = Zal

1{F

o+ FTD(04)]

t—u

)G(p).

nékterych funkci
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C f(t) =24 3te™?t — 4423

_ 2 3 4.2
F(p) =5+ Gray — peap

Pouzijeme linearitu, vztah e*f(t) = F(p —a), a = -2, a = —3 a vzorce 1= %D,

A1 2 A
t2 L, 22 2

. f(t) =3sin2t — 5cos 2t

_ 32 _ 5p _ 6=5p
Fp) = pP+d pPH4 T pPH4

Pouzijeme linearitu a vzorce sin2t £ p"’iﬂ’ cos2t & pQLZM.
. f(t) =3t —sin2t
F(p) =2 — 3
Pouzijeme linearitu transformace a vzorce t = 1%, sin 2t £ Z%H'
f(t) =12 —1+3e"! + cos2t
F(p)zz%_%—i—%—i_p?ﬁ-él
Pouzijeme linearitu a vzorce t" £ anJ!rl, e 2t & ﬁ, cos2t £ pQLH.
. f(t) = 4e’ + 273 +sin 2t
F(p) = ﬁ + ]% + pQQﬁ
Pouzijeme linearitu, vztah e f(t) = F(p—a), a =1, a = —3 a vzorce 1= %,
sin 2t £ 1%4-4'

Cft) = (2t+5) - +3cost— 2 sin 3t

F(p) = (p+2)2 + o5t 2+1 2(19
Pouzijeme linearitu, vztah e~ f(t) £ F(p+2) a vzorce 12 ]13, t= %, cost = pQLjrl,
sin 3t £ inJrg.
f(t) = t(sin 2t 4 4 cos 2t)
Fp) = — (2 + iy = 2ints
Pouzijeme linearitu, vztah tf(t) £ —F'(p) a vzorce sin2t = p?i+4’ cos 2t £ pQLH.
. f(t) = (t+2)cos3t
F(0) =~ () + s = gl + o = 2
Pouzijeme linearitu, vztah tf(t) = —F'(p) a vzorec cos3t = - g

Cf@)=Bt2+2t —1)e P+ (t+1)sin2t

!
_ 1 2 2 2
F(p) = (p+1)3 - (p+1)2 T op+Hl (p2+4) e (p+1)3 T (+0)? p+1 + (1o2+4)2 T

Pouzijeme 1inearitu vztahy e 'f(t) = F(p+1), tf(t) = —F'(p) avzorce 1= 5,

A 2 2
t= 2,t p3,s1n2t—p+4.

f(t) =te™3" + (t — 5) cos 3t

__1 5p p?—9 5p
F(p) = Grayp — (pﬁg) TP (p+3)2 + 707 T P40
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Pouzijeme linearitu, vztahy e 3! f(t) 2 F(p+3), tf(t) £ —F'(p) a vzorce t 2 L
cos 3t £ pQLw.
f(t) = 3sin3tcost

Je f(t) = 2(sin4t +sin2t), tedy

_3(_a 2 \_ _6 3
Fp) =3 (p2+16 + p2+4> = 416 T pPrd

Ve . . . A
Pouzijeme linearitu a vzorce sin4t =

4 op B2
P76 sin 2t = EwE
f(t) =2e 3t cos 5t

F(p) = 2(p+3)  _ _ 2p+6
(p+3)2+25 p2+6p+34

Pouzijeme vztah e 3! f(t) £ F(p+3) a vzorec cosbt =

2
p2425"
f(t) = e 2(3 cos 3t — 4sin 3t)

F(p) = 3(p+2) 43 _ _ 3p—6
(p+2)2+9  (p+2)2+9 — p?+4p+13

Pouzijeme linearitu, vztah e=2(f(t) & F(p+2) a vzorce cos3t = sin 3t £

p
p2+97

f(t) =te 3t —2e 2 sin3t + 4

1 6 4
Fp) = Grap ~ Grorrs + o

PouZijeme linearitu, vzorce t = %, sin3t £ inJrg, 14 % a vztah f(t)e”™ = F(p — a),
a=-2, a=-3.

f(t) =tsindt + (3te™ )
— 4 3 . —ot\ 8
Fp) = =) + pgpiap — i, B = gailiop + G

Pouzijeme linearitu, vztahy tf(t) £ —F'(p), f'(t) = (pF(p) — f(0+)) a vzorce

H L 4 -2t A& 1
sin 4t = 271167 te”*' = ok

f(t) =e 31 — 2sin3t) + fg 3% cos 3udu

_ 1 6 1 p—3
F(p) = 733 — Grapre + p o370

Pouzijeme linearitu, vztahy f(t)e® £ F(p —a), a =3, a = -3 a fot fu)du 2 LF(p) a

A . A
vzorce 1= %, sin 3t = pi

f(t) = tsinh 2t — 2cos® 3t + 5

!/
Je f(t) =tsinh2t — 1 — cos6t+ 5, tedy F(p) = — (p2{4> + =15

4p 4 p
-7 T p T pse
Pouzijeme linearitu, vztah tf(t) 2 —F’'(p) a vzorce

: A2 Al A p
smh2t—p274, 1—p a cos3t—p2+9.

f(t) = 4tsintcost + (2e**cosh?t — 4)’
Je 2sintcost =sin2t a 2cosh?t = 1+ cosh2t, tudiz
f(t) = 2tsin 2t + (e?* + e?!cosh 2t — 4)'.

! 2(p—2 .
Odtud plyne F(p) = —2 (,ﬁ) +0(5Ls + iy — 4) - Jim (e* + e cosh 2t — 4)

_3
p*+9°
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21. f(t)

22.

23.

24.

(p 2)
(p? +4)2 + p— 2 + -2

PouZijeme linearitu, vztahy tf(t) £ —F/( ) f'(t) £ pF(p) — f(0+), e®f(t) = F(p—2)

a vzorce sin2tél%+4, cosh2t & 2 0 1—7
f(t) =e 3" cos (2t + §) +sin3(t — )
Je cos (2t + §) = cos2tcos § —sin2tsin § = —sin2t
a sin3(t — ) = sin 3¢ cos 37 + cos 3t sin 3w = — sin 3t.
f(t) = 3gin2t —sin3t tedy F(p) = —ay — =

(p+3)2+4  p?+9°
Pouzijeme linearitu, vztah e 3!f(t) £ F(p+ 3) a vzorce

: A w — —
smwt—p2+w2, w=3, w=2.

f(t) =527t — 43
Je f(t) =5e7tm2 —4tetn3 tudiz F(p) =

5 4
p+In2 (p—In3)2°

Pouzijeme linearitu, vztah e f(t) = F(p—a), a = —In2, a = In3 avzorce 1 =
= J4(2 + 4e"sinh 3u)du — (3¢ — tsinh 5¢)’

/
Je F(p) = ( + 1o 9) p[p_}H?,Jr (zﬁ) ] — Jim (3" — tsinh 5t) =

p__1p*
2 + p(p?— 2p 8)  p—In3 (p?—25)2 L.

Pouzijeme linearitu, vztahy fot (u)du £ %F(p), ef(t) = F(p—a), a=1, a=1In3,
f'(t) £ pF(p) — f(0+), tf(t) & —F'(p) avzorce 1= %, sinhwt £ 2o w=3, w=5

f(t) = 6sintsinh 3t — 4¢3 — 2 cost cosht
Je f(t) = 3sint(e3 —e™3) — 413 — cost(e! + e t), tedy

_ 3 3 43 _p-1 _ _p+l
F(p) = G371 T e 4p4 (p=1)2+1  (p+1)?+1 —
3 + 3 _ 24 _p-1  ptl
p2—6p+10 ' p2+6p+10  pit  p2—2p+2  p242p+2°
Pouzijeme linearitu, vztah e f(t) 2 F(p —a), a=3, a= -3, a—1, a = —1 a vzorce
34 3! : L 1 A p
t = o0 smt—pQH, cost e

f(t) = (e'sinht + t3e* —6)' + 3 fot (ut — wcos 2u) du

!/
Je F(p) =p [(pill)gil + (pEIQ)AL — g} — tlirgl+(etsinht + t3e? — 6) + % [;‘é + (;DQLH) } =

p 72 3p+42p_ 72 3(4—p?)

P*=2p p2+4 p(p 2+4)
Pouzijeme linearitu, Vztahy f’( ) £ (pF(p) fo u)du = 1F(p), tf(t) & —F'(p),
e f(t) = F(p—a), a=1, a=2 a vzorce t3 p Lt E ;;,, 1nht—p£1, cos 2t 2”+4.

f(t)y=3- 4fg sinh (¢t — u) cosudu

_ 3 4
F(p) = 5 —4 ( 2 1p2+1) T p (p271)€p2+1)

Pouzijeme linearitu, vétu o obrazu konvoluce (f * g)(t) = F(p)G(p) a vzorce

A1 o A 1 p
= smht—p2_ AR

JAN
7, cost =



25. f(t) = t e (t — u)sin3udu

Je f(t) = fg e~ (= (¢ —u)sin3udu = te ™"  sin 3t a tedy

_ 1 3
F(p) = T rD)2 p219°
kdyz pouzijeme vztah pro obraz konvoluce na funkce te™* a sin3t a vzorce

“t A s A3
te sin3t = el

(p+1)2’

Neresené ulohy na primou Laplaceovu transformaci.

K dané funkci f(¢) naleznéte obraz F(p).

f(t) F(p)
1. f(t)=3t2—5t+1 [F(p) = 35 — 35 + 3]
2. f(t) =2e! —3e72 4 5e ! [F(p)—%—ﬁ+pi1]
3. f(t) =te ™ 1% [F(p) = gy + gy
_ -2 — 3,.—4 _ _ 6 6
4. f(t) = 6te* +2e7" + e [F(p) = 7127 + G+ T Gra)
5. f(t) =2sint — 3cost [F(p) 2—5:117
6. f(t)=3sin2t+ 4cos2t [F(p) = ﬁjﬁi]
7. f(t) = 8% 4 3sint F®) = gy +
8. f(t)=tsin2t [F(p) =5 2+4) 7]
9. f(t) =tcosb5t [F(p) = ﬁ}
10.  f(t) =e 3sin2t [F(p) = @
11 f(t) = e * cos 2t [£(p) = zlﬁers]
12, f(t) = (3t —1)e F(p) = ]
13, f(t) = (3+2t)cost [F(p) = % )
14.  f(t) = (1 —t)sin5t [F(p) = W}
15.  f(t) = te®sin2t [F(p) = WEéJT?é)Z]
16, f(t) = (2t — 3)e % cos dt O s
17. f(t) = (1 —2t)e* sint [F(p) = @%]
18.  f(t) = t2sin2t [F(p) = 29
19.  f(t) = t*cos3t [F(p) = 227o?]
20.  f(t) = 4sin? 3t 4 te3 cos 2t [F(p) = e 7J2r36) + (p22 62133)2]
21.  f(t) = sin 3t cosh 2t — cos 3t sinh 2¢ [F(p) = % 2_54;113 + pz_i);fi_ls ]
22.  f(t) =2+ e 3 costcos3t [F(p)=2+3 (pgf;;% + 2f§;3+13)}
23, f(t) = (e'sinht + t%e? — 2cosh 3t) F) = (e + 24— 5i2s) +2)
24.  f(t) = (3t — 2sintsinh 2t + 4)/ [F(p) =p(pjn3 e 2+4p+5) 7
(t) = [F'(p)
(t) = [F'(p)
(t) = [F'(p)
(t) = [F'(p)
(t) [F'(p)
(t) [F'(p)

25.  f(t) = f(f (4 — 6ucos® 3u + 8sin 2ucos 2u)du  [F(p) = % % - 1% + flgi’iggjg + pzfm)]
26.  f(t) =4e " +3e73 4 5sin2t F(p) = 75+ 735 + 7]

27. f(t) = (14 3t)e 2 + 4 cos 2t — 2sin 2t F(p) = (pf'Q)Q +I$+p§i4—p2i4]
28.  f(t) = sin2tsin 3t F(p) = % (z,zﬁl - p2£25 ]

29. f(t)=ta’, a>0 F(p) = (p—ﬁla)2’ at = etna

30.  f(t) = 3cos? 2t F(p Z%(%+p2£16 ]



31. f(t) =4cos2tcos3t [F(p)= %%]
32. f(t) =6sin3tcost [F(p) = %]
33.  f(t) =5sindtsint  [F(p) = Goroyirras))
34 f(t) =4e *sin®3t  [F(p) = proyrrapra)
35. f(t)=3etcos?2  [F(p) = 5B ]

2. Zpétna Laplaceova transformace, prfedmét k racionalni funkeci.

Hledame funkci f(t), pro kterou je F(p) = f(t), (tedy Z{f(t)} = F(p)) a F(p) je
racionalni funkce. Poznamenejme, Ze z vlastnosti Laplaceovy transformace vyplyva, ze ve funkci
F(p) je stupen Citatele alespoii o jednu mensi nez stupeil jmenovatale.

Popis algoritmu.

Funkci F(p) rozlozime na soucet parcidlnich zlomki a k jednotlivym sé¢itanctim najdeme
pfedméty pomoci vztahti a vzorcl, které jsme uvedli v prvnim odstavci. Zde se omezime na
nejjednodussi pripady. Budeme uvaZovat, Ze jmenovatel funkce F(p) méa komplexni kotfeny
nasobnosti nejvyse 2. Pro realné kofeny neni tfeba néjaké omezeni uvazovat.

V rozkladu racionalni funkce dostaneme jako jeho ¢leny zlomky téchto tvart:
ﬁ pro realny jednoduchy kofen p = a.
A

(p—a)?
_A
(p—a)”
Ap+B
p2+w2
Ap+B
(p—a)?+w?

pro dvojnasobny realny kofen p = a.

pro realny koren p = a nasobnosti n,n > 1.

pro ryze imaginarni dvojici jednoduchych korenu p = +jw.

pro dvojici jednoduchych komplexnich kofeni p =a + jw, a # 0.
pro ryze imaginarni dvojici dvojnasobnych korenu p = +jw.
pro dvojici dvojnasobnych komplexnich kofent p = a + jw, a # 0.

[(p—a)®+w?]?
Uvedeme zékladni vzorce, které budeme pii vypoctu predmétu pouzivat.

Prehled vzorcu
Je ae R, b>0 a w>0.

F(p) f(t)
1. ﬁ et
2. 1 5 teat
(P—la) 149 at
a
3. (pqa):») ét 16
—1.at

4. =)™ neN nfl)!tn e

5. pz}rwz —sinwt

6. p2£w2 cos wt

7. (p_a)12+w2 ieat sin wt

8. (p—af2+w2 e (COS wt + % sin wt)

9. m 7z (sinwt — wt cos wt)
11. W ﬁeat (Sin wt — wt cos wt)
12. m sz (w?tsinwt + asinwt — awt cos wt)
13. ]ﬁ %Sinh bt
14. ]ﬁ cosh bt



Resené tlohy na zpétnou Laplaceovu transformaci.
Urcete pfedmét f(t) k funkci F(p).

2p+3
L. F(p) = p2f2;7+3

Rovnice p? 4 4p+ 3 =0 ma dva redlné kofeny p; = —3 a ps = —1. Je tedy

_ _2p+3
F(p) = piaprs = 43 + pi1
Rovnici vynasobime jmenovatelem a pro neurcité koeficienty A a B dostaneme rovnici
2p+3=A(p+1)+ B(p+3).
Dosadime hodnoty kofend p; = —3 a p2 = —1 a dostaneme:
p=-3: —3:—2A:>A:%;
p=-1: 1=2B= B=3.
Jetedy F() 2p+3+2p+17
ft)y=3e3+3e7!, t>0.

a tudiz

1 2 at

Pouzijeme linearitu zpétné transformace a vztah 5 — € pro a= -1 a a=-3.

_ 3p?+2p—4
2. Fp) = ity
Rovnice p3 4 7p? +10p =0 ma kofeny p; =0, po = —2 a p3 = —5 a tudiz je

3p2+2p—4 A B c
F) = 505 =% T o2 T s

Rovnici vynasobime Jmenovatelem a pro neurcité koeficienty dostaneme rovnici:
3p° +2p—4=A(p+2)(p+5) + Bp(p +5) + Cp(p + 2).

Do rovnice postupné dosadime hodnoty kofenti jmenovatele a dostaneme:
p=0: —-4=TA=A=-%

p=-2: 4=-6B=B=-2

p=-5: 61=1C=C=2

_ 41 2 61 _1 b
F(p)=—-33 3p+2+15p+5 a tudiz je

f(t) = —% — %e*% + %e*‘r’t t>0.

A
Pouzijeme linearitu zpétné transformace a vztah ﬂ e pro a=0,a=-2 a a= —5.

__ 3p*+5
3 Fp) = Giyprap
Jmenovatel méa jednoduchy kofen p = —1 a dvojnasobny kofen p = —3. Pro funkci F'(p)
dostaneme rozklad ve tvaru

3p*+5
TG = 1 t e s

Po vynasobeni jmenovatelem dostaneme pro neurcité koeficienty rovnici

(%)  3p*+5=A(p+3)>+Bp+1)+C(p+1)(p+3).

Dosadime hodnoty kofendl jmenovatele a dostaneme:

p=—-1: 8=4A= A=2;

p=-3: 32=-2B= B=-16.

Hodnotu C' uréime dosazenim nékteré jiné hodnoty do rovnice (&) a nebo porovnanim
koeficienti u nékteré mocniny proménné p. Pfipomenme, Ze volime nejvyssi nebo nej-
niz§i mocniny. Ty obvykle maji jednodussi vyjadieni. Zvolime mocninu p? a dostaneme
podminku:



p? 3:A+C’:>C:3—A:3—2:1

2
Je tedy F(p) = ;i1 (p+3)2 + p+3 a tudiz
f(t) =2e "t +e73(1 - 16t), t > 0.
Pouzijeme linearitu zpétné transformace a vztahy p%a L£e¢ pro a=-1,a=-3 a
1L & 403t
(p+3)* '
4p+7
* F(p) = p2p+16
Je
dp+7 _ 4 7_4
p>+16 4p2+16 T 1p7116
a tudiz
f(t) =4cosdt + Isin4t, t > 0.
Pouzijeme linearitu zpétné transformace a vztahy zﬁ £ sin4t 2 _7;16 2 cos4t.

_ 2p—T
- F) = o
Pro funkci F(p) dostaneme rozklad na zlomky ve tvaru

2p—T7 + Bp+C
(p+6)(?+4) — p+6 T pT+a

Po vynasobneni jmenovatelem ziskame pro neurcité koeficienty rovnici
(W) 2p—T=A@p*+4)+ (Bp+C)(p+6).
Po dosazeni hodnoty p = —6 do rovnice (#) dostaneme

p=—6: —19=40A= A= -1

Zbyvajici koeficienty ur¢ime opét porovnanim vhodné mocniny proménné p v rovnici (#).
Postupné ziskame:

p?: 0=A+B=>B=-A=1
P —T=4A+6C=C=1(-7+1) =5
Je tedy

_ 191 19 p _ 51 _2
F(p) =—% 46 T 107754 ~— 120214

a tudiz

f(t) = —13e 0 4+ P cos2t — 2L sin2t, ¢ > 0.

v % , 1 A 6t 2 A .
Pouzijeme linearitu zpétné transformace a vztahy 736 =€ @ iy =sin 2t
p_ A
24— Cos 2t.
_ 4p+5
- F(p) = P2 +ap+13

Rovnice p? 4 4p + 13 = 0 ma komplexni kofeny. Lze tedy jmenovatele upravit na tvar

PP HAp+13=p> +4p+4+9=(p+2)2+9

a tedy
dp+s  _ 4pt+2) L 5-8
pPHp+13 T (p+2)°+9 T (p+2)%49°

Odtud plyne, ze f(t) = e 2 (4cos 3t —sin 3t), t > 0.

Pouzijeme linearitu zpétné transformace a vztahy F(p+2) £ f(t)e ' a

p
p*+9

£ cos 3t.




7. F(p) = &5

(p+1)%
Je
p+2 _ (DL 1 1
(p+1)* (p+1)* (p+1)3 T (p+1)*°
tedy

_ 1 2! 1 3!
Fp) = 3500 T 650
Odtud plyne, Ze
f(t) = 3t2e™ 4 §tPe™t, £ > 0.

Pouzijeme linearitu zpétné transformace, vztah F(p+ 1) £ f(t)e™ a vzorce p% 242 a
6 A2 t3
pt T

3

_ P
8- F(P) = Grarprmes
Nejprve rozlozime funkci F(p) na soucet parcialnich zlomku. P¥islusny rozklad ma tvar

»? _ A . B _ C . D
G2 )W) — Gt T pk2 T okl T pts

Po vynéasobeni rovnosti jmenovatelem dostaneme pro neurcité koeficienty rovnici

(%) PP =Alp+1)(p+3)+Bp+2)(p+1)(p+3)+Clp+2)3(p+3)+Dp+2)7%(p+1).
Dosadime do této rovnice hodnoty kofenii jmenovatele a dostaneme:

p=—-2: -8=-A=A=8§;

p=—1: —1:2C':>C:—%;

p=-3: —27T=-2D=D=72

Jestlize dosadime do rovnice (&) hodnotu p = 0, ziskdme podminku pro posledni z
koeficienti. Je

0=3A+6B+12C +4D = B = —$(24 — 6 + 54) = —12.
Je
— 8 12 1.1 27 1
Fp) = Grap —piz ~ 251 T 251w
tudiz

f(t) =8te™2 —12e72 — le7t 4 2le=3 ¢ > (.

Pouzijeme linearitu zpétné transformace, vatah F(p —a) £ f(t)e™, a = —2,
a=—1, a=—3 avzorce 5 = .-
p P
_ 1
9. F(p) = p(p+2)2

Danou funkci rozlozime na parcidlni zlomky. Rozklad méa tvar

1 _ A B N
p(p+2)2 — p + (p+2)2 + p+2

a po vynasobeni jmenovatelem dpstaneme pro neurcité koeficienty rovnici
(#) 1=A(p+2)>+ Bp+Cplp+2).
Do této rovnice dosadime hodnoty korenti jmenovatele a postupné dostaneme:
p=0; 1=4A=A=1
p=-2 1=-2B=B=-1
Dosadime-li do rovnice (#) nékterou jinou hodnotu, napt. p = 1, dostaneme vztah
1=9A+B+3C=C=31-94-B)=11-2+})=-1
1

_ 11 1 1 1
Je tedy F(p) = Z§_§(p+2)2 —Zm,




tudiz

flt)=1—32te72 —Le72 ¢ >0.

Pouzijeme linearitu zpétné transformace, vztah F(p +2) £ e 2 f(t) a vzorce % 21,
w2t
Ulohu mtiZzeme fesit také jinak, jestlize pouZijeme vztah 1F fo
Je (p+2)2 £ te™2 3 tedy
11 a gt 243, _ [ 1 -2 1—2u)t _ _1,.-2t 1.-2t 1
Em—fo ue “du- [—iue u—ze u]o——ite _Ze +1, tZO
__»

Danou funkci nejprve vyjadfime jako soucet parcidlnich zlomkd. Zde mtzeme rozklad
ziskat jednoduchou dpravou. Je

P2 _ (PP—Aptd)+dp—4 _ (p—2)°+4(p-2)+4 _ 1 I
(p—2)3 — (p—2)3 (p—2)3 “p—2 " (p- 2)2 (—2)? )
tudiz

f(t) =e®(1 + 4t +2t%), t > 0.

Pouzijeme linearitu zpétné transformace, vatah F(p —2) £ e f(t) a vzorce % 21,

P » P
1. F(p) = w15
Polynom ve jmenovateli nema realné koreny a proto danou funkci upravime takto:
i B p—5 _ t)-6 _  ptl o
PZ+2p+10 T (P2 H2p+1)+9 T (pH1)ZH9 T (p+1)249 (p+1)2+9
Je pak

f(t) = e *(cos 3t — 2sin3t), t > 0,

jestlize pouzijeme vztah F(p+1) = e 'f(t) a vzorce pziw 2 cos 3t, inJr-‘J £ sin 3t.

12. F(p) =

pt3 1
p(p?+1) T (p—2)3
Prvni ze dvou zlomku rozdélime na soudet a ziskame:

p+3 1 1.3 1
PP+ P T e T o2

Odtud plyne, Ze
f(t) =sint + 3fg sinudu + 3t%e* =sint + 3 — 3cost + t%e*, ¢t > 0.

1
p*+1

L8 1022

Pouzijeme linearitu transformace a vzorce ;)

A .
=sint
»(p

Neresené tulohy na zpétnou Laplaceovu transformaci.
Urcete pfedmét f(t) k racionalni funkci F(p).

1 F(p) = bt F(t) =L+ 3e2 — 207, £ > (]
2. F(P)ZW [f(t) =& — $te™3 — Le™3! t > 0]
3. F(p)zm [f(t):%t let+1e*2t,1tZO]
4. F(p) = ppr [f(t) =t —sint, t > 0]

5. F(p) = Groyw [f(t) = 12", ¢ > 0]

6. F(p) = s [f(t) = e 2sint, t > 0]

7. F(p):% [f(t) = e'(4cos2t + Lsin2t), t > 0]



2p+3

8. Flp)= [f(t) =2cos2t + 3sin2t, ¢t > 0]
9. Flp) = 5 [f(t) = e *(3cos 3t + £ sin 3t), ¢ > 0]

10. F(p) = % [f(t) = e *(3cos 2t — 4sin2t), t > 0]

11. F(p) = % [f(t) = —3e~' + 3e7!(cost + 5sint), ¢t > 0]

12. F(p) = m [f(t) = _%t + % — 7teit — 367"/ — %6721‘/, t Z 0]

13. F(p) = #ipe [f(t) = —3tcos2t + Ltsin2t + S sin2t, ¢ > 0]
2_ _ — —

14 Fp) = sts . [f(t) = Yot — Lo 2 4 Bet, ¢ > (]

15. F(p) = % [f(t) = e 3" (4cos 2t — Isin2t, t > 0]
27 — — — —

16. F(p) = oryyforsy [f(t) = St2e™t — et 4 Ae ! — e3¢ > ()
2 _ —

17. F(p) = piﬁﬁzli’é,ﬁ) [F(t) = g - ?e L+ %615 3, > 0]

18. F(p) = ssimrtios [f(t) =2 +3e 2 — e t >0

19. F(p) = pg?%is [£(t) = e 2(5cost — 12sint), t > 0]

20. F(p) = o5 [f(t) = (3% +2t)e™, t > 0]

21. F(p)zﬁ'gi’_l) [f(t) =3t +1— cost — 3sint, t > 0]

22. F(p) = % [f(t) = 2+ €' (3cos 2t + L sin2t), ¢ > 0]

23. F(p) = p(pjﬁ)*;‘ [f(t) = Atsin2t +tcos2t, ¢t > 0]

24. F(p) = prriprs [f(t) = ge7" — ge7%, t > 0]

3. Laplaceova transformace impulsu.

Pfi hledani obrazu funkce f(t), ktera je definovana na omezeném intervalu nebo je déna
nékolika vzorci na riznych intervalech ze svého defini¢niho oboru pouzivame pfi vypoctu pfimo
vzorec pro obraz a nebo pouzivame tvrzeni o obrazu posunuté funkce. Toto tvrzeni se nazyva
véta o translact.

Ozna¢ime symbolem 1(¢) funkci jednotkovy skok, ktera je definovana predpisem

/0, prot<O0,
1(t)_<1, prot >0

a jejiz pribéh je znédzornén na obrazku 1.

f(t) 1(t) f(t) 1(t—a)—1(t—b)

¢ o b t
Obr.1. Jednotkovy skok Obr. 2. Impuls

Véta o translaci. Je-li f(t) £ F(p), pak f(t—a)l(t —a)= e ®F(p) proa > 0.

Ukézeme na piikladech vypocet obrazu funkci popsaného typu. Pfipomenme, Ze stile pred-
pokladame, Ze uvazované predméty jsou definovany pouze pro nezapornou hodnotu argumentu.



Resené priklady na obraz impulsu.

1, 0<t<2,
1'f(t)_<0, t>2.
Podle definice je

2

_ — [© —pt3+ — [2 —pt 34 1,—pt
L)} = F(p) = [ f(t)etdt = [? 1.ePdt = [—5e p}o
Pomoci véty o translaci a zndmych vzorcti mizeme tento obraz nalézt pomoci néasledujiciho

postupu.
Je f(t)=2.]1(t)-1(t-2)] =

= %(1 —e %),

kdyz pouzijeme vzorec 1= vztah f(t —2)1(t — 2) = F(p)e 2P.

t, 0<t<3,
'f(t)_<(), t>3.

Podle definice je

L)} =F(p) = [;° f(H)ePdt = [) tePldt = |t~ — e‘;”] =
kdyz pouzijeme integraci per-partes.

D=

42 1

P muzeme pocitat takto.

Pomoci véty o translaci a vzorce pro obraz t
Je

f(t) =t[1(t)—1(t—3)] =t1(t) — [(t —3) + 3|]1(t — 3) = t1(¢t) — (t —3)1(t — 3) — 31(t — 3).
Odtud plyne, zZe

F(p) = 35 — jpe % — 27,

kdy#z pouzijeme vzorce 1= %, te 1% a vztah f(t —3)1(t —3) = F(p)e >P.
V dalsich tlohéch budeme hledat obraz impulsu pomoci véty o translaci. P¥imy vypocet z
definice vyuziva integrac¢nich metod, které byly probirany v pfedchozim kursu matematiky.

0, 0<t<L1,
: f(t):< el 1<t<2,
0, t>2.
Je
fO)=e'[1t—1)=1(t=2)) =e V(1) —e "D 21(t — 2) =
e le= (D1t —1) —e2e (=21(¢ — 2).
Podle véty o translaci je
F(p) = (¢le? — e~2e72) L,
kdyz pouzijeme vzorec e ' = ——.
~ / cost, 0<t< 73,
'f(t)_< L, t>7.
Je
f(t) =cost[1(t) = 1(t — 3)] +1(t - T).
Nejprve upravime vyraz

costl(t—F) =cos[(t—§) + Lt — ) =



1(t — %) (cos(t — §)cos (5) —sin(t — 5)sin (%)) = —sin (¢ — 5)1(t — ).
Pro funkci f(t) mame celkové vyjadieni
f(t) = costl(t) +sin(t — 5)1(t — §) + 1L(t — 5).

Pouzijeme vétu o translaci a dostaneme obraz

F(p) = pQZ_);'_l pz{i_l 02

. A A
sint& - 12

v o« . vee A p
P1i vypoctu jsme pouzili vzorce cost = AR = 7

1
5

0, 0<t<m
ft) = < —sint, 7w <t <2m,
0, t > 2m.
Je
f(t)=—sint[1(t —7) — 1(t — 2m)] = —sin[(t — 7) + 7|L(t — 7)+
sin [(t — 27) + 27|1(t — 27)] = sin (¢t — m)1(t — 7) + sin (¢t — 27)1(¢t — 2m).
Odtud plyne, Ze
F(p) = e +e7m)

1

kdyZ pouzijeme vétu o translaci a vzorec sint = i

IAIA

rolx 3

1, 0<
. f(t)—< sin 2t, §<
0, t>

w\:!q*w

Je
fA) =1(t) =1t —F) +sin2t[1(t —F) -1t —3)] =
1) —1(t = T) +sin2[(t — T) + T|1(t — T) —sin2[(t — 5) + Z]1(t - ) =
1(t) = 1(t — ) +cos2(t — T)1(t — §) +sin2(t — 5)1(t — F).
Odtud plyne, Ze obraz
F(p) = 51— eF) + e + e,

Ve v . A A
Pouzijeme vétu o translaci a vzorce 1= %, cos 2t =

t, 0<t<1,
. f(t):< 2—t, 1<t<2,

0, t> 2.
Je f(t) =t[1(t) -1t -]+ 2-t)A(t—-1) - 1(t - 2)] =
t1t)—[t—-1D)+11(t—-1)—[(t—-1)—11(t—-1)+ (t—2)1(t —2) =
t1(t) —2(t— 1)Lt —1)+ (t —2)1(t — 2).
Odtud plyne, Ze obraz
F(p) = 5(1—2e77 +e~%),

p ; a2
e sin 2t = e

a1

jestlize pouZijeme vétu o translaci a vzorec t ek

sint, 0<t<m,
f(t)_< 0, t>m.

Je f(t) =sint[1(t) — 1(t — 7)] = sintl(t) —sin[(t — 7) + 71|L(t — 7) =
sint1(t) + sin (¢t — m)1(t — 7).



Odtud plyne, ze
F(p) = I%H(l +e7P7),

1
P41

jestlize pouzijeme vétu o translaci a vzorec sint £
0, t > .

Je f(t)=(1—cost)[1(t) —1(t—m)] =

1(t) — 1(t — 7) — costl(t) + cos[(t — ) + w|L(t — 7) =

1(t) —1(t — m) — costl(t) — cos (t — m)1(t — 7).

1—cost, 0<t<m,
1=

Odtud plyne, Ze
F(p) = 11— &) = (1 4+e7v7),

2+1
jestlize pouzijeme vétu o translaci a vzorec cost = IDQLH.
Neresené ulohy na obraz impulsu.
Urcete obraz F'(p) k danému impulsu f(t).
2, 0<t<1, [F(p)=21—-eP
- [F(p) = 2(1— )]
0, 2<t
0, 0<t<l, [F(p) = ;(e7? —e™P)]
f)=( 1, 1<t<3,
0, t>3.

e, 0<t<2, [F(p)= L(l _ e—2(p+1))]
0, t>2.

~

—
~

N~—
I

2t, 0<t<1, [F(p)=23(1—eP)]
2, t>1

~

—
~

SN—
Il

t, 0<t<1, [F(p)=H(l—eP)—1e?
0, t>1.

~

—~
~

N~—
I

1, 0<t<1 [F(p)=;(1—2e7+e )

—
=
Il
— — — T P N NG T

-1, 1<t<2,
0, t>2.
2t, 0<t<1, [F(p)=(2-3e?+e ™)
f)=( 3—-t, 1<t<3,
0, t>3.
t, 0<t<l, [F(p)=z(1—e?—e?+e )
1 1<t<2
t: Y —
1) 3—t, 2<t<3,
0, t>3.
int <t<Z [F(p)=—=(1—pe?
= { b 0SS W =gl
, > 7.



t, 0<t<1, [F(p) = (1 -2 +2e7% —e™ )]
2—t, 1<t<3,
t—4, 3<t<4,

0, t > 4.

4. Zpétna transformace obrazu impulsu.

Pii hledani predmétu k funkcim, které obsahuji vyraz e %", a > 0, pouzivame vétu o
translaci, kterou interpretujeme takto. Rozdélime danou funkci na soucet ¢lent tvaru F'(p)e™ P,
kde k funkci F(p) zndme predmét. Je-li f(t) £ F(p), pak hledany predmét k funkci F(p)e™
je funkce f(t—a)l(t—a), t >0. Vyraz e %’ je pouze navésti, které nis upozornuje na to, ze
v ziskaném predmétu provedeme posunuti. Ukdzeme zptlisob vypoctu na ptikladech.

Resené tlohy na zpétnou transformaci funkci s faktorem e 7.

Naleznéte pfedmét f(t) k dané funkci F(p).
—1.,.-2 1,.-3
1. F(p) = ze P4 e ?

Je 2% £t a 113
fA)=0t—-2)1(t—-2)+1(t—-3), t>0.
Funkci f(t) lze také zapsat

0, 0<t<2,
ﬂw:<t—z 2<1t<3,

t—1, t>3.

£ 1, tudiz pro pfedmét k funkci F(p) dostaneme vyjadieni

2. F(p) = pi(pal)e_p
1

Nejprve funkci Po=T) rozlozime na soucet ¢asteénych zlomkia. Dostaneme (viz odst. 2)

2 _ -2 2

Po-1) — p T ool

a tedy

flt)=—=21(t —1)+2e""11(t - 1), t >0,

jestlize pouzijeme vzorce 1= %, el & z% a vétu o translaci (a = 1).
. ) B 0, 0<t<1,

Funkci f(t) lze také zapsat f(t) = < 2oet-1— 1), b1

2p—e= TP
3. F(p) = gy

Obdobné jako v odstavci 2 dostaneme:

2p 2+l 2 A g -t _sint):
Prepts = GHDTH el 2@ (cost —sint);

1 _ 1
p?+2p+2 — (p+1)%2+1

Je tedy
f(t) =2e *(cost —sint)1(t) — e~ sin (t — m)1(t — 7).
Funkci f(t) lze také zapsat

2e !(cost —sint), 0<t<m,
F@) = - (9 o) s :
e "(2cost — (2 —e™)sint) + sint, t>m.

A _ .
£ e tsint.




3p+2—6e~ P
4. F(p) = %

Jestlize pouzijeme vzorci 1)2L4-4 £ cos 2t,
f(t) = [3cos2t 4+ sin2t|1(t) — 3sin2(t — m)1(t — ).
Funkci f(t) lze také zapsat

3cos2t+sin2t, 0<t<m,
)=

2 A 7
g = sin 2t dostaneme, ze

3cos2t —2sin2t, t > T.
_ p—3e P42pe~?P
Obdobné jako v odstavci 2 provedeme rozklad na parcidlni zlomky a dostaneme:

P _ p _ 2 —1 B 9,2t _ ,—t
p?+3p+2 — (p+2)(p+1) T p+2 + p+1 2e €

a

1 _ 1 | 1 4 _ -2 —t
p?+3p+2 — (p+2)(p+1) — p+2 + p+1 e Fe

Odtud vyplyva, ze
ft) = (2672 —e H1(t) + 3(e 2D — e~ (=) 1 (1 — 1) + (4202 — 2e=(=2))1(¢ — 2).

Funkci f(t) lze také zapsat vzorcem

2e7% — e, 0<t<1,
ft) = < (2+3e?)e™ — (1+ 3e)e ™, 1<t<2,
(2+3e? +4et)e 2 — (14 3e+2e?)et, t>2.

Neresené ulohy na zpétnou transformaci funkci s faktorem e,

Naleznéte predmét f(t) k obrazu F(p).

L. F(p) = %e™® [F(t) =2(t-1)1(t - 1), t > 0]
0, 0<t<1,
[f(t):<2t—2, t>1.

2. F(p) = 1%(1 —e P —pe?P) [f(t) =2t1(t) —2(t — 1)1(t — 1) — 21(t — 3), t > 0]
2, 0<t<I,
f(t)=<2, 1<t<3,
0, t> 3.

3. F(p) = [ﬁ(efi”*1 — e 2P72) [f(t) =ete D1t — 1) —e2e2D1(t — 2), t > 0]
0, 0<t<I,
f(t):<et, 1<t<2,
0, t> 2.

4. F(p) = H5(3 =372 — (34 p)e57)

[f(t) =sin3t1(t) — (sin3(t — F) +cos3(t — %)) 1(t — &) —sin3(t — 5)1(t — ), t > 0]
sin3t, 0<t<E,
f(t):< cos3t, §<t<73,
0, t> 3.



5. F(p) = Wm(l -+ e P

11 1 1
[f(t):< X Z—§e — 5g COS 2t — {5 sin 2t,
i-

e H(1+e™) — {5 cos2t — Lsin2t,

5. Obraz periodické funkce.

[f(t) = (3 — e — 55 cos 2t — {5 sin 2¢)1(t)+

)
(3 — e — S cos2(t — ) — s sin2(t — m))1(t — ), t > 0]

0<t<m,
t>m.

Pomoci véty o translaci snadno odvodime obraz periodické funkce. K jeho urcéeni potiebujeme

vypocitat obraz impulsu, ktery danou periodickou funkci vytvari.

Je-li fr: R — R funkce, kterd je nenulova pouze v intervalu (0,7, pak je jeji periodické

prodlouzeni definovano vztahem

f+kT)= fr(t), 0<t<T,

k je celé cislo.
Vztah lze prepsat ve tvaru

F(t) = fr(t —kT), kT <t < (k+ 1T,

k je celé cislo.

Periodické pokrac¢ovani funkce f(¢) muZeme zapsat jako soucet posunutych impulst fr,

kdy provadime posun vzdy o jednu periodu. Je tedy

F(H)1(t) = i Frt — KT)1(t — kT), t > 0.

k=0

Odtud dostaneme pomoci véty o translaci vyjadieni obrazu

ﬂm;ﬂmmngﬂ@wwzfﬁz,

kde Fr(p) = Z{fr(t)} je obraz impulsu fr(t). Pouzili jsme skutecnosti e PkT
toho, 7e soucet geometrické fady s kvocientem e P je roven H%,]T,
Obraz impulsu Fr(t) poéitame bud podle definice ze vztahu

T
Fr(p) = 2{r )} = [ S0 at
0
nebo z vyjadreni
fr(t) = fO() -1 -T)], t 20,
kde pouzijeme vétu o translaci.

Resené tilohy na obraz periodické funkce.

= (e PT)F a

Urcete obraz F(p) periodické funkce f(t), kterd je vytvofena impulsem fr(t),

0<t<T ama periodu T.

1, 0<t<1,
L fT(t):< ~1, 1<t<2

Je fr(t)=1(t) —21(t —1) +1(t — 2), t > 0. Odtud a z véty o translaci plyne

1
Frp) = (1= 27 7).



tudiz ) ( 2
1—2eP e P 1—e™? 1—e™?
F(p) = =

p(l—e?) — p(l+eP)(1—eP) p(l+eP)

Pouzili jsme vzorce pro obraz periodické funkce, vztahu % £ 1 a skutecnosti, ze perioda
dané funkce je T = 2.

sint, 0<t<m,
2. fT(t)_< 0, mw<t<2m

Je f(t) =sint[1(t) — 1(t — m)] = sint1(t) + sin (t — m)1(t — 7), tedy
! 1
- p2 +1 + p2 + le

Vzhledem k tomu, Ze perioda funkce f(t) je rovna T = 2w, je

Fr(p) e

1+e ™ 1
F(p) = (P2 + 1)(1 — e~ 2m) = P2+ )(1—e ™)

1
p?+1°

Pouzili jsme vzorec pro obraz periodické funkce a vztahy sint £

t,  0<t<l,
3. fT(t):< 21, 1<t<2,
0, 2<t<s.
Je fr(t)=t[1(t) -1t -]+ 2-t)[1({t-1)-1(t-2)] =
() = [(t— 1)+ 11t = 1)+ [T+ (1 =)Lt — 1)+ (t —2)1(t — 2) =
t1(t) —2(t—1)+11(t — 1) + (t — 2)1(t — 2).
Odtud dostaneme obraz Fr(p) = I%(l —2e7P 4+ e %) atedy obraz funkce f(t) je

1—-2Pte %
F(p) =
(®) p*(1—e3P)

Pouzili jsme vzorce pro obraz periodické funkce s periodou 7 =3 a vztah 12 %.

Neresené ulohy na obraz periodické funkce.

Urcete obraz F(p) periodické funkce f(t), kterd je vytvofena impulsem fr(f) a ma
periodu T.

/1, 0<t<1, _ 1
b _< 0, 1<t<2, T=2 F@) = mrem)
2. fr(t)= sint, 0<t<m, T=n [F(p):%]

t,  0<t<l, .

3. fT(t):< 2-t, 1<t<3, [F(p) = =252
t—4, 3<t<4, T=4

4. fr(t)= 1—t, 0<t<l, T=1. [F(p):m—l%]



6. ReSeni linearnich diferencialnich rovnic.

Laplaceovu tramsformaci miZeme pouzit k FeSeni linearnich diferencidlnich rovnic s kon-
statnimi koeficienty nebo jejich soustav. Pomoci vztaht mezi obrazem funkce a obrazem jejich
derivaci 1ze rovnici pievést na lineadrni rovnici nebo soustavu linearnich rovnic pro obraz ¢i obrazy

feSeni. Obrazem feSeni obvykle byva racionalni funkce. Jak se hleda predmét k takové funkci

jsme ukézali v odstavci 2. Obecné Ize feSeni zapsat jako konvoluci ,, pravé strany rovnice “ a

predmeétu k racionalni funkci.
Budeme hledat feSeni diferencidlni rovnice

(W) 20 +azV@) + .+ ana(t) = f()
v intervalu t € (0,00), které vyhovuje pocateéni podmince

(W) 2(0) = z1, 2/(0) = 22,..., 2" V(0) = z,,.
Jestlize oznacime

ZL{z(t)} = X(p),
pak
L{z' ()} = pX(p) — 1, L{a"(t)} = p*X(p) — pr1 — 725 ...,
{0y =p" X (p) —p" e — .. — ap.

Po dosazeni do rovnice (&) dostaneme rovnici pro obraz feseni ve tvaru

(" +ap™ "+ .. +an)X(p) — Qlp) = L{f (1)},

kde Q(p) je néjaky polynom stupné nejvyse (n — 1). Odtud dostaneme obraz Feseni ve
tvaru

Z{f(t Qp
X(p): n n{fl( )} + n n7<1) ’
P+ aip +...+a, pPt+aip +...+an

Odtud lze vyjadiit feseni ve tvaru

kde
u(t) & - w(t) Q(lp)

pr4+apht+ ...+ ay pr4+aph Tt + ...+ an
jsou pfedméty k uvedenym racionalnim funkcim. Je- li pfedmét Z{f(¢)} = F(p) racionalni
funkci dostaneme feseni jako pfedmét k racionalni funkci a neni tf¥eba vyuzivat jeho vyjadfeni
pomoci konvoluce. Je pak

—
(1>

1 Fp) ~1,Q(p)
2(t) = L H5 S+ L7H5 5
P(p) P(p)
kde P(p)=p" +aip" ' +...+an.

Poznamenejme, Ze z rozboru postupu vyplyva, ze prvni ¢len ve vzorci je FeSenim rovnice (é)
za nulovych pocate¢nich podminek a druhy ¢len je fesenim homogenni rovnice prislusné rovnici
(), které vyhovuje poc¢ateénim podminkidm ().

Stejnym zpusobem muizeme Fesit i rovnici tvaru (&), kterd obsahuje jesté ¢len tvaru fg x(u)du.
Zde pouzijeme vztahu 3_1{fg z(u)du} = %X(p) a pro obraz feSeni X (p) dostaneme analo-
gické vyjadreni.



Obdobné muZeme postupovat pfi feseni soustav diferencidlnich rovnic, kde dostaneme sou-
stavu linearnich rovnic pro obrazy feseni. Po jejim vyfeSeni hledame reseni soustavy jako pred-
méty k funkcim vyse popsaného tvaru.

Postup feseni jednotlivych tloh budeme ilustrovat na piikladech.

Resené ulohy na diferencialni rovnice.

Naleznéte Feseni dané rovnice v intervalu (0,00) , které vyhovuje uvedenym pocateénim
podminkam.

1. 2’ +2x =3, z(0)=0.

v A ¥ v 7 v Ve . .
Oznatme X(p) = x(t) obraz feSeni. Jestlize vyuzijeme linearitu transformace a vztah
mezi obrazem funkce a jeji derivace, tak pro obraz feSeni dostaneme rovnici

pX(p) —0+2X(p) =3

Odtud vypocteme, ze
__3
X(P) = popr

Pfedmét k funkci X(p) ziskdme postupem popsanym v odstavci 2. Funkei rozloZime na
soucet parcialnich zlomkt

3 3 3
X(p)=—> -2 __°
= o+2) "% 22
Odtud plyne, Ze
2(t) = %(1 _e ), £ >0,

Pouzili jsme vztah 2'(t) = X(p) — 2(0) a vzorce 1= %, e 2 2 zﬁ'
2. ¢/ + 4z =sint, z(0) = 3.

N A ¥ ¥ ’ v Ve . .
Oznatme X(p) = x(t) obraz feSeni. Jestlize vyuzijeme linearitu transformace a vztah
mezi obrazem funkce a jeji derivace, tak pro obraz feSeni dostaneme rovnici

X(p)(p+4) 3=
Odtud vypocteme, ze

_ _3 2
X(p) = T (P4 (p2+4)°

Piedmét k funkci X(p) ziskdme postupem popsanym v odstavci 2. Funkci rozlozime na
soucet parcidlnich zlomki

1 1 2
_ 3 . 2 _ 3 I 10 —ﬁp‘f‘g'
p+4  (p+4)(p2+4) p+4 pt4d p2 +4

X(p)

Odtud plyne, Ze

31, 1 1
x(t) = —e " — —cos2t+ —sin2t, t > 0.
®) 10 10 ) -
Pouzili jsme vztah 2/(t) 2 X (p) —x(0) a vzorce sin2t = I%H’ cos 2t £ szH, = Iﬁ.

3. 2" —a2'—6x=2, x(0)=1, 2/(0)=0.

v A ¥~ s -~ Ve . .
Oznatme X(p) = x(t) obraz feSeni. Jestlize vyuzijeme linearitu transformace a vztah
mezi obrazem funkce a jeji derivace, tak pro obraz feSeni dostaneme rovnici

P’X(p) —p1—-0— (pX(p) —1) - 6X(p) = 2.



Odtud vypocteme, ze

_ _p—pt2
X(p) = p(5—3ﬁp+2)'

Piedmét k funkci X(p) ziskdme postupem popsanym v odstavci 2. Funkci rozlozime na
soucet parcialnich zlomkut

8
15

+ .
p+2 p-—-3

[Sa{IE

_ Pt
X(p)_p(p—3)(p+2)_ p T

Odtud plyne, ze
1
z(t) = —(=5+12e72 4 8¢%), t > 0.

Pouzili jsme vztahy a/(t) = X(p) — z(0) ,z"(t)
é%7 eatépfla, a= -2, a=3.

2’ =62 +9x =0, z(0)=2, 2/(0) = —4.

Ozna¢me X (p) = z(t) obraz feSeni. Jestlize vyuzijeme linearitu transformace a vztah

mezi obrazem funkce a jeji derivace, tak pro obraz feseni dostaneme rovnici

(P*X(p) —2p+4) —6(pX (p) — 2) + 9X (p) = 0.
Odtud vypocteme, ze

2p—16
X(p) = 2215

Pfedmét k funkci X(p) ziskdme postupem popsanym v odstavci 2. Funkei rozloZime na
soucet parcialnich zlomku

p?’X (p) — pr(0) — 2'(0) a vzorce

2p—16  2(p—3)+6-16 2 10

X(p) = = .
W)= 6+ (p—3) (p-3) (»-3)?
Odtud plyne, Ze
z(t) = (2 — 10t)e*, t > 0.
Pouzili jsme vztahy 2/(t) £ X(p) — x(0) ,2"(t) £ p®’X(p) — px(0) — 2/(0) a vzorce
o3t & fedt & 1
(p—3)*"
a2+ 20 +20 =0, z(0)=1, 2/(0) = 2.

N A N % , v Ve . .
Oznatme X(p) = x(t) obraz feSeni. Jestlize vyuzijeme linearitu transformace a vztah
mezi obrazem funkce a jeji derivace, tak pro obraz feSeni dostaneme rovnici

(P*X(p) —p —2) +2(pX(p) — 1) +2X(p) = 0.
Odtud vypocteme, ze

_ __ pt4
X(p) = pP+2p+2°

Piedmét k funkci X(p) ziskdme postupem popsanym v odstavci 2. Funkci rozlozime na
soucet parcidlnich zlomki

1
p—3’

v p+4 p+1 3
®) pP+2p+2 PP+ +1 0 (P41 +1

Odtud plyne, ze
z(t) = e '(cost + 3sint), t > 0.

Pouzili jsme vztahy 2/(t) £ X (p) — x(0) ,2"(t) £ p? X (p) — pz(0) — 2'(0),

t A — AP : L
e f(t)= F(p—a), a=—1 avzorce cost = 2 sint =

PP+l



6. 2" —9x=2—¢, x(0)=0, 2/(0) =1.

v A ¥ v 7 v Ve . .
Oznatme X(p) = x(t) obraz feSeni. Jestlize vyuzijeme linearitu transformace a vztah
mezi obrazem funkce a jeji derivace, tak pro obraz feSeni dostaneme rovnici

P - 9X(p)—1=2—

Odtud vypocteme, ze

_ _pP+2p-1
X0) = Z=55r-
Piedmét k funkci X (p) ziskdme postupem popsanym v odstavci 2. Funkci rozlozime na

soucet parcidlnich zlomki

_6 1 7 1
X(p) =2+ 5+ 2 - 2
(») p p* p—3 p+3

Odtud plyne, ze
1
2(t) = 5o (=6 + 3t + 7’ — e, t > 0.

Pouzili jsme vztahy 2/(t) £ X(p) — z(0) ,2"(t) £ p®’X(p) — px(0) — 2/(0) a vzorce

a1 A1 gt A 1 — = —
_pyt—p%e _p*a’a_g’a_ 3.
7. 2" +4x =2cos2t, x(0) =0, 2/(0) = 4.

Ozna¢me X (p) = z(t) obraz fefeni. Jestlize vyuzijeme linearitu transformace a vztah

mezi obrazem funkce a jeji derivace, tak pro obraz feSeni dostaneme rovnici

(P* +4)X(p) — 4= .

Odtud vypocteme, ze

_ 4 2
X() = s + i

Pfedmét k funkci X(p) ziskdme postupem popsanym v odstavci 2. Odtud plyne, ze
1
x(t) = (4 +1)sin2t, £ > 0.

Pouzili jsme vztahy z(t) £ p?X(p) — px(0) — 2/(0) a vzorce tsin2t = (p;lﬁ,
. A 92
sin 2t = peawe

8. '+ [f x(r)dr =1, z(0)=1.

N A ¥ v ’ v Ve . .
Ozna¢me X(p) = x(t) obraz feSeni. Jestlize vyuzijeme linearitu transformace a vztah
mezi obrazem funkce a jeji derivace a obrazem integralu, tak pro obraz feseni dostaneme
rovnici

(p+3)X(p)—1=1.

Odtud vypocteme, ze
_ ptl

X(p) - p%—i-l'

Predmét k funkci X (p) ziskdme postupem popsanym v odstavci 2.

p_ 1
p?P+1 p24+1

Odtud plyne, ze
x(t) = sint + cost, t > 0.

Pouzili jsme vztahy 2/(t) £ X(p) — x(0) ,fg x(r)dr £ ]%X(p) a vzorce 1= %,
sint = I%H’ cost = p2ﬁ-1'



9.

10.

o+ 22 +2 [ a(r)dr =3¢, 2(0) = 2.

~ A ¥ v ’ v Ve . .
Ozna¢me X (p) = z(t) obraz feSeni. Jestlize vyuzijeme linearitu transformace a vztah
mezi obrazem funkce a jeji derivace a obrazem integralu, tak pro obraz reseni dostaneme
rovnici

2 _ .3
Odtud vypocteme, ze

_ 2p2+5
X () = GrijGrrerra-

Piedmét k funkci X(p) ziskdme postupem popsanym v odstavci 2. Funkci rozlozime na
soucet parcidlnich zlomki

2p? + 5p 3 op + 6
(p+1)(p2+2p+2) p+1 p2+2p+2

X(p) =
Upravou dostaneme vyjadieni

-3 5(p+1) 1
Tp+l o (p+H1)241 0 (pH1)241

X(p)

Odtud plyne, Ze
z(t) = —3e " + e !(5cost +sint), t > 0.

Pouzili jsme vztahy 2'(t) £ X(p) — z(0) , [y z(r)dr £ ]%X(p), e 'f(t)y = Flp+1) a
vzorce et 2 L sint & Lo cost £ P
— pt1» - p2+1’ - p2+1-

2—t, 0<t<2,
v o= g0, =1 e f=( 70" 5}

Poznamenejme, ze f(t) = (2 —¢)[1(t) — 1(t — 2)] a postupem z odstavce 3 dostaneme
1

1—e72P).
pg( )

f(t) =

SARS

~ AN Yo s . Ve . .
Ozna¢me X (p) = z(t) obraz feSeni. Jestlize vyuzijeme linearitu transformace a vztah
mezi obrazem funkce a jeji derivace, tak pro obraz feseni dostaneme rovnici

2 1
p—DX(p)+1==—S(1—e?P).
(p—1)X(p) p pQ( )
Odtud vypocteme, ze

_ —p*+2p-1 1

Xp) = p(p—1) ﬁ@—lfﬂg

Piedmét k funkci X (p) ziskdme postupem popsanym v odstavci 2. Funkce rozlozime na
soucet parcidlnich zlomki

1 1 -1 1 1 _
X(p):2—+<p—pz+p_1>e 2p‘

Pouzijeme postupi, které jsme probrali v tlohach v odstavcich 2 a 4 a dostaneme pro
TeSeni vzorec

c(t) =t —1D1t)+ (=1 = (t—2) + N1t —2), t > 0.



11.

12.

Reseni Ize také zapsat pomoci vzorce

t—1, 0<t<L2,
et_Z, t> 2.

Pouzili jsme vztahy 2'(t) £ X (p) — 2(0), vétu o translaci z odstavce 3 a vzorce

A1 L 1
—p T e

1, 0<t<1

" _ o / _ _ s e
Poznamenejme, ze f(t) = 1(t) — 1(t — 1), tedy Zf(t) = %(1 —e7P), kde obraz k funkci
f(t) ziskdme pomoci véty o translaci. Postup jsme ukazali v tlohach v odstavci 3.
Ozna¢me X (p) £ z(t) obraz feSeni. Jestlize vyuzijeme linearitu transformace a vztah
mezi obrazem funkce a jeji derivace, tak pro obraz feseni dostaneme rovnici
P’ +1DX(p) —p+1=1(1—eP).
Dale vypocteme, ze

_ptl—e—P
X(p) = Pp

Piedmét k funkci X (p) ziskdme postupem popsanym v odstavcich 2 a 4. Funkei rozlozime
na soucet parcidlnich zlomki

X(p) =+ — - —(1—2p )e_p.

p p°+1

Odtud plyne, ze
xz(t) = (1 —sint)1(t) — (1 —cos(t —1))1(t — 1), t > 0.

Reseni lze také zapsat pomoci vzorce

2(t) = 1 —sint, 0<t<1,
~\ sint(sinl —1) +costcosl, t>1.

Pouzili jsme vztahy 2" (t) £ p?X (p) —pz(0) — 2/(0), vétu o translaci z odstavee 3 a vzorce
121 sint 2 - té%
p P
<t<
P 4a 4 32 = £(8), 2(0) =0, /(0) = 0, kde f(t) = < o ‘t);é =1L

Poznamenejme, ze f(t) = 1(t) —1(t — 1), tedy Zf(t) = (1 — e_p)%, kde obraz k funkci
f(t) ziskdme pomoci véty o translaci. Postup jsme ukézali v tlohach v odstavci 3.
Ozna¢me X (p) = z(t) obraz feSeni. Jestlize vyuzijeme linearitu transformace a vztah
mezi obrazem funkce a jeji derivace, tak pro obraz feseni dostaneme rovnici

X(p)(p* +4p+3) = (1—eP)L.

Dale vypocteme, ze

_ _l-e>?
X(p) = p(p2+ilp+3)'

Piedmét k funkci X (p) ziskdme postupem popsanym v odstavcich 2 a 4. Funkei rozlozime
na soucet parcidlnich zlomkiu

1 1 1 .
3p  20p+1) +6(p+3)> (=)

X@=<

P



13.

14.

Odtud plyne, ze

11 1 1 1 1
o(t) = (3 - ie*t + 6e3t) 1(t) — (3 - §e*(t*1) + 6e3(“)> 1(t—1), t>0.

Reseni 1ze také zapsat pomoci vzorce

1 1.t 1.3t
_ 3 §e + ge 0 S t S ].,
z(t) < %(e —1)et 4+ %(1 —ede 3 t>1
Pouzili jsme vztahy z'(t) = X (p) —z(0) ,2"(t) £ p* X (p) — pz(0) — 2'(0), vétu o translaci
z odstavce 3 avzorce 121 et 2 L - _1 ¢g=-3
p p—a
1, 0<t<l,
' +x=f(t), x(0)=0, 2/(0)=0, kde f(t)= < -1, 1<t<2,
0, t>2.

Poznamenejme, ze f(t) = 1(t) — 21(t — 1) + 1(t — 2), tedy ZLf(t) = =222 kde
obraz k funkci f(t) ziskdme pomoci véty o translaci. Postup jsme ukézali v tulohach v
odstavcich 3.

v A ¥ v z v Ve . .
Ozna¢me X (p) = z(t) obraz feSeni. Jestlize vyuzijeme linearitu transformace a vztah
mezi obrazem funkce a jeji derivace, tak pro obraz feseni dostaneme rovnici

(P> +1)X(p) = 71—2‘3*;“’72”.

Dale vypocteme, ze

9a— -2
X0) = 155t

Pfedmét k funkeci X (p) ziskdme postupem popsanym v odstavcich 5, 6 a 12. Funkci
rozlozime na soucet parcidlnich zlomku

1 P _ 2
Xp)=|-- 1—2e7P P).
(p) (p P 1) (1 -2 +eP)
Odtud plyne, ze

xz(t) = (1 —cost)1(t) —2(1 —cos(t —1))1(t — 1)+ (1 —cos(t —2))1(t — 2), t > 0.
Reseni Ize také zapsat pomoci vzorce

1 — cost, 0<t <1,
a:(t):< —1+(2cos1—1)cost+ 2sinlsint, 1<t<2,
cost(2cosl —1—cos2) — (sin2 — 2sinl)sint, ¢ > 2.

Pouzili jsme vztahy /(t) = X (p) —z(0) ,2"(t) = p? X (p) — pz(0) — 2/(0), vétu o translaci

A1 : s 1 L
z odstavce 8 a vzorce 1= » sint = i cost = p21—)|—1
<t<1
o' 420 + 20 = f(t), x(0)=0, 2'(0) =0, kde f<t>=< eg’t S; f‘ ’

Poznamenejme, ze f(t) = e ‘1(t — 1) = e le=tV1(t — 1), tedy Zf(t) = e;IfIP, kde
obraz k funkci f(t) ziskdme pomoci véty o translaci. Postup jsme ukdzali v ulohach v

odstavci 3.

N A ¥ o~ ’ v Ve . .
Oznatme X(p) = x(t) obraz feSeni. Jestlize vyuzijeme linearitu transformace a vztah
mezi obrazem funkce a jeji derivace, tak pro obraz feSeni dostaneme rovnici



15.

2 _ele?
(r* +2p+2)X(p) = <5
Dale vypocteme, zZe

e~ le—P
X(p) = (p+1)(p?+2p+2)°

Pfedmét k funkei X (p) ziskdme postupem popsanym v odstavcich 2 a 4. Funkei rozlozime
na soucet parcialnich zlomkiu

11 p+1 —p
0= (- Giarr)

Odtud plyne, Ze

z(t) =e 11 —e " Veos (t —1))1(t — 1), t > 0.

Reseni Ize také zapsat pomoci vzorce

- 0<t<l,
~\ el —ef(coslcost +sinlsint), t> 1.

A

Pouzili jsme vztahy z'(t) = X (p) —z(0) ,2"(t) = p*> X (p) — pz(0) — 2'(0), vétu o translaci

z odstavee 3 a vzorce cost = pﬁl’ et 2 % a vztah f(t)e -t 4 F(p+1).
2, 0<t<1,

2’ +4x = f(t), x(0)=0, 2/(0) =0, kde f(t)= < 2(t—-2), 1<t<2,
0, t> 2.

Poznamenejme, ze f(t) = 2t(1(¢t) — 1(t — 1)) +2(t —2)(1(t — 1) — L(t — 2)) = 2t1(t) —
4t -1)1(t—1)+2(t —2)1(t — 2), tedy L f(t) = (1 —2e7 P+ e_2p)p2, kde obraz k funkci
f(t) ziskdme pomoci véty o translaci. Postup jsme ukézali v tlohach v odstavci 3.
Ozna¢me X (p) = z(t) obraz feSeni. Jestlize vyuzijeme linearitu transformace a vztah
mezi obrazem funkce a jeji derivace, tak pro obraz feSeni dostaneme rovnici
(P +4)X(p) = (1—2e77 +e %) %
Dale vypocteme, zZe

— (1 _ 90— -2 2
X(p)=(1—-2e"P+e p)pQ(pQH).
Pfedmét k funkei X (p) ziskdme postupem popsanym v odstavcich 2 a 4. Funkei rozlozime
na soucet parcidlnich zlomkia

1 1 1—2eP4e 2P
p?2  p?+4 2
Odtud plyne, ze

2(t) = % <t - ;sin2t> 1(t) — [(t Sy %sinZ(t _ 1)] 1t —1)+

1

: [(t ~2)— Lsin2(t - 2)} 1(t-2), t>0.

Reseni Ize také zapsat pomoci vzorce

1t — Lsin2t, 0<t<l,
x(t) = < 1—lt+31n2t( cos2—1) : 1n200s2t, 1<t<2,
sin2¢(—% + 2 cos2 — L cosd) + (3 sind — Lsin2)cos2t, ¢>2.

P—



16.

17.

Pouzili jsme vztahy z'(t) = X (p) —z(0) ,2"(t) 2 p*> X (p) — pz(0) — 2'(0), vétu o translaci

z odstavce 3 a vzorce 1= ;1), t& 1%’
sin 2t £ pQLH, cos 2t = I)QL;A.
2 <t<ZI
Y450 = f(1), 2(0)=1, kde f(t)=( €% 0stsg3,
0, t>1.

Poznamenejme, ze

f(t) =5cos2t[L(t) — 1(t — g)] =5cos2t 1(t) + 5cos2(t — g)l(t - g),
tedy Zf(t) = p25£4(1 +e72P), kde obraz k funkci f(t) ziskAme pomoci véty o translaci.
Postup jsme ukézali v tllohach v odstavci 2.
A

Oznatme X(p) = x(t) obraz feSeni. Jestlize vyuzijeme linearitu transformace a vztah
mezi obrazem funkce a jeji derivace, tak pro obraz feSeni dostaneme rovnici

(p+1)X(p) — 1= (1 +e2P).

Dale vypocteme, ze

_ 5p -5 1
Pfedmét k funkei X (p) ziskdme postupem popsanym v odstavcich 2 a 4. Funkei rozlozime
na soucet parcialnich zlomkiu

p+4  [(p+4 1\ _
X = _
(®) P2+4+<p2—|—4 p+1)°

[ME]

Odtud plyne, ze

s
t— —

(1) = (cos 2t + 2sin2)1(t) + (cos2(t . g) +2sin2(t - ) - e_(t_5)> 1(t —

Reseni lze také zapsat pomoci vzorce

Pouzili jsme vztahy /() £ pX(p) — z(0), vétu o translaci z odstavce 3 a vzorce
cos2t & L sin2t £ ¢

Reseni rovnice se da také vyjadiit jako konvoluce. Toto vyjadieni miizeme pouzit ve
dvou pripadech. Bud je funkce na pravé strané rovmice sloZitd pro hleddni obrazu a
nebo chceme vyjadfit feSeni rovnice pro obecnou pravou stranu. Pii vypoctu konkrét-
niho feseni pak zbyva vypocitat integral, kterym je konvoluce zapsana. Vyuzijeme vztahu
L UF(p)Gp)} = L HF(p)} * £ HG(p))}. Dostaneme stejné vyjadieni feseni, které
ziskdame metodou variace konstant. Postup reseni tlohy budeme ilustrovat na prikladech.
2 + 32 + 22 = f(t), =(0)=0, 2/(0)=0.

Ozna¢me X (p) 2 x(t) obraz feseni a F(p) = f(t). Jestlize vyuzijeme linearitu transfor-
mace a vztah mezi obrazem funkce a jeji derivace, tak pro obraz reseni dostaneme rovnici

(p* +3p+2)X(p) = F(p)

a odtud dostaneme pro TfeSeni rovnice vyjadreni

_ F)
X(p) P24 3p+2

P



18.

19.

Protoze je
1 1 1 4

—t -
= - 2 (et —e ),
pP»+3p+2 p+1 p+2 ( )

je

2(8) = F(t) % (e~ — &2 = /0 Fu)(e—t — o242y 4y ¢ > 0,

2’ + 42’ + 5z = f(t), x(0)=1, 2/(0) =0,

Ozna¢me X (p) 2 x(t) obraz feseni a F(p) = f(t). Jestlize vyuzijeme linearitu transfor-
mace a vztah mezi obrazem funkce a jeji derivace, tak pro obraz reseni dostaneme rovnici
(p* +4p+5)X(p) —p—4=F(p)

a odtud dostaneme pro feSeni rovnice vyjadreni
__ F) p+4
X(p) = = 5 :
p°+4p+5 p*+4p+5
Protoze je
1 1
3 = 3 Y
P+4ap+5 (p+2)2+1
a
p+4 p+2 2 A ot .
= + =e “"(cost+ 2sint
PP+4p+5  (p+2%2+1 (p+2)%2+1 ( )
je
x(t) = e ?*(cost + 2sint) + f(t) x e 2t sint
t
= e %(cost + 2sint) + / Fw)e W gin (t — u)du, t > 0.
0
z' 4+ 2z + 10 f; z(u)du = f(t), z(0)=1,
Ozna¢me X (p) £ z(t) obraz feSeni a F(p) £ f(t). Jestlize vyuzijeme linearitu trans-
formace a vztah mezi obrazem funkce a jeji derivace a integralu, tak pro obraz feseni
dostaneme rovnici 10
(pt+2+-7)X(p) —1=F(p)
a odtud dostaneme pro feseni rovnice vyjadfeni
x(p) = —PF (p) p
p?+2p+10  p2+2p+10
Protoze je
p p+1 1 At L.
= — = e "(cos 3t — —sin 3t),
pP2+2p+10 (p+1)2+9 (p+1)2+9 ( 3 )

je

1 1
x(t) = e (cos 3t — 3 sin3t) + f(t) * e *(cos 3t — 3 sin 3t)

1 ¢ 1
=e '(cos 3t — 3 sin 3t) + / f(u)e " (cos 3(t — u) — 3 sin 3(t — w))du, t > 0.
0



20.x+6x+9f0 wydu = f(t), =z(0) =1,

Ozna¢me X (p) = z(t) obraz fefeni a F(p) £ f(t). Jestlize vyuzijeme linearitu trans-
formace a vztah mezi obrazem funkce a jeji derivace a integralu, tak pro obraz feseni

dostaneme rovnici 9
(p+6+ I;)X(p) —1=F(p)

a odtud dostaneme pro feseni rovnice vyjadieni

pF(p) p
p2+6p+9 pZH+6p+9°

X(p) =

Protoze je
p __p _ 1 3 a3
2 = 2 = - ;=¢ (1
pP+6p+9 (p+3) p+3 (p+3)

— 3t),

je

x(t) = e 31— 3) + f(£) (e (1 - 31)) =
(1 — 31) + /f (e 3 (1= 3(t — w)))du, t > 0.

Neresené ulohy na diferencialni rovnice.

Naleznéte feseni rovnice, které vyhovuje uvedenym pocatecnim podminkam.

1. 2/ +3x =0, x(0)=5; [z(t) = 5e™3, ¢t > 0]
2. 2" —22' 422 =0, z(0)=1, 2/(0) =1; [z(t) = e cost, t > 0]
3. 2" + 32 + 2z =4e73  2(0) =0, 2/(0) = 0; [z(t) = 273t —4e=2t 4+ 2e7t t > (]
4. 2’ 4+ 2x =sint, x(0) = 0; [2(t) = £(e™* — cost + 2sint), t > 0]

5. 2" + 3 = e_t, :U(O) — 0, :L‘/(O) — _1; [:E(t) = %(6—31% — et ,

6. 2" + 4z = cost, x(0)=0, 2/(0) =0; [z(t) =

Wl

7. 2"+ 22 =tsint, x(0) =0, 2/(0) = 0;

(cost — cos2t), t > 0]

[(t) = = (2e7% — 10t cost — btsint — 2cost + 14sint), t > 0

25
8. 2+ 22 +x=sint, x(0)=0, 2/(0) = [x(t)Z%(te_t—l-e_t—COSt), t > 0]
9. 2" —22' +2x =1, z(0)=0, 2/(0) = [z(t) = %(1—et(cost—sint)), t>0]
10. 2" + 2 =cost, x(0)= -1, 2/(0) = 1; [2(t) = $tsint — cost +sint, ¢ > 0]
11. 2’ +52+6 [ x(r)dr =0, 2(0) = 1; [z(t) = 33t —2e7 2 ¢ > ()
12. 2’ + 2z + fo 7)dr =sint, x(0) = 0; [2(t) = 3(te™ +sint), t > 0]
13 ¥ =—-xz+y+e, z(0)=0, [z(t) =e' =1, t > (]
Sy =x—y+e,  y(0)=0; ly(t) =€ —1, t > 0]
u z = —y, 2(0) =1, [#(t) = e'(cost — 2sint), t > 0]
oy =2 +2y, y(0)=1; [y(t) = e'(cost + 3sint), ¢ > 0]
15 s + 3y7 {L‘(O) = ]_7 [I‘(t) = 1§e2t %te_% 366_2t, t> 0]
. y/ — +y+e*2t, y(O) =1; [y(t) — 19 .2t + tef2t 36672t’ t> 0]



16. " — 4z = 4t, x(0) =1, 2/(0) = 0; [2(t) = $(3e* + &2t — 4t), ¢ > (]
17. 2 — 4z = 4€*,  z(0) =0, 2/(0) = 0; [2(t) = te? — 1e? 4 1672, ¢ > (]
18. 2" +x =t +6t, x(0)=0, 2/(0) = 0; [z(t) =13, t > 0]
19. 2" 4+ =sin2t, z(0) =0, 2/(0) = 0; [2(t) = $(2sint — sin2t), ¢ > 0]
20. 2" + x =cost +sin2t, xz(0)=0, 2/(0) = 0; [2(t) = £((3t +4) sint — 2sin2t), ¢ > 0]
21. 2" +x=2+¢e"t, x(0)=0, 2/(0) =0; [2(t) = 3(4 +e ' +sint — 5cost), t > 0]
22. 2/ + 62 +9 [f x(r)dr =0, x(0) = 1; [2(t) = (1 — 3t)e 3, ¢ > 0]
23. 2/ + 2z +2 [ x(r)dr =0, z(0)=1; [z(t) = et cost, t > 0]
8—4t, 0<t<L2
I e = — 3 = ’ - - ’
24. o' —2x = f(t), z(0) 3; f(t) < 0. £ 9
[z(t) = (2t — 3)1(t) + (22 — 2t + 3)1(t — 2), t > 0]
[2(t) =2t —3, 0 <t <2, x(t) =22 ¢ > 2
1" o . ’ o . t, 0<t<m,
5. e f0, 20 -1 SO -1 f0=(y 7L
[z(t) = (t — cost)1(t) — (t +sint + wcost)1(t — m), ¢t > 0]
[(t) =t +cost, 0 <t <, x(t) =cost—sint — wcost, t > 7]
<< T
0. "4 do= 0, 20 =1 ZO =0 fO=(y [Si=F
2, t>T.
1 <ti< T
{x(t):< %(3cos2t+1), ' O_Wt_ S ]
7(2+3cos2t —sin2t), t> 7.
-t <t<Z
2. @ ba = (0), 2(0) =0, 2(0) =1 fy=( 2 OSLEE
. t>1I
—t— <t<Z
2(t) = e cost, } . O_Wt_ 35
—cost +e 2(cost +sint), t> 73
9, 0 <1
28. 2/ +3x = f(t), =(0)=1; f(t):< 9’ fo 1 ’
2(t) = 2e73t — 14 3¢, 0<t<1,
T\ 273 43— t>1
ro . _/ 5sin2t, 0<t< 3,
29. 2/ —x=f(t), z(0)=1;, f(t)= < 0, >
/) 3" —2cos2t —sin2t, 0<t< 7,
[x(t) B < el +2¢!7 3, t> 7. ]
" o fan _/sint, 0<t<m
0. 490 = (0, 2(0)=0. £ 0 =0 fi=( b P=!
1 . .
/[ 54(3sint —sin3t), 0<t <,
[a:(t) - < 0, t > .
31. 2 +22' 4102 =0, z(0)=0, 2/(0) =6; [z(t) = 2e~tsin3t, t > 0]



32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.

2"+ 22" =0, 2(0)=1, 2/(0) = 2; [z(t) =2—e72t t > 0]

" +3x'+2x =0, xz(0)=1, 2/(0)=0; [z(t) = 27t —e™2t, t > 0]
=2 =2-2t, z(0)=1, 2/(0) =1; [z(t) = et + 12, t > 0]
" +x =4et, 2(0)=4, 2/(0) = -3; [z(t) = 2e' + 2cost — 5sint, ¢t > 0]
" +x=3sin2t, x(0)=1, 2/(0) =1, [z(t) = cost + 3sint — sin2t, t > 0]
2" 4+ 9x =5cos3t, x(0)=2, 2/(0)=—-1; [2(t) = 2cos 3t — 1sin3t + Stsin3t, t > 0]
"+’ =2t -3, x(0)=0, 2/(0)=1; [z(t) = 6(1 —e™?) + 12 —5¢t, t >0
2" 462" + 9z = (2t + 1)e!, z(0) =5, 2/(0) = 3;  [x(t) = 5e™3 + 15te 3 + Lte!, t > 0]



