Kapitola 2

Konvergence rad

I. Absolutni konvergence

Vysetfete absolutni konvergenci rad.

Navod: Podle (limitniho) podilového kritéria. Je
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Podle limitni verze podilového kritéria fada (absolutné) konverguje.
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Ndvod: Podle (limitniho) podilového kritéria. Je
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Podle limitni verze podilového kritéria fada diverguje.
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Rada tedy konverguje podle srovnavaciho kritéria a piikladu (I.1).
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Ndvod: Podle (limitniho) podilového kritéria. Je
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Pro 0 < A < e fada konverguje, pro A > e fada diverguje. Musime rozhodnout ptipad A = e. Spoc¢téme
limitu

lim ap = (£) k=

dim o = () k! =

podle Stirlingovy formule (ale stacil by i jednodussi odhad)

= m () VIR () = e

a proto fada diverguje, nebot posloupnost koeficient nejde k nule.
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Ndvod: Podle (limitniho) podilového kritéria. Je
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Podle llimitniho poilového kritéria tedy fada konverguje pro kazdé z € C.

2k:+1

I -
6. kz_: 1 )',kdeze(C

Ndvod: Podle (limitniho) podilového kritéria. Je
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Podle llimitniho poilového kritéria tedy fada konverguje pro kazdé z € C.
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Ndvod: Postup je stejny jako u piikladu (I.5), nebot absolutni hodnota koeficientu |ay| =
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Ndvod: Postup je stejny jako u piikladu (I.6), nebot absolutni hodnota koeficientu |ay| = (2‘:f1r)lr'
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Ndvod: Pokud a < 1 a b € R, fada diverguje, nebot existuje ¢islo € > 0 tak, aby a + ¢ < 1 a tudiz fada
> # diverguje a pritom druhy ¢len v souc¢inu napravo

11 k<
keln® = kot Inlk

2



poroste nadevSechny meze (podle zndmého pravidla, ze mocnina roste rychleji nez logaritmus).
Pokud a > 1 a b € R, fada konverguje (absolutné), nebot existuje ¢islo § > 0 tak, aby a — ¢ > 1 a tudiz

fada k,,%(, konverguje a pfitom druhy ¢len v soucinu napravo
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konverguje do nuly (a tedy je specidlné omezeny), fada tak konverguje podle srovnavaciho kritéria srovna-
nim s fadou ka%é

Pro pripad a = 1 pouzijeme kondenzacni nebo integralni kritérium. P¥ipad b = 0 je trivialni, fada diverguje
(je harmonickd). Pro b # 0 plati, ze
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z ¢ehoz vyplyva, na néjakém okoli nekoneéna spoctena derivace je zaporna, prislusna funkce je monoténni,
a tedy také posloupnost konverguje do nuly monoténné.
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Potom kondenzaé¢ni kritérium fika, ze fada ), . konverguje, pravé kdyz konverguje rada
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Posledni fada evidentné konverguje pro b > 1 a diverguje pro b < 1.

Obdobné integralni kritérium (v mirné zobecnéné forme) iika, ze fada -, m konverguje, pravé kdyz

konverguje integral
< 1
[l
v xln’x

kde M je libovolné zvolené kladné redlné cislo. Volme jej tak, aby In M > 0. Integral pocitdme substituci
y = Inx, ktery pro b # 1 vychazi
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pficemz posledni vyraz je konec¢ny, pokud b > 1 a nekonec¢ny, pokud b < 1. Pro b = 1 vychézi
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dacz/ —dy = [Iny|.,, = +oo.
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Shrnuti: Rada konverguje pro a > 1, b € R a a = 1, b > 1. Jinak diverguje.
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Ndvod: Obdobnymi tvahami jako v predchozim prikladu lze ukézat, ze fada konvegruje pro a > 1, b,c € R
a diverguje, pokud a < 1, b,c € R.

Taktéz srovnanim s predchozim prikladem lze ukézat, ze fada konverguje pro a = 1, b > 1, c € R a
diverguje pro a = 1, b < 1, ¢ € R. Ukazeme napriklad konvergenci: je-li b > 1, pak existuje € > 0 tak, aby

b—e>1aplati
Z 1 _ Z 1 lnfc(ln k)
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pricemz podle predchoziho pitkladu (I.9) vime, ze > m konverguje a plati, ze ——=7-- — 0 pro
k — oo (coz lze dokézat naptiklad posuzovanim této limity jako limity funkce a substituci k = e¥), tudiz
je specidlné omezend. Konvergence plyne srovndnim s fadou m

Pripad ¢ = 1, b = 1 rozhodne kondenzac¢ni kritérium. Opét lze dokazat vypoctem derivace funkce

ze konvergence piislusné posloupnosti do nuly je monoténni. Potom fada -, W‘(lnk)

zInzln®(Inx)?

konverguje tehdy a jen tehdy, konverguje-li rada

ok .
Z " 2K In(2F) ln (In 2F) Z kln k’
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O fadé napravo ale vime z ptikladu (?7), ze konverguje, pravé pokud ¢ > 1 a diverguje, pokud ¢ < 1.

Shrnuti: Rada konverguje, pokud a > 1, b,c € Rneboa=1,b>1,c € Rneboa =b=1, ¢ > 1. Jinak
diverguje.

L1l ) Zﬁk kde z € C.
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Navod: Podle limitniho podilového kritéria. Pocitejme
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Pro |z| > 1 fada absolutné konverguje, pro |z| < 1 fada diverguje podle limitniho podilového kritéria.
Pokud |z| = 1, potom ay = k, a tedy ax / 0 pro k — oo a fada diverguje taktéz, nebot nespliiuje nutnou
podminku konvergence.
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Navod: Podle limitniho podilového kritéria. Pocitejme
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Pro |z| > 1 fada diverguje, pro |z| < 1 fada konverguje podle limitniho podilového kritéria. Pokud |z| = 1,
potom aj = 2%, dostavame tak geometrickou radu s kvocientem g = %, ktera je samoziejmé konvergentni.

Shrnuti: Rada absolutné konverguje pro |z| < 1, diverguje jinak.
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Navod: Pouzijeme kondenzac¢ni kritérium. Posloupnost jde k nule evidentné monoténné, a proto staci ovérit,

zda konverguje fada
ok ——
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Ale fada napravo diverguje, nebot % — 1 pron — oo, nesplfluje tak nutnou podminku konvergence.
ek

Ndvod: Pokud z > 0, fada diverguje, nebot nesplituje zakladni podminku konvergence, e*® /k # 0 pro
k — oo. Pokud x = 0, fada diverguje, nebot jde o harmonickou fadu. Pokud = < 0, fada konverguje
srovnanim s geometrickou fadou, nebot e /k < " = (®)*, ptidemz kvocient * < 1.

> ekm
1.15. Z ﬁ, kde x c R.
k=1

Ndvod: Pokud x > 0, fada diverguje, nebot nespliiuje zakladni podminku konvergence, e*® /k # 0 pro
k — oo. Pokud = = 0, fada konverguje, nebot jde o fadu > 1%2 Pokud = < 0, fada konverguje srovnanim
s geometrickou fadou, nebot e"* /k? < *® = (e®)*, piicemz kvocient e® < 1.
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Ndvod: Rada diverguje, nebot

lim %/In(k + 1) = lim (In(k + 1))/* = lim e& m0nG+1) _ 0 _ 1,
k k
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a tedy nesplnuje zédkladni podminku konvergence.
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Navod: Podle limitniho podilového kritéria
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fada konverguje, pokud |z| < 1 a diverguje, pokud |z| > 1. Pokud |z| = 1, fada diverguje, nebot nespliuje
zékladni podminku konvergence, 2 4 0 pro k — oo.
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1.18. ,;arctg m, z € R.

Ndvod: Pokud = = 0, fada ma nulové koeficienty a konverguje. Pokud = # 0, pouzijeme limitni srovnévaci
kritérium. Plati, ze

arct
lim 8Y _
y—0 Y
odkud vyplyvé (substituci y = 13_’“&2 ), Ze
. arctg %
k—o0 Rz

a proto fada ), arctg %

ale dostaneme, Ze od uréitého &lenu pocinaje, kdy je k2 > 22, plati

konverguje, pravé kdyz konverguje fada Tf’“ﬁ Jednoduchym srovnanim

2kx 2kx T

22+ k2 T 22 K
pfi¢emz Fada napravo diverguje pro kazdé x # 0.

Zavér. Rada konverguje pro x = 0, jinak diverguje.

2kx
k
1.19. ,;:1 arctg 2 z eR.

Ndvod: Pouzijeme odmocninové kritérium. Podle véty o limité slozené funkce plati

2kx
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= arctg0 =0,

a tudiz rfada konverguje pro kazdé = € R.

o0
1.20. Z arcsin®

k
2

Ndvod: Pouzijeme odmocninové kritérium. Podle véty o limité slozené funkce plati

lim [/arcsin® L = lim arcsin L = arcsin i - <1

a tudiz fada konverguje.
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Ndvod: Pouzijeme odmocninové kritérium.

T A L A

Rada tedy konverguje, pokud |z| < e a diverguje, pokud |z| > e. Pokud |z| = e, potom fada diverguje,
nebot nespliiuje nutnou podminku konvergence, nebot

k- e 1\, ) 1
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Pouzitim Taylorova rozvoje a véty o limité slozené funkce

1 1 _ K2 k2 _
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:exp|:1—%+0] 261/2750.
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Ndvod: Pro x = 04 2km a * = m+ 2k7 je fada evidentné konvergentni. Jinak pouzijeme limitni srovnavaci

kritérium.

Pouzitim odmocninového kritéria pro limity nahlédneme, 7e plati lim k sin?* # = 0 pro = # kx, nebot plati
lim \/)C ksin?f ¢ = klim Vk - sin?z =sin® 2 < 1.

Proto také plati

exp(—ksin?* z)

Jim = e =10,

a tudiz rada musi divergovat, nebot nespliiuje nutnou podminku konvergence.

—1

. ZW

Navod: Upravime
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Nyni staci spocitat, ze
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Rada konverguje podle limitniho srovnévaciho kritéria (srovnanim s fadou Y 75).
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Ndvod: Pokud a = 1, potom fada diverguje, nebot mé konstantni koeficient In 2.

Pokud « > 1, potom o — 400 a plati, Ze

In(1 + o) - In(2¢*) Wm2+klna W2  k

— Ina.
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ak - ak ak ak
Rada 1{’;—5 konverguje, nebot je geometricka s kvocientem % < 1.Rada (f‘—k konverguje napriklad podle
limitniho podilového kritéria, nebot

Pro o > 1 tedy fada konverguje srovnanim se souctem dvou konvergentnich fad.

Pokud 0 < o < 1, potom a® — 0 pro k — oo a plati (tfeba podle 'Hopitalova pravidla), ze

o Ina

) 1
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lim ¥ — lim At

z—+o00 a® z—+00 o®lna

—14£0,

fada tedy musi divergovat, nebot nesplituje nutnou podminku konvergence.

II. Konvergence obecnych rad

Abel. Konverguje-li kompleznt fada ", ar, a je-li {by} omezend (redlnd) monotonni posloupnost,
pak tada )y, arpby konverguje.

Dirichlet. Je-li posloupnost ¢dastecnijch soucti komplexni Tady ), ar omezend a md-li (redindg)
monotonni posloupnost {by} limitu rovnou nule, pak tada ), arpby konverguje.

Leibniz. Md-li (redlnd) monotonni posloupnost {by} limitu rovnou nule, pak vada Y, (—1)*by
konverguje.

Prvni fakt o ,,goniometrickych* ¥adach. Rady

o0 oo
g sin kzx, E cos kx
k=1 k=1

sice diverguji (mimo 2 = 0 modulo 27 u sinové fady), ale pro kazdé z € R maji stejné omezené
¢astecné soucty.

Druhy fakt o ,,goniometrickych® ¥adach. Rady

ke ke

o0 . o0
Z sin kx cos kx
k=1 k=1

konverguji absolutné pro a > 1. Sinova fada konverguje neabsolutné pro 0 < a < 1 pro vSechna
x € R, absolutné vSak pouze pro z = 2nm, kde n je celé &islo (pak je fada nulova). Kosinova fada
konverguje neabsolutné pro x € R rizna od 2nm, kde n je celé ¢islo, pro x = 2nm diverguje. Pro
a < 0 fady vzdy diverguji.

Specialné fady >, |sink|/k a ), | cosk|/k diverguji.

Vysetiete absolutni i neabsolutni konvergenci néasledujicich tad.

> k 1
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Navod: Zkusime dokazat, ze posloupnost kLH sin% je od néjakého c¢lenu pocinaje monoténni a mé limitu
nula. Druhé neni tézké, nebot

. . . .1 . % . . siny Y
lim sin - = lim sin— = lim 5 siny = lim -——=1-0=0.
k—oo k+1 k zotcox+1 x yH0+§+1 y—0+ ¥y y+1

Monotonii dokédzeme pomoci monotonie funkce TL_‘_I sin % Jeji derivace je rovna

I sin1 ,—#sinlf¥cosl
x+1" " x)  (x+1)2 z a(xt+1) z’

nule je rovna v bodech

! sml— ! cosl—O
(x+1)2 z  z(x+1) x
1 1 1
oS in— — —cos— =0
— cotg =
P cotg

Ackoliv je rovnice transcendentni, je zfejmé, Ze pro x — oo prava strana roste nade vSechny meze, zatimco
leva strana konverguje k jedné. Evidentné tak na néjakém okoli nekone¢na rovnice nemuze mit feseni, a
protoze derivace je na néjakém okoli nekonec¢na spojita funkce, nemize ménit znaménko, tudiz musi byt
monotdénni.

Podle Leibnizova kritéria tedy fada konverguje neabsolutné.

Absolutni konvergenci mizeme vylou¢it pomoci limitniho srovnavaciho kritéria, srovnanim s fadou k%rl
Je totiz

1
= lim ksin - =1.
im ksin -

— 00

Zavér: Rada konverguje neabsolutné, absolutné nikoliv.

Jing ndavod, jak dokazat neabsolutni konvergenci. Je ziejmé, ze fada s koeficienty ar = (—l)kﬁ_1 kon-
verguje podle Leibnizova kritéria. Protoze posloupnost s koeficienty b, = ksin% ma limitu (viz vypodet
vyse), je nutné omezend. Tudiz vySetfovand fada konverguje podle Abelova kritéria, dokdzeme-li monotonii

posloupnosti & sin % Derivovanim dostaneme

( ) 1)’ 11 1
rsin— | =sin— — —cos —,
xT X xT xT

pricemz derivace je nulova, je-li splnéna rovnice

1 1
sin— — —cos— =0
r x T
1 1
tg — = —.

r T

Protoze ale rovnice tgy = y nemd na pravém prstencovém okoli nuly (0,7/2) FeSeni (zkuste popremys-
let nad jednoduchym geometrickym ,dikazem“ na jednotkové kruznici), je nutné derivace na néjakém
okoli nekonecna spojitd a nenulové, tudiz neméni znaménko a posloupnosti je od jistého ¢lenu pocinaje
monoténni. Tim je monotonie dokazana.

> k 1
11.2. —1)*—— cos =
k;( S 1%

Ndvod: Rada diverguje, nebot nespliiuje nutnou podminku konvergence. Je totiz

. k -
klirr;ok+1cosg—1.
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Ndvod: Rada nekonverguje absolutné srovnanim s radou ., %, nebot limitni srovnavaci kritérium dava

k 1
—— COS k2 1

in k241 k — lim -1

fmoo 1 e K211k

Zkusime aplikovat Leibnizovo kritérium. Ziejmé k%ﬂ cos% — 0 pro k — co, musime ale ovérit monotonii
této posloupnosti (alespon od néjakého ¢lenu pocinaje). Derivovanim dostaneme

T 1\ z*+1-227 1, o 11
12+1cos NP cosx 1‘2+1x25mx

derivace je na néjakém okoli nekonec¢na spojita a je nulova, pokud splnuje rovnici

icosl+¥sinl =0
(z2 4+ 1)2 z  x(x?+1) x
I Gk 0 N
(x2+1) x

Je vidét, ze pro x — +oo leva strana konverguje k nekonecnu, zatimco prava strana k nule, a proto rovnice
na néjakém okoli nekonecna nemuze mit feseni a derivace nemuze ménit znaménko. Tudiz funkce musi byt
na néjakém okoli nekonec¢na monoténni, z ¢ehoz plyne monotonie posloupnosti.

Zavér: Rada konverguje neabsolutné, absolutné nikoliv.

Poznamka: MiZeme ale postupovat sérii tvah, které vypocty zna¢né zjednodusi: podle Leibnizova kritéria

konverguje fada ), = 1) . Podle Abelova kritéria, diky monotonii posloupnosti kz T konverguje tudiz také
k
fada Zk 1) k;ﬁl = Zk(—l) k2 - A znovu podle Abelova kritéria, diky monotonii posloupnosti cos k

(alesponi od jistého ¢lenu pocinaje) konverguje tedy také vySetfovana rada.

V fadé nasledujicich tloh 1ze pouzit ten ¢i onen postup, budeme uz ale uvadét pouze jeden, povétsinou

vy

drzici se mechanického schématu. Hledani elegantnéjsich cest ponechavame ¢tenafi.

IL.4. Z lnk

Ndvod: Rada nekonverguje absolutné srovnanim s fadou Y, 1z, nebot

K " -
e/ Ink o k1

im = lim
k,
Pokusime se aplikovat Leibnizovou kritérium. Ziejmé II{E — 0 pro k — oo. Konverguje monoténné?

Derivovanim funkce

1/ ! Inz \ / nz 5. Inz 4 1/xl=Inz _ _1/x1
/N (e e () —ew g alt/rigpe —gled
Inx Inx In?z In? z

dostaneme spojitou funkci na néjakém okoli nekonec¢na, kterd je nulové, pokud

$1/I 1712111' o xl/zl
x T — 0
In?z
1—Inx 1
2 T

1—Inx ==

Protoze leva strana konverguje pro x — 400 do minus nekone¢na a prava do plus nekonec¢na, nemiize mit
tato rovnice na néjakém okoli nekonecna feseni. Tudiz derivace na tomto okoli nekone¢na neméni znaménko
a funkce (a tudiz posloupnost) je monoténni.

Zavér: Rada konverguje neabsolutné, absolutné nikoliv.

oo kkg

IL.5. Z(—l)km

k=1



Ndvod: Rada nekonverguje absolutné srovnanim s fadou Dok m (jejiz divergence lehko vyplyva ze

srovnani s fadou ), 1), nebot

Yo
lim 28— i Y9 =10 =1
k—oo m k— o0

= k
Rada konverguje neabsolutné, dokazeme to pomoci Leibnizova kritéria. Ziejmé % — 0 pro k — oo,
dokazujme tedy monotonii. Derivujme funkci

(1,9)1/31 /_ (1,9/50 /: 6(911’113)/13 /: e(glnz)/z((glnm)/m)/76(91nz)/zﬁwi _ x9/1797;)#7m9/1m1:;m
In(Inz) In(Inz) In(lnx) In?(In x) In?(In z)
derivace je spojitd n néjakém okoli nekone¢na a nulova, pokud je splnéna rovnice
I9/m Qfgénz 9 /x 1

zlna
=0
In?(In x)

xg/z9791n:v L9/ 1

72 zlnx
9—9lnzx 1
2 T zlnzx

9—9lnz = ——

Inz

pricemz nahlizime, zZe leva strana pro z — +o0o konverguje do minus nekonec¢na a prava strana do plus
nekonecna. Rovnice tedy nemé na néjakém okoli nekonecna feseni, derivace diky spojitosti nemize ménit
znaménko a monotonie funkce (a tedy posloupnosti) je zarucena.

Zavér: Rada konverguje neabsolutné, absolutné nikoliv.
> 2k +10\"
I1.6. (+ LA (i
o3 (50

Ndvod: Rada konverguje absolutné podle odmocninového kritéria, nebot

2% +10 2

li § =lim —=-< 1.
Jm Vel = lim 7 =3 <

o0
IL.7. * z:(—l)’c arctg k arccotg Vk

k=1
Ndvod: Plati, ze arctgk — 5 pro k — oo a ddle plati, ze

im arccotg\/E - lim arccotgy — lim arccotg(cotg z) — lim 2(.:osz —1
k—oo  1/\k y—too  1/y z—0+  1/cotgz 2—0+ sinz

Odtud vyplyva, ze
lak] _ =

el 1/\/%_ 2

a podle limitniho srovnévaciho kritéria nemize byt konvergence absolutni, nebot fada >, ﬁ diverguje.

Protoze posloupnost {arctg k} je omezend a monoténni, podivejme se na fadu Y, (—1)* arccotg v/k. Pokud
bude konvergentni, bude podle Abelova kritéria konvergentni také vySetiovana fada.

Ale fada Y, (—1)" arccotg vk je konvergentni podle Leibnizova kritéria, nebot arccotg v'k konverguje mo-
noténné k nule.

Zavér: Rada je neabsolutné konvergentni, absolutné nikoliv.

wx " sin(k + k72)
IL.8. kZZI (R
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Navod: Aplikujme sou¢tovy vzorec na citatel, dostaneme

sin(k +k~?)  sinkcosk™? , cos K sin k™2
In(lnk) =~ In(lnk) In(In k)

Protoze posloupnost se ¢leny b, = 1/In(Ink) konverguje monoténné do nuly a plati, ze fady >, cosk a
také >, sink maji omezené ¢asteéné soucty, fady

Z sin k cosk
—~ In(In k)’ — In(Ink)
konverguji podle Dirichletova kritéria.
Je ovsem evidentni, ze posloupnosti {sin k~2} a {cos k™2} jsou od jistého ¢lenu poéinaje monoténni (nebot
funkce sin a cos jsou monoténni na intervalu (0,7/2)). Z toho plyne, Ze podle Abelova kritéria konverguji
fady
sin k cosk

———— - CoS k72, —2"  sink™?,
” In(In k) - In(In k)

a tudiz konverguje (neabsolutné) i jejich soucet.

Absolutni konvergenci mizeme vylouéit porovnanim s fadou 1/k. (Tteba podle jednostranného limitniho
kritéria.)

> ksin k
I1.9. ** —1)*
/;( ) k2 +1

Navod: Oznacme aj, obecny k-ty clen rfady. Nejprve vylouc¢ime absolutni konvergenci porovnanim s radou
>4 Isink|/k. To je divergentni fada podle faktu uvedeného na zac¢atku oddilu o konvergenci obecnych fad.
Pritom

k
. 225 . k241
lim # = lim 1+ =1.
k—oco |sink|/k  k—oo +
[z
Tudiz vysetfovana fada nemutze konvergovat absolutné.
Upravime nyni ¢len fady na tvar
rksink rsink k2

= i A A
Dokéazeme-li nyni konvergenci fady ZA—I)’“%, pak, vzhledem k tomu, Ze posloupnost {J—L} je evi-
dentné omezena (ma limitu) a monoténni, z Abelova kritéria bude vyplyvat také neabsolutni konvergence
vysetfované fady.

Nyni pouzijeme triku rozdéleni fady na dvé, na fadu sudych a lichych ¢lent.

Z(_l)ksizkz; Z (—l)kSiEk—i— Z (—l)kSiZk

k=1 k=1,3,5,... k=2,4,6,...

coz po upravé dava

% w T %

oo
sin k sin k sin k
St 5

k=1 k=1,3,5,... k=2,4,6,...
7 nasledujici poznamky plyne, ze pokud dokézeme konvergenci fad na pravé strané, pak konverguje také
fada na strané levé a rovnost s otaznikem plati.

Avsak konvergence obou fad na pravé strané plyne z Dirichletova kritéria. Protoze % — 0 monotoénne, staci

OveéFit stejnou omezenost ¢asteénych souctt fad ), sink séitanych pres sudé a liché ¢leny.
Rada > sinkz ma totiz omezené Castecné soucty pro vSechna z € R. Polozenim x = 2 tedy zjistujeme,
ze fada ), sin(2k) =3, _,, sink ma omezené Castecné soucty. A protoze

N N N N N
E sink| = E sink — E sink| < E sink| + E sin k
k=1,3,5,... k=1 k=2,4,6,... k=1 k=2,4,6,...
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a obé fady napravo maji stejné omezené ¢astecné soucty, plyne odtud stejna omezenost ¢asteénych soucti
i pro fadu lichych ¢lend.
Tim je neabsolutni konvergence vysetrované rady dokazana.

Tady mohou vzniknout opravnéné pochyby, zda s¢itdnim po sudych a lichych c¢lenech dostaneme totéz.
Ano, kli¢ovy je ale pfedpoklad konvergence fad sudych a lichych ¢€lenu (jinak bychom nasli snadné
protipfiklady, nap¥. > k(—l)'C /k). Predpokladejme tedy, ze fada lichych ¢lenti a fada sudych ¢lent konver-
guje. Ztejmé plati rovnost ¢astecnych souctu

n n
2oak= 3wt Z a
k=1

llche cl Sude cl

V ¢astecném souctu totiz diky komutativité sé¢itani samoziejmé prerovnavat mizeme. Potom podle véty o
aritmetice limit plati rovnost, nebot prava strana mé smysl

lim E ar = lim E ar + lim E ak
n—oo n—oo b1 n— o0
liché ¢l. sude cl

a podle predpokladu konvergence fad na pravé strané

RILH;OZakf Z ay + Z ak.

llche cl sude cl

Z toho plyne, Ze i pro neabsolutné konvergentni fadu, kterou nelze libovolné pferovnavat, plati tvrzeni, ze
konverguje-li fada lichych a sudych ¢lenti, pak konverguje také rada vSech clend, a to k souctu fad lichych
a sudych ¢lend.

> kksm k

I1.10. ** ) (~1)F———
— k2 +1

Ndvod: Ukéazeme, ze fada nekonverguje absolutné. K tomu staci dokédzat divergenci fady >, M a pouzit

limitni srovnévaci kritérium. Nyni plati, ze sin z = % a tudiz
2
sin” k 1 — cos 2k 1 cos 2k
L Z k - Z ko Z L
k k
1

pricemz posledni Fada napravo ), % konverguje podle Dirichletova kritéria, nebot 7 — 0 monoténné
a y_, cos kz ma omezené Castecné soucty pro kazdé x € R, tedy specialné také pro & = 2. Tudiz soucet
fady >, % = S je realné cislo, a protoze harmonicka rada diverguje do +oo, plati

sin? k 1 — cos 2k 1 cos 2k

Ukazeme, ze fada konverguje neabsolutné. Za timto ucelem fadu roztrhnéme na dvé:

= w ksin? k B = k k(1 —cos2k)/2 1k > r kcos 2k
>_(=1) k2 +1 =2 (-1 k2 41 =2 (1) 2k2 41 -2 k24+1°

k=1 k=1 k=1 k=1

k

k

Prvni z fad napravo konverguje podle Leibnizova kritéria. Pro druhou lze pouzit analogicky postup jako v
minulém prikladé (I1.9).

IL11. Z kCOSk

Ndvod: Rada nekonverguje absolutné, nebot

cos? k 1+ cos2k 1 cos 2k
Ink *Xk: 2Ink *Zk:zlnk“sz:ank = too,
— N

=400 konverg. fada

12



nebot druhd z fad je konvergentni podle Dirichletova kritéria diky omezenosti ¢asteénych souctit fady
>, cos2k (plyne z prvniho faktu o ,goniometrickych“ fadach v tvodu oddilu o konvergenci obecnych
fad).

Rada konverguje neabsolutné, nebot

> 2k > 1+ cos 2k > 1 > cos 2k
1 kCOS K _q)p1 oSk _1)k _1)F
;( ) Ink ;( ) 2Ink ;( ) 2lnk+;( ) 2Ink’

pricemz prvni z fad napravo konverguje podle Leibnizova kritéria a pro druhou lze uzit analogicky postup
jako v ptikladu (I1.9) — rozdéleni na sudé a liché ¢leny (tim zmizi (—1)¥) a pouziti Dirichletova kritéria.

= 2k — !
I1.12. ;(—1)’6%

Navod: Pfipomenme, ze
k-1 1-3.-5-7---(2k—1)
(2K T 2.4-6-8---(2k)

Indukci dokazeme, ze
(2k — 1! - 1
(2k)N 2k +1

Nerovnost ziejmé plati pro £ = 1. Indukéni krok je

k+ 1D (26— 1) 2% +1 1 2k+1 1

@k + 21 (k) 2k+3 2k+12k+3 2k13

Z toho plyne, ze fada nekonverguje absolutné.

Ukézeme naopak, ze
(k-1 1
(2k)N 2k+1

Nerovnost ziejmeé plati pro k = 1. Indukéni krok je

(k+1)!M _ (2k—DU2%k+1 _ 1 2k+1  V2k+1 _V2k+3 1
(2k+2)0 T (2K 2k+3 T 2k+12k+3 2k+3 2k+3  V2k+3

7 tohoto odhadu vyplyva, ze fada konverguje neabsolutné podle Leibnizova kritéria; nebot je evidentni, ze

(zkfl)”} je monoténni a podle tohoto odhadu konverguje k nule.

posloupnost { T

I1.13. ** Z arccotg® ksink, kde a € R.
k=1

Ndvod: Pripomenme, ze
lim arcc?tgk _1
Tedy posloupnost (arccotg k) se chové piiblizné jako posloupnost (1/k).

Z toho snadno plyne, Ze pro a > 1 rada konverguje absolutné pomoci limitniho srovnavaciho kritéria
srovnanim s fadou Y 15

Pro a < 0 fada diverguje, nebot nespliuje zdkladni podminku konvergence, limita a, # 0, to je snadné
nahlédnout jak pro a = 0, tak pro a < 0, nebot v tomto pt¥ipadé limj arccotg® k = 400 vzhledem k tomu,
ze funkce arccotg je kladnd na svém defini¢nim oboru a v nekone¢nu konverguje k nule.

Zbyvéa rozhodnout pro 1 > a > 0. V takovém pfipadé z monotonie funkce arccotgz plyne, ze arccotg® k
konverguje monoténné k nule. A protoze fada ), sink ma omezené ¢astecné soucty, konverguje v tomto
pripadé fada neabsolutné podle Dirichletova kritéria.

Pro 1 > a > 0 fada nekonverguje absolutné, jak plyne srovnanim s divergentni fadou ), |sink|/k®.

- 1
I1.14. Z arctg® 7 €08 k, kde a € R.
k=1
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Ndvod: Plati (naptiklad podle Heineho véty a 'Hopitalova pravidla), ze

arctg +
lim S8k g,
k—o0 =
Z toho vyplyvéa samoziejmé pro a € R (vcetné nuly), ze
arctg® *
lim 8k g,
k—oo "a

Z toho ihned plyne, ze pro a > 1 konverguje vysetfovana fada absolutné.

Pro a < 0 fada diverguje, nebot nesplituje zakladni podminku konvergence, jeji koeficienty nejdou k nule.

1

=) konverguje monoténné k nule a fada

Pro 1 > a > 0 fada konverguje Dirichletova kritéria, nebot (arctg®
>~ cos k mé omezené Castecné soudty.

Pro 1 > a > 0 fada nekonverguje absolutné; to plyne srovnanim s divergentni fadou ), | cos k|/k*.

- k
I1.15. Z arccos” ——sink, kde a € R.
— k+1

Ndvod: Podle Heineho véty a 'Hopitalova pravidla plati, ze (ZKONTROLOVAT PROGRAMEM)

1
k 1 T . 1)2
. arccos ) arccos ) 1-(-1H2 (y+
lim % = lim —%= = lim \/ i =
k—o00 NG y—0+ \/y y—0+ BV

2y 1 . 2 1

lim .
o Rty WAL veor T2 (g D)

Z toho plyne, ze
a k
arccos” 7

k—o0 /s

Tudiz arccos® kL_H se chova obdobné jako ﬁ Z toho vyplyva:

a

Pro a > 2 konverguje fada absolutné, podle limitniho srovnavaciho kritéria (srovnanim s fadou 3, 1/(k*/?)
— viz vypocet vyse.

Pro a < 0 rada diverguje — nespliiuje nutnou podminku konvergence, koeficienty fady nejdou k nule.

Pro 2 > a > 0 fada nekonverguje absolutné, podle limitniho srovnévaciho kritéria (srovnanim s fadou
S 1/(k*?) - viz vipocet vige.

Pro 2 > a > 0 fada konverguje neabsolutné. Zrejmé kL-H /" 1, a protoze funkce arccos je monoténni, je také

k P ; a_k P o .
arccos ;77 — 0 monoténné, a tedy také arccos” ;77 — 0 monoténné (pro a > 0). Protoze fada 3, sink

ma omezené ¢astecné soucty, lze pouzit Dirichletovo kritérium.

IL16. (+) > ——sink, kde A > 0.
L AR 41

Ndvod: Pokud A > 1, potom fada diverguje, nebot nespliiuje nutnou podminku konvergence; jeji koeficienty
nekonverguji k nule. Pokud A = 1, plati totéz.
Pokud 0 < A < 1, potom . . .

Tplsmk < s = Ak
a protoze Y AF je absolutné konvergentni (geometricka) fada, fada konverguje absolutné podle srovnéva-
ciho kritéria.

0 ak
e
I1.17. § | p— tg’ k, kde a,b € R.
kZI( ) cak 7 Arecots ea
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Ndvod: Piipomenme, ze (viz napi. (IL.7)

arccotg k
k—o0 %

Pro libovolné b € R tedy plati (podle véty o limité slozené funkce a spojitosti mocniny, nulu lze snadno
posoudit zv1ast)

lim arccgtgbk 1

k—o0 W
1. Diskutujme nejprve ptipad, kdy je a < 0. Potom plati

ak

k_¢© b & |€ b uk
(1) T_Harccotg k‘ < |(=DF]- - - |arccotg® k| < Ce*,

pfi¢emz posledni odhad plyne z toho, Ze funkce arccotgz, a tedy také arccotg’ z je omezeni vhodnou
konstantnou C na celém svém definiénim oboru. Rada Y e je pro a < 0 konvergentni, a proto pro a < 0
vysetfovana rada konverguje absolutné.

2. Bud nyni a = 0, vySetfujeme tedy fadu

1 oo
3 Z(—l)k arccotg” k
k=1
Protoze pro libovolné b € R plati
b
lim arcc?tg k —1,
k—o0

3
mame ihned, ze pro b > 1 fada konverguje absolutné podle limitniho srovnavaciho kritéria a pokud 0 <
b < 1, potom fada nekonverguje absolutné, opét podle limitniho srovnavaciho kritéria.

Pokud ale 0 < b < 1, pak fada konverguje neabsolutné podle Leibnizova kritéria, nebot arccotg® k konver-
guje k nule monoténné (diky monotonii funkce arccotg).

Pokud b < 0, fada diverguje, nebot nespliiuje nutnou podminku konvergence, jeji koeficienty nekonverguji
k nule.
3. Bud nyni a > 0. Potom
ek 1
= 1.
etk +1  14eak 4

ak
Specialné tedy posloupnost (Pfki_H) je omezena a monotdénni.

Vime z pfedchoziho vySetfovani, kdy bylo a = 0, ze fada ) k(fl)k arccotg? k konverguje absolutné, pokud
b > 1. Pfenasobeni omezenou posloupnosti na tom nic neméni; forméalné muzeme pouzit limitni srovnéavaci
kritérium a porovnavat tfeba s fadou ), arccotg® k.

V platnosti také zistava, ze pokud b < 0, potom rada diverguje, nebot jeji koeficienty nekonverguji k nule
a neni tak splnéna zakladni podminka konvergence.

Nyni, pokud 0 < b < 1, pak vime, Ze fada Zk(—l)k arccotg® k nekonverguje absolutné. Pfendsobeni
omezenou posloupnosti na tom nic neméni; formalné mizeme opét pouzit limitni srovnavaci kritérium a
porovnavat s fadou ), arccotg® k.

Pokud 0 < b < 1, pak také vime, ze fada Zk(fl)k arccotg’ k konverguje neabsolutné. Z toho plyne podle
Abelova kritéria, ze fada 3, (—1)* arccotg” k-

cak
eakt1 J°

Shrnuti: Rada konverguje absolutné, pokud a < 0 nebo b > 1. Rada konverguje neabsolutné, aviak ne

% konverguje (neabsolutné), diky monotonii posloupnosti

absolutné, pokud a > 0 a zaroven 0 < b < 1. Jinak diverguje.

o0 k
x
I1.18. (+) E —5 - cosk, kde x € R.
— +1

Ndvod: 1. Bud nejprve |z| < 1. Potom
2F
‘Wcosk‘ S |33k| . |COSI€| S |$‘k,
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a tudiz fada konverguje absolutné.

2. Bud nyni z = 1. Potom vySetiujeme fadu Y, % cosk, ktera diverguje, nebot jeji koeficienty nejdou k
nule.

3. Bud nyni z > 1. Potom plati, ze

k

ot §
2k + 1

x
x2k + 1

1

kg 1
x+xk

1

xk

1\ *
-(5)
pri¢emz fada 3, (1/x)" konverguje, nebof (1/x) < 1. Tudiz fada konverguje absolutné podle srovnévaciho
kritéria.

cosk’ <

4. Bud nyni = —1. Potom vySetfujeme fadu ), (721)16 cos k, ktera diverguje, nebot jeji koeficienty nejdou

k nule.

5. Bud nyni z < —1. Potom plati, ze
k

I2k+1

xF B
x2k 41|

(1ol
EEES

1

o

L
|[*

o | _
EEEl

()

pricemz fada >, (1/|z|)* konverguje, nebot (1/|z|) < 1. Tudiz fada konverguje absolutné podle srovnava-

cosk’ < ‘

ciho kritéria.
a 1
I1.19. ;(—1)’“ In <1 + E) cosk.

Navod: Plati, ze

In(1+ ¢

lim M —
k—oo % y—0+ Yy

Odtud vyplyva, ze fada nemuze konvergovat absolutné podle limitniho srovnéavaciho kritéria, srovnanim s

fadou ), .

Je ziejmé, ze fada >, In (1 + 1) cosk konverguje podle Dirichletova kritéria, nebot In(1 + ;) konverguje

monoténné k nule a fada )y, cosk ma omezené Casteéné soucty.

To ndm napovida, ze konvergenci vysSetiované rady muzeme dostat jejim rozdélenim na liché a sudé cleny,

&imz se zbavime &lenu (—1)* v piedpisu.

Z(—l)kln(l—i—%)cosk;— Z ln(l—i—%)cosk—l— Z ln(1—|—%>coskz

k=1 k=1,35,... k=2,4,6,...

a po uprave

- 1 7 e 1 = 1
g (=1)FIn (1+ 7> cosk = — E In (1—1—7) cos(2k — 1) + E In (1+ —) cos 2k
- k — 2k -1 — 2k

k=1

Rada sudych ¢lent (napravo) konverguje podle Dirichletova kritéria, nebot In(1 + ﬁ) konverguje mono-
ténné k nule a fada ), cos 2k ma stejné omezené ¢astecné soucty (plati to podle faktu v uvodu oddilu o
konvergence obecnych fad obecné pro fadu ), cos kz, staci polozit x = 2).

Rada sudych ¢lent (napravo) konverguje podle Dirichletova kritéria, nebot In(1+ 5% ) konverguje monoténné
k nule a fada ), cos(2k — 1) ma stejné omezené ¢astecné soucty, coz plyne napiiklad odhadem

N 2N N 2N N
Zcos(Zk —-1) Zcosk — Zcos 2k Zcosk Zcos 2k
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

pricemz castecny soucet rady lichych clenti jsme vyjadrili jako castecny soucet fady vSech c¢lentt minus
sudych ¢lent a pouzili trojihelnikovou nerovnost. Obé rady napravo ale stejné omezené castecné soucty
maji: plati to podle faktu v ivodu oddilu o konvergence obecnych fad obecné pro fadu ), cos kx, staci
polozit © = 1, respektive z = 2.

= < +

)

Protoze jak fada lichych, tak fada sudych ¢lenii konverguje, konverguje také fada vSech ¢lenti (a rovnost s
otaznikem plati, viz ptiklad (IL.9)).
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- 1
I1.20. (+) ) (—1)*sin — cosk.

Navod: Plati, ze
sin —

lim K32
1 b
k k3/2

a tudiz fada (bez kosinu)
i sin L
= VR

konverguje (absolutné) pomoci limitniho srovnéavaciho kritéria srovnanim s fadou >, ﬁ A protoze

1 1
(—1)F sin —— cosk‘ <sin-—-

N k3/2°

konverguje vySetfovana rada absolutné pomoci srovnavaciho kritéria.

S (=D .
I.21. (+) ) (-1)*In(1- sin k.

Ndvod: 1. Vysetfujme absolutni konvergenci.

Uvédomme si, ze plati

In(1 — &0
lim 7n( k )

R
k

Miuzeme to dokéazat naptiklad pocitanim vybranych posloupnosti lichych a sudych ¢lenu; pro liché je

In(1+ 2~ In(1+ 2~ In(1
I+ 1) j’““) — lim In( + z577) 12’““) — i 2Oty _ 1,
k—oo T k— o0 Py y—0+ Yy
pro sudé je
In(1 - 2% In(1
lim w = lim M =1.
k—oo — 3% y—0— +y
Protoze absolutni hodnota je spojita funkce, plati
limz, =2z = lim|z,| = |z,
a proto
k
In(1 — &0 (1 - 25|
lim k1= lim - =1
k—oo (=1 k— o0 1
% k

Nyni pouzijeme limitni srovnavaci kritérium. Vime, ze fada ), |sin k|/k je divergentni (z faktu na zacatku
tohoto oddilu o konvergenci obecnych fad). Podle pfedchoziho vypoétu plati

’1n(1 — 7(_;)k )

lim - =1.
k— oo 'sin k| k— o0
k

=

2. VysSetfeme neabsolutni konvergenci. Ziejmé posloupnost
1R\
((71)’“111 {17( ) D
k k=1

Jim (~1)"In {1 — (_;)k] =0,

coz muzeme dokazat pocitanim limit vybranych posloupnosti lichych ¢lenti a sudych clenii:

neméni znaménko a pritom

. 1| - L 1 o o a
lim In[l——}—ln(l)—o, lim ln{l+72k+1]— In(1) =-0=0.

k
Tudiz (—l)kln [1 - %} konverguje monoténné k nule. A protoze fada ), sink ma stejné omezené

castecné soucty, podle Dirichletova kritéria fada konverguje neabsolutné.
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" In(1 + k)

IL.22. (+) Z —ln )

Navod: Protoze

In(1+k)  Infk(1+1/k)]  Ink+In(1+1/k) Ink+In(1+1/k) k—oo

In(1+ k3) o In[k3(1 4+ 1/k3)] " Ink3 +1In(141/k3) o 3lnk+1In(1 + 1/k3)

# 0,

W =

fada diverguje, nebot nespliiuje nutnou podminku konvergence.

. > —k\ "
I1.23. (0VERIT!/)Z<—) arccos —
\k+1 k2 +1

Navod: Podivejme se nejprve na clen arccos
je

Protoze arccos je klesajici funkce a

k 1
k2+1 k2+1 T k+1/k \ 0,

™
arccos /" arccos 0 = 5"

k
k241
oo
Specialné, posloupnost (arccos R +1) je monoténni a omezend (a nekonveguje k nule).

Nyni se podivejme na druhy ¢len a trochu jej upravme.

() o ake) o (B2 = o)

7 tohoto vyjadreni je zfejmé, ze fada diverguje, protoze ani jeden z ¢lenti nekonverguje v nekonec¢nu k nule,
a tedy neni splnéna zakladni podminka konvergence.

 In(1 + ko)
I1.24. Z —+ )

Ndvod: Pro x = 0 je fada zfejmé divergentni. Pokud x # 0, plati

In(1+e")  Ife*(1+e )]  kr+In(l+e ™) o+ M k—oo 1
In(1+ e *)  In[e3**(1 4 e=3=)]  3kx +In(l+ e 3k) g, 4 1n(1+2*3’f1) 3’

a tudiz rada diverguje, nebot nespliuje zékladni podminku konvergence; koeficienty nekonverguji k nule.

x a
I1.25. Z arccz# sinkx, kde r € R.
k=1

Ndvod: 1. Rada mé véechny ¢leny nulové, pokud = = nw, kde n je libovolné celé ¢islo. Déle tedy predpo-
kladame, ze x # nm.

2. Pripomenme, ze plati pro kazdé a € R

arccotg k arccotg® k
LI arccorg ©

lim =1 = lim I =1.
k—oo = k— o0 =
E ke
7 toho vyplyva, ze
arccotg®k 1
kb = patd’

od ¢ehoz se budou odvijet nase dalsi tvahy.

3. Pokud je a+b > 1, potom fada konverguje absolutné podle limitniho srovnavaciho kritéria. Srovnavame
piitom s (absolutné) konvergentni fadou 3 |sin kz|/k**?; o ni vime, ze je (absolutné) konvergentni z faktu
uvedeného na zac¢atku oddilu o konvergenci obecnych tad. Je totiz

arccotg® k _:
. wo S kx‘ L | 2recote” k| _ o
im . = lim |&—/——2 | — 1.
koo | sin kx| k— 00 Lﬂ
ka+b k
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4. Pokud a + b < 0, potom fada diverguje, nebot nespliiuje zékladni podminku konvergence; koeficienty
nejdou k nule, jak plyne z vypoctu

arccotg” k _ arccotg” k 1

kb k—a " gatb’

pri¢emz prvni ¢len napravo konverguje k jedné a druhy je bud jednicka (pokud a+b = 0) nebo konverguje
do plus nekonecna.

5. Pokud 0 < a 4+ b < 1, potom fada nekonverguje absolutné. To plyne z limitniho srovnavaciho kritéria.
Srovnavame pfitom s tentokréte divergentni fadou 3 | sin kz|/k**?; vime, Ze je divergentni pro 0 < a+b < 1
z faktu uvedeného na zacatku oddilu o konvergenci obecnych fad. A plati

a
7““:? k sin km)
k— 00 | sin kx| ks oo
La+b

=1,

arccotg® k
1
ka

takze absolutni konvergence je vyloucena.
6. Pokud 0 < a 4+ b < 1, potom fada konverguje neabsolutné. K tomu dospéjeme nasledujici sérii ivah.

Protoze fada ), sinkz mé stejné omezené ¢asteéné soucty (podle faktu uvedeného na zacatku oddilu
o konvergenci obecnych fad) a ﬁ konverguje monoténné k nule, je fada >, Sk”f,‘ f,f konvergentni podle

Dirichletova kritéria.

Dokéazeme-li nyni monotonii a omezenost posloupnosti (k* arccotg® k), ;, bude vySetfovand fada

arccotg® k . a “ sin b
Z Tg sinkr = Z (k* arccotg” k) - La+b
- k

sin kx

konvergentni podle Abelova kritéria, nebof podle pfedchoziho fada }, 257 konverguje.

Vime ale, ze

. . arccotg® k
lim k“arccotg” k = lim fg =1,
k—oo k—o0 e

¢imz je dokdzana omezenost této posloupnosti. Pro monotonii sta¢i dokdzat monotonii posloupnosti (k arccotg k)7, .

Dikaz monotonie. Derivujme

T
x arccotg ) = arccotgxr — ————.
( gz) = arccotg T2

Derivace je pro néjaké x € (0, +o0) nulové, pokud

arccotgx = ﬁ
Provedme substituci z = cotgy, kde tedy bude y € (0, 7/2) vzhledem k tomu, ze z € (0, +00).

_ cotgy
" 1+cotg?y

__cosy/siny
T 1/sin%y
Y = cosysiny
1
= —sin2y.
y=5sin2y
2y = sin 2y.
Posledni rovnice ale zfejmé nemd na (0,7/2) feSeni, nebotf plati zndma nerovnost sint < ¢ na (0,7/2).
Proto derivace (z arccotg z)’ nemtize byt nulova na (0, +00), a protoze je spojit, nemtize ménit znaménko.
Nyni sta¢i vypocist, ze napiiklad v bodé jedna nabjva hodnoty (z arccotgz)’(1) = arccotgl = w/4 > 0.
Funkce (x arccotg ) je tedy rostouci na (0, +oc0). O

Zavér: Rada je absolutné konvergentni pokud = = nw, kde n je celé &islo nebo pokud a + b > 1. Rada je
pouze neabsolutné konvergentni, pokud x # nm a 0 < a + b < 1. Jinak diverguje.
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11.26. Z In(1+ k%) coskx, kde a € R, x € R.
k=1

Ndvod: 1. Necht a > 0. Potom
In(1 + &%) Lt RS
a tudiz rada diverguje, porotoze nesplinuje zdkladni podminku konvergence; koeficienty rfady nekonverguji

k nule.

2. Necht a = 0. Potom In(1 + £*) = In(1 4+ 1) = In2 a fada diverguje z téhoz dtvodu.
3. Necht a < 0. Potom .
klingo ln(lkitk) = b

Z toho ihned vyplyva:

3a. Pokud a < —1, potom fada konverguje absolutné podle limitniho srovnavaciho kritéria srovnanim s
fadou ), |coskx|/k™" (ta konverguje podle faktu na zac¢atku oddilu o konvergenci obecnych fad), nebot

. |In(1+ k%) cos kx|

im In(1+ k%)
k—oo  |coskz|/k—e

- kli»nolo ko =1L

3b. Pokud —1 < a < 0, potom fada nekonverguje absolutné podle limitniho srovnavaciho kritéria srovnanim
s fadou ), |coskx|/k™" (nebot ta diverguje podle faktu na zac¢atku oddilu o konvergenci obecnych fad),

nebot

im [In(1 + k%) cos kx| — lim In(1+ k%) 1L
k—oo  |coskz|/k—e k=00 ka

3c. Pokud —1 < a < 0 a x # 2nmw, kde n je libovolné celé ¢islo, potom fada konverguje neabsolutné podle
Dirichletova kritéria, nebof In(1 + k) — 0 monoténné pro k — oo a fada ), cos kx ma omezené Castecné
soucty pro kazdé = € R, x # 2n.

3d. Pokud 1- < a < 0 a x = 2nm, kde n je libovolné celé cislo, pak fada diverguje podle limitniho
srovnévaciho kritéria srovnanim s divergentni fadou _, k“, nebot v tom pfipadé

lim In(1 + k%) cos(2mnk) ~ lim In(1 + k%)

=1.
k—o00 ke k—oo ke

Zavér: Rada konverguje absolutné, pokud a < —1 a pouze neabsolutné, pokud —1 < a < 0 a x # 0
modulo 27. Jinak diverguje.

o0 .
i sinh kz + cosh kx
IL.27. (+) > (-1) e , kde z € R.
k=1
Navod: Upravme
sinh kz + coshkz ehe _ gmhe 4 gha | o—ha - ek 1
e2kw - 2e2kw - e2kx - eﬂ =c :

Odtud je zfejmé:

1. Pro x < 0 fada diverguje, nebot nespliiuje nutnou podminku konvergence; koeficienty fady nekonverguji
do nuly.

2. Pro z < 0 fada konverguje absolutné, nebot

YDk = e )"

k k

je konvergentni geometricka fada, protoze 0 < e™* < 1.
o0

I1.28. (+) Z(—l) Fcosk
k=1
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Ndvod: Pokud a > 1, potom existuje € > 0 tak, Zze a—e > 1. Rada konverguje absolutné podle srovnavaciho
kritéria, porovnanim s konvergentni fadou ), ka%s, nebot

1 klnak k
klim W—QSM = hm |cosk|n—k 0.

Pokud a > 0, fada diverguje, nebot jeji koeficienty nekonverguji k nule.

Pro 0 < a < 1 fada nekonverguje absolutné. K tomu si stac¢i uvédomit, ze

Ink | cos k|

k

‘(—1) T cosk‘ > T

a ze fada napravo je divergentni.

Pro 0 < a < 1 rada konverguje neabsolutné. K tomu staci ukazat, ze i‘—f monoténné konverguje k nule,

nebof fada 3, (—1)" cos k ma stejné omezené ¢astecné soucty, coz plyne z odhadu

N N N N N

k
E (=1)" cosk| = E cosk — E cosk| < E cosk| + E cosk
k=1 k=2,4,6,... k=1,3,5,... k=246, ... k=1,35,...

a jiz v drivéjsich piikladech jsme ukazali, pro¢ obé fady napravo (liché ¢leny a sudé ¢leny) maji stejné
omezené Castecné soucty.

Je ziejmé, ze 2E — 0 pro k — co. Monotonii dokézeme derivovanim: je
7 k(l
i — —
Inz\" ¢ ' az®tlnx
e - r2a )

—1 —1
27 —az® "lnz =0

derivace je nulové, pokud

1
Iner=- = z=c/%
a

1/a

Tedy derivace, protoze je spojitd, pro x > e nemﬁie ménit znaménko, funkce bude tedy na néjakém

okoli nekoneéna monoténni a tedy také posloupnost 2 Ta k musi byt od jistého ¢lenu pocinaje monoténni.

o0
k coshk!
11.29. —1)kF==
Z::l( ) k + 1 sinh &!

Ndvod: Zitejmé
coshk! e fe ™  1qe P
sinh k! ~ ekl —e—k!' = 1 — g—2-K!

Pricemz si v§imnéte, ze konvergence je monoténni — v kazdém kroku Citatel poklesne a jmenovatel vzroste!

1.

Napisme si tedy radu nasledujicim zpiisobem

k+1 sinhk!

i £ k cosh k!
P k

1

i k Cosh k!
— k T 1 sinh!

ko1

E+1  1+1/k
1. Nejprve vylouc¢ime absolutni konvergenci. K tomu stac¢i porovnat fadu s divergentni radou Zk %
pouzit limitni srovnévaci kritérium, nebot

konverguje monoténné k jedné.

(—l)k . _k_ coshk!
i vk k+1  sinhk! . k cosh k!
1m — -

koo 1/VEk P k+1 sinhkl

2. Nyni dokéazeme, ze fada konverguje neabsolutné. Provedeme néasledujici sérii ivah.
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2a. Rada

i (="

k=1

S

1

konverguje neabsolutné podle Leibnizova kritéria, nebot konverguje monoténné k nule.

S

&
2b. Nyni pfilepime prvni ¢len. Rada

— (=D* &k
kzzl VE  k+1

k
konverguje podle Abelova kritéria, nebot fada Y .-, (7\/%) konverguje podle (2a) a posloupnost (%) je

omezena (m4 limitu) a monoténni.

2c. Nyni pfilepime druhy ¢len. Rada

i (—1)* -k coshk!
k+1 sinhk!
= vk
konverguje podle Abelova kritéria, nebot fada > 72, (_\}E)k . kLH konverguje podle (2b) a posloupnost

(CDSh k!
sinh k!

) je omezend (mé limitu) a monoténni.
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